3narko Jlazosuh - [Ipunpemua HacTaBa 3a TPUjEMHA UCITAT

1 dPysknuje

1.1 Teopujcku yBox

DyHKIMja WX TPEeCJIUKABAKE je MPABUJIO TIPUAPYKUBAIHA jeJTHOT eJIeMeHTa U3 cKyrma X KOju ce
TaJa Ha3uBa JAOMeH (yHKIMje, APYroM eJeMEHTY W3 CKyrna Y-KOZOMeH (yHKIMje, Koju ce jorr
HA3WMBA W CKYIl KOMHja, CKyN cauka. Jomen dyukmuje f ce wecro ozuauasa ca D(f), a KomoMer ca
R(f). EnemernTn ckyna X Hazupajy ce apryMeHTH, HE3ABUCHO IIPOMEHIHUBE, OPUTHHAJIN TPECIMKA-
Baba, WM €JIEMEHTH JIOMEHA.

3a zanucuBame (pyHKIM]a OOUTHO ce KopucTe Heke off ciieiehnx 03HaKa:

[ X=Y, fireoyzeX, yeY wmy= f(x).

Dyukiuja f : A — B 30Be ce cypjekimja, nan ”HA”-npecaukaBame, ako je R(f) = B, mro ce
MOZKE 3AIUCATH B KAO:

(Vy € B)(3x € A) y = f(x).

OpnsocHo, byHKIHjA je cypjekiimja aKo W caMO aKO Cy CBH eJleMeHTH KOJoMeHa, eunje ciauke. Cyp-
JeKImja Mo JepUHUINU J03BOJbaBa IyILIE KOIHWje, Tj. Ja Ce BHIIEe eJeMeHaTa U3 IOMEHa IIPec-
JIUKABA]Y Y UCTH €JIEMEHT KOJIOMEHA.

Oyuknuja f : A — B 30Be ce nHjeklyja, win ’1-17-npecinkapame, aKO BAXKM:

(Vx1,x29 € A)(f(z1) = f(x2) = z1 = 22).

Haxkite, ucta caukKa He MOXKe OUTH pe3yaTaT OpecanKaBambha Pa3InIuTHX OpUTHHAJA. VHjeKImja 1o
JeWHATIV]Y JTO3BOJHABA, JIa y CKYIY CJIWKA TOCTOjE €JIEMEHTH KOjU YOIIIITe HUCY PE3YJTAT MpPec-
JIMKABAHA.

Dynkmja Koja je Cypjeknmja v WHjeKImja 30Be ce OujeKIuja.

Ilox pyurmmjom peastae npoMerbuse, Mucan ce Ha yaKajy f: X — Y,rneje X CRuY =R.
Jpyrum peunma, dyHKIMja peasHe IPOMeHIbUBE je cBaKa MYHKIMja YUju je JIOMEH IOJICKYI CKYyIIa
peannux 6pojesa R mim meo ckym R, a komomen joj je R.

Ba ckyn X C R kaxemo Ja je cMMeTpUYaH, ako 3a cBako ¢ € X u —x € X. Oyukuujy nedpus-
HCaHy Ha CHMETPUIHOM CKYIly HA3MBAMO HAPHOM, ako 3a je ceako z € X, f(x) = f(—x). Cpaka
napHa (pyHKIH]a je CHMeTPUYHA Yy OTHOCY Ha 3-0CY.

Oyukiujy AedrHUCAHY HA CUMETPUYHOM CKYIy Ha3WBAMO HEHAapHOM, aKo 3a je CBako T € X,
f(x) = —f(—x). Caka HenapHa (yHKIHja je CHMETPUYHA ¥ OJHOCY HA KOODJWHATHHU MOYETAK.

3a ¢yukuujy peasne npomersbure [ X — R xaxemo f1a je mnepuogudHa ca nepuogom 1, ako
nocroju T' > 0 takso ma Baxu: f(x + 1) = f(z). Hajmamu Takas 6poj T (ako mocroju), Ha3uBa ce
OCHOBHUM IiepuozoM dbyukiuje f.

Wuarepecantha nepuogndHa dyHKIMja je, penumo: lupuxieosa dynkmmja D: R — {0,1} me-
dbunmrcana Kao:

D()— 17 ‘TE@)
Y70, zer\@

KOja je MepuouYdHa, aJii HeMa, HajMambhH MEPUO.
MomnoronocT (yHKIM]e 03HAYABA CBOjCTBO OHMX (DYHKIHMja KOje 3a/0BOJHABAjy OMJIO KOju O
cireehux yemosa:
pacryha bymxmia (Vo122 € X)(z1 < 72 = f(z1) < (1))
crporo pacryha dyukmuja (Vr1,ze € X)(z1 < 22 = f(x1) < f(z2))
onanajyha dyuknmja (Vry,zs € X)(z1 <22 = f(z1) > f(x2))
crporo onaxajyha dbyukmuja (Yo, xe € X)(r1 < 22 = f(x1) > f(22))
Hyna dyukuuje oapelyjy ce permasameM jeanaunne f(x) = 0.
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N3Bomom dyurmyje f : (a,b) - Ry Tauku = € (a,b) Ha3uBaA ce KoHauHA cyejcha rpaHuvHa

BPEIHOCT
i £ ) = S @)
h—0

rje je f(z+h)— f(x) upupamraj dyrkuumje f() y TaYKn T KOjU 0Jropapa NPUPAIITA]y apryMeHTa
h. Uszsox hemo ozmauuTu ca f'(x).

Oynkmuja f(x) Usson f'(x) | Baxn 3a
1. | ¢=const 0 r€eR
2. | x 1 reR
3. | z® az®! aeR x>0
a= % € Q, g memapno, = # 0
a= g > 1,q menapno, v € R
4. | a® a*lna a>0,a#1,xreR
5. | log,x ﬁ a>0,a#1,x>0
6. | sinx COS T reR
7. | cosx —sinz reR
1
8. | tgw 5 r# 5+ km kel
cos?
1
9. | ctgzx - x££ km, kel
sin” x
10. | arcsi = 2] <1
. | arcsinz e T
V1— a2
1 ! @ < 1
. | arccosz e T
V1 — 22
12 t L eR
. | arctgx x
& 1+ 22
13 t ! eR
. | arcctgx - T
& 1+ 22
14. | shz chz reR
15. | chz shzx reR
16. | th ! eR
. x e x
17. | cth ! #0
.| cthzx —_ T
sh2z
1
18. arshx:1n<a:+\/1+:z:2> —_— reR
V1422
1
19. | archz = In(z £ Va2 — 1) :|:271 x>1
x —
20 the = 3 1n (112 ! 1
.| arthz = 5In ( 125 .2 lz| <
1 +1
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3aTuM, BaXKu

(f(x) £ g(z)) = f'(x) £ 4'(z)
(f(2) - g9(x))" = fl()g(x) + f(x)g'(x)

(f(:c)>’ _ ['(@)g(x) = f(z)g'(x)
g(x) g°(x)

Hexka je bynknumja f(z) mudepennujabusana (uMa mpBu u3Bo) Ha uHTepBagy (a,b). Taga Baxu

a) dbyrakmmja f(x) je pacryha ma marepsaiy (a,b) ako n camo ako je f'(z) > 03a ceaku x € (a, b)

6) dbynkmmja f(x) je omamajyha ma mmrepsarmy (a,b) ako um camo axo je f'(x) <0 3a cBakm
x € (a,b)

B) axo je f'(z) > 0 3a caku = € (a,b), Taga je dynxnuja f(x) cTporo pacryha Ha UHTEpBaJTY

(a,b

r) axo je f'(x) < 0 3a cBaxu x € (a,b), Taza je bynxuuja f(z) crporo onanajyha na unTepnasy

(a,b).

Axo peu u3Bos, f' () Memwa TIpe3HAK y KPUTHHIHO] TauKy ¢, Taja dyrkimja f () uma JoxagHm
eKCTpeMyM y Taduku c. llpu Tome Baxu cienehe: ako f'(z) mema mpensnax ca — Ha +, Taja je
f(c) moxammm muHEMYM, a axo f(x) Mema mpei3HaK ca + Ha —, Taga je f(c) TOKaJHE MaKCHMYM.

Hexa je dbyuxnuja f(z) msa myTa mudepenmujabuima Ha uaTepsaiy (a,b). Axo je f(z) > 0 3a
cakm z € (a,b), Tama je dbynkmmja f(x) cTtporo KonsekcHa Ha maTepsasy (a,b). Axo je f”(z) <0
3a cBakH x € (a,b), Tamga je dbyuknuja f(z) cTporo KOHKaBHA Ha wHTEpBATY (@, D).

1.2

1.

10.

11.

3amanu pahlern Ha TpuUnpeMn

Onpenurn obnact nedurucanocru dpynkumje f() = vgf;fg)tﬁ + arccosl(x o (—4,-2)
(I1) Jare cy bynxmuje fi(z) = In FERL . fo(z) = arcsina - arctana, f3(z) = sinz + cos
2 . .
u fy(x) = 1‘%}1; . Axo ca p ozmaummo 6Gpoj mapuux, a ca n 6poj memapumx melly osum
dyuknujama, Hahu p u n. p=lun=2.
. (IT) Kosuku je ocrosuu nepuo, byukuuje f(z) = %tan% - écos ng? 157
. Axo je f(r —4) = i—:;, onpeautu f(x). f(x) = i—jrg,a: %+ —2.
2
() Axo je f (557) = (2%) ", wahin £ (3). o

(IT) Hahu cBe peasne 6pojese a tako ja 3a dyukumje f(zr) = ax u g(xr) = x + a BaXn
f(g(x)) = g(f(x)) 3a crako = € R.

Ako je g(f(z)) = % u g(z) = log)¢ =, mahu f(—1) + f (—3).

ool

. Oppenurn dyukmujy obnuka f(z) = a + bc®, ako je f(0) =15, f(2) =30 u f(4) = 90.

. Axo je f(x + 1) = bz + 2, onpeanrn unsepsny bynkmmjy f1(z).

Jla s je bynkmmja f: R —» R, f(z) = Q_E’mg "1-17 u "wa”? Axo uuje, nahn ckynose A u B

Tako ja dyuknuja f: A — B, f(x) = H% Oysae "1-17 m "na’.

(IT) Jare cy dyukmuje fi(x) =1, fo(z) = tg Sctg§ u f3(z) = \/% Tauro je TBpheme:
A) cee mare dyuknmje cy jennake mehy cobom B) mehy marum dbyskmujama mHema jegHaKAX

)
B) fi=f#f D) fi# fo=1f3 ) fi=f3# f I)
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12.

13.
14.

15.
16.

17.
18.

19.

20.

(I1) Onpemuru Hajeehy m majMamy Bpemmoct dymkmmje f(r) = 4z — 6 — 22 wa mHTepBAIY
[-3,3].
Jmin = f(_3) = =27, fmax = f(2) = -2

(II) Konuka je majmama Bpennoct dyukmuje f(xr) =sinz + cosz 3a x € [0, 7|7 -1

(IT) Konuka je majseha speauoct dyukumje f(z) = 22 4+ 1| + | — 3| — |bx — 4], z € R?

4.8
(IT) Pemnru jenmaunny ||z — 1| — 5| = 6. 36up permema je 2.
(IT) Hahm BpetHOCT mapaMeTpa a Tako Ja jeqHadnna, | —r2 45z —4| = ar uMa 9eTHpH peasHa
permemna.
Opeuru 6poj pelermsa jeqHaunne T2 = COS . JlBa perema,
(II) Kosnmka je MakcuMaJiHa 3aIpPEMUHA BAJbKA YIUCAHOT Y JIONTY HOJIyOpedHnKa R?

__ 47R3
V= 3v3

YV durypy orpanudeny sykom Kpuse 222 —y = 6 u ocom Ox ynmcan je HpaBOyraOHWK TaKo
Jia, ¢y My nBa TeMeHa Ha ocd Oz. OnpenTn MaKCUMAJIHY HOBPIMTUHY TAKBOT TPABOYTAOHHUKA.

P =3

(TT) Kpusa koja je npejcraBibena uHa rpacduky moxe 6mrn rpaduk dyuxmuje A) y =1+ z%_l

_ 1 _ 1 _ 2 _ 1
B)y=1-= B)y=-1+:7 Dy=-1-25 A y=1-5zm-
Pemmeme je mox /)

1.3 3aparmu 3a BexKOy
1. WcmuraTn Taunoct caemehnx rephemas
a) Oynxmuja f(z) = sin £ je nepuosuuna ca nepuosiom 107;
6) Oyukmuja f(z) = /z je napua;
B) Ako je dyurmuja f: R — R ’'1-1’; jeanauuna f(x) = —2 uma TavHO jeIHO peIneme.
Ha, He, He
2. (IT) Ako je f (g—ﬁ) — 3z +23axeR\ {1}, mahu f(5).
3. Ako je f(a:):(;—ﬂ ,x # +1, H&th(%)—f(%) 0
. _ 3
4. (II) Ako je f(2z — 1) = x, mahu f(f(x)). s
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5. Ako je f(2x — 1) = x, onpemnru f(f(x)). f(f(@)) ==
6. Axo je f(z) =2z + |z| n g(z) = 32 — L|z|, mahn f(g(z)). x
7. Koje on dbymxumja f(z) = 132, g(x) = 37 n h(z) = 243
fuah
8. Ompenvtu nuBep3Hy GyHKIH]Y GYyHKITHjE
z+1, r < —1;
flx)=X V1—-22, —-1<z<0
2%, z > 0.
r—1, <0
flla)=¢ —vV1—-22, 0<z<1
logy z, x> 1.

9. Onpemutu Koje cy dbynrunmje Mehycobno jemmake: fi(z) = 2logy x, fao(x) = logy 22, f3(x) =
2log, [z] n fa(z) = 55 - fa= 13

_|sinz|

10. Oxpenmru xoje cy dbynkmuje mehycobro jemmake: fi(x) = 1, fo(z) = Wit fa(x) =
|Cosx\

V1- sin? z

11. Oppeuru koje cy dbynxmuje mehycobro jenmake: fi(x) = 219827 fo(z) = logy 2%, f3(x) =z

u fi(x) = tg xctgx. Hema jemnaxmx

. 2
w fa(a) = (227 Ton ") hr=fs# =1
1
12. Oppenuru Koje cy dbyuknuje mehycobno jemuake: fi(z) = \/%, fo(x) =Ilnell, f3(z) = f—g'
u fu(z) = |71\ fi=rfa=Ja
13. (TI) Koswka je majseha speamoct dbynxmmje f(r) = % + e % ma cermenty [—1,2]7 e + e%
14. Hahu mummmvasnny speauoct dyukmumje f(x) = ot — 422 + 8. fmin = 4
15. Oxppenuru najsehy spegnoct dynkuumje f(z) = sin(sinx) 3a = € R. Sfmax = sin 1

16. Komwmka je najmama Bpeanoct dyukmje f(z) = 4o + % +sinr3a0<zx<+o0? 127 —1

17. Heka je M, najseha spesnoct dbynxmuje f1(x) = (logs 6)5°% a My najseha speanoct dynkiujel]
fQ(:L‘) = (10g6 5)COS.Z’. Hahu M1 n MQ. M1 = MQ = 10g56

9

18. (II) Hahu majsehy Bpemnoct dbyukrnuje y = KOja, cajipxRu Tadky M ( 3, 119) 5

1
2 —azr+2

19. Oppemrn najmamy spemoct bynkmmje f(z) = —x? + 3z|x — 3| wa cermenty [0, 4].

Jmin = f(3) = -9

20. Axo cy m m M pejiom Hajmama w Hajseha BpeamocT byukmmje y = 2 — 2x|r — 2| Ha cermenTy
[0, 3], mahu 36up m + M. bt

21. (II) Konmka je majseha Bpeanoct dyukumje f(z) = |2z — 1| — |3z + 1|7 2
22. Oppemurn ckyn peamoctu dbynkimje f(r) = 1 f‘x'. (0,2]

23. (II) Konuka je BpemHOCT mapaMeTpa a Tako ja jemHaqwuna |z — 1| — | — 2| 4+ |z — 3| = @ uma
YETHPU PEIeHa !
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24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

8

3a Koje BpeJHOCTH mapaMeTpa a jegHadnHa sin® z + cos® £ = a mMa peaannx pernema?

Oapenura 6poj peasHux perneba jeqnadune 2-7 4+ 22 + 2z = 0. Hewma pemema

Hahwn mMunnMasny moBpiinHy Teja Koje je obsimKa mpaBor KPyKHOT BaJbKa 3aBPITIEHOT TI0JTY-

. . 3
JioniTaMa, , Yhja je 3alpeMUHA 3. Ppin = 37vV15
(IT) Konuka je BUCMHA MAKCMMAJIHE 3AIPEMUHE KYIIE €4 JATOM M3BOJHUIOM ST %
OgpennTn BUCHHY TPABHJIHE TPOCTPAHE MHPAMUJIE MAKCHMAJIHE 3alIpEeMUHE KOja je YIUCAHA,
y c¢depy momynpeganunka R. H = %

Jlare cy Tauke A(a,0) u B(0,b), 0 < a < b. Ako ce u3 tauke C(z,0), x > 0, nyxx AB Bumn
10/, MAKCAMAJIHUM yTJjioM, Hahm . xr=+Vab

(II) Hahw najsehy moryha 3ampeMuna npase KyIe duja W3BOJHUIA UMA JIYKUHY S. %

Y moayKpyT MOJMYyNpedYHnKa YINCAH je Tpalle3 MAaKCHMAaJIHe MOBPINuHE U KBaapaT. Komnkn je
OJTHOC TMOBPIIAHA TOT TpaIle3a W KBaIpaTa?! %‘6/5
Y mpaBy KyIy je ynucaH BajbaK ca Hajsehum omoradem. Ako je zampemuna Kyme V., malin
3alPEMUHY BaJbKa. %V

Koja on dymmja f1(2) = 3 — 1z, fale) = by + 3, fola) = 1+ by, faw) = e ol 41
“Ma, rpad UK MPUKA3aH HA CJIUIU

f3
Koju ox mommroma Py(z) = 18(z — 1)(z — 3)?, P(z) = —2(x — 1)(z — 3)2, P3(z) = 18(z —
1)2(x — 3) Py(z) = —6(x — 1)*(z — 3) uma rpacduk TpUKazaH Ha CJUIH

Py
Axo je %f(:l:) +2f (%) = x, nspauynaru f (2). 0

T

Jara je dyukmuja f(x) = o7 U Hu3 dbyurumja f,(z) nedurncan nomohy fi(z) = f(z),
frr1(x) = f(fu(z)), n=1,2,... Hahu fi935(1). ﬁ

Hexka je 3a cBako = n y

;

f(x+1,y):f(93,y)+y+1, f(ﬂ?70):.13, f(l‘,y):f(y,l’)

Hahn £(12,5). 77
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38. Hexka [x] o3rauaBa najsehu meo 6poj Koju je Mamu win jennak . Pyuknuja f je nedpunncama
nomohy f(x) = [z] + [—z]. Ako je n < a < n+ 1 3a Heku 1eo 6poj N, KOJIMKA je BPEIHOCT

f(a)? -1
39. Heka dbyukmuja f 3amoBosbaBa jemnakoct f(xy) = % 3a CBe MO3UTHBHE OpojeBe x U y. AKo
je f(30) = 20, nahu Bpemuoct f(40). 15
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