
Zlatko Lazovi� - Pripremna nastava za prijemni ispit

1 Funkcije

1.1 Teorijski uvod

Funkcija ili preslikava�e je pravilo pridru�iva�a jednog elementa iz skupa X koji se

tada naziva domen funkcije, drugom elementu iz skupa Y -kodomen funkcije, koji se jox

naziva i skup kopija, skup slika. Domen funkcije f se qesto oznaqava sa D(f), a kodomen sa

R(f). Elementi skupa X nazivaju se argumenti, nezavisno promen	ive, originali preslika-

va�a ili elementi domena.

Za zapisiva�e funkcija obiqno se koriste neke od slede�ih oznaka:

f : X → Y , f : x→ y, x ∈ X, y ∈ Y. ili y = f(x).

Funkcija f : A→ B zove se surjekcija, ili "na"-preslikava�e, ako je R(f) = B, xto se

mo�e zapisati i kao:

(∀y ∈ B)(∃x ∈ A) y = f(x).

Odnosno, funkcija je surjekcija ako i samo ako su svi elementi kodomena neqije slike. Sur-

jekcija po definiciji dozvo	ava duple kopije, tj. da se vixe elemenata iz domena pres-

likavaju u isti element kodomena.

Funkcija f : A→ B zove se injekcija, ili "1-1"-preslikava�e, ako va�i:

(∀x1, x2 ∈ A)(f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2).

Dakle, ista slika ne mo�e biti rezultat preslikava�a razliqitih originala. Injekcija po

definiciji dozvo	ava da u skupu slika postoje elementi koji uopxte nisu rezultat pres-

likava�a.

Funkcija koja je surjekcija i injekcija zove se bijekcija.

Pod funkcijom realne promen	ive, misli se na funkciju f : X → Y, gde jeX ⊆ R i Y = R.
Drugim reqima, funkcija realne promen	ive je svaka funkcija qiji je domen podskup skupa

realnih brojeva R ili ceo skup R, a kodomen joj je R.
Za skup X ⊂ R ka�emo da je simetriqan, ako za svako x ∈ X i −x ∈ X. Funkciju defin-

isanu na simetriqnom skupu nazivamo parnom, ako za je svako x ∈ X, f(x) = f(−x). Svaka
parna funkcija je simetriqna u odnosu na y-osu.

Funkciju definisanu na simetriqnom skupu nazivamo neparnom, ako za je svako x ∈ X,
f(x) = −f(−x). Svaka neparna funkcija je simetriqna u odnosu na koordinatni poqetak.

Za funkciju realne promen	ive f : X → R ka�emo da je periodiqna sa periodom T , ako
postoji T > 0 takvo da va�i: f(x+ T ) = f(x). Najma�i takav broj T (ako postoji), naziva se

osnovnim periodom funkcije f.
Interesantna periodiqna funkcija je, recimo: Dirihleova funkcija D : R 7→ {0, 1} de-

finisana kao:

D(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x ∈ R\Q,

koja je periodiqna, ali nema najma�i period.

Monotonost funkcije oznaqava svojstvo onih funkcija koje zadovo	avaju bilo koji od

slede�ih uslova:

rastu�a funkcija (∀x1, x2 ∈ X)(x1 ≤ x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2))
strogo rastu�a funkcija (∀x1, x2 ∈ X)(x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2))
opadaju�a funkcija (∀x1, x2 ∈ X)(x1 ≤ x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2))
strogo opadaju�a funkcija (∀x1, x2 ∈ X)(x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2))
Nula funkcije odre�uju se rexava�em jednaqine f(x) = 0.
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Izvodom funkcije f : (a, b) → R u taqki x ∈ (a, b) naziva se konaqna slede�a graniqna

vrednost

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

,

gde je f(x+h)−f(x) priraxtaj funkcije f(x) u taqki x koji odgovara priraxtaju argumenta
h. Izvod �emo oznaqiti sa f ′(x).

Funkcija f(x) Izvod f ′(x) Va�i za

1. c = const 0 x ∈ R
2. x 1 x ∈ R
3. xα αxα−1 α ∈ R, x > 0

α = p
q ∈ Q, q neparno, x 6= 0

α = p
q > 1, q neparno, x ∈ R

4. ax ax ln a a > 0, a 6= 1, x ∈ R
5. loga x

1
x ln a a > 0, a 6= 1, x > 0

6. sinx cosx x ∈ R
7. cosx − sinx x ∈ R

8. tg x
1

cos2 x
x 6= π

2 + kπ, k ∈ Z

9. ctg x − 1

sin2 x
x 6= kπ, k ∈ Z

10. arcsinx
1√

1− x2
|x| < 1

11. arccosx − 1√
1− x2

|x| < 1

12. arctg x
1

1 + x2
x ∈ R

13. arcctg x − 1

1 + x2
x ∈ R

14. shx chx x ∈ R

15. chx shx x ∈ R

16. thx
1

sh 2x
x ∈ R

17. cthx − 1

sh 2x
x 6= 0

18. arshx = ln
(
x+
√
1 + x2

) 1√
1 + x2

x ∈ R

19. archx = ln(x±
√
x2 − 1) ± 1√

x2 − 1
x > 1

20. arthx = 1
2 ln

(
1+x
1−x

) 1

1− x2
|x| < 1

21. arcthx = 1
2 ln

(
x+1
x−1

) 1

1− x2
|x| > 1
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Zatim, va�i

(f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x)

(f(x) · g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)(
f(x)

g(x)

)′
=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)

Neka je funkcija f(x) diferencijabilna (ima prvi izvod) na intervalu (a, b). Tada va�i
a) funkcija f(x) je rastu�a na intervalu (a, b) ako i samo ako je f ′(x) ≥ 0 za svaki x ∈ (a, b)
b) funkcija f(x) je opadaju�a na intervalu (a, b) ako i samo ako je f ′(x) ≤ 0 za svaki

x ∈ (a, b)
v) ako je f ′(x) > 0 za svaki x ∈ (a, b), tada je funkcija f(x) strogo rastu�a na intervalu

(a, b
g) ako je f ′(x) < 0 za svaki x ∈ (a, b), tada je funkcija f(x) strogo opadaju�a na intervalu

(a, b).
Ako prvi izvod f ′(x) me�a predznak u kritiqnoj taqki c, tada funkcija f(x) ima lokalni

ekstremum u taqki c. Pri tome va�i slede�e: ako f ′(x) me�a predznak sa − na +, tada je

f(c) lokalni minimum, a ako f ′(x) me�a predznak sa + na −, tada je f(c) lokalni maksimum.

Neka je funkcija f(x) dva puta diferencijabilna na intervalu (a, b). Ako je f ′′(x) > 0 za
svaki x ∈ (a, b), tada je funkcija f(x) strogo konveksna na intervalu (a, b). Ako je f ′′(x) < 0
za svaki x ∈ (a, b), tada je funkcija f(x) strogo konkavna na intervalu (a, b).

1.2 Zadaci ra�eni na pripremi

1. Odrediti oblast definisanosti funkcije f(x) =
√
x2−5x+6
ln(x+5)2

+ 1
arccos(x+3) . (−4,−2)

2. (P) Date su funkcije f1(x) = ln 1+sinx
1−sinx , f2(x) = arcsinx · arctanx, f3(x) = sinx + cosx

i f4(x) = 1+lnx2
3√x . Ako sa p oznaqimo broj parnih, a sa n broj neparnih me�u ovim

funkcijama, na�i p i n. p = 1 i n = 2.

3. (P) Koliki je osnovni period funkcije f(x) = 1
3 tan

x
3 −

1
5 cos

2x
5 ? 15π

4. Ako je f(x− 4) = x−7
x−2 , odrediti f(x). f(x) = x−3

x+2 , x 6= −2.

5. (P) Ako je f
(

x
x−1

)
=
(
2−x
x−1

)2
, na�i f

(
1
2

)
. 9

4

6. (P) Na�i sve realne brojeve a tako da za funkcije f(x) = ax i g(x) = x + a va�i

f(g(x)) = g(f(x)) za svako x ∈ R.

7. Ako je g(f(x)) = x
2 i g(x) = log16 x, na�i f(−1) + f

(
−3

2

)
. 3

8

8. Odrediti funkciju oblika f(x) = a+ bcx, ako je f(0) = 15, f(2) = 30 i f(4) = 90.

a = 10, b = 5, c = 2

9. Ako je f(x+ 1) = 5x+ 2, odrediti inverznu funkciju f−1(x).

10. Da li je funkcija f : R → R, f(x) = 3
2+x2

"1-1" i "na"? Ako nije, na�i skupove A i B

tako da funkcija f : A→ B, f(x) = 3
2+x2

bude "1-1" i "na".

11. (P) Date su funkcije f1(x) = 1, f2(x) = tg x
2 ctg

x
2 i f3(x) =

| sinx|√
1−cos2 x . Taqno je tvr�e�e:

A) sve date funkcije su jednake me�u sobom B) me�u datim funkcijama nema jednakih

V) f1 = f2 6= f3 G) f1 6= f2 = f3 D) f1 = f3 6= f2 G)
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12. (P) Odrediti najve�u i najma�u vrednost funkcije f(x) = 4x − 6 − x2 na intervalu

[−3, 3].
fmin = f(−3) = −27, fmax = f(2) = −2

13. (P) Kolika je najma�a vrednost funkcije f(x) = sinx+ cosx za x ∈ [0, π]? -1

14. (P) Kolika je najve�a vrednost funkcije f(x) = |2x+ 1|+ |x− 3| − |5x− 4|, x ∈ R?
4.8

15. (P) Rexiti jednaqinu ||x− 1| − 5| = 6. Zbir rexe�a je 2.

16. (P) Na�i vrednost parametra a tako da jednaqina |−x2+5x−4| = ax ima qetiri realna
rexe�a.

17. Odrediti broj rexe�a jednaqine x2 = cosx. Dva rexe�a

18. (P) Kolika je maksimalna zapremina va	ka upisanog u loptu polupreqnika R?

V = 4πR3

3
√
3

19. U figuru ograniqenu lukom krive 2x2 − y = 6 i osom Ox upisan je pravougaonik tako

da su mu dva temena na osi Ox. Odrediti maksimalnu povrxinu takvog pravougaonika.

P = 8

20. (P) Kriva koja je predstav	ena na grafiku mo�e biti grafik funkcije A) y = 1+ 2
x+1

B) y = 1− 1
x−1 V) y = −1 + 1

x−1 G) y = −1− 2
x+1 D) y = 1− 1

2(x+1) .

Rexe�e je pod D)

1.3 Zadaci za ve�bu

1. Ispitati taqnost slede�ih tvr�e�a:

a) Funkcija f(x) = sin x
5 je periodiqna sa periodom 10π;

b) Funkcija f(x) =
√
x je parna;

v) Ako je funkcija f : R→ R '1-1', jednaqina f(x) = −2 ima taqno jedno rexe�e.

Da, Ne, Ne

2. (P) Ako je f
(
x+3
x+1

)
= 3x+ 2 za x ∈ R \ {−1}, na�i f(5).

3. Ako je f(x) =
(
x+1
x−1

)
, x 6= ±1, na�i f

(
x+1
x−1

)
− f

(
x−1
x+1

)
. 0

4. (P) Ako je f(2x− 1) = x, na�i f(f(x)). x+3
4
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5. Ako je f(2x− 1) = x, odrediti f(f(x)). f(f(x)) = x+3
4

6. Ako je f(x) = 2x+ |x| i g(x) = 2
3x−

1
3 |x|, na�i f(g(x)). x

7. Koje od funkcija f(x) = 1−x
1+x , g(x) =

3−x
2+x i h(x) = 5x+3

2x−5 su jednake svojoj inverznoj?

f i h

8. Odrediti inverznu funkciju funkcije

f(x) =


x+ 1, x ≤ −1;√
1− x2, −1 < x < 0;

2x, x ≥ 0.

f−1(x) =


x− 1, x ≤ 0

−
√
1− x2, 0 < x < 1

log2 x, x ≥ 1.

9. Odrediti koje su funkcije me�usobno jednake: f1(x) = 2 log2 x, f2(x) = log2 x
2, f3(x) =

2 log2 |x| i f4(x) = 1
logx 2 . f2 = f3

10. Odrediti koje su funkcije me�usobno jednake: f1(x) = 1, f2(x) = | sinx|√
1−cos2 x , f3(x) =

| cosx|√
1−sin2 x

i f4(x) = tg xctg x. Nema jednakih

11. Odrediti koje su funkcije me�usobno jednake: f1(x) = 2log2 x, f2(x) = log2 2
x, f3(x) = x

i f4(x) =
(
x · 2− log2

√
x
)2
. f2 = f3 6= f1 = f4

12. Odrediti koje su funkcije me�usobno jednake: f1(x) =
1√
x2
, f2(x) = ln e

1
|x| , f3(x) =

√
|x|
x3

i f4(x) =
1
|x| . f1 = f2 = f4

13. (P) Kolika je najve�a vrednost funkcije f(x) = ex + e−x na segmentu [−1, 2]? e2 + 1
e2

14. Na�i minimalnu vrednost funkcije f(x) = x4 − 4x2 + 8. fmin = 4

15. Odrediti najve�u vrednost funkcije f(x) = sin(sinx) za x ∈ R. fmax = sin 1

16. Kolika je najma�a vrednost funkcije f(x) = 4x+ 9π2

x + sinx za 0 < x < +∞? 12π − 1

17. Neka jeM1 najve�a vrednost funkcije f1(x) = (log5 6)
sinx aM2 najve�a vrednost funkcije

f2(x) = (log6 5)
cosx. Na�i M1 i M2. M1 =M2 = log5 6

18. (P) Na�i najve�u vrednost funkcije y = 1
x2−ax+2

koja sadr�i taqku M
(
−3, 1

19

)
. 9

2

19. Odrediti najma�u vrednost funkcije f(x) = −x2 + 3x|x− 3| na segmentu [0, 4].

fmin = f(3) = −9

20. Ako su m iM redom najma�a i najve�a vrednost funkcije y = x3−2x|x−2| na segmentu
[0, 3], na�i zbir m+M . 527

27

21. (P) Kolika je najve�a vrednost funkcije f(x) = |2x− 1| − |3x+ 1|? 5
3

22. Odrediti skup vrednosti funkcije f(x) = 2
1+|x| . (0, 2]

23. (P) Kolika je vrednost parametra a tako da jednaqina |x− 1| − |x− 2|+ |x− 3| = a ima
qetiri rexe�a?
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24. Za koje vrednosti parametra a jednaqina sin8 x+ cos8 x = a ima realnih rexe�a? [
1
8 , 1
]

25. Odrediti broj realnih rexe�a jednaqine 2−x + x2 + 2x = 0. Nema rexe�a

26. Na�i minimalnu povrxinu tela koje je oblika pravog kru�nog va	ka zavrxenog polu-

loptama , qija je zapremina 3π. Pmin = 3π 3
√
15

27. (P) Kolika je visina maksimalne zapremine kupe sa datom izvodnicom s? s
√
3

3

28. Odrediti visinu pravilne trostrane piramide maksimalne zapremine koja je upisana

u sferu polupreqnika R. H = 4R
3

29. Date su taqke A(a, 0) i B(0, b), 0 < a < b. Ako se iz taqke C(x, 0), x > 0, du� AB vidi

pod maksimalnim uglom, na�i x. x =
√
ab

30. (P) Na�i najve�u mogu�a zapremina prave kupe qija izvodnica ima du�inu s. 2πs3
√
3

27

31. U polukrug polupreqnika upisan je trapez maksimalne povrxine i kvadrat. Koliki je

odnos povrxina tog trapeza i kvadrata? 15
√
3

16

32. U pravu kupu je upisan va	ak sa najve�im omotaqem. Ako je zapremina kupe V , na�i
zapreminu va	ka. 3

8V

33. Koja od funkcija f1(x) = 3 − 1
1+x2

, f2(x) =
1

x2+2
+ 1

2 , f3(x) = 1 + 1
x2+1

, f4(x) = e−|x| + 1
ima grafik prikazan na slici

f3

34. Koji od polinoma P1(x) = 18(x − 1)(x − 3)2, P2(x) = −2(x − 1)(x − 3)2, P3(x) = 18(x −
1)2(x− 3) P4(x) = −6(x− 1)2(x− 3) ima grafik prikazan na slici

P2

35. Ako je 1
2f(x) + 2f

(
1
x

)
= x, izraqunati f (2). 0

36. Data je funkcija f(x) = x√
1+x2

i niz funkcija fn(x) definisan pomo�u f1(x) = f(x),

fn+1(x) = f(fn(x)), n = 1, 2, ... Na�i f1935(1).
1
44

37. Neka je za svako x i y

f(x+ 1, y) = f(x, y) + y + 1, f(x, 0) = x, f(x, y) = f(y, x).

Na�i f(12, 5). 77
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38. Neka [x] oznaqava najve�i ceo broj koji je ma�i ili jednak x. Funkcija f je definisana

pomo�u f(x) = [x] + [−x]. Ako je n < a < n + 1 za neki ceo broj n, kolika je vrednost

f(a)? -1

39. Neka funkcija f zadovo	ava jednakost f(xy) = f(x)
y za sve pozitivne brojeve x i y. Ako

je f(30) = 20, na�i vrednost f(40). 15
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