
Kombinatorika

• Permutacija (bez ponav	a�a) skupa A koji ima n elemenata je svaki niz u kome
se taqno po jedanput pojav	uju svi elementi skupa A. Broj permutacija n-toqlanog
skupa je n! = n(n− 1) · · · 1

Primer: Koliko se neparnih petocifrenih brojeva qije su sve cifre razliqite
mo�e formirati od cifara {0, 1, 2, 3, 4}?

Rexe�e: Posled�a cifra mora biti 1 ili 3.

Za prvu cifru mo�emo birati bilo koju od preostale 4 cifre osim nule, xto daje 3
mogu�nosti. Preostale tri cifre mo�emo rasporediti proizvo	no na sred�a tri
mesta na 3! naqina.

Ukupan broj mogu�nosti je:
2 · 3 · 3! = 36.

• Neka je dat skup A = {a1, . . . , am}. Svaki niz du�ine k1 + k2 + · · · + km = n u
kome se element a1 pojav	uje k1 puta, . . . ,an km puta naziva se permutacija sa

ponav	a�em skupa A tipa (k1, . . . , km). Broj ovakvih permutacija je
n!

k1!k2!···km!
.

Primer: Koliko se razliqitih reqi mo�e dobiti permutova�em slova iz reqi
INFORMATIKA?

Rexe�e: Req INFORMATIKA sadr�i ukupno 11 slova, pri qemu se slovo I poja-
v	uje 2 puta, slovo A se pojav	uje 2 puta, a sva ostala slova se pojav	uju po jedanput.

Broj razliqitih permutacija sa ponav	a�em je

11!

2! 2!
.

• Varijacija bez ponav	a�a k-te klase skupa A koji ima n elemenata (n ≥ k)
je svaki niz od k me�usobno razliqitih elemenata tog skupa. Broj varijacija k-te
klase skupa od n elemenata je n(n− 1) · · · (n− k + 1).

Primer: Na takmiqe�u u umetniqkom kliza�u uqestvuje 20 �ena. Na koliko naqina
se mogu podeliti meda	e?

Rexe�e: Dode	uju se tri meda	e: zlatna, srebrna i bronzana. Poxto je redosled
va�an (koja je takmiqarka prva, druga ili tre�a), broj mogu�nosti je:

20 · 19 · 18 = 6840.

• Varijacija sa ponav	a�em k-te klase skupa A od n elemenata je svaki niz
od k elemenata skupa A pri qemu se elementi mogu ponav	ati. Broj varijacija sa
ponav	a�em je nk.

Primer: Gost u hotelu svakog dana bira jedan od 3 ponu�ena doruqka. Koliko ima
razliqitih izbora ako u hotelu ostaje 5 dana?

Rexe�e Za svaki od 5 dana gost ima 3 mogu�nosti izbora doruqka. Ukupan broj
mogu�ih izbora je

3 · 3 · 3 · 3 · 3 = 243.



• Kombinacija k-te klase skupa od n elemenata (n ≥ k) je svaki k-toqlani podskup
tog skupa. Broj kombinacije je

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!
.

Primer: Na koliko naqina mo�emo izabrati 3 broja od 1 do 10 tako da oni budu u
rastu�em poretku?

Rexe�e: Poxto svaka kombinacija tri razliqita broja mo�e biti pore�ana na taq-
no jedan naqin koji je rastu�i, broj takvih izbora jednak je broju izbora 3 razliqita
broja od ponu�enih 10 brojeva: (

10

3

)
= 120.

• Ako se iz n-toqlanog skupa A bira jedan po jedan, sa vra�a�em, k elemenata i ako nije
bitan redosled ve� samo koji elementi i koliko puta su izabrani, onda se rezultat
izbora naziva kombinacija sa ponav	a�em k−te klase skupa od n elemenata.
Broj kombinacija sa ponav	a�em je

(
n+k−1

k

)
.

Primer: Na koliko naqina se mo�e 8 identiqnih kuglica rasporediti na 3 kutije
tako da u svakoj kutiji bude bar jedna kuglica?

Rexe�e: Nakon xto stavimo po jednu kuglicu u svaku kutiju, ostaje 5 kuglica koje
treba rasporediti. Za svaku od tih 5 kuglica treba da izaberemo sa ponav	a�em
jednu od 3 kutije, pa je ukupan broj kombinacija:(

3 + 5− 1

5

)
=

(
7

5

)
= 21.

• �utnova binomna formula

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k

• Princip uk	uqe�a i isk	uqe�a

∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Aj| −
∑

1≤i<j≤n

|AiAj|+
∑

1≤i<j<k≤n

|AiAjAk|+ · · ·+ (−1)n−1|A1 . . . An|

Zadaci:

1. Pet osoba treba rasporediti na 5 mesta koja qine jedan red, tako da osoba A ne
sedi na mestima koja su na krajevima reda, a osoba B ne sedi na mestu koje je
taqno u sredini. Na koliko naqina je to mogu�e uraditi?

Rexe�e: Postoje dva sluqaja:

Prvi sluqaj: Ako osoba A sedi u sredini, preostale 4 osobe se mogu rasporediti
proizvo	no na 4! naqina.

Drugi sluqaj: Ako A sedi na mestu 2 ili 4, tada B mo�e da sedi na bilo kojoj
od 3 stolice (osim stolice gde je A i stolice u sredini), a preostale 3 osobe
raspore�ujemo proizvo	no, pa u ovom sluqaju imamo 2 · 3 · 3! naqina.

Ukupno:
4! + 2 · 3 · 3! = 24 + 36 = 60.
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2. Na koliko naqina se mogu pore�ati u niz brojevi 1,2,. . . ,3n tako da svaki broj
stoji na mestu qiji redni broj pri de	e�u sa 3 daje isti ostatak kao i sam taj
broj?

Rexe�e: Brojeve {1, 4, 7, . . . , 3n−1} razmextamo na n! naqina , {2, 5, . . . , 3n−2}
na n! i {3, 6, . . . , 3n} na n! naqina, pa sve ukupno

(n!)3.

3. Koliko se razliqitih reqi mo�e dobiti permutova�em slova iz reqi MATE-
MATIKA tako da AAA nije deo reqi?

Rexe�e: Ukupan broj permutacija je:

10!

2! · 3! · 2!
.

Oduzimamo one koje sadr�e niz AAA, (niz AAA tretiramo kao jedno slovo):

8!

2! · 2!
.

Ukupno:
10!

2! · 3! · 2!
− 8!

2! · 2!
.

4. Ako je n ≥ k + 2, koliko ima permutacija skupa {1, 2, . . . , n} u kojima je izme�u
brojeva 1 i 2 taqno k drugih brojeva?

Rexe�e:

Ako k + 2 brojeva, 1 . . . 2 (odnosno 2 . . . 1), posmatramo kao celinu, �u mo�emo
da smestimo u niz od n brojeva na n − (k + 2) + 1 = n − k − 1 naqina. Biramo
k brojeva koji se nalazi izme�u 1 i 2 na

(
n−2
k

)
naqina i raspore�ujemo ih na k!

naqina, dok je broj rasporeda za preostale brojeve (n− k − 2)!. Dakle, ukupno:

2(n− k − 1)

(
n− 2

k

)
k!(n− k − 2)! = 2(n− k − 1)(n− 2)!.

Primetimo da smo do istog zak	uqka mogli do�i ne vode�i raquna o odabiru
brojeva koji se nalaze izme�u 1 i 2.

5. Od 20 	udi treba izabrati 4 qoveka i rasporediti ih na 4 razliqita radna
mesta. Na koliko naqina se to mo�e uraditi?

Rexe�e: Kako je bitno koji qovek ide na koje mesto, redosled izbora je bitan.
Dakle, broj naqina je:

20 · 19 · 18 · 17 = 116280.

6. Dato je po 10 belih i crnih kuglica koje su oznaqene brojevima 1,2,. . . ,10. Na
koliko naqina se mo�e izabrati 6 kuglica, tako da me�u izabranim kuglicama:

a) nema kuglica oznaqenih istim brojem?

b) ima taqno 2 para kuglica oznaqenih istim brojem?

Rexe�e:
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(a) Biramo 6 razliqitih brojeva iz 10 i za svaku kuglicu biramo boju:(
10

6

)
· 26.

(b) Prvo biramo 2 broja koji za koja izvlaqimo kuglice u obe boje:(
10

2

)
,

a zatim jox 2 kuglice razliqitih brojeva od preostalih 8, svaka sa po 2
mogu�nosti boje: (

8

2

)
· 22.

Ukupno: (
10

2

)
·
(
8

2

)
· 22.

7. Na koliko naqina mo�e osam 	udi sesti na xest stolica koje su pore�ane u
jedan red?

Rexe�e: Broj mogu�ih rasporeda je:

8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 = 20160.

8. Qetiri osobe stoje u jednom redu. Na koliko naqina mo�emo da ih razmestimo
tako da nijedna osoba ne ostane na istom mestu?

Rexe�e: Oznaqimo doga�aje:

A− nijedna osoba nije ostala na svom mestu

Ai − i− ta osoba je ostala na svom mestu, i = 1, 2, 3, 4

Ac
i − i− ta osoba nije ostala na svom mestu, i = 1, 2, 3, 4

Primetimo da je

A =
4⋂

i=1

Ac
i .

Primenom formule uk	uqe�a i isk	uqe�a dobijamo

|A| =

∣∣∣∣∣
4⋂

i=1

Ac
i

∣∣∣∣∣ = |Ω| −

∣∣∣∣∣
4⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣
= 4!−

(
4∑

i=1

|Ai| −
∑
i<j

|AiAj|+
∑
i<j<k

|AiAjAk| − |A1A2A3A4|

)

= 4!−
(
4 · 3!−

(
4

2

)
2! +

(
4

3

)
1!− 1

)
= 9.

9. Na koliko naqina se iz kompleta koji sadr�i 32 razliqite karte (po 8 karata
u 4 razliqite boje) mo�e izabrati 6 karata tako da me�u �ima bude bar jedna
karta iz svake od 4 boje?
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Rexe�e: Mogu�e raspodele broja karata po bojama su: (3,1,1,1) i (2,2,1,1).

Prvi sluqaj: biramo jednu boju za koju izvlaqimo tri karte, a za ostale boje
izvlaqimo po jednu kartu: (

4

1

)
·
(
8

3

)
·
(
8

1

)3

.

Drugi sluqaj: biramo dve boje za koje izvlaqimo po dve karte, a za preostale
boje izvlaqimo po dve karte: (

4

2

)
·
(
8

2

)2

·
(
8

1

)2

.

Ukupno: (
4

1

)
·
(
8

3

)
·
(
8

1

)3

+

(
4

2

)
·
(
8

2

)2

·
(
8

1

)2

= 415744.

Doma�i: Rexiti ovaj zadatak primenom formule uk	uqe�a i isk	uqe�a.

10. Xpil od 32 karte sadr�i 4 dvojke. Na koliko naqina se mo�e izabrati 5 karata
tako da me�u �ima budu taqno dve dvojke?

Rexe�e: Kako se u xpilu nalaze ukupno 4 dvojke, biramo 2 od te 4 dvojke, a
preostale 3 karte biramo od preostalih 28 karata iz xpila na(

4

2

)(
28

3

)
naqina.

11. Koliko se razliqitih reqi mo�e dobiti permutova�em slova iz reqi KOM-
BINATORIKA tako da nikoja dva ista slova nisu susedna?

Rexe�e: Oznaqimo:

A1 { reqi koje sadr�e par KK, A2 { reqi koje sadr�e par OO,

A3 { reqi koje sadr�e par II, A4 { reqi koje sadr�e par AA.

Tada je:

|Ai| =
12!

(2!)3
, |AiAj| =

11!

(2!)2
, |AiAjAk| =

10!

2!
, |A1A2A3A4| = 9!.

Primenom formule uk	uqe�a i isk	uqe�a dobijamo:

|A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4| = 4 · 12!

2!2!2!
−
(
4

2

)
11!

2!2!
+

(
4

3

)
10!

2!
− 9!.

Ukupan broj reqi bez susednih istih slova:

13!

4!
− 4 · 12!

2!2!2!
+

(
4

2

)
11!

2!2!
−
(
4

3

)
10!

2!
+ 9!.
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12. Ho�emo da napravimo xifru koja sadr�i samo slova A,B,C tako da se svako
slovo jav	a bar jednom. Koliko ima takvih mogu�nosti za xifru koja se sastoji
od 8 slova?

Rexe�e:

Ako oznaqimo doga�aje sa

A− svako slovo se jav	a bar jednom

A1 − slovo A se jav	a bar jednom

A2 − slovo B se jav	a bar jednom

A3 − slovo C se jav	a bar jednom,

onda je A =
3⋂

i=1

Ai =

(
3⋃

i=1

Ac
i

)c

. Primetimo da je

Ac
1 − slovo A se ne jav	a nijednom

Ac
2 − slovo B se ne jav	a nijednom

Ac
3 − slovo C se ne jav	a nijednom,

pa je

|Ω| = 38

|Ac
i | = 28

|Ac
iA

c
j| = 1

|Ac
1A

c
2A

c
3| = 0.

Na osnovu formule uk	uqe�a i isk	uqe�a imamo

|A| = |Ω| −

∣∣∣∣∣
3⋃

i=1

Ac
i

∣∣∣∣∣ = |Ω| −

(
3∑

i=1

|Ac
i | −

∑
i<j

|Ac
iA

c
j|+ |Ac

1A
c
2A

c
3|

)
= 38 −

(
3 · 28 − 3 + 0

)
= 38 − 3 · 28 + 3.
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