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Puasonov proces

1. Neka je N Puasonov proces sa neprekidnom i strogo rastu�om funkcijom sredǌe vrednosti
µ i neka je Ñ standardan homogen Puasonov proces.

a) Pokazati da je {N1(t), t ≥ 0} definisan sa N1(t) = Ñ(µ(t)) tako�e Puasonov proces.

b) Ako je N2(t) = N(µ−1(t)), pokazati da je {N2(t), t ≥ 0} standardan homogen Puasonov
proces.

2. Neka je {T̃n, n ∈ N} niz trenutaka realizacija doga�aja u standardnom homogenom Pua-

sonovom procesu Ñ . Ako je N1 brojaqki proces kom odgovaraju trenuci Tn = T̃ 2
n , pokazati

da je to nehomogen Puasonov proces i odrediti ǌegovu funkciju sredǌe vrednosti.

3. U Puasonovom procesu N = {N(t), t ≥ 0} sa intenzitetom λ > 0 svaki realizovan doga�aj
se registruje nezavisno od ostalih sa verovatno�om p, 0 < p < 1. Neka je sluqajan proces
{N1(t), t ≥ 0} definisan tako da N1(t) predstavǉa broj registrovanih od svih reali-
zovanih doga�aja u procesu N u intervalu [0, t]. Ispitati da li je N1 tako�e Puasonov
proces.

4. Neka je N Puasonov proces sa intenzitetom λ > 0. Pretpostavimo da svaki realizovan
doga�aj mo�e biti klasifikovan kao doga�aj tipa 1 ili tipa 2 sa verovatno�ama p1 i p2,
nezavisno od drugih doga�aja pri qemu je p1 + p2 = 1. Neka su N1(t) i N2(t), broj doga�aja
tipa 1, odnosno tipa 2, redom, u intervalu [0, t]. Pokazati da su tada N1 = {N1(t), t ≥ 0}
i N2 = {N2(t), t ≥ 0} nezavisni Puasonovi procesi sa intenzitetima λp1, λp2.

5. Poznato je da se doga�aji tipa 1 dexavaju u skladu sa procesom N1, a doga�aji tipa 2
u skladu sa procesom N2. Neka su N1 i N2 nezavisni homogeni Puasonovi procesi sa
intenzitetima λ1 i λ2, redom.

(a) Pokazati da je tada N = N1 +N2 Puasonov proces sa intenzitetom λ1 + λ2.

(b) Neka je Zk du�ina qekaǌa izme�u (k − 1)-og i k−tog doga�aja u procesu N i Ik = i
ako je k−ti doga�aj u procesu N tipa i = 1, 2. Tada va�i

P{Ik = i|Zk > t} =
λi

λ1 + λ2
, i = 1, 2,

nezavisno od t > 0.

6. Neka je N homogen Puasonov proces sa intenzitetom λ > 0. Odrediti uslovnu raspodelu
sluqajne veliqine N(s)|N(t) = n za 0 < s < t.

7. Neka su N1 i N2 nezavisni Puasnovi procesi sa intenzitetima λ1 i λ2, redom. Izraqunati
verovatno�u da se n doga�aja tipa 1 desi pre m doga�aja tipa 2.

8. Posmatraju se odxtetni zahtevi koji pristi�u u skladu sa homogenim Puasonovim procesom
sa intenzitetom λ. Posmatramo portfolio osiguraǌa u trenutku t > 0.

(a) Odrediti raspodelu sluqajne veliqine B(t)-vremena proteklog od posledǌeg zahteva
do trenutka t.

(b) Odrediti raspodelu sluqajne veliqine C(t)-vremena qekaǌa na naredni odxtetni za-
htev.

(c) Pokazati da su B(t) i C(t) nezavisne.



(d) Ispitati da li zbir sluqajnih veliqina iz dela a) i b) ima eksponencijalnu raspodelu.

9. Neka je N Puasonov proces sa funkcijom sredǌe vrednosti µ i neprekidnom, s.s. pozitivnom

funkcijom intenziteta λ. Ako je Yn =
Tn+1∫
Tn

λ(t)dt, pokazati da su (Yn) nezavisne i jednako

raspodeǉene sluqajne veliqine.

10. Neka je N Puasonov proces sa neprekidnom i s.s. pozitivnom funkcijom intenziteta λ.
Odrediti zajedniqku raspodelu vektora

(a) (T1, T2, . . . , Tn);

(b) (Y1, Y2, . . . , Yn).

11. Neka je N Puasonov proces sa neprekidnom, s.s. pozitivnom funkcijom intenziteta λ. Tada

(T1, T2, . . . , Tn|N(t) = n)
d
= (X(1), X(2), . . . , X(n)),

gde su (X(k)) statistike poretka prostog sluqajnog uzorka iz raspodele f(x) = λ(x)
µ(t)

, x ∈
[0, t]. Specijalno, za homogen Puasonov proces, (X(k)) su statistike poretka uzorka iz
uniformne U [0, t] raspodele.

12. (Shot− noise process) Neka je

S(t) =

N(t)∑
k=1

g(t, Tk, Xk),

gde je su (Tk) trenuci realizacija doga�aja u homogenom Puasonovom procesu N , nezavisni
od (Xk), nenegativnih, me�usobno nezavisnih i jednakoraspodeǉenih veliqina odxteta. Ako
je

a) g(t, s, x) = x;

b) g(t, s, x) = xe−r(t−s),

izraqunati ES(t) i D(S(t)).

13. Neka je N homogen Puasonov proces. Pokazati da va�i(
T1
Tn+1

, . . . ,
Tn
Tn+1

)
d
= (U(1), . . . , U(n)).

14. Pokazati da Yn = Tn − Tn−1 u opxtem sluqaju nemaju istu raspodelu.

15. Neka je N homogen Puasonov proces sa intenzitetom λ > 0 i f : [0,∞) neprekidna funkcija.
Ako se neki doga�aj desi i trenutku s > 0, on se registruje sa verovatno�om f(s). Neka
je N1(t) broj registrovanih doga�aja u intervalu [0, t]. Ispitati da li je {N1(t), t ≥ 0}
Puasonov proces.

16. Generisati jednu trajektoriju

a) homogenog;

b) nehomogenog,

Puasonovog procesa.

17. Vlasnici polisa osiguraǌa neke osiguravaju�e kompanije uqestvuju u saobra�ajnim nez-
godama u trenucima koji su u skladu sa homogenim Puasonovim procesom sa intenzitetom
λ > 0. Vreme koje protekne od trenutka nezgode do trenutka kada se uputi zahtev ima
funkciju raspodele G.
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a) Odrediti verovatno�u da postoji taqno n nastalih, ali jox uvek neupu�enih zahteva
za odxtetu do trenutka t > 0.

b) Pretpostavi se da svaka veliqina zahteva ima raspodelu F i da ona ne zavisi od
koliqine vremena koje protekne do trenutka t > 0. Odrediti oqekivanu vrednost sume
nastalih i upu�enih zahteva do trenutka t.

18. Neka je N mexoviti Puasonov proces sa funkcijom sredǌe vrednosti µ(t) = t i mexaju�om
promenǉivom M koja ima gama γ(n, α) raspodelu.

a) Na�i raspodelu priraxtaja ovog procesa,

b) Pokazati da priraxtaji nisu nezavisni.

19. Osiguravaju�a kompanija smatra da svaki od vlasnika polise ima svoju proceǌenu vrednost
i da vlasnik polise koji ima svoju proceǌenu vrednost λ upu�uje zahteve u skladu sa Pua-
sonovim procesom u proseku λ zahteva u toku jedne godine. Kompanije smatra da proceǌene
vrednosti variraju u skladu sa U [0, 1] raspodelom. Ako vlasnik ima n zahteva u prvih t
godina, odrediti raspodelu koliqine vremena koje protekne do slede�eg zahteva.

20. Neka su (Tn) trenuci realizacija doga�aja u Puasonovom procesu N sa funkcijom sredǌe
vrednosti µ i (Xn) veliqine odxteta, me�usobno nezavisne sa marginalnom raspodelom
F, F (0) = 0, nezavisne od (Tn). Neka je M brojaqki proces definisan na slede�i naqin:

M(a, b) = |{i ∈ N : Xi ≤ a, Ti ≤ b}|, a, b > 0.

Odrediti raspodelu sluqajne veliqine M(a, b).

21. Neka je N homogen Puasonov proces sa intenzitetom λ > 0. Odrediti raspodelu sluqajne
veliqine X(N(t)−k+1).

22. Neka je N homogen Puasonov proces sa intenzitetom λ i S zbirni Puasonov proces,

S(t) =

N(t)∑
k=1

Xk, t > 0.

a) Pokazati da sluqajne veliqine S(t − s) i S(s, t], 0 ≤ s < t, imaju istu raspodelu
(stacionarnost priraxtaja).

(a) Ispitati nezavinost priraxtaja S(t1), S(t1, t2], . . . , S(tn−1, tn].

(b) Neka veliqine odxteta Xn imaju gama γ(2, β) raspodelu. Aproksimirati verovatno�u
P{S(t) > 50}.

23. Neka su Si =
Ni∑
j=1

X
(i)
j , i = 1, 2, . . . , n sluqajne veliqine koje imaju slo�enu Puasonovu

raspodelu, pri qemu Ni imaju Puasonovu P(λi) raspodelu, nezavisne su za i 6= j i sve

(X
(i)
j ) su me�usobno nezavisne. Pokazati da S̃ = S1 + S2 + · · · + Sn ima tako�e slo�enu

Puasonovu raspodelu.

Raspodele veliqina odxteta

24. Ispitati da li su slede�e raspodele imaju lak ili te�ak rep.

a) gama γ(α, β)

b) Paretova PA(a, b)

25. Pokazati da se ekponencijalnom transformacijom sluqajnih veliqina sa gama, normalnom
i eksponencijalnom raspodelom dobijaju raspodele sa texkim repom.
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26. Ispitati za koje vrednosti parametra τ > 0 raspodela F (x) = 1 − e−cxτ , x > 0, c > 0
ima lak, odnosno te�ak rep.

27. Odrediti funkciju sredǌeg prekoraqeǌa za X iz eksponencijalne raspodele.

28. Pokazati da va�i

eF (u) =
1

F (u)

∞∫
u

F (t)dt.

29. NekaX ima Paretovu PA(a, b) raspodelu. Pokazati da jeX pravilno promenǉiva i izraqu-
nati EXδ, za δ > 0.

30. Pokazati da je Frexeova raspodela, F (x) = e−x
−α
, x > 0, α > 0 pravilno promenǉiva (u

beskonaqnosti) i odrediti indeks pravilne promenǉivosti.

31. Pokazati da eksponencijalna raspodela nije subeksponencijalna.

32. Pokazati da F (x) = 1− e−xτ , x > 0, τ > 1 nije iz klase subeksponencijalnih raspodela.

33. Neka je X sluqajna veliqina sa funkcijom raspodele F i xF = +∞. Ako za svako y ∈ R
va�i

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= eγy,

za neko γ ∈ [0,∞], pokazati da tada eF (u)→ 1
γ
, u→∞.

34. Pokazati da je F (x) = 1− e−cxτ , x > 0, c > 0, τ ∈ (0, 1), subeksponencijalna.

35. Neka je F iz klase subeksponencijalnih raspodela. Ako su X i Y nezavisne, nenegativne i
imaju raspodelu F , pokazati da va�i

lim
x→∞

P {X ≤ z|X + Y > x} =
F (z)

2
, z > 0.

36. Pokazati da X za koju va�i P{X = 2k} = 1
2k
, k ≥ 1 ima te�ak rep, ali ne i dugaqak rep.

37. Neka je F iz klase subeksponencijalnih raspodela i S(t) zbirni Puasonov proces qiji
sabirci imaju raspodelu F . Odrediti asimptotsko ponaxaǌe desnog repa sluqajne veli-
qine S(t), za neko t > 0.

38. Pokazati da je normalna raspodela 2-stabilna.

39. Pokazati da je Koxijeva raspodela 1-stabilna.

40. Pokazati da su Gumbelova, Frexeova i Vejbulova raspodela maksimum stabilne.

41. Ispitati kojoj oblasti privlaqeǌa za maksimum pripada Paretova raspodela. Odrediti
normiraju�e konstante.

42. Ispitati kojoj oblasti privlaqeǌa za maksimum pripada Koxijeva raspodela. Odrediti
normiraju�e konstante.

43. Pokazati da uniformna raspodela pripada oblasti privlaqeǌa Vejbulove raspodele,D(G2,1).

44. Pokazati da Eksponencijalna raspodela pripada oblasti privlaqeǌa Gumbelove raspodele.

Teorija razaraǌa
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45. Neka je Sn = Z1 + · · · + Zn sluqajno lutaǌe sa Zi = Xi − cYi. Pretpostavi se da va�i
EZ1 = 0 i DZ1 <∞. Pokazati da je

lim
u→∞

ψ(u) ≥ 1− Φ(0) = 0.5.

46. Posmatramo ovakav model: Neka je

K(t) = u+ p1(t)− S(t),

gde je S(t) =
N(t)∑
i=1

Xk ukupna vrednost odxtetnih zahteva do trenutka t, (Xi) je niz nezav-

isnih, jednako raspodeǉenih, pozitivnih sluqajnih veliqina odxtetnih zahteva, nezavisan
od Puasonovog procesa N , koji ima s.s. pozitivnu i neprekidnu funckiju intenziteta λ(t).

Neka je p1(t) = c
t∫
o

λ(s)ds, gde je c > 0 brzina akumulacije kapitala.

a) Pokazati da se verovatno�a razaraǌa ψ1(u) poklapa sa verovatno�om razaraǌa u K-L
modelu.

b) Koji uslov mora biti ispuǌen da bi se izbeglo razaraǌe sa verovatno�om 1?

47. Neka je dat Kramer-Lundbergov model sa intenzitetom Puasonovog procesa λ > 0 i neka
veliqine odxteta (Xk) imaju gama γ(α, β) raspodelu. Pretpostavimo da va�i uslov qistog
profita. Izraqunati Lundbergov koeficijent A, za α = 1, 2.

48. Neka je K-L modelu X1 ∈ γ(2, 2) i zaxtitni dodatak 10%. Odrediti gorǌu granicu za
verovatno�u razaraǌa.

49. Neka je K-L modelu X1 ∈ γ(2.5, 2.5) i zaxtitni dodatak 5%. Odrediti gorǌu granicu
za Lunbergov koeficijent A i odrediti ǌegovu pribli�nu vrednost (nekom numeriqkom
metodom).

50. Dat je K-L model sa homogenim Puasonovim procesom sa intenzitetom λ > 0. Veliqine
odxteta imaju eksponencijalnu E(α) raspodelu. Odrediti verovatno�u pre�ivǉavaǌa kao
funkciju od poqetnog kapitala u.

51. Dat je K-L model sa homogenim Puasonovim procesom sa intenzitetom λ > 0. Veliqine
odxteta imaju mexovitu eksponencijalnu raspodelu, mexavinu E(2) i E(2

3
) raspodele sa

jednakim te�inama. Odrediti verovatno�u razaraǌa kao funkciju od poqetnog kapitala u,
ako je zaxtitni dodatak 10%.

52. Pretpostavimo da je u K-L modelu EX1 < ∞, X1 je apsolutno neprekidnog tipa i va�i
uslov qistog profita. Neka su (XI,k) i.i.d. sa raspodelom FX1,I , gde je FX1,I integralna
raspodela za FX1 . Tada

ϕ(u) =
ρ

1 + ρ

(
1 +

∞∑
n=1

(1 + ρ)−nP {XI,1 + · · ·+XI,n ≤ u}

)
zadovoǉava jednaqinu

ϕ(u) =
ρ

1 + ρ
+

1

1 + ρ

u∫
0

ϕ(u− y)dFX1,I(y).

53. Izraqunati verovatno�u pre�ivǉavaǌa Ψ(u) za X1 ∈ E(λ) koriste�i reprezentaciju iz
prethodnog zadatka.
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54. Neka va�e pretpostavke iz prethodnog zadatka i neka je dodatno FX1,I iz klase subekspo-
nencijalnih raspodela. Pokazati da tada

lim
u→∞

Ψ(u)

FX1,I(u)
=

1

ρ
.

55. Pokazati da ako je F ∈ PP−α, za α > 1, onda je F I ∈ PP−(α−1). Odrediti asimptot-
sko ponaxaǌe verovatno�e razaraǌa u sluqaju odxteta iz Paretove PA(a, b) raspodele, za
a > 1, b > 0. Uporediti sa verovatno�om pre�ivǉaǌa za male odxtete.
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