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1 Rexive grupe

Definicija 1.1. Neka je G grupa i x, y ∈ G. Komutator elemenata x i y, u oznaci
[x, y] je definisan sa

[x, y] = xyx−1y−1.

Definicija 1.2. Podgrupa grupe G generisana komutatorima svih elemenata iz G
se naziva izvod grupe G i oznaqava se G′.

Primer 1.3. Neka je G Abelova grupa. Tada svi elementi iz G me�usobno komutiraju,
pa za sve x, y ∈ G va�i

[x, y] = xyx−1y−1 = xx−1yy−1 = e.

Odatle zak	uqujemo da je G′ = 〈e〉.
�

Zadatak 1. Odrediti izvod simetriqne grupe Sn, n ≥ 3.

Rexe�e. Primetimo prvo da je za proizvo	ne π, σ ∈ Sn ispu�eno

sgn[π, σ] = sgn
(
πσπ−1σ−1

)
= 1.

Kako su proizvodi i inverzi parnih permutacija ponovo parne permutacije, zak	u-
qujemo da je S′n ⊆ An.

Poka�imo da va�i i obratna inkluzija An ⊆ S′n. Poxto 3-ciklovi generixu An,
dovo	no je da poka�emo da se proizvo	ni 3-cikl mo�e predstaviti preko komutatora
nekih elemenata iz Sn. Zaista, za proizvo	ni 3-cikl da, b, cc imamo:

da, b, cc = da, bcdb, cc
= da, bcda, ccda, bcda, cc
= da, bcda, ccda, bc−1da, cc−1

= [da, bc, da, cc] .

Prema tome, dobijamo S′n = An.
�

Zadatak 2. Odrediti izvod alterniraju�e grupe An, n ≥ 5.

Rexe�e. Svakako imamo da je A′n ⊆ An. Doka�imo da va�i obratna inkluzija. Sliq-
no kao u prethodnom zadatku, dovo	no je da proizvo	ni 3-cikl predstavimo preko ko-
mutatora nekih permutacija. Jedina razlika je xto sada te permutacije moraju biti
parne, pa predstav	a�e iz prethodnog zadatka ne mo�emo direktno da iskoristimo.

Uoqimo proizvo	ni 3-cikl da, b, cc. Poxto je n ≥ 5, postoje d, e 6∈ {a, b, c} takvi da
je d 6= e. Oznaqimo:

f = da, bcdd, ec i g = da, ccdd, ec.
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Primetimo da su permutacije f i g parne, kao i da va�i

[f, g] = da, bcdd, ecda, ccdd, ecda, bcdd, ecda, ccdd, ec
= da, bcda, ccda, bc−1da, cc−1

= [da, bc, da, cc]
= da, b, cc.

Dobijamo An ⊆ A′n, xto daje A′n = An.
�

Napomena. Primetimo da je pri rexava�u prethodnog zadatka bio k	uqan uslov
n ≥ 5. Naravno, u sluqajevima n = 2 i n = 3 je grupa An Abelova, pa odmah koriste�i
Primer 1.3 dobijamo A′n = 〈e〉. Zato nam ostaje samo netrivijalan sluqaj n = 4 kojim
�emo se pozabaviti malo kasnije.

Zadatak 3. Odrediti izvod diedarske grupe Dn, n ≥ 3.

Rexe�e. Odredimo za poqetak komutatore proizvo	nih elemenata iz Dn. Kako ti
elementi mogu biti rotacije i refleksije izdvajamo slede�e sluqajeve:

� Komutator dve rotacije ρi i ρj :[
ρi, ρj

]
= ρiρjρ−iρ−j = ε

� Komutator rotacije ρi i refleksije σρj :[
ρi, σρj

]
= ρiσρjρ−iρ−jσ = ρiσρ−iσ = ρiρiσσ = ρ2i ∈ 〈ρ2〉. (1)

� Komutator dve refleksije σρi i σρj :[
σρi, σρj

]
= σρiσρjρ−iσρ−jσ = ρ−iρj−iρj = ρ2(j−i) ∈ 〈ρ2〉.

Zak	uqujemo da su komutatori proizvo	nih elemenata iz Dn sadr�ani u podgrupi
〈ρ2〉, pa je D′n ⊆ 〈ρ2〉. Sa druge strane, iz (1) imamo ρ2 = [ρ, σ], xto daje obratnu
inkluziju 〈ρ2〉 ⊆ D′n. Prema tome, D′n = 〈ρ2〉. Primetimo jox i da za neparno n va�i
〈ρ2〉 = 〈ρ〉, pa dobijamo i malo preciznije

D′n =

{
〈ρ〉, ako je n neparno

〈ρ2〉, ako je n parno.

�

Zadatak 4. Odrediti izvod grupe GL2(R).

Rexe�e. Za proizvo	ne matrice A,B ∈ GL2(R) va�i

det[A,B] = det(ABA−1B−1) = 1.
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Odatle zak	uqujemo da je GL2(R)′ ⊆ SL2(R). Poka�imo jox i obratnu inkluziju.

Za poqetak, uoqimo proizvo	nu matricu

[
a b
c d

]
iz SL2(R). Determinanta posma-

trane matrcije je jednaka 1, pa va�i ad− bc = 1.
Ako je a 6= 0, va�i [

a b
c d

]
=

[
1 ab
c
a ad

] [
a 0
0 1

a

]
.

Osla�aju�i se na uslov ad− bc = 1, da	e dobijamo[
a b
c d

]
=

[
1 ab
c
a bc+ 1

] [
a 0
0 1

a

]
=

[
1 0
c
a 1

] [
1 ab
0 1

] [
a 0
0 1

a

]
.

Ako je a = 0, onda mora biti b 6= 0 i va�i bc = −1. Sliqo kao za a 6= 0 u ovom sluqaj
imamo [

0 b
c d

]
=

[
0 1
−1 0

] [
1 −d

b
0 1

] [
1
b 0
0 b

]
.

Prema tome, da bismo pokazali da je SL2(R) ⊆ GL2(R)′, dovo	no je da proizvo	ne

matrice

[
1 x
0 1

]
,

[
1 0
x 1

]
za x ∈ R,

[
y 0
0 1

y

]
za y ∈ R \ {0} i

[
0 1
−1 0

]
izrazimo preko

komutatora elemenata iz GL2(R). Imamo prvo[
2 0
0 1

] [
1 x
0 1

] [
2 0
0 1

]−1 [
1 x
0 1

]−1
=

[
2 2x
0 1

] [
1
2 0
0 1

] [
1 −x
0 1

]
=

[
1 2x
0 1

] [
1 −x
0 1

]
=

[
1 x
0 1

]
,

a transponova�em prethodnog raquna dobijamo i izraz za

[
1 0
x 1

]
.

Da	e se sliqno pokazuje da va�i[
y 0
0 1

y

]
=

[
y 0
0 1

] [
0 1
1 0

] [
y 0
0 1

]−1 [
0 1
1 0

]−1
i [

0 1
−1 0

]
=

[
1 2
0 1

] [
−1 0
1 2

] [
1 2
0 1

]−1 [−1 0
1 2

]−1
,

xto zavrxava zadatak uz zak	uqak GL2(R)′ = SL2(R).
�

Zadatak 5. Neka je H podgrupa grupe G. Tada H sadr�i komutatore svih g1, g2 ∈ G
ako i samo ako je H / G i G/H Abelova grupa.
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Rexe�e. Pretpostavimo da H sadr�i komutatore proizvo	nih elemenata iz G. Po-
ka�imo prvo da je H / G. Poxto je H podgrupa od G, dovo	no je da poka�emo da
je ona invarijantna u odnosu na konjugaciju proizvo	nim elementima iz G. Uoqimo
proizvo	no x ∈ H i g ∈ G. Tada je

gxg−1 = gxg−1x−1x = [g, x]︸ ︷︷ ︸
∈H

x︸︷︷︸
∈H

∈ H,

odakle sledi H / G. Ostaje jox da poka�emo da je grupa G/H Abelova. Uoqimo proi-
zvo	na dva koseta g1H i g2H iz G/H. �ihov komutator je

[g1H, g2H] = g1Hg2H(g1H)−1(g2H)−1 = g1Hg2Hg
−1
1 Hg−12 H = [g1, g2]H = H,

jer je [g1, g2] ∈ H. Zak	uqujemo da g1H i g2H komutiraju, pa je zbog �ihove proizvo	-
nosti grupa G/H Abelova.

Neka je sada H /G i G/H Abelova grupa. Tada za svaka dva koseta g1H i g2H va�i

[g1H, g2H] = H.

Poxto, kao xto smo ve� videli, va�i [g1H, g2H] = [g1, g2]H, zak	uqujemo da je

[g1, g2]H = H.

Prema tome, za proizvo	ne elemente g1 i g2 iz G va�i [g1, g2] ∈ H.
�

Kako je, po definiciji, izvod grupe G jedna �ena podgrupa koja sadr�i sve komu-
tatore elemenata iz G, odmah dobijamo slede�u posledicu.

Posledica. Neka je G grupa. Tada je G′ / G i G/G′ Abelova grupa.

Definicija 1.4. Koliqniqka grupa G/G′ se naziva abelizacija grupe G i oznaqava
se sa Gab.

Primer 1.5. Za n ≥ 3, iz Zadatka 1 imamo da je S′n = An. Kako je [Sn : An] = 2,
dobijamo

Sabn = Sn/An ∼= Z2.

Sliqno, za n ≥ 5, iz Zadatka 2 imamo da je S′n = An, pa je

Aab
n = 〈ε〉.

�

Primer 1.6. Iz Zadatka 4 imamo da je GL2(R)′ = SL2(R). Zato je

GL2(R)ab = GL2(R)/SL2(R) ∼= R×,

koriste�i Prvu teoremu o izomorfizmu grupa.
�
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Zadatak 6. Odrediti izvod grupe A4.

Rexe�e. Posmatrajmo podskup

V =

ε, d1, 2cd3, 4c︸ ︷︷ ︸
f

, d1, 3cd2, 4c︸ ︷︷ ︸
g

, d1, 4cd2, 3c︸ ︷︷ ︸
h


grupe A4. Primetimo, da su osim neutrala ε, svi elementi iz V reda 2, kao i da va�i

fg = gf = h, gh = hg = f i hf = fh = g.

Zbog toga je V podgrupa od A4. Poxto se konjugacijom ne me�a oblik cikliqne dekom-
pozicije permutacije i f, g i h su (jedine) duple transpozicije iz A4, va�i da je ta
podgrupa normalna. Primetimo i da je

[A4 : V ] =
|A4|
|V |

=
12

4
= 3,

pa je A4/V ∼= Z3. Dakle, va�i V / A4 i A4/V je Abelova grupa. Na osnovu Zadatka 5
onda sledi A′4 ⊆ V .

Sa druge strane, grupa A4 je neabelova, pa je A′4 6= 〈ε〉. To znaqi da postoji barem
jedna netrivijalna permutacija u A′4. Kako je A′4 ⊆ V , ta permutacija mora biti
dupla transpozicija. Me�utim, A′4 /A4, pa se u A′4 moraju nalaziti i svi konjugati te
duple transpozicije, xto su upravo sve preostale duple transpozicije iz A4. Odatle
zak	uqujemo da je A′4 = V .
�

Napomena. Primetimo da je grupa V Abelova, izomorfna Klajnovoj grupi, V ∼= Z2×
Z2.

Izvode vixeg reda grupe G definixemo induktivno sa G′′ = (G′)′, G′′′ = (G′′)′ i
generalno,

G(n+1) =
(
G(n)

)′
za n ∈ N.

Na ovaj naqin dobijamo niz normalnih podgrupa

G . G′ . G′′ . . . . G(n) . . . . (2)

Definicija 1.7. Ako postoji (najma�i) prirodan broj n takav da za niz (2) va�i

G . G′ . G′′ . . . . G(n) = 〈e〉

za grupu G se ka�e da je rexiva. U suprotnom, za grupu se G ka�e da nije rexiva.

Primer 1.8. Neka je n ≥ 5. Na osnovu Zadataka 1 i 2 imamo da su nizovi izvoda za
Sn i An redom

Sn . An . An . An . . . .
An . An . An . An . . . .

5



Zbog toga grupe Sn i An nisu rexive.
Sliqno, za n = 4 se osla�amo jox na Zadatak 6 i Primer 1.3 da dobijemo nizove

izvoda za S4 i A4:

S4 . A4 . V . 〈e〉
A4 . V . 〈e〉.

Tako�e, niz izvoda grupe S3 je S3.A3.〈e〉, a za A3, S2 i A2 se odmah trivijalno zavrxava
neutralom, poxto su te grupe Abelove. Dakle, grupe S4, S3, S2, A4, A3 i A2 su rexive.

Da sumiramo, grupe Sn i An su rexive ako i samo ako je n ≤ 4.
�

Primer 1.9. Neka je n ≥ 3. Na osnovu Zadatka 3 i Primera 1.3 imamo da je niz izvoda
za Dn

Dn . 〈ρ2〉 . 〈e〉.

Zak	uqujemo da su grupe Dn rexive.
�

Ovaj ode	ak zavrxavamo jednom teoremom koja je qesto korisna za pokaziva�e da
je neka grupa rexiva.

Teorema 1.10. Grupa G je rexiva ako i samo ako postoji H /G takva da su H i G/H
rexive grupe.

2 Dejstva grupa

Definicija 2.1. Dejstvo grupe G na skup S je preslikava�e · : G × S → S sa
osobinama:

� e · x = x za sve x ∈ S.

� g · (h · x) = (gh) · x za sve g, h ∈ G i x ∈ S.

Imamo i ekvivalentnu definiciju: Dejstvo grupe G na skup S je homomorfizam
iz G u grupu SymS, gde je

SymS = {f : S → S | f je bijekcija} .

Uz dejstvo grupe G na skup S definixemo slede�e skupove:

Ox = {g · x | g ∈ G} orbita elementa x ∈ S.
Stab(x) = {g ∈ G | g · x = x} stabilizator elementa x ∈ S.
Fix(g) = {x ∈ S | g · x = x} fiksni skup elementa g ∈ G.

Skup svih orbita oznaqavamo sa S/G.
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Zadatak 7. Neka je n ≥ 2 prirodan broj. Oznaqimo sa G simetriqnu grupu Sn i sa S
skup svih realnih polinoma sa n neodre�enih, S = {f(X1, X2, . . . , Xn) | f(X1, X2, . . . , Xn) ∈
R[X1, X2, . . . , Xn]}. Dokazati da je sa

σ · f(X1, X2, . . . , Xn) = f(Xσ(1), Xσ(2), . . . , Xσ(n)), σ ∈ G, f ∈ S

definisano jedno dejstvo grupe G na skup S. Odrediti orbite elemenata X1 i X1+X2,
stabilizator za Xn, kao i fiksni skup za d1, 2c pri ovom dejstvu.

Rexe�e. Prvo treba dokazati da je · dejstvo, xto radimo po definiciji. Za proi-
zvo	no f iz S imamo

ε · f(X1, X2, . . . , Xn) = f(Xε(1), Xε(2), . . . , Xε(n)) = f(X1, X2, . . . , Xn),

jer za ε, poxto je neutralni element u grupi G, va�i ε(i) = i za sve 1 ≤ i ≤ n. Da	e,
za proizvo	ne π i σ iz G va�i:

(σ ◦ π) · f(X1, X2, . . . , Xn) = f
(
X(σ◦π)(1), X(σ◦π)(2), . . . , X(σ◦π)(n)

)
= f

(
Xσ(π(1)), Xσ(π(2)), . . . , Xσ(π(n))

)
= σ · f(Xπ(1), Xπ(2), . . . , Xπ(n))

= σ · (π · f(X1, X2, . . . , Xn)) .

Ovim smo pokazali da je · dejstvo.
Ostaje jox da odredimo tra�ene skupove. To radimo po definiciji. Prvo za orbitu

elementa X1 imamo

OX1 = {σ ·X1 | σ ∈ G}
=
{
Xσ(1) | σ ∈ G

}
= {X1, X2, . . . , Xn},

jer kada permutacija σ prolazi celom grupom G = Sn, σ(1) uzima sve vrednosti iz
skupa {1, 2 . . . , n}.

Za orbitu elementa X1 +X2 imamo

OX1+X2 = {σ · (X1 +X2) | σ ∈ G}
=
{
Xσ(1) +Xσ(2) | σ ∈ G

}
= {Xi +Xj | 1 ≤ i < j ≤ n},

poxto, isto kao u prethodnom primeru, σ(1) i σ(2) prolaze celim skupom {1, 2 . . . , n},
ali ne mogu biti jednaki zbog qi�enice da je σ bijekcija.

Direktno iz definicije, za stabilizator elementa Xn dobijamo

Stab(Xn) = {σ ∈ G | σ ·Xn = Xn}
= {σ ∈ G | Xσ(n) = Xn}
= {σ ∈ G | σ(n) = n}.
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Konaqno, fiksni skup za transpoziciju d1, 2c je

Fix(d1, 2c) = {f(X1, X2, . . . , Xn) ∈ S | d1, 2c · f(X1, X2, . . . , Xn) = f(X1, X2, . . . , Xn)}
= {f(X1, X2, . . . , Xn) ∈ S | f(X1, X2, . . . , Xn) = f(X2, X1, . . . , Xn)} .

�

Zadatak 8. Posmatrajmo grupu G =

{[
a b
0 d

]
| a, b, d ∈ R, ad = 1

}
u odnosu na uobiqa-

jeno mno�e�e matrica. Dokazati da je sa

[
a b
0 d

]
· z =

az + b

d
,

[
a b
0 d

]
∈ G, z ∈ C

definisano jedno dejstvo grupe G na skup kompleksnih brojeva C. Odrediti orbitu i
stabilizator za element i ∈ C pri ovom dejstvu.

Rexe�e. Za proizvo	ne matrice

[
a b
0 d

]
,

[
e f
0 h

]
iz G i z ∈ C imamo:

[
1 0
0 1

]
· z =

1 · z + 0

1
= z,[

a b
0 d

]
·
([
e f
0 h

]
· z
)

=

[
a b
0 d

]
· ez + f

h

=
a ez+fh + b

d

=
aez + af + bh

dh

=

[
ae af + bh
0 dh

]
· z

=

([
a b
0 d

] [
e f
0 h

])
· z.

Dobijeno pokazuje da je · dejstvo. Sada je po definiciji:

Oi =

{[
a b
0 d

]
· i
∣∣∣∣ [a b

0 d

]
∈ G

}
=

{
ai+ b

d
| a, b, d ∈ R, ad = 1

}
=
{
a2i+ ab | a, b ∈ R, a 6= 0

}
= {z ∈ C | =(z) > 0} .
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Sliqno, za stabilizator imamo:

Stab(i) =

{[
a b
0 d

]
∈ G

∣∣∣∣ [a b
0 d

]
· i = i

}
=

{[
a b
0 d

]
∈ G

∣∣∣∣ ai+ b

d
= i

}
=

{[
a b
0 d

]
∈ G

∣∣∣∣ ad = 1, b = 0

}
=

{[
a 0
0 d

]
∈ G

∣∣∣∣ a = d

}
=

{
±
[
1 0
0 1

]}
(poxto imamo i uslov ad = 1 za matrice iz G).

�

Zadatak 9. Posmatrajmo podgrupu G grupe S8 generisanu permutacijama d1, 2, 3cd7, 8c
i d4, 5c koja dejstvuje na skup S = {1, 2, . . . , 8} kao grupa permutacija,

σ · n = σ(n), σ ∈ G,n ∈ S.

Odrediti O1,O6,O7, Stab(2),Stab(4), kao i Fix(d4, 5c) i Fix(d1, 2, 3cd7, 8c) pri ovom
dejstvu.

Rexe�e. Prvo mo�emo odrediti sve elemente grupe G,

G = {ε, d1, 2, 3cd7, 8c, d1, 3, 2c, d7, 8c, d1, 2, 3c, d1, 3, 2cd7, 8c,
d4, 5c, d1, 2, 3cd4, 5cd7, 8c, d1, 3, 2cd4, 5c, d4, 5cd7, 8c, d1, 2, 3cd4, 5c, d1, 3, 2cd4, 5cd7, 8c}.

Sada po definiciji imamo

O1 = {σ · 1 | σ ∈ G}
= {σ(1) | σ ∈ G}
= {1, 2, 3}.

Sliqno je onda
O6 = {6} i O7 = {7, 8}.

Da	e za stabilizatore imamo

Stab(2) = {σ ∈ G | σ · 2 = 2}
= {σ ∈ G | σ(2) = 2}
= {ε, d7, 8c, d4, 5c, d4, 5cd7, 8c}
= 〈d4, 5c, d7, 8c〉,

kao i

Stab(4) = {ε, d1, 2, 3cd7, 8c, d1, 3, 2c, d7, 8c, d1, 2, 3c, d1, 3, 2cd7, 8c}
= 〈d1, 2, 3cd7, 8c〉.
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Konaqno za fiksne skupove imamo

Fix(d4, 5c) = {n ∈ S | d4, 5c · n = n} = {1, 2, 3, 6, 7, 8}

i
Fix(d1, 2, 3cd7, 8c) = {4, 5, 6}.

�

Definicija 2.2. Dejstvo grupe G na skup S je tranzitivno ako pri �emu postoji
samo jedna orbita, tj. ako za sve x, y ∈ S postoji g ∈ G takvo da je y = g · x.

Primer 2.3. Neka je G grupa. Tada mo�emo posmatrati dejstvo te grupe levim mno�e-
�em na �u samu definisano sa

g · x = gx, g, x ∈ G.

Kako za sve x, y ∈ G va�i y = (yx−1) · x, ovo dejstvo je trazitivno.
�

Definicija 2.4. Neka grupa G1 dejstvuje na skup X1 i grupa G2 dejstvuje na skup
X2. Tada je sa

(g1, g2) · (x1, x2) = (g1 · x1, g2 · x2), g1 ∈ G1, g2 ∈ G2, x1 ∈ X1, x2 ∈ X2

definisano dejstvo grupeG1×G2 na Dekartov proizvodX1×X2 koje se naziva proizvod
dejstvo.

Definicija 2.5. Neka je G grupa koja dejstvuje na skupove X i Y . Tada je sa

g · (x, y) = (g · x, g · y), g ∈ G, x ∈ X, y ∈ Y

definisano jedno dejstvo grupe G na Dekartov proizvod X × Y koje se naziva dijago-
nalno dejstvo.

Zadatak 10. Odrediti stabilizator za (x, y) ∈ X×Y pri dijagonalnom dejstvu grupe
G na skup X × Y .

Rexe�e. Raqunamo direktno po definiciji:

Stab(x, y) = {g ∈ G | g · (x, y) = (x, y)}
= {g ∈ G | (g · x, g · y) = (x, y)}
= {g ∈ G | g · x = x, g · y = y}
= {g ∈ G | g ∈ Stab(x), g ∈ Stab(y)}
= Stab(x) ∩ Stab(y).

�

Zadatak 11. Pokazati da iako grupa G dejstvuje tranzitivno na skupove X i Y , �eno
dijagonalno dejstvo na skup X × Y ne mora biti tranzitivno.
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Rexe�e. Posmatrajmo dejstvo grupe Z2 na samu sebe sabira�em

x · y = x+2 y, x, y ∈ Z2.

Kako smo videli u Primeru 2.3, ovo dejstvo je tranzitivno. Me�utim, pri odgovara-
ju�em dijagonalnom dejstvu imamo dve orbite

O(0,0) = O(1,1) = {0 · (0, 0), 1 · (0, 0)} = {(0, 0), (1, 1)}
O(1,0) = O(0,1) = {0 · (1, 0), 1 · (1, 0)} = {(1, 0), (0, 1)},

pa to dejstvo nije tranzitivno.
�

Neka je · dejstvo grupe G na skup S. Tada je za proizvo	ne x, y ∈ S sa x ∼ y
ako i samo ako postoji g ∈ G takvo da je y = g · x definisana jedna relacija na S.
Xtavixe, ta relacija je relacija ekvivalencije, qije su klase orbite pri dejstvu koje
posmatramo. Odatle zak	uqujemo da skup svih orbita qini jednu particiju skupa S.
Ako je T jedna transverzala te particije (to je skup koji sadr�i taqno po jednog
predstavnika svake klase tj. orbite), onda iz prethodnog zak	uqka imamo:∑

x∈T
|Ox| = |S| (klasna jednaqina).

Tvr�e�e 2.6 (Teorema o orbiti i stabilizatoru). Neka je G grupa koja dejstvuje na
skup S. Tada za svako x ∈ S va�i:

� Stab(x) je podgrupa od G.

� [G : Stab(x)] = |Ox|.

� Ako je G konaqna grupa, onda je |G| = | Stab(x)||Ox|.

Tvr�e�e 2.7 (Bernsajdova lema). Neka je G konaqna grupa koja dejstvuje na konaqan
skup S. Tada va�i:

|S/G| = 1

|G|
∑
g∈G
|Fix(g)|.

Zadatak 12. Odrediti na koliko naqina se mogu obojiti temena pravilnog xestougla
sa n boja ako su dva boje�a ista kada se jednog od drugog mo�e dobiti:
a) rotacijom xestougla.
b) proizvo	nom simetrijom xestougla.

Rexe�e. a) Neka je S skup svih mogu�ih boje�a temena xestougla. Tada mo�emo
zapisati:

S = {(a0, a1, a2, a3, a4, a5) | 1 ≤ ai ≤ n},

pri qemu ai = k znaqi da je i-to teme obojeno k-tom bojom. Primetimo da je |S| = n6.
Sitauaciju mo�emo predstaviti i xestouglom na slici:

11



a0 a1

a5

a4 a3

a2

Podgrupa svih rotacija 〈ρ〉 grupe D6 dejstuje na skup S rotiraju�i temena xestou-
gla. Pri tome su dva boje�a ista ako i samo ako se nalaze u istoj orbiti pri ovom
dejstvu. Dakle, treba da izraqunamo broj orbita |S/〈ρ〉|. Iz Bernsajdove leme je

|S/〈ρ〉| = 1

|〈ρ〉|
∑
g∈〈ρ〉

|Fix(g)|

=
1

6

5∑
i=0

∣∣Fix(ρi)
∣∣ .

Sve xto je jox potrebno da uradimo je da izraqunamo koliko se elemenata nalazi u
fiksnim skupovima koje smo dobili.

Za i = 0 imamo da je ρi = ε, pa svi elementi skupa S ostaju fiksirani. Dakle,
|Fix(ε)| = n6.

Za i = 1 imamo element ρ koji predstav	a rotaciju za 60◦ oko centra xestougla
u smeru suprotnom od smera kreta�a kaza	ke na satu. �egovo dejstvo mo�emo pred-
staviti slikom ispod. Boje�a u fiksnom skupu su ona koja pri ovom dejstvu ostaju

a0 a1

a5

a4 a3

a2

ρ

a0

a1

a2a3

a4

a5

invarijantna. To znaqi da prva i druga slika moraju biti iste, odakle dobijamo uslove

a0 = a5, a1 = a0, a2 = a1, a3 = a2, a4 = a3, a5 = a4.
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Zak	uqujemo da va�i

a0 = a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = α, 1 ≤ α ≤ n,

pa je |Fix(ρ)| = n.
Sliqno da	e za n = 2, imamo dejstvo elementa ρ2 koga predstav	amo slikom:

a0 a1

a5

a4 a3

a2

ρ2

a5

a0

a1a2

a3

a4

Iz jednakosti prve i druge slike dobijamo uslove

a0 = a4, a1 = a5, a2 = a0, a3 = a1, a4 = a2, a5 = a3.

Zak	uqujemo da je

a0 = a2 = a4 = α, a1 = a3 = a5 = β, 1 ≤ α, β ≤ n,

pa je |Fix(ρ2)| = n2.
Za n = 3 je dejstvo elementa ρ3 predstav	eno slikom:

a0 a1

a5

a4 a3

a2

ρ3

a4

a5

a0a1

a2

a3

Iz jednakosti prve i druge slike dobijamo uslove

a0 = a3, a1 = a4, a2 = a5, a3 = a0, a4 = a1, a5 = a2.

Zak	uqujemo da je

a0 = a3 = α, a1 = a4 = β, a2 = a5 = γ 1 ≤ α, β, γ ≤ n,

pa je |Fix(ρ3)| = n3.
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Za n = 4 je dejstvo elementa ρ4 predstav	eno slikom:

a0 a1

a5

a4 a3

a2

ρ4

a3

a4

a5a0

a1

a2

Iz jednakosti prve i druge slike dobijamo uslove

a0 = a2, a1 = a3, a2 = a4, a3 = a5, a4 = a0, a5 = a1.

Zak	uqujemo da je

a0 = a2 = a4 = α, a1 = a3 = a5 = β, 1 ≤ α, β ≤ n,

pa je |Fix(ρ4)| = n2.
Konaqno za n = 5 je dejstvo elementa ρ5 predstav	eno slikom:

a0 a1

a5

a4 a3

a2

ρ5

a2

a3

a4a5

a0

a1

Iz jednakosti prve i druge slike dobijamo uslove

a0 = a1, a1 = a2, a2 = a3, a3 = a4, a4 = a5, a5 = a0.

Zak	uqujemo da va�i

a0 = a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = α, 1 ≤ α ≤ n,

pa je |Fix(ρ5)| = n.
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Kada sve sumiramo, dobijamo da je broj tra�enih boje�a jednak

1

6

(
n6 + n3 + 2n2 + 2n

)
.

b) Sve je isto kao u delu a), samo xto sada umesto dejstva podgrupe 〈ρ〉, posmatramo
dejstvo cele grupe D6. Na osnovu Bernasajdove leme dobijamo da je broj tra�enih
boje�a jednak

1

|D6|
∑
g∈D6

|Fix(g)| = 1

12

∑
g∈D6

|Fix(g)|.

Kardinalnosti fiksnih skupova rotacija smo ve� odredili u delu a), pa ostaje samo
jox da ih odredimo za refleksije.

Refleksija σ je u odnosu na vertikalnu osu xestougla, pa je �eno dejstvo predsta-
v	eno slikom:

a0 a1

a5

a4 a3

a2

σ

a0

a5

a4a3

a2

a1

Iz jednakosti prve i druge slike zak	uqujemo da va�i

a0 = a1 = α, a2 = a5 = β, a3 = a4 = γ, 1 ≤ α, β, γ ≤ n,

pa je |Fix(σ)| = n3.
Dejstvo refleksije σρ je predstav	eno slikom:

a0 a1

a5

a4 a3

a2

ρ

a0

a1

a2a3

a4

a5

σ

a5

a4

a3a2

a1

a0

Iz jednakosti prve i tre�e slike zak	uqujemo da va�i

a0 = α, a1 = a5 = β, a2 = a4 = γ, a3 = δ, 1 ≤ α, β, γ, δ ≤ n,

pa je |Fix(σρ)| = n4.
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Dejstvo refleksije σρ2 je predstav	eno slikom:

a0 a1

a5

a4 a3

a2

ρ2

a5

a0

a1a2

a3

a4

σ

a4

a3

a2a1

a0

a5

Iz jednakosti prve i tre�e slike zak	uqujemo da va�i

a0 = a5 = α, a1 = a4 = β, a2 = a3 = γ, 1 ≤ α, β, γ ≤ n,

pa je |Fix(σρ2)| = n3.
Dejstvo refleksije σρ3 je predstav	eno slikom:

a0 a1

a5

a4 a3

a2

ρ3

a4

a5

a0a1

a2

a3

σ

a3

a2

a1a0

a5

a4

Iz jednakosti prve i tre�e slike zak	uqujemo da va�i

a0 = a4 = α, a1 = a3 = β, a2 = γ, a5 = δ, 1 ≤ α, β, γ, δ ≤ n,

pa je |Fix(σρ3)| = n4.
Dejstvo refleksije σρ4 je predstav	eno slikom:
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a0 a1

a5

a4 a3

a2

ρ4

a3

a4

a5a0

a1

a2

σ

a2

a1

a0a5

a4

a3

Iz jednakosti prve i tre�e slike zak	uqujemo da va�i

a0 = a3 = α, a1 = a2 = β, a4 = a5 = γ, 1 ≤ α, β, γ ≤ n,

pa je |Fix(σρ4)| = n3.

Konaqno, dejstvo refleksije σρ5 je predstav	eno slikom:

a0 a1

a5

a4 a3

a2

ρ5

a2

a3

a4a5

a0

a1

σ

a1

a0

a5a4

a3

a2

Iz jednakosti prve i tre�e slike zak	uqujemo da va�i

a0 = a2 = α, a1 = β, a3 = a5 = γ, a4 = δ, 1 ≤ α, β, γ, δ ≤ n,

pa je |Fix(σρ5)| = n4.

Kada sve sumiramo, dobijamo da je broj tra�enih boje�a jednak

1

12

(
n6 + 3n4 + 4n3 + 2n2 + 2n

)
.

�

Zadatak 13. Neka je G konaqna grupa koja dejstvuje tranzitivno na konaqan skup S,
|S| ≥ 2. Dokazati da postoji g ∈ G takvo da je Fix(g) = ∅.
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Rexe�e. Iz Bernsajdove leme imamo

|S/G| = 1

|G|
∑
g∈G
|Fix(g)|.

Kako je dejstvo koje posmatramo tranzitivno, pri �emu je samo jedna orbita, pa iz
prethodnog dobijamo

|G| =
∑
g∈G
|Fix(g)|. (3)

Ako bi za sve g ∈ G bilo Fix(g) 6= ∅, onda bi svaki od sabiraka sa desne strane
jednakosti (3) bio barem 1. Kako je tih sabiraka taqno |G|, to je mogu�e samo ako su
svi jednaki 1. Me�utim, za g = e imamo Fix(e) = S, pa je |Fix(e)| = |S| ≥ 2. Odatle
zak	uqujemo da je nemogu�e da za sve g ∈ G va�i Fix(g) 6= ∅, pa postoji barem jedno
g ∈ G takvo da je Fix(g) = ∅.
�

Zadatak 14. Neka je G grupa reda 21 koja dejstvuje na skup X kardinalnosti 11.
Dokazati da postoji x ∈ X takvo da je g · x = x za sve g ∈ G.

Rexe�e. Pretpostavimo suprotno, neka za svako x ∈ X postoji g ∈ G takvo da je
g · x 6= x. To znaqi da pri ovom dejstvu nema jednoqlanih orbita. Iz Teoreme o orbiti
i stabilizatoru sledi da za sve x ∈ X va�i:

|Ox| | |G| tj. |Ox| | 21.

Ve� smo videli da orbite ne mogu biti jednoqlane, a poxto je svaka orbita sadr�ana
u skupu X kardinalnost 11, one ne mogu imati ni 21 element. Zak	uqujemo da orbite
mogu imati 3 ili 7 elemenata.

Iz klasne jednaqine dobijamo da	e∑
x∈T
|Ox| = |X| tj.

∑
x∈T
|Ox| = 11.

Prema tome, dobili smo da se broj 11 mo�e predstaviti kao neka suma trojki i sedmica.
To je nemogu�e, pa dobijena kontradikcija pokazuje da postoji tra�eno x ∈ X takvo
da je g · x = x za sve g ∈ G.
�

Zadatak 15. Dokazati da za proizvo	nu konaqnu grupu G va�i

|G| = |Z(G)|+
∑
a∈T

a6∈Z(G)

|G|
|CG(a)|

,

gde je T transverzala particije grupe G na klase konjugacije, Z(G) centar grupe G i
CG(a) = {g ∈ G | ag = ga} centralizator elementa a ∈ G.
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Rexe�e. Posmatrajmo dejstvo grupe G na samu sebe konjugacijom,

g · a = g−1ag, g, a ∈ G.

Orbita i stabilizator za proizvo	no a ∈ G pri ovom dejstvu su redom

Oa = {g · a | g ∈ G}
= {g−1ag | g ∈ G} → klasa konjugacije za a

Stab(a) = {g ∈ G | g · a = a}
= {g ∈ G | g−1ag = a}
= {g ∈ G | ag = ga} = CG(a).

Iz klasne jednaqine imamo

|G| =
∑
a∈T
|Oa|,

gde je T transverzala particije grupe G na klase konjugacije. Primetimo da su klase
konjugacije elemenata iz centra jednoqlane, poxto oni komutiraju sa svim elementima
iz G. Zato da	e imamo

|G| =
∑

a∈Z(G)

1 +
∑
a∈T

a6∈Z(G)

|Oa|

= |Z(G)|+
∑
a∈T

a6∈Z(G)

|Oa|.

Konaqno, iz teoreme o orbiti i stabilizatoru va�i |Oa| = |G|
|Stab(a)| = |G|

|CG(a)| , xto
zamenom u posled�u jednakost daje tra�eno tvr�e�e.
�

Definicija 2.8. Neka je p prost broj. Grupa reda pn, n ∈ N se naziva p-grupa.

Zadatak 16. Dokazati da p-grupe imaju netrivijalan centar.

Rexe�e. Neka je G jedna p-grupa, |G| = pn za neko n ∈ N. Iz prethodnog zadatka
imamo

pn = |Z(G)|+
∑
a∈T

a6∈Z(G)

pn

|CG(a)|
. (4)

Primetimo da za sve elemente a 6∈ Z(G) va�i CG(a) 6= G. Kako je i svaki centraliza-
tor podgrupa od G, zak	uqujemo da su redovi svih centralizatora CG(a) za a 6∈ Z(G)
neki stepeni broja p, ma�i od pn. Prema tome, u sumi∑

a∈T
a6∈Z(G)

pn

|CG(a)|

su svi qlanovi de	ivi sa p, pa je i ta suma de	iva sa p. Iz (4) onda sledi da i
p | |Z(G)|. Zbog toga je Z(G) netrivijalan.
�
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Definicija 2.9. Grupa se naziva prostom ako nema pravih normalnih podgrupa.

Tvr�e�e 2.10 (Koxijeva lema). Neka je G konaqna grupa i p prost broj koji deli
|G|. Tada u G postoji element reda p.

Zadatak 17. Neka je G jedna p-grupa takva da je |G| ≥ p2. Dokazati da G nije prosta.

Rexe�e. Na osnovu Zadatka 16 imamo da je |Z(G)| > 1. Zato, u sluqaju da je Z(G) 6= G,
imamo da je Z(G) prava normalna podgrupa od G. Prema tome, u tom sluqaju grupa G
nije prosta.

Ostaje jox da ispitamo xta se dexava kada je Z(G) = G. U tom sluqaju je G Abelova
grupa, pa je svaka �ena podgrupa normalna. Na osnovu Koxijeve leme mo�emo prona�i
element a reda p u G. Tada je podgrupa H = 〈a〉 od G reda p, pa predstav	a jednu pravu
normalnu podgrupu od G. Dakle, ni u ovom sluqaju grupa G nije prosta.
�

Zadatak 18. Dokazati da su p-grupe rexive.

Rexe�e. Neka je G jedna p-grupa, |G| = pn za neko n ∈ N. Dokaz izvodimo indukcijom
po n.
baza indukcije:

Za n = 1, imamo da je |G| = p, pa je G ∼= Zp. Zato je, specijalno, G Abelova grupa, a
time i rexiva.
indukcijska hipoteza: Pretpostavimo da su sve grupe reda pk rexive za sve 1 ≤
k ≤ n.
indukcijski korak: Dokazujemo da je onda i proizvo	na grupa G reda pn+1 rexiva.
Na osnovu Zadatka 16 imamo da je |Z(G)| > 1.

Ako je Z(G) = G, onda je G Abelova grupa, pa je i rexiva.
Ako je Z(G) 6= G, iz Lagran�eve teoreme imamo da je |Z(G)| = pk za neko 1 ≤ k ≤ n.

Na osnovu indukcijske hipoteze onda sledi da je Z(G) rexiva grupa. Tako�e,

|G/Z(G)| = |G|
|Z(G)|

=
pn+1

pk
= pn+1−k.

Kako je 1 ≤ k ≤ n, sledi 1 ≤ n + 1 − k ≤ n, pa je i grupa G/Z(G) rexiva na osnovu
indukcijske hipoteze. Prema tome, grupe Z(G) i G/Z(G) su rexive, pa je na osnovu
Teoreme 1.10 rexiva i grupa G.

Na osnovu principa matematiqke indukcije zak	uqujemo da su sve p-grupe rexive.
�

Zadatak 19. Neka je p prost broj. Odrediti, do na izomorfizam, sve grupe reda p2.

Rexe�e. Neka je |G| = p2. Na osnovu Zadatka 16 znamo da je |Z(G)| > 1, pa nam ostaje
|Z(G)| ∈ {p, p2}.

Pretpostavimo prvo da je |Z(G)| = p. Tada je i |G/Z(G)| = p, pa je ta koliqniqka
grupa cikliqna. Oznaqimo sa aZ(G), a 6∈ Z(G) neki �en generator. Za proizvo	no
y ∈ G, onda postoji k ∈ Z takvo da je yZ(G) = akZ(G). Odatle mo�emo zak	uqiti da
y−1ak ∈ Z(G). Sada, za komutator elemenata y i a imamo:

yay−1a−1 = ya y−1ak︸ ︷︷ ︸
∈Z(G)

a−ka−1 = yy−1akaa−k−1 = e.
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Zak	uqujemo da elementi y i a komutiraju. Zbog proizvo	nosti elementa y onda sledi
da je a ∈ Z(G). To daje kontradikciju koja pokazuje da je nemogu�e da Z(G) ima p
elemenata.

Ostaje nam samo mogu�nost |Z(G)| = p2. Tada je Z(G) = G, pa je G Abelova grupa.
Zbog toga dobijamo da, do na izomorfizam, postoje taqno dve grupe reda p2 i to su

Zp2 i Zp × Zp.

�

Definicija 2.11. Neka je G grupa. Jezgro podgrupe H od G definixemo sa

CoreH =
⋂
a∈G

aHa−1.

Tvr�e�e 2.12. Neka je H podgrupa grupe G. Tada:

� CoreH ≤ H

� CoreH / G

� Ako je N ≤ H i N / G, onda je N ≤ CoreH.

Primetimo da iz prethodnog tvr�e�a sledi da je podgrupa H normalna u G ako i
samo ako je H = CoreH.

Teorema 2.13 (n!- teorema). Neka jeH podgrupa grupe G takva da je indeks [G : H] = n
konaqan. Tada [G : CoreH] | n!.

Tvr�e�e 2.14. Neka je H podgrupa grupe G, takva da je indeks [G : H] najma�i prost
broj koji deli |G|. Tada je H / G.

Zadatak 20. Neka je G grupa reda pq, gde su p < q prosti brojevi. Dokazati da G nije
prosta.

Rexe�e. Na osnovu Koxijeve leme mo�emo prona�i element a reda q u G. Oznaqimo
H = 〈a〉. Tada je H podgrupa reda q od G, qiji je indeks

[G : H] =
|G|
|H|

=
pq

q
= p.

Kako je p najma�i prost broj koji deli |G|, zak	uqujemo da je H / G. Zbog toga grupa
G nije prosta.
�

3 Teoreme Silova

Definicija 3.1. Neka je G konaqna grupa i p prost broj koji deli |G|. Podgrupa od
reda pk, gde pk | |G| i pk+1 - |G| se naziva Silov	eva p-podgrupa ili Sp podgrupa od
G.
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Primer 3.2. U grupi reda 500 = 22 · 53 mo�emo posmatrati S2 i S5 podgrupe. Pod
uslovom da postoje, S2 podgrupe su reda 4, a S5 podgrupe su reda 125.
�

Primer 3.3. U cikliqnoj grupi Z12 postoji jedinstvena S2 podgrupa koja je reda 4 i
jednaka {0, 3, 6, 9}, kao i jedinstvena S3 podgrupa koja je reda 3 i jednaka {0, 4, 8}.
�

Teorema 3.4 (Prva teorema Silova). Neka je G konaqna grupa i p prost broj koji
deli |G|. Tada postoji Sp podgrupa od G.

Teorema 3.5 (Druga teorema Silova). Neka je G konaqna grupa i p prost broj koji
deli |G|. Tada:

� Svaka p-podgrupa od G je sadr�ana u nekoj Sp podgrupi od G.

� Svake dve Sp podgrupe od G su me�usobno konjugovane.

Druga teorema Silova �e nam biti od najve�eg znaqaja u jednom specijalnom slu-
qaju. Pretpostavimo da za neku grupu G postoji jedinstvena Sp podgrupa H. Tada
nam Druga teorema Silova govori da se konjugacijom podgrupe H uvek dobija neka Sp
podgrupa od G, xto u ovom sluqaju mora biti ponovo H. Prema tome, podgrupa H je
invarijantna u odnosu na konjugaciju, pa imamo H / G. Time smo pokazali slede�u
znaqajnu posledicu koju �emo qesto koristiti.

Posledica. Neka je G konaqna grupa i p prost broj koji deli |G|. Ako je Sp podgrupa
H od G jedinstvena, onda je H / G.

Teorema 3.6 (Tre�a teorema Silova). Oznaqimo sa sp broj Sp podgrupa konaqne grupe
G i zapiximo |G| = pkm, p - m. Tada:

� sp ≡ 1 (mod p).

� sp | m.

Zadatak 21. Ispitati da li Silov	eve podgrupe od S4 × Z3 mogu biti cikliqne.

Rexe�e. Imamo da je |S4×Z3| = 72 = 23 · 32, pa mo�emo posmatrati S2 i S3 podgrupe
od S4×Z3. Prvo, S2 podgrupe (koje postoje na osnovu Prve teoreme Silova) su reda 8,
pa �e biti cikliqne ako u grupi S4×Z3 postoje elementi reda 8. Sliqno, S3 podgrupe
su reda 9, pa �e one biti cikliqne ako u S4 × Z3 postoje elementi reda 9. Me�utim,
redovi elemanata u S4 ×Z3 mogu biti {1, 2, 3, 4, 6, 12}, pa zak	uqujemo da S4 ×Z3 nema
cikliqnih Silov	evih podgrupa.
�

Zadatak 22. Neka je G grupa reda pqk gde su p i q prosti brojevi takvi da je p < q.
Dokazati da grupa G nije prosta, kao i da je rexiva.
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Rexe�e. Na osnovu Prve teoreme Silova mo�emo uoqiti Sq podgrupu H od G. Tada
je |H| = qk, pa je [G : H] = p. Poxto je p najma�i prost broj koji deli |G| zak	uqujemo
da je H / G. Odatle sledi da grupa G nije prosta.

Mo�emo primetiti i da je podgrupaH rexiva kao jedna p-grupa (na osnovu Zadatka

18). Rexiva je i koliqniqka grupa G/H, jer je reda |G||H| = pqk

qk
= p. Na osnovu Teoreme

1.10 onda mo�emo zak	uqiti da je grupa G rexiva.
�

Zadatak 23. Odrediti, do na izomorfizam, sve grupe reda pq, gde su p i q razliqiti
prosti brojevi takvi da je p < q i p - q − 1.

Rexe�e. Neka je |G| = pq. Na osnovu Prve teoreme Silova mo�emo uoqiti Sq pod-
grupu H od G. Tada je |H| = q, pa je H ∼= Zq. Primetimo i da je [G : H] = p, pa poxto
je p najma�i prost broj koji deli |G| zak	uqujemo da je H / G.

Da	e iz Tre�e teoreme Silova imamo

sp ≡ 1 (mod p)

sp | q.

Poxto je q prost broj iz drugog uslova imamo sp ∈ {1, q}. Ako bi bilo sp = q, iz prvog
uslova bismo dobili q ≡ 1 (mod p), odakle bi sledilo p | q − 1. To je nemogu�e iz
pretpostavke zadatka, pa zak	uqujemo da je sp = 1. Na osnovu Druge teoreme Silova
(preciznije na osnovu �ene posledice koju smo videli), dobijamo da je jedinstvena Sp
podgrupa K normalna u G. Primetimo i da je |K| = p, pa va�i K ∼= Zp.

Da	e, mo�emo posmatrajmo podgrupu H ∩ K od H i K. Na osnovu Lagran�eve
teoreme sledi

|H ∩K| | |H|, |K| tj. |H ∩K| | q, p.

Kako su p i q razliqiti prosti brojevi, oni su uzajamno prosti, pa dobijamo |H∩K| = 1
tj. H ∩K = 〈e〉.

Posmatrajmo sada podgrupu HK od G (xtavixe, ova podgrupa je normalna, jer su
i H i K normalne u G). Imamo

|HK| = |H||K|
|H ∩K|

=
qp

1
= pq = |G|.

Mo�emo zak	uqiti da va�i HK = G.

Dakle, da sumiramo, imamo H/G, K/G, H∩K = 〈e〉 i HK = G. Na osnovu Teoreme
o razlaga�u sledi

G ∼= H ×K ∼= Zq × Zp ∼= Zpq.

Prema tome, pod datim uslovima, do na izomorfizam, postoji samo jedna grupa reda
pq i ona je cikliqna.
�

Zadatak 24. Neka je G grupa reda p2q, gde su p i q razliqiti prosti brojevi. Dokazati
da grupa G nije prosta.
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Rexe�e. Razlikujemo dva sluqaja u zavisnosti od toga da li je p > q ili p < q. U
prvom sluqaju imamo da grupa G nije prosta na osnovu Zadatka 22, pa ostaje samo da
se pozabavimo drugim sluqajem.

Iz Tre�e teoreme Silova imamo:

sq ≡ 1 (mod q)

sq | p2.

Poxto je p prost broj iz drugog uslova dobijamo sq ∈ {1, p, p2}.
Ako je sq = 1, na osnovu Druge teoreme Silova sledi da je jedinstvena Sq podgrupa

normalna u G, pa odmah imamo da grupa G nije prosta.

Ako je sq = p, iz prvog uslova sledi p ≡ 1 (mod q). Odavde dobijamo q|p − 1, xto
nije mogu�e, jer je p < q.

Prepostavimo da je sq = p2. Onda je p2 ≡ 1 (mod q), odakle sledi q|p2 − 1 tj.
q|(p − 1)(p + 1). Poxto je q prost broj zak	uqujemo da q|p − 1 ili q|p + 1. Ve� smo
videli da q - p− 1, pa nam ostaje q|p+ 1. Jox jednom se osla�aju�i na qinenicu da su
p i q prosti brojevi takvi da je p < q, dobijamo da je p = 2 i q = 3.

Da sumiramo, imamo da ili grupa G nije prosta ili je |G| = 12, pa zadatak za-
vrxavamo da doka�emo da grupa reda 12 ne mo�e biti prosta. To �emo izdovijiti u
poseban zadatak.
�

Zadatak 25. Dokazati da grupa reda 12 nije prosta.

Rexe�e. Neka je G grupa reda 12. Oznaqimo sa H neku �enu S2 podgrupu. Tada je
|H| = 4, pa je [G : H] = 3. Na osnovu n!-teoreme onda sledi

[G : CoreH] | 3! = 6.

Ako bi bilo CoreH = 〈e〉, onda bi va�ilo [G : CoreH] = |G| = 12, pa bismo dobili 12|6.
To je naravno nemogu�e, pa zak	uqujemo da je CoreH jedna prava, normalna podgrupa
od G. Zbog toga grupa G nije prosta.
�

Zadatak 26. Neka je G grupa reda p2q, gde su p i q razliqiti prosti brojevi. Dokazati
da grupa G rexiva.

Rexe�e. Iz Zadatka 24 znamo da grupaG nije prosta, pa postoji �ena prava normalna
podgrupa H. Kako je |G| = p2q, iz Lagran�eve teoreme sledi da je |H| ∈ {p, q, pq, p2}.
Koliqniqka grupa G/H onda mo�e imati redom pq, p2, p ili q elemenata. Zak	uqujemo
da u svakom od dobijenih sluqajeva grupe H i G/H moraju biti rexive. Na osnovu
Teoreme 1.10 onda sledi da je grupa G rexiva.
�

Zadatak 27. Neka su p < q < r razliqiti prosti brojevi. Dokazati da grupa G reda
pqr nije prosta.
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Rexe�e. Iz Tre�e teoreme Silova imamo:

sp ≡ 1 (mod p)

sp | qr (5)

sq ≡ 1 (mod q)

sq | pr (6)

sr ≡ 1 (mod r)

sr | pq. (7)

Poxto su brojevi q i r prosti, iz uslova (5) dobijamo sp ∈ {1, q, r, qr}. Sliqno, iz
uslova (6) dobijamo sq ∈ {1, p, r, pr}. Me�utim, ako bi bilo sq = p, onda bi va�ilo
p ≡ 1 (mod q). Odatle bi sledilo q | p− 1, xto nije mogu�e, jer je p < q. Prema tome,
ostaje nam samo sq ∈ {1, r, pr}. Na potpuno isti naqin dobijamo sr ∈ {1, pq}.

Pretpostavimo sada da je grupa G prosta. Tada mora biti sp, sq, sr > 1, pa zak	u-
qujemo da va�i sp ≥ q, sq ≥ r i sr = pq. Oznaqimo sa Hi sve Sp, sa Ki sve Sq i sa Li
sve Sr podgrupe od G. Primetimo da je za sve i ispu�eno |Hi| = p, |Ki| = q i Li = r, a
imamo i da va�i slede�e:

� Hi ∩Hj = Ki ∩Kj = Li ∩ Lj = 〈e〉 za sve i 6= j
Svakako va�i da je Hi∩Hj podgrupa i od Hi i od Hj . Kako su Hi i Hj obe reda p,
�ihove jedine podgrupe su trivijalna podgrupa 〈e〉 i one same. Poxto je Hi 6= Hj ,
drugo je nemogu�e, pa sledi Hi ∩Hj = 〈e〉. Potpuno analogno se radi za Ki ∩Kj

i Li ∩ Lj .

� Hi ∩Kj = Ki ∩ Lj = Li ∩Hj = 〈e〉 za sve i i j
Va�i da je Hi∩Kj podgrupa od Hi i Kj , pa na osnovu Lagran�eve teoreme sledi

|Hi ∩Kj | | |Hi|, |Kj | tj. |Hi ∩Kj | | p, q.

Kako su p i q razliqiti prosti brojevi, oni su uzajamno prosti, pa dobijamo
|Hi ∩ Kj | = 1 tj. Hi ∩ Kj = 〈e〉. Na potpuno isti naqin radimo i za Ki ∩ Lj i
Li ∩Hj .

Posmatrajmo sada skup S u kojem su svi elementi grupe G koji se nalaze u jednoj od
podgrupa Hi,Ki ili Li. Sa jedne strane, svakako je S ⊆ G, pa va�i |S| ≤ |G|. Sa druge
strane, poxto smo videli da se sve podgrupe Hi,Ki i Li me�usobno seku trivijalno,
dobijamo da je

|S| = sp(p− 1) + sq(q − 1) + sr(r − 1) + 1

≥ q(p− 1) + r(q − 1) + pq(r − 1) + 1

= pq − q + qr − r + pqr − pq + 1

= pqr + (q − 1)(r − 1)

> pqr = |G|.
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Prema tome, dobili smo kontradikciju i ona upravo pokazuje da grupa G nije prosta.
�

Zadatak 28. Neka su p < q < r razliqiti prosti brojevi. Dokazati da je grupa G
reda pqr rexiva.

Rexe�e. Iz prethodnog zadatka znamo da je sp = 1, sq = 1 ili sr = 1. Bez uma�e�a
opxtosti mo�emo pretpostaviti da je sp = 1. Oznaqimo sa H jedinstvenu Sp podgrupu
od G. Tada va�i da je H / G i |H| = p. Iz druge qi�enice mo�emo zak	uqiti da je
podgrupa H rexiva. Tako�e, koliqniqka grupa G/H je reda pqr

p = qr, xto znaqi da je
i ona rexiva. Na osnovu Teoreme 1.10 zak	uqujemo da je grupa G rexiva.
�

Zadatak 29. Neka je G grupa reda p2q2, gde su p < q prosti brojevi. Dokazati da
grupa G nije prosta.

Rexe�e. Iz Tre�e teoreme Silova imamo:

sq ≡ 1 (mod q)

sq | p2.

Poxto je p prost broj iz drugog uslova dobijamo sq ∈ {1, p, p2}.
Ako je sq = 1, na osnovu Druge teoreme Silova sledi da je jedinstvena Sq podgrupa

normalna u G, pa odmah imamo da grupa G nije prosta.
Ako je sq = p, iz prvog uslova sledi p ≡ 1 (mod q). Odavde dobijamo q|p − 1, xto

nije mogu�e, jer je p < q.
Prepostavimo da je sq = p2. Onda je p2 ≡ 1 (mod q), odakle sledi q|p2 − 1 tj.

q|(p − 1)(p + 1). Poxto je q prost broj zak	uqujemo da q|p − 1 ili q|p + 1. Ve� smo
videli da q - p− 1, pa nam ostaje q|p+ 1. Jox jednom se osla�aju�i na qinenicu da su
p i q prosti brojevi takvi da je p < q, dobijamo da je p = 2 i q = 3.

Da sumiramo, imamo da ili grupa G nije prosta ili je |G| = 36, pa zadatak za-
vrxavamo da doka�emo da grupa reda 36 ne mo�e biti prosta. To �emo izdovijiti u
poseban zadatak.
�

Zadatak 30. Dokazati da grupa reda 36 nije prosta.

Rexe�e. Neka je G grupa reda 36. Oznaqimo sa H neku �enu S3 podgrupu. Tada je
|H| = 9, pa je [G : H] = 4. Na osnovu n!-teoreme onda sledi

[G : CoreH] | 4! = 24.

Ako bi bilo CoreH = 〈e〉, onda bi va�ilo [G : CoreH] = |G| = 36, pa bismo dobili
36|24. To je naravno nemogu�e, pa zak	uqujemo da je CoreH jedna prava, normalna
podgrupa od G. Zbog toga grupa G nije prosta.
�

Zadatak 31. Neka je G grupa reda p2q2, gde su p < q prosti brojevi. Dokazati da je
grupa G rexiva.
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Rexe�e. Iz Zadatka 29 znamo da grupa G nije prosta, pa postoji �ena prava nor-
malna podgrupa H. Kako je |G| = p2q2, iz Lagran�eve teoreme sledi da je |H| ∈
{p, p2, q, q2, pq, p2q, pq2}. Koliqniqka grupa G/H onda mo�e imati redom pq2, q2, p2q,
p2, pq, q ili p elemenata. Zak	uqujemo da u svakom od dobijenih sluqajeva grupe H i
G/H moraju biti rexive. Na osnovu Teoreme 1.10 onda sledi da je grupa G rexiva.
�

Zadatak 32. Neka je p neparan prost broj. Dokazati da grupa G reda 8p nije prosta.

Rexe�e. Iz Tre�e teoreme Silova imamo:

sp ≡ 1 (mod p)

sp | 8.

Iz drugog uslova dobijamo mogu�nosti sp ∈ {1, 2, 4, 8}.
Ako je sp = 1, na osnovu Druge teoreme Silova sledi da je jedinstvena Sp podgrupa

normalna u G, pa odmah imamo da grupa G nije prosta.
Ako je sp = 2, iz prvog uslova imamo da je 2 ≡ 1 (mod p), xto nije mogu�e.
Ako je sp = 4, iz prvog uslova imamo da je 4 ≡ 1 (mod p), xto nam daje p = 3.
Ako je sp = 8, iz prvog uslova imamo da je 8 ≡ 1 (mod p), xto nam daje p = 7.
Dakle, ili grupa G nije prosta ili je |G| ∈ {24, 56}. Preostala dva sluqaja |G| = 24

i |G| = 56 izdvajamo u posebne zadatke.
�

Zadatak 33. Dokazati da grupa reda 24 nije prosta.

Rexe�e. Neka je G grupa reda 24. Oznaqimo sa H neku �enu S2 podgrupu. Tada je
|H| = 8, pa je [G : H] = 3. Na osnovu n!-teoreme onda sledi

[G : CoreH] | 3! = 6.

Ako bi bilo CoreH = 〈e〉, onda bi va�ilo [G : CoreH] = |G| = 24, pa bismo dobili 24|6.
To je naravno nemogu�e, pa zak	uqujemo da je CoreH jedna prava, normalna podgrupa
od G. Zbog toga grupa G nije prosta.
�

Zadatak 34. Dokazati da grupa reda 56 nije prosta.

Rexe�e. Neka je |G| = 56. Iz Tre�e teoreme Silova imamo

s2 ≡ 1 (mod 2)

s2 | 7

}
−→ s2 ∈ {1, 7}

s7 ≡ 1 (mod 7)

s7 | 8

}
−→ s7 ∈ {1, 8}.

Pretpostavimo da je grupa G prosta. Tada mora biti s2 = 7 i s7 = 8. Oznaqimo sa
Hi sve S7 podgrupe od G. Pored �ih �emo posmatrati i dve S2 podgrupe K1 i K2 od
G. Primetimo da je |Hi| = 7 i |Ki| = 8 za sve i. Imamo slede�e:
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� Hi ∩Kj = 〈e〉 za sve i i j
Va�i da je Hi∩Kj podgrupa od Hi i Kj , pa na osnovu Lagran�eve teoreme sledi

|Hi ∩Kj | | |Hi|, |Kj | tj. |Hi ∩Kj | | 7, 8.

Kako su brojevi 7 i 8 uzajamno prosti, sledi |Hi ∩Kj | = 1 tj. Hi ∩Kj = 〈e〉.

� Hi ∩Hj = 〈e〉 za sve i 6= j
Va�i da je Hi∩Hj podgrupa i od Hi i od Hj . Kako su Hi i Hj obe reda 7, �ihove
jedine podgrupe su trivijalna podgrupa 〈e〉 i one same. Poxto je Hi 6= Hj , drugo
je nemogu�e, pa sledi Hi ∩Hj = 〈e〉.

Primetimo da presek podgrupa K1 i K2 ne mora biti trivijalan, poxto one nisu
prostog reda. One su reda 8 i razliqite, pa iz Lagran�eve teoreme sledi |K1 ∩K2| ∈
{1, 2, 4}. Poxto je |K1 ∪K2| = |K1|+ |K2| − |K1 ∩K2|, dobijamo

|K1 ∪K2| ≥ 8 + 8− 4 = 12.

Oznaqimo sada sa S skup elemenata iz G koji se nalaze u nekoj od pogrupa Hi,K1

ili K2. Tada je S ⊆ G, pa imamo |S| ≤ |G|. Sa druge strane, poxto se podgupe Hi

me�usobno i sa podgrupama K1 i K2 seku trivijalno, imamo da je

|S| = s7(7− 1) + |K1 ∪K2|
≥ 8 · 6 + 12

= 60 > |G|.

Dobijamo kontradikciju koja pokazuje da grupa G nije prosta.
�

Zadatak 35. Neka je p neparan prost broj. Dokazati da je grupa G reda 8p rexiva.

Rexe�e. Na osnovu Zadatka 29 znamo da grupa G nije prosta, pa postoji �ena prava
normalna podgrupa H. Kako je |G| = 8p, iz Lagran�eve teoreme sledi da je |H| ∈
{2, 4, 8, p, 2p, 4p}. Koliqniqka grupa G/H onda mo�e imati redom 4p, 2p, p, 8, 4 ili
2 elementa. Zak	uqujemo da u svakom od dobijenih sluqajeva grupe H i G/H moraju
biti rexive. Na osnovu Teoreme 1.10 onda sledi da je grupa G rexiva.
�

Zadatak 36. Dokazati da grupa reda 48 nije prosta.

Rexe�e. Neka je G grupa reda 48. Oznaqimo sa H neku �enu S2 podgrupu. Tada je
|H| = 16, pa je [G : H] = 3. Na osnovu n!-teoreme onda sledi

[G : CoreH] | 3! = 6.

Ako bi bilo CoreH = 〈e〉, onda bi va�ilo [G : CoreH] = |G| = 48, pa bismo dobili 48|6.
To je naravno nemogu�e, pa zak	uqujemo da je CoreH jedna prava, normalna podgrupa
od G. Zbog toga grupa G nije prosta.
�
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Zadatak 37. Dokazati da je grupa reda 48 rexiva.

Rexe�e. Neka je G grupa reda 48. Na prethodnog zadatka znamo da ta grupa nije
prosta, pa postoji �ena prava normalna podgrupa H. Kako je |G| = 48, iz Lagran�eve
teoreme sledi da je |H| ∈ {2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24}, a iste su i mogu�nosti za red koliq-
niqke grupe G/H. Zak	uqujemo da u svakom od mogu�ih sluqajeva grupe H i G/H
moraju biti rexive. Na osnovu Teoreme 1.10 onda sledi da je grupa G rexiva.
�

Posledica (Posledica do sada ura�enih zadataka). Neka je G netrivijalna grupa
reda ma�eg od 60. Tada je G rexiva. Dodatno, pod uslovom da |G| nije prost broj,
imamo i da grupa G nije prosta.

Najma�a prosta grupa koja nije prostog reda je alterniraju�a grupa A5 i ona je
upravo reda 60. To je ujedno i najma�a grupa koja nije rexiva (videti Primer 1.8).

Zadatak 38. Neka je G grupa reda 5 · 7 · 17. Dokazati da je grupa G cikliqna.

Rexe�e. Iz Tre�e teoreme Silova imamo:

s5 ≡ 1 (mod 5)

s5 | 7 · 17

}
−→ s5 = 1

s7 ≡ 1 (mod 7)

s7 | 5 · 17

}
−→ s7 ∈ {1, 85}

s17 ≡ 1 (mod 17)

s17 | 5 · 7

}
−→ s17 ∈ {1, 35}.

Odmah mo�emo zak	uqiti da je jedinstvena S5 podgrupa H normalna u G. Primetimo
da je |H| = 5, pa je H ∼= Z5.

Doka�imo jox da mora biti s7 = 1 ili s17 = 1. Za poqetak �emo pretpostaviti
suprotno; tada je s7 = 85 i s17 = 35. Oznaqimo sa Ki sve S7 podgrupe i sa Li sve S17
podgrupe od G. Tada je |Ki| = 7 i |Li| = 17. Imamo i slede�e:

� Ki ∩ Lj = 〈e〉 za sve i i j
Va�i da je Ki ∩Lj podgrupa od Ki i Lj , pa na osnovu Lagran�eve teoreme sledi

|Ki ∩ Lj | | |Ki|, |Lj | tj. |Ki ∩ Lj | | 7, 17.

Kako su brojevi 7 i 17 uzajamno prosti, sledi |Ki ∩ Lj | = 1 tj. Ki ∩ Lj = 〈e〉.

� Ki ∩Kj = Li ∩ Lj = 〈e〉 za sve i 6= j
Va�i da je Ki∩Kj podgrupa i od Ki i od Kj . Kako su Ki i Kj obe reda 7, �ihove
jedine podgrupe su trivijalna podgrupa 〈e〉 i one same. Poxto je Ki 6= Kj , drugo
je nemogu�e, pa sledi Ki ∩Kj = 〈e〉. Potpuno sliqno radimo i za Li ∩ Lj .
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Oznaqimo sa S skup elemenata iz G koji se nalaze u nekoj od pogrupa Ki ili Li. Tada
je S ⊆ G, pa imamo |S| ≤ |G|. Sa druge strane, poxto se sve podgupe Ki i Li me�usobno
seku trivijalno, dobijamo da je

|S| = s7(7− 1) + s17(17− 1) + 1

= 85 · 6 + 35 · 16 + 1

= 1071 > |G|.

Dobijena kontradikcija pokazuje da je s7 = 1 ili s17 = 1. Fiksirajmo sada jednu S7
podgrupu K i S17 podgrupu L od G. Iz prethodnog znamo da je barem jedna od �ih
jedinstvena, a time i normalna u G. Zbog toga je M := KL podgrupa od G. Primetimo
da je

|M | = |KL| = |K||L|
|K ∩ L|

=
7 · 17

1
= 7 · 17.

Kako su 7 i 17 prosti brojevi takvi da 7 - 17 − 1 zak	uqujemo da je podgrupa M
cikliqna, M ∼= Z7·17 (na osnovu Zadatka 23). Tako�e, va�i da je [G : M ] = 5, pa kako
je 5 najma�i prost broj koji deli |G|, dobijamo da je M /G.

Ispitajmo jox odnos podgrupe M sa H. Poxto je H ∩M podgrupa od H i M , iz
Lagran�eve teoreme sledi

|H ∩M | | |H|, |M | tj. |H ∩M | | 5, 7 · 17.

Brojevi 5 i 7 · 17 su uzajamno prosti, odakle zak	uqujemo |H ∩M | = 1 tj. H ∩M = 〈e〉.
Mo�emo zak	uqiti i

|HM | = |H||M |
|H ∩M |

=
5 · 7 · 17

1
= 5 · 7 · 17 = |G|.

Poxto je HM ≤ G, dobijamo HM = G. Dakle, da sumiramo, imamo da su H,M / G,
H ∩M = 〈e〉 i HM = G. Iz Teoreme o razlaga�u onda sledi

G ∼= H ×M ∼= Z5 × Z7·17 ∼= Z5·7·17.

Prema tome, dokazali smo da je grupa G cikliqna.
�

Zadatak 39. Neka je G grupa reda 22 · 19 · 37. Dokazati da tada:
a) G ima normalnu podgrupu reda 19 · 37.
b) G ima podgrupu indeksa 2.

Rexe�e. a) Iz Tre�e teoreme Silova imamo:

s19 ≡ 1 (mod 19)

s19 | 22 · 37

}
−→ s19 = 1.

Zak	uqujemo da je jedinstvena S19 podgrupa H normalna u G. Oznaqimo sa K neku
S37 podgrupu od G. Tada je HK ≤ G. Iz Lagran�eve teoreme, poxto je H ∩K ≤ H,K
zak	uqujemo

|H ∩K| | |H|, |K| tj. |H ∩K| | 19, 37.
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Dobijamo da je |H ∩K| = 1, odakle sledi

|HK| = |H||K|
|H ∩K|

=
19 · 37

1
= 19 · 37.

Prema tome, M := HK je tra�ena podgrupa, ukoliko poka�emo da je ona normalna u
G. Primetimo da je [G : M ] = 4, pa na osnovu n!-teoreme sledi

[G : CoreM ]|4!.

Dakle, imamo

|G|
|CoreM |

| 24 tj.
22 · 19 · 37

|CoreM |
| 24.

Iz posled�eg zak	uqujemo da 19 · 37 | |CoreM |, pa kako je CoreM ≤ M , dobijamo
CoreM = M . Zbog toga je podgrupa M normalna u G.
b) Na osnovu Koxijeve leme u grupi G mo�emo uoqiti element a reda 2. Oznaqimo
sa L cikliqnu podgrupu od G generisanu sa a. Tada je |L| = 2. Pored L posmatrajmo
podgrupu M iz dela a). Kako smo pokazali da je M /G, va�i da je LM ≤ G.

Iz Lagran�eve teoreme, poxto je L ∩M ≤ L,M zak	uqujemo

|L ∩M | | |L|, |M | tj. |L ∩M | | 2, 19 · 37.

Dobijamo da je |L ∩M | = 1, odakle sledi

|LM | = |L||M |
|L ∩M |

=
2 · 19 · 37

1
= 2 · 19 · 37.

Zato je LM indeksa 2 u G i predstav	a tra�enu podgrupu.
�

Zadatak 40. Neka je G grupa reda 1947 = 3 · 11 · 59.
a) Dokazati da G ima normalnu podgrupu reda 3 ili reda 11.
b) Dokazati da G ima podgrupu reda 3 · 11. Da li je ona cikliqna?
v) Dokazati da G ima podgrupu reda 11 · 59. Da li je ona normalna?

Rexe�e. a) Iz Tre�e teoreme Silova imamo:

s3 ≡ 1 (mod 3)

s3 | 11 · 59

}
−→ s3 ∈ {1, 11 · 59}

s11 ≡ 1 (mod 11)

s11 | 3 · 59

}
−→ s11 ∈ {1, 3 · 59}.

Doka�imo da mora biti s3 = 1 ili s11 = 1. U suprotnom je s3 = 11 · 59 i s11 = 3 · 59.
Oznaqimo sa Hi sve S3 podgrupe i sa Ki sve S11 podgrupe od G. Tada je |Hi| = 3 i
|Ki| = 11. Imamo i slede�e:
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� Hi ∩Kj = 〈e〉 za sve i i j
Va�i da je Hi∩Kj podgrupa od Hi i Kj , pa na osnovu Lagran�eve teoreme sledi

|Hi ∩Kj | | |Hi|, |Kj | tj. |Hi ∩Kj | | 3, 11.

Kako su brojevi 3 i 11 uzajamno prosti, sledi |Hi ∩Kj | = 1 tj. Hi ∩Kj = 〈e〉.

� Hi ∩Hj = Ki ∩Kj = 〈e〉 za sve i 6= j
Va�i da je Hi∩Hj podgrupa i od Hi i od Hj . Kako su Hi i Hj obe reda 3, �ihove
jedine podgrupe su trivijalna podgrupa 〈e〉 i one same. Poxto je Hi 6= Hj , drugo
je nemogu�e, pa sledi Hi ∩Hj = 〈e〉. Potpuno sliqno radimo i za Ki ∩Kj .

Oznaqimo sa S skup elemenata iz G koji se nalaze u nekoj od pogrupa Hi ili Ki. Tada
je S ⊆ G, pa imamo |S| ≤ |G|. Sa druge strane, poxto se sve podgrupe Hi i Ki me�usobno
seku trivijalno, dobijamo da je

|S| = s3(3− 1) + s11(11− 1) + 1

= 11 · 59 · 2 + 3 · 59 · 10 + 1

= 3069 > |G|.

Dobijena kontradikcija pokazuje da je s3 = 1 ili s11 = 1. To znaqi da je barem jedna
od S3 ili S11 podgrupa jedinstvena, a time i normalna u G. One su upravo reda 3 ili
11, qime zavrxavamo ovaj deo.
b) Uoqimo sada proizvo	nu fiksiranu S3 podgrupu H i S11 podgrupu K od G. Tada
je |H| = 3 i |K| = 11, a iz dela a) znamo da je barem jedna od �ih normalna u G, kao i
da je |H ∩K| = 1. Zbog toga je HK ≤ G i

|HK| = |H||K|
|H ∩K|

=
3 · 11

1
= 3 · 11.

Dakle, HK predstav	a tra�enu podgrupu. Poxto su 3 i 11 razliqiti prosti brojevi
takvi da 3 - 11− 1, zak	uqujemo da ona jeste cikliqna (na osnovu Zadatka 23).
v) Oslonimo se jox jednom na tre�u teoremu Silova da dobijemo

s59 ≡ 1 (mod 59)

s59 | 3 · 11

}
−→ s59 = 1.

Zak	uqujemo da je jedinstvena S59 podgrupa L normalna u G. Zbog toga je KL ≤ G,
gde je K S11 podgrupa od G iz dela b). Iz Lagran�eve teoreme, poxto je K ∩L ≤ K,L
dobijamo

|K ∩ L| | |K|, |L| tj. |K ∩ L| | 11, 59.

Dobijamo da je |K ∩ L| = 1, odakle sledi

|KL| = |K||L|
|K ∩ L|

=
11 · 59

1
= 11 · 59.

Dakle, KL je tra�ena podgrupa. Poxto je �en indeks u G jednak 3, xto je najma�i
prost broj koji deli |G|, zak	uqujemo da ta podgrupa jeste normalna.
�
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Narednih par zadataka �e nam dati jox jedan metod za pokaziva�e da neka grupa
nije prosta, koji qesto radi u situaciji kada ne funkcionixe nixta xto smo do sada
videli.

Zadatak 41. Neka je G prosta grupa i H podgrupa od G konaqnog indeksa k > 1.
Dokazati da je tada je G ≤ Sk.

Rexe�e. Posmatrajmo dejstvo grupe G na skup G/H definisano sa

g · aH = gaH, g, a ∈ G.

Podsetimo se da ovo dejstvo mo�emo videti i kao homomorfizam φ : G → Sym(G/H)
definisan sa

φ(g) = τg, gde je τg : G/H → G/H, τg(aH) = gaH, a ∈ G.

Odredimo jezgro ovog homomorfizma,

kerφ = {g ∈ G | φ(g) = idG/H}
= {g ∈ G | τg = idG/H}
= {g ∈ G | gaH = aH za sve a ∈ G}
= {g ∈ G | a−1gaH = H za sve a ∈ G}
= {g ∈ G | a−1ga ∈ H za sve a ∈ G}
= {g ∈ G | g ∈ aHa−1 za sve a ∈ G}
= CoreH.

Poxto je grupa G prosta i CoreH ≤ H, zak	uqujemo da je CoreH = 〈e〉. Prema tome,
homomorfizam φ ima trivijalno jezgro, pa je utapa�e. Zbog toga mo�emo smatrati
da je G ≤ Sym(G/H). Konaqno, poxto je [G : H] = k, va�i Sym(G/H) ∼= Sk, qime
dobijamo tra�eno G ≤ Sk.
�

Naredno tvr�e�e je posledica dokaza tre�e teoreme Silova.

Tvr�e�e 3.7. Neka je K jedna Sp podgrupa grupe G i NGK normalizator za G u K.
Tada je

[G : NGK] = sp.

Zadatak 42. Neka je p prost broj takav da p | k! i p2 - k! i H jedna Sp podgrupa od Sk.
Tada va�i:

|NSkH| = p(p− 1)(k − p)!.

Rexe�e. Na osnovu Tvr�e�a 3.7 imamo

[Sk : NSkH] = sp,

odakle je

|NSkH| =
|Sk|
sp

=
k!

sp
. (8)
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Prema tome, sve xto treba da odredimo je broj sp Silov	evih p-podgrupa od G. Poxto
p | k! i p2 - k! imamo da su Sp podgrupe od G reda p. One su stoga cikliqne, generisane
elementima reda p.

Vrativxi se na uslove p | k! i p2 - k! zak	uqujemo da je p ≤ k < 2p, pa su p-ciklovi
jedini elementi reda p u Sk. Odredimo �ihov broj m.

Pre svega, svaki p-cikl mo�emo videti kao ure�e�u p-torku nekih p izabranih
elemenata iz skupa {1, 2, . . . , k}. Broj svih takvih p-torki je

(
k
p

)
p!. Me�utim, ako se svi

elementi u nekoj p-torci rotiraju za 1, 2, . . . , p mesta udesno, odgovaraju�i cikl ostaje
isti. To znaqi da svakom p-ciklu odgovara p razliqitih p-torki, pa je

m =

(
k

p

)
p!

p
=

(
k

p

)
(p− 1)!.

Vratimo se sada na Sp podgrupe. One su cikliqne, reda p i broj �ihovih genera-
tora je p− 1. Naravno, svi �ihovi generatori su p-ciklovi, pa zak	uqujemo da svakoj
fiksiranoj Sp podgrupi odgovara p− 1 razliqit p-cikl. Zbog toga je

sp =
m

p− 1
=

(
k
p

)
(p− 1)!

p− 1
=

k!

(k − p)!p!
(p− 2)! =

k!

(k − p)!p(p− 1)
.

Vra�a�em u (8) dobijamo

|NSkH| =
k!
k!

(k−p)!p(p−1)
= p(p− 1)(k − p)!,

qime dobijamo tra�eno.
�

Zadatak 43. Neka je p prost broj, k ∈ {p, p + 1} i H jedna Sp podgrupa od Sk. Tada
va�i:

|NSkH| = p(p− 1).

Rexe�e. Ovo je samo direktna posledica prethodnog zadatka.
�

Zadatak 44. Dokazati da grupa reda 23 · 3 · 72 nije prosta.

Rexe�e. Neka je |G| = 23 · 3 · 72. Iz Tre�e teoreme Silova imamo:

s2 ≡ 1 (mod 2)

s2 | 3 · 72

}
−→ s2 ∈ {1, 3, 7, 21, 49, 147}

s3 ≡ 1 (mod 3)

s3 | 23 · 72

}
−→ s3 ∈ {1, 4, 7, 28, 49, 192}

s7 ≡ 1 (mod 7)

s7 | 23 · 3

}
−→ s7 ∈ {1, 8}.
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Pretpostavimo da je grupa G prosta. Tada mora biti s7 = 8. Oznaqimo sa K jednu S7
podgrupu od G. Na osnovu Tvr�e�a 3.7 imamo

[G : NGK] = s7 = 8,

pa nam Zadatak 41 omogu�ava da smatramo G ≤ S8. Iz Lagran�eve teoreme onda sledi

23 · 3 · 72 | 8!,

xto je kontradikcija, jer 72 - 8!. Prema tome, grupa G ne mo�e biti prosta.
�

Zadatak 45. Dokazati da grupa reda 396 nije prosta.

Rexe�e. Neka je |G| = 396. Iz Tre�e teoreme Silova imamo:

s2 ≡ 1 (mod 2)

s2 | 99

}
−→ s2 ∈ {1, 3, 9, 11, 33, 99}

s3 ≡ 1 (mod 3)

s3 | 44

}
−→ s3 ∈ {1, 4, 22}

s11 ≡ 1 (mod 11)

s11 | 36

}
−→ s11 ∈ {1, 12}.

Pretpostavimo da je grupa G prosta. Tada mora biti s11 = 12. Oznaqimo sa H jednu
S11 podgrupu od G. Na osnovu Tvr�e�a 3.7 imamo

[G : NGH] = s11 = 12,

pa nam Zadatak 41 omogu�ava da smatramoG ≤ S12. Primetimo da, poxto 11 | |S12| = 12!
i 112 - |S12| = 12!, mo�emo smatrati da jeH i jedna S11 podgrupa od S12. Kako jeG ≤ S12,
onda je i NGH ≤ NS12H, pa iz Lagran�eve teoreme sledi

|NGH| | |NS12H|. (9)

Ostaje samo jox da izraqunamo redove normalizatora koji se pojav	uju. Sa jedne stra-
ne, kako smo ve� videli, va�i [G : NGH] = 12, odakle je

|NGH| =
|G|
12

=
396

12
= 33.

Sa druge strane, iz Zadatka 43 direktno sledi |NS12H| = 11 · (11− 1) = 110.
Vra�a�em u (9) dobijamo kontradikciju

33 | 110,

koja pokazuje da grupa G nije prosta.
�

35



4 Poludirektan proizvod grupa

Neka su H i K dve grupe i ϕ : K → AutH homomorfizam grupa. Na skupu H ×K
onda mo�emo definisati binarnu operaciju sa

(h1, k1)(h2, k2) = (h1ϕ(k1)(h2), k1k2), h1, h2 ∈ H, k1, k2 ∈ K. (10)

Skup H × K je jedna grupa u odnosu na ovu operaciju. Nazivamo je poludirektnim
proizvodom grupa H i K i oznaqavamo je sa H oϕ K.

Neutral za operaciju (10) je ure�eni par (e, e) koga qine neutral iz grupe H,
odnosno K. Tako�e, inverz za proizvo	ni element (h, k), h ∈ H, k ∈ K je odre�en sa

(h, k)−1 = (ϕ(k−1)(h−1), k−1).

Ostale osobine poludirektnog proizvoda opisane su narednim tvr�e�em.

Tvr�e�e 4.1. Neka su H i K dve grupe i ϕ : K → AutH homomorfizam grupa. Tada
va�i:

� |H oϕ K| = |H||K|.

� H ∼= {(h, e) | h ∈ H}, pa mo�emo smatrati da je H podgrupa od H oϕ K.

� K ∼= {(e, k) | k ∈ K}, pa mo�emo smatrati da je K podgrupa od H oϕ K.

� H /H oϕ K.

Zadatak 46. Neka su H i K dve grupe i ϕ : K → AutH homomorfizam grupa. Doka-
zati da su slede�a tvr�e�a ekvivalentna:

a) Homomorfizam ϕ je trivijalan.

b) K /H oϕ K.

v) H oϕ K ∼= H ×K.

Rexe�e. Dokaza�emo da va�i a)� v) � b) � a). Idemo redom:
a)� v) Neka je ϕ trivijalan homomorfizam. Tada za sve k ∈ K va�i ϕ(k) = idH . Za
proizvo	ne (h1, k1) i (h2, k2) iz H oϕ K onda imamo

(h1, k1)(h2, k2) = (h1ϕ(k1)(h2), k1k2)

= (h1 idH(h2), k1k2)

= (h1h2, k1k2),

xto pokazuje da va�i H oϕ K ∼= H ×K.
v) � b) Ovo je jasno zato xto va�i K /H ×K.
b)� a) Neka jeK/HoϕK. Tada jeK invarijantna u odnosu na konjugaciju elementima
iz H oϕ K, pa za proizvo	ne h ∈ H, k, k1 ∈ K va�i

(h, k)(e, k1)(h, k)−1 ∈ K.
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Da	e dobijamo

(hϕ(k)(e), kk1)(ϕ(k−1)(h−1), k−1) ∈ K
(h, kk1)(ϕ(k−1)(h−1), k−1) ∈ K
(hϕ(kk1)(ϕ(k−1)(h−1)), kk1k

−1) ∈ K.

Naravno, u prethodnom zapisu se pod K misli na izomorfnu kopiju {(e, k) | k ∈ K} te
podgrupe u H oϕK. Jasno je da kk1k

−1 ∈ K, jer su k, k1 ∈ K, pa nam ostaje samo uslov

hϕ(kk1)(ϕ(k−1)(h−1)) = e tj. ϕ(kk1)(ϕ(k−1)(h−1)) = h−1.

Taj uslov mora biti ispu�en za sve k ∈ K, pa mo�emo odabrati k = e. Tako dobijamo
da va�i

ϕ(k1)(h
−1) = h−1

za sve k1 ∈ K i h ∈ H. Zak	uqujemo da je ϕ(k1) = idH za sve k1 ∈ K, a to upravo znaqi
da je ϕ trivijalan homomorfizam.
�

Naredno tvr�e�e omogu�ava da se neka grupa razlo�i na poludirektan proizvod
svojih podgrupa i bi�e nam od k	uqnog znaqaja u da	em radu.

Tvr�e�e 4.2. Neka su H i K podgrupe grupe G takve da je H / G, H ∩ K = {e} i
G = HK. Tada postoji homomorfizam ϕ : K → AutH takav da je G ∼= H oϕ K.

Zadatak 47. Neka je p neparan prost broj. Odrediti, do na izomorfizam, sve grupe
reda 2p.

Rexe�e. Neka je |G| = 2p. Na osnovu Koxijeve leme mo�emo prona�i element a reda
p u grupi G. Oznaqimo H = 〈a〉. Tada je |H| = p, pa va�i H ∼= Zp. Dodatno, imamo da
je [G : H] = 2, pa je H / G.

Sliqno, na osnovu Koxijeve leme postoji element b reda 2 u G. Cikliqna podgrupa
K = 〈b〉 je onda reda 2 i va�i K ∼= Z2. Na osnovu Lagran�eve teoreme sledi

|H ∩K| | |H|, |K| tj. |H ∩K| | p, 2.

Zak	uqujemo da je |H ∩K| = 1, odnosno H ∩K = {e}. Kako je HK ≤ G, qi�enica da je
|HK| = |H||K| = p · 2 = |G| pokazuje da je HK = G. Dakle, imamo H / G, H ∩K = {e}
i HK = G, pa na osnovu Tvr�e�a 4.2 sledi da je G ∼= H oϕ K za neki homomorfizam
ϕ : K → AutH.

Ostaje jox da odredimo koje su sve mogu�nosti za ϕ. Zbog qi�enice da je K = 〈b〉
imamo da je homomorfizam ϕ u potpunosti odre�en sa ϕ(b). Pri tome je b reda 2, pa
kako pri homomorfizmu red slike deli red originala, zak	uqujemo da r(ϕ(b)) ∈ {1, 2}.
Dakle, treba da ispitamo slede�e dve mogu�nosti:
• ϕ(b) je reda 1
U ovom sluqaju je ϕ trivijalan homomorfizam, pa se poludirektan proizvod svodi na
direktan. Dobijamo

G ∼= H ×K ∼= Zp × Z2
∼= Z2p.

37



• ϕ(b) je reda 2
Kako je H ∼= Zp, imamo da je grupa AutH izomorfna Ojlerovoj grupi Φ(p). Poxto
je broj p je prost, Ojlerova grupa Φ(p) je cikliqna. To znaqi da u �oj postoji taqno
jedan element reda 2 i �ega mo�emo prepoznati kao automorfizam f : H → H, f(x) =
x−1, x ∈ H. Prema tome, u ovom sluqaju je ϕ(b) = f . Poludirektan proizvod H oϕ K
generisan je elementima (a, e) i (e, b) qiji su redovi p, odnosno 2. Tako�e, va�i

(a, e)(e, b)(a, e)(e, b) = (aϕ(e)(e), eb)(aϕ(e)(e), eb)

= (a, b)(a, b)

= (aϕ(b)(a), b2)

= (af(a), e)

= (aa−1, e)

= (e, e).

Posle uvo�e�a identifikacije ρ↔ (a, e) i σ ↔ (e, b) dobijamo ρσρσ = e tj. ρσ = σρ−1,
xto nam daje prezentaciju grupe G:

G = 〈ρ, σ | ρp = e, σ2 = e, ρσ = σρ−1〉 ∼= Dp.

Zak	uqujemo da, do na izomorfizam, postoje taqno dve grupe reda 2p i to su cikliqna
grupa Z2p i diedarska grupa Dp.
�

Zadatak 48. Neka je H = 〈a〉 cikliqna grupa reda 8 i K = 〈b〉 cikliqna grupa reda
2. Odrediti koliko postoji neizomorfnih poludirektnih proizvoda H oϕ K.

Rexe�e. Svi poludirektni proizvodi HoϕK su u potpunosti odre�eni homomorfi-
zmom ϕ : K → AutH. �ih, sa druge strane, u potpunosti poznajemo ako nam je poznato
ϕ(b), jer je K = 〈b〉. Poxto je b reda 2 i kako pri homomorfizmu red slike deli red
originala, imamo da r(ϕ(b)) ∈ {1, 2}.

Odredimo sve elemente reda najvixe 2 u grupi AutH. Grupa H je cikliqna, reda
8, pa je AutH ∼= Φ(8) = {1, 3, 5, 7}. Zbog toga imamo da je i AutH = {f1, f3, f5, f7}, pri
qemu je fi : H → H,

fi(a) = ai, i ∈ {1, 3, 5, 7}.

Preslikava�e ai je reda 1 u grupi AutH, dok su preostala tri preslikava�a reda 2,
pa sva dolaze u obzir. Zbog toga razdvajamo slede�e sluqajeve:
• ϕ(b) = f1
U ovom sluqaju je ϕ trivijalan homomorfizam, pa se poludirektan proizvod svodi na
direktan. Dobijamo

G ∼= H ×K ∼= Z8 × Z2.

• ϕ(b) = f3
U ovom sluqaju je poludirektan proizvod H oϕ K generisan elementima (a, e) i (e, b)
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qiji su redovi 8, odnosno 2. Tako�e, va�i

(a, e)(e, b)(a, e)(e, b) = (aϕ(e)(e), eb)(aϕ(e)(e), eb)

= (a, b)(a, b)

= (aϕ(b)(a), b2)

= (af3(a), e)

= (aa3, e)

= (a4, e).

Posle uvo�e�a identifikacije α ↔ (a, e) i β ↔ (e, b) dobijamo αβαβ = α4. Tako
nalazimo prezentaciju grupe G:

G = 〈α, β | α8 = e, β2 = e, αβαβ = α4〉.

• ϕ(b) = f5
Sliqno kao u prethodnom sluqaju, imamo da je H oϕ K generisan elementima (a, e) i
(e, b) qiji su redovi 8, odnosno 2. Uz to va�i i

(a, e)(e, b)(a, e)(e, b) = (aϕ(e)(e), eb)(aϕ(e)(e), eb)

= (a, b)(a, b)

= (aϕ(b)(a), b2)

= (af5(a), e)

= (aa5, e)

= (a6, e).

Posle uvo�e�a identifikacije α ↔ (a, e) i β ↔ (e, b) dobijamo αβαβ = α6. Tako
nalazimo prezentaciju grupe G:

G = 〈α, β | α8 = e, β2 = e, αβαβ = α6〉.

• ϕ(b) = f7
U ovom sluqaju je sve isto kao u prethodnim, jedino xto za relaciju imamo:

(a, e)(e, b)(a, e)(e, b) = (aϕ(e)(e), eb)(aϕ(e)(e), eb)

= (a, b)(a, b)

= (aϕ(b)(a), b2)

= (af7(a), e)

= (aa7, e)

= (a8, e)

= (e, e).

Posle uvo�e�a identifikacije ρ↔ (a, e) i σ ↔ (e, b) dobijamo ρσρσ = e tj. ρσ = σρ−1,
xto nam daje prezentaciju grupe G:

G = 〈ρ, σ | ρ8 = e, σ2 = e, ρσ = σρ−1〉 ∼= D8.
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Zak	uqujemo da, do na izomorfizam, postoji 4 razliqita poludirektna proizvoda
H oϕ K.
�

Zadatak 49. Odrediti, do na izomorfizam, sve grupe reda 28.

Rexe�e. Neka je |G| = 28. Iz tre�e teoreme Silova imamo:

s7 ≡ 1 (mod 7)

s7 | 4

}
−→ s7 = 1.

Zak	uqujemo da je jedinstvenu S7 podgrupu H od G normalna. Kako je |H| = 7, znamo
i da je H cikliqna, H ∼= Z7, pa mo�emo pisati H = 〈a〉 za neko a ∈ H reda 7.

Uoqimo jox proizvo	nu S2 podgrupu K od G. Ona je reda 4, pa iz Lagran�eve
teoreme imamo

|H ∩K| | |H|, |K| tj. |H ∩K| | 7, 4.
Zak	uqujemo da je |H ∩K| = 1, odnosno H ∩K = {e}. Odatle sledi i |HK| = |H||K| =
7 · 4 = 28 = |G|. Poxto je HK ≤ G, zak	uqujemo da je HK = G. Dakle, imamo da je
H / G, H ∩K = {e} i HK = G, pa na osnovu Tvr�e�a 4.2 sledi da je G ∼= H oϕ K za
neki homomorfizam ϕ : K → AutH.

Ostaje jox da odredimo sve mogu�nosti za homomorfizam ϕ. Kako je grupa K reda
4, ona mo�e biti ili cikliqna ili izomorfna Klajnovoj grupi Z2 × Z2. U skladu sa
tim razdvajamo na dva sluqaja:

1. sluqaj: K ∼= Z4

U ovom sluqaju mo�emo pisati da je K = 〈b〉 za neki element b reda 4. Homomorfizam
ϕ je onda u potpunosti odre�en slikom ϕ(b). Poxto pri homomorfizmu red slike deli
red originala, zak	uqujemo da r(ϕ(b)) ∈ {1, 2, 4}, qime dolazimo do narednog da	eg
raqva�a:
• ϕ(b) je reda 1
U ovom sluqaju je ϕ trivijalan homomorfizam, pa se poludirektan proizvod svodi na
direktan. Dobijamo

G ∼= H ×K ∼= Z7 × Z4
∼= Z28.

• ϕ(b) je reda 2
Kako je H ∼= Z7, imamo da je grupa AutH izomorfna Ojlerovoj grupi Φ(7). Poxto
je broj 7 je prost, Ojlerova grupa Φ(7) je cikliqna. To znaqi da u �oj postoji taqno
jedan element reda 2 i �ega mo�emo prepoznati kao automorfizam f : H → H, f(x) =
x−1, x ∈ H. Prema tome, u ovom sluqaju je ϕ(b) = f . Poludirektan proizvod H oϕ K
generisan je elementima (a, e) i (e, b) qiji su redovi 7, odnosno 4. Tako�e, va�i

(a, e)(e, b)(a, e)(e, b3) = (aϕ(e)(e), eb)(aϕ(e)(e), eb3)

= (a, b)(a, b3)

= (aϕ(b)(a), b4)

= (af(a), e)

= (aa−1, e)

= (e, e).
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Posle uvo�e�a identifikacije α ↔ (a, e) i β ↔ (e, b) dobijamo αβαβ3 = e, xto nam
daje prezentaciju grupe G:

G = 〈α, β | α7 = e, β4 = e, αβαβ3 = e〉.

• ϕ(b) je reda 4
Ovaj sluqaj nije mogu�, jer u grupi AutH ∼= Φ(7) nema elemenata reda 4.

2. sluqaj: K ∼= Z2 × Z2

U ovom sluqaju mo�emo pisati K = {e, b, c, bc}, gde su b i c dva elementi reda 2
koji me�usobno komutiraju. Homomorfizam ϕ je onda u potpunosti odre�en slikama
ϕ(b) i ϕ(c). Poxto pri homomorfizmu red slike deli red originala, zak	uqujemo da
r(ϕ(b)) ∈ {1, 2} i r(ϕ(c)) ∈ {1, 2}. Ve� smo videli da je jedini element reda 2 u AutH
automorfizam f , pa imamo naredno raqva�e u zavisnosti od toga da li su ϕ(b) i ϕ(c)
jednaki identiqkom preslikava�u ili automorfizmu f :
• ϕ(b) = idH i ϕ(c) = idH
U ovom sluqaju je ϕ trivijalan homomorfizam, pa se poludirektan proizvod svodi na
direktan. Dobijamo

G ∼= H ×K ∼= Z7 × Z2 × Z2
∼= Z2 × Z14.

• ϕ(b) = f i ϕ(c) = f
Oznaqimo ρ = (a, bc) i σ = (e, c). Tada je

ρ2 = (a, bc)(a, bc) = (aϕ(bc)(a), (bc)2) = (a(ϕ(b)ϕ(c))(a), e) = (a(f2)(a), e) = (a2, e).

Zak	uqujemo da je (ρ2)7 = ρ14 = (a14, e) = (e, e).
Sliqno je

σ2 = (e, c)(e, c) = (eϕ(c)(e), c2) = (e, e)

i

ρσρσ = (a, bc)(e, c)(a, bc)(e, c)

= (aϕ(bc)(e), bc2)(aϕ(bc)(e), bc2)

= (a, b)(a, b)

= (aϕ(b)(a), b2)

= (af(a), e)

= (aa−1, e)

= (e, e).

Na taj naqin dobijamo prezentaciju grupe G

G = 〈ρ, σ | ρ14 = e, σ2 = e, ρσ = σρ−1〉 ∼= D14.

• ϕ(b) = f i ϕ(c) = idH
U ovom sluqaju je ϕ(bc) = ϕ(b)ϕ(c) = f . Zbog toga se ovaj sluqaj svodi na prethodni
kada umesto generatora b i c za K posmatramo generatore b i bc te grupe.
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• ϕ(b) = idH i ϕ(c) = f
I u ovom sluqaju imamo da je ϕ(bc) = ϕ(b)ϕ(c) = f , pa posmatraju�i generatore c i bc
grupe K ponovo dolazimo do toga da je G ∼= D14.

Dakle, dobili smo da, do na izomorfizam, postoji 4 grupe reda 28 i to su Abelove
grupe Z28 i Z2 × Z14, diedarska grupa D14 i grupa qija je prezentacija 〈α, β | α7 =
e, β4 = e, αβαβ3 = e〉.
�

Zadatak 50. Odrediti, do na izomorfizam, sve grupe reda 30.

Rexe�e. Neka je |G| = 30. Iz Tre�e teoreme Silova imamo:

s2 ≡ 1 (mod 2)

s2 | 15

}
−→ s2 ∈ {1, 3, 5, 15}

s3 ≡ 1 (mod 3)

s3 | 10

}
−→ s3 ∈ {1, 10}

s5 ≡ 1 (mod 5)

s5 | 6

}
−→ s5 ∈ {1, 6}.

Doka�imo da mora biti s3 = 1 ili s5 = 1. U suprotnom je s3 = 10 i s5 = 6. Oznaqimo
sa Hi sve S3 podgrupe i sa Ki sve S5 podgrupe od G. Tada je |Hi| = 3 i |Ki| = 5. Imamo
i slede�e:

� Hi ∩Kj = 〈e〉 za sve i i j
Va�i da je Hi∩Kj podgrupa od Hi i Kj , pa na osnovu Lagran�eve teoreme sledi

|Hi ∩Kj | | |Hi|, |Kj | tj. |Hi ∩Kj | | 3, 5.

Kako su brojevi 3 i 5 uzajamno prosti, sledi |Hi ∩Kj | = 1 tj. Hi ∩Kj = 〈e〉.

� Hi ∩Hj = Ki ∩Kj = 〈e〉 za sve i 6= j
Va�i da je Hi∩Hj podgrupa i od Hi i od Hj . Kako su Hi i Hj obe reda 3, �ihove
jedine podgrupe su trivijalna podgrupa 〈e〉 i one same. Poxto je Hi 6= Hj , drugo
je nemogu�e, pa sledi Hi ∩Hj = 〈e〉. Potpuno sliqno radimo i za Ki ∩Kj .

Oznaqimo sa S skup elemenata iz G koji se nalaze u nekoj od pogrupa Hi ili Ki. Tada
je S ⊆ G, pa imamo |S| ≤ |G|. Sa druge strane, poxto se sve podgrupe Hi i Ki me�usobno
seku trivijalno, dobijamo da je

|S| = s3(3− 1) + s5(5− 1) + 1

= 10 · 2 + 6 · 4 + 1

= 45 > |G|.

Dobijena kontradikcija pokazuje da je s3 = 1 ili s5 = 1. To znaqi da je barem jedna
od S3 ili S5 podgrupa jedinstvena, a time i normalna u G.
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Ako sada uoqimo jednu S3 podgrupu P i jednu S5 podgrupu Q od G, imamo da je
barem jedna od �ih normalna u G. Zbog toga je i H := PQ podgrupa od G. Iz ve�
ustanov	enog P ∩ Q = {e} sledi da je |H| = |P ||Q| = 15. Zak	uqujemo da je H / G
kao podgrupa indeksa 2. Tako�e, poxto su 3 i 5 prosti brojevi takvi da 3 - 5 − 1, iz
Zadatka 23 sledi da je podgrupa H cikliqna. Zato imamo H ∼= Z15 i mo�emo pisati
H = 〈a〉 za neki element a reda 15 iz H.

Uoqimo jox, koriste�i Koxijevu lemu, element b reda 2 u G i posmatrajmo ci-
kliqnu podgrupu K = 〈b〉. Tada je |K| = 2, pa iz Lagran�eve teoreme imamo

|H ∩K| | |H|, |K| tj. |H ∩K| | 15, 2.

Zak	uqujemo da je |H ∩K| = 1, odnosno H ∩K = {e}. Odatle sledi i |HK| = |H||K| =
15 · 2 = 30 = |G|. Poxto je HK ≤ G, zak	uqujemo da je HK = G. Dakle, imamo da je
H / G, H ∩K = {e} i HK = G, pa na osnovu Tvr�e�a 4.2 sledi da je G ∼= H oϕ K za
neki homomorfizam ϕ : K → AutH.

Ostaje jox da odredimo sve mogu�nosti za homomorfizam ϕ. Zbog qi�enice da je
K = 〈b〉 imamo da je homomorfizam ϕ u potpunosti odre�en sa ϕ(b). Pri tome je b
reda 2, pa kako pri homomorfizmu red slike deli red originala, zak	uqujemo da
r(ϕ(b)) ∈ {1, 2}. Dakle, treba da ispitamo slede�e dve mogu�nosti:
• ϕ(b) je reda 1
U ovom sluqaju je ϕ trivijalan homomorfizam, pa se poludirektan proizvod svodi na
direktan. Dobijamo

G ∼= H ×K ∼= Z15 × Z2
∼= Z30.

• ϕ(b) je reda 2
Kako je H ∼= Z15, imamo da je grupa AutH izomorfna Ojlerovoj grupi Φ(15) =
{1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}. Elementi reda 2 u Φ(15) su 4, 11 i 14. Zbog toga su elementi
reda 2 u AutH automorfizmi f1, f2 i f3 odre�eni redom sa f1 : a→ a4, f2 : a→ a11 i
f3 : a→ a14. Tako dolazimo do naredna tri sluqaja:
1) ϕ(b) = f1
U ovom sluqaju je poludirektan proizvod H oϕ K generisan elementima (a, e) i (e, b)
qiji su redovi 15, odnosno 2. Tako�e, va�i

(a, e)(e, b)(a, e)(e, b) = (aϕ(e)(e), eb)(aϕ(e)(e), eb)

= (a, b)(a, b)

= (aϕ(b)(a), b2)

= (af1(a), e)

= (aa4, e)

= (a5, e).

Posle uvo�e�a identifikacije α ↔ (a, e) i β ↔ (e, b) dobijamo αβαβ = α5. Tako
nalazimo prezentaciju grupe G:

G = 〈α, β | α15 = e, β2 = e, αβαβ = α5〉.

• ϕ(b) = f2
Sliqno kao u prethodnom sluqaju, imamo da je H oϕ K generisan elementima (a, e) i
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(e, b) qiji su redovi 8, odnosno 2. Uz to va�i i

(a, e)(e, b)(a, e)(e, b) = (aϕ(e)(e), eb)(aϕ(e)(e), eb)

= (a, b)(a, b)

= (aϕ(b)(a), b2)

= (af2(a), e)

= (aa11, e)

= (a12, e).

Posle uvo�e�a identifikacije α ↔ (a, e) i β ↔ (e, b) dobijamo αβαβ = α5. Tako
nalazimo prezentaciju grupe G:

G = 〈α, β | α15 = e, β2 = e, αβαβ = α12〉.

• ϕ(b) = f3
U ovom sluqaju je sve isto kao u prethodnim, jedino xto za relaciju imamo:

(a, e)(e, b)(a, e)(e, b) = (aϕ(e)(e), eb)(aϕ(e)(e), eb)

= (a, b)(a, b)

= (aϕ(b)(a), b2)

= (af3(a), e)

= (aa14, e)

= (a15, e)

= (e, e).

Posle uvo�e�a identifikacije ρ↔ (a, e) i σ ↔ (e, b) dobijamo ρσρσ = e tj. ρσ = σρ−1,
xto nam daje prezentaciju grupe G:

G = 〈ρ, σ | ρ15 = e, σ2 = e, ρσ = σρ−1〉 ∼= D15.

Zak	uqujemo da, do na izomorfizam, postoji 4 grupe reda 30 i to su cikliqna grupa
Z30, diedarska grupa D15, kao i dve grupe qije su prezentacije redom 〈α, β | α15 =
e, β2 = e, αβαβ = α5〉 i 〈α, β | α15 = e, β2 = e, αβαβ = α12〉.
�

Zadatak 51. Dokazati da nije mogu�e svaku grupu predstaviti kao poludirektni
proizvod nekih �enih pravih podgrupa.

Rexe�e. Posmatrajmo grupu kvaterniona K8. To je neabelova grupa reda 8, znaqajna
po tome xto je svaka �ena podgrupa normalna. Zbog toga bi se svaki poludirektni
proizvod �enih podgrupa svodio na direktni. Prave podgrupe od K8 su reda 2 ili 4,
pa su obavezno Abelove, xto znaqi da bi se kao svaki �ihov poludirektan proizvod
morala dobiti Abelova grupa. Prema tome, nemogu�e je da grupu K8 predstavimo kao
takav poludirektan proizvod, qime dobijamo tra�eni kontraprimer.
�
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Zadatak 52. Neka je K = 〈a〉 cikliqna grupa reda 2 i H = {bicj | 0 ≤ i, j ≤ 3} = 〈b, c |
b3 = c3 = e, bc = cb〉 grupa izomorfna Z3 × Z3. Posmatrajmo automorfizam f grupe H
definisan sa f(b) = c i f(c) = b tj. f(bicj) = bjci i homomorfizam ϕ : K → AutH
odre�en sa ϕ(a) = f . Dokazati da je H oϕ K ∼= D3 × Z3.

Rexe�e. Radi lakxeg snala�e�a, pogledajmo prvo kako funkcionixe operacija u
grupi H oϕ K. Za sve 0 ≤ i, j, u, v ≤ 3 i m ∈ {0, 1} imamo

(bicj , e)(bucv, am) = (bicjϕ(e)(bucv), am)

= (bicjbucv, am)

= (bi+ucj+v, am)

(bicj , a)(bucv, am) = (bicjϕ(a)(bucv), am+1)

= (bicjf(bucv), am+1)

= (bicjcubv, am+1)

= (bi+vcj+u, am+1).

Posmatrajmo sada preslikava�e α : H oϕ K → Z3 definisano sa

α(bicj , ak) = i+ j, 0 ≤ i, j ≤ 3, k ∈ {0, 1}.

Kako za sve 0 ≤ i, j, u, v ≤ 3 i k,m ∈ {0, 1} va�i

α
(

(bicj , ak)(bucv, am)
)

=

{
α(bi+ucj+v, am), ako je k = 0

α(bi+vcj+u, am+1), ako je k = 1

= i+ j + u+ v

= α(bicj , ak) + α(bucv, am),

imamo da je α homomorfizam grupa. �egovo jezgro je

kerα = {(bicj , ak) | i+ j = 0}
= {(e, e), (e, a), (bc2, e), (bc2, a), (b2c, e), (b2c, a)}.

Oznaqimo ρ = (bc2, e) i σ = (e, a). Tada je ρ3 = e i σ2 = e, kao i

ρσρσ = (bc2, e)(e, a)(bc2, e)(e, a)

= (bc2ϕ(e)(e), a)(bc2ϕ(e)(e), a)

= (bc2, a)(bc2, a)

= (bc2ϕ(a)(bc2), a2)

= (bc2f(bc2), e)

= (b3c3, e)

= (e, e).
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Kako ρ i σ generixu kerα, dobijamo

kerα = 〈ρ, σ | ρ3 = e, σ2 = e, ρσρσ = e〉 ∼= D3.

Uoqimo jox element θ = (bc, e) reda 3 i oznaqimo M = 〈θ〉. Tada je

M = {(e, e), (bc, e), (b2c2, e)} ∼= Z3.

Odmah imamo da je kerα ∩M = {(e, e)}, pa je | kerαM | = | kerα||M | = 6 · 3 = 18 =
|H oϕK|. Prema tome, va�i kerαM = H oϕK. Konaqno, mo�emo jox primetiti da se
element θ nalazi u centru grupe H oϕK, pa je i M = 〈θ〉 sadr�ana u centru te grupe.
Specijalno, dobijamo da je M /H oϕ K.

Da sumiramo, imamo kerα / H oϕ K, M /H oϕ K, kerα ∩M = {(e, e)} i kerαM =
H oϕ K. Na osnovu teoreme o razlaga�u konaqno sledi

H oϕ K ∼= kerα×M ∼= D3 × Z3.

�

5 Prsteni

5.1 Definicija i osnovne osobine prstena

Definicija 5.1. Prsten je algebarska struktura (P,+, ·), gde je P neprazan skup, a
+ i · binarne operacija na P takve da va�i

1. Struktura (P,+) je Abelova grupa:

� Za sve x, y, z ∈ P va�i (x+ y) + z = x+ (y + z).

� Postoji element 0 ∈ P takav da za sve x ∈ P va�i x+ 0 = 0 + x = x.

� Za svako x ∈ P postoji −x ∈ P takvo da je x+ (−x) = −x+ x = 0.

� Za sve x, y ∈ P va�i x+ y = y + x.

2. Operacija · je asocijativna:

� Za sve x, y, z ∈ P va�i (x · y) · z = x · (y · z).

3. Distributivnost · prema +:

� Za sve x, y, z ∈ P va�i x · (y + z) = x · y + x · z i (x+ y) · z = x · z + y · z.

Definicija 5.2. Prsten (P,+, ·) u kome postoji element 1 ∈ P takav da za sve x ∈ P
va�i x · 1 = 1 · x = x se naziva prsten sa jedinicom.

Definicija 5.3. Prsten (P,+, ·) takav da za sve x, y ∈ P va�i x · y = y · x se naziva
komutativni prsten.

Nada	e �emo se baviti samo komutatitvnim prstenima sa jedinicom i ako ne na-
glasimo drugaqije, pod terminom prsten �e se podrazumevati komutativni prsten sa
jedinicom.
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Definicija 5.4. Komutatitvni prsten sa jedinicom (P,+, ·) u kome je 0 6= 1 i za
svako x ∈ P \ {0} postoji x−1 ∈ P takvo da je x · x−1 = x−1 · x = 1 se naziva po	e.

Zadatak 53. Neka je C(R) skup neprekidnih realnih funkcija realne promen	ive
na kome su definisane operacije sabira�a i mno�e�a sa

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(fg)(x) = f(x)g(x), f, g ∈ C(R), x ∈ R.

Dokazati da je C(R) komutativni prsten sa jedinicom u odnosu na ove operacije.

Rexe�e. Za poqetak imamo da je zbir i proizvod dve neprekidne funkcije tako�e ne-
prekidna funkcija, pa su operacija sabira�a i oduzima�a koje posmatramo korektno
definisane. Uoqimo proizvo	ne f, g, h ∈ C(R) i x ∈ R. Tada je

(f + (g + h))(x) = f(x) + (g + h)(x)

= f(x) + (g(x) + h(x))

= (f(x) + g(x)) + h(x)

= (f + g)(x) + h(x)

= ((f + g) + h)(x),

pa sledi f + (g + h) = (f + g) + h.

Definiximo funkciju 0 ∈ C(R) sa 0(x) = 0 za sve x ∈ R. Onda za sve x ∈ R va�i

(f +0)(x) = f(x) +0(x) = f(x) + 0 = f(x) i (0+f)(x) = 0(x) +f(x) = 0 +f(x) = f(x),

xto pokazuje da je 0 neutral za operaciju +.

Za svaku funkciju f ∈ C(R) mo�emo definisati funkciju −f ∈ C(R) sa (−f)(x) =
−f(x) za sve x ∈ R. Onda za sve x ∈ R va�i

(f + (−f))(x) = f(x)− f(x) = 0 = 0(x) i (−f + f)(x) = −f(x) + f(x) = 0 = 0(x),

xto pokazuje da je −f inverz za proivo	no f pri operaciji +.

Dodatno, za sve f, g ∈ C(R) i x ∈ R va�i

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x),

xto daje f + g = g + f .

Primetimo jox da za proizvo	ne f, g, h ∈ C(R) i x ∈ R imamo

(f · (g · h))(x) = f(x) · (g · h)(x)

= f(x) · (g(x) · h(x))

= (f(x) · g(x)) · h(x)

= (f · g)(x) · h(x)

= ((f · g) · h)(x),
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((f + g) · h))(x) = (f + g)(x) · h(x)

= (f(x) + g(x)) · h(x)

= f(x) · h(x) + g(x) · h(x)

= (f · h)(x) + (g · h)(x)

= (f · h+ g · h)(x),

(f · (g + h))(x) = f(x) · (g + h)(x)

= f(x) · (g(x) + h(x))

= f(x) · g(x) + f(x) · h(x)

= (f · g)(x) + (f · h)(x)

= (f · g + f · h)(x),

odakle sledi f · (g · h) = (f · g) · h, (f + g) · h = f · h + g · h i f · (g + h) = f · g + f · h.
Dakle, dokazali smo da je C(R) prsten.

Poxto za sve f, g ∈ C(R) i x ∈ R va�i

(f · g)(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = (g · f)(x),

imamo f · g = g · f . Time je pokazano da je prsten C(R) komutativan.
Konaqno, mo�emo definisati funkciju 1 ∈ C(R) sa 1(x) = 1 za sve x ∈ R. Onda je

(f · 1)(x) = f(x) · 1(x) = f(x) · 1 = f(x) i (1 · f)(x) = 1(x) · f(x) = 1 · f(x) = f(x),

xto pokazuje da je 1 neutral za operaciju ·. Time smo pokazali da je prsten C(R) sa
jedinicom i zavrxili zadatak.
�

Zadatak 54. Neka je R skup svih matrica

[
a −b
b a

]
, gde su a, b ∈ R. Dokazati da

je R komutativni prsten sa jedinicom u odnosu na uobiqajene operacije sabira�a i
mno�e�a matrica.

Rexe�e. Prvo, za matrice

[
a −b
b a

]
i

[
c −d
d c

]
iz R imamo[

a −b
b a

]
+

[
c −d
d c

]
=

[
a+ c −b− d
b+ d a+ c

]
∈ R[

a −b
b a

] [
c −d
d c

]
=

[
ac− bd −ad− bc
ad+ bc ac− bd

]
∈ R, (11)

xto pokazuje da su operacije sabira�a i mno�e�a matrica korektno definisane na
R. Ve� znamo da su je R prsten u odnosu na te operacije, pa to ne�emo pokazivati. Sve
xto jox treba da poka�emo je da je prsten R komutativan i sa jedinicom.

Za jedinicu odmah znamo da postoji{ to je upravo jediniqna matrica

[
1 0
0 1

]
∈ R.

Tako�e, va�i [
c −d
d c

] [
a −b
b a

]
=

[
ac− bd −ad− bc
ad+ bc ac− bd

]
,
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xto uz (11) pokazuje da je prsten R komutativan.
�

5.2 Potprsteni

Definicija 5.5. Neka je R prsten. Podskup A ⊆ R je potprsten od R ako za sve
a, b ∈ A va�i:

� a+ b ∈ A.

� −a ∈ A.

� ab ∈ A.

� 1 ∈ A.

Zadatak 55. Posmatrajmo prsten Z× Z svih ure�enih parova (a, b), a, b ∈ Z u odnosu
na operacije

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b)(c, d) = (ac, bd), a, b, c, d ∈ Z.

Dokazati da je A = {(a, a) | a ∈ Z} potprsten od Z× Z.

Rexe�e. Za proizvo	ne (a, a) i (b, b) iz A imamo

(a, a) + (b, b) = (a+ b, a+ b) ∈ A
− (a, a) = (−a,−a) ∈ A
(a, a)(b, b) = (ab, ab) ∈ A
(1, 1) ∈ A,

odakle sledi da je A potprsten od Z× Z.
�

Zadatak 56. Neka je S = {x2y | x, y ∈ Z}. Pokazati da je S potprsten po	a realnih
brojeva R.

Rexe�e. Uoqimo proizvo	ne elemente z1 = x12
y1 i z2 = x22

y2 iz S. Po definiciji
su onda x1, x2, y1, y2 ∈ Z. Oznaqimo sa m = min{y1, y2}. Tada imamo

z1 + z2 = x12
y1 + x22

y2 = 2m
(
x12

y1−m + x22
y2−m) .

Svakako je m ∈ Z, a tako�e zbog m ≤ y1, y2 va�i i x12
y1−m + x22

y2−m ∈ Z. Odatle
zak	uqujemo da z1 + z2 ∈ S. Sliqno je onda i

− z1 = (−x1)2y1 ∈ S
z1z2 = x12

y1x22
y2 = (x1x2)2

y1+y2 ∈ S
1 = 1 · 20 ∈ S,

qime je pokazano da je S potprsten od R.
�
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5.3 Homomorfizmi prstena

Definicija 5.6. Neka su R i S dva prstena. Preslikava�e f : R → S takvo da za
sve x, y ∈ R va�i

� f(x+ y) = f(x) + f(y)

� f(xy) = f(x)f(y)

� f(1) = 1

se naziva homomorfizam prstena.

Sliqno kao u teoriji grupa, surjektivni homomorfizmam se naziva epimorfizam,
injektivni homomorfizam se naziva monomorfizam ili utapa�e, dok se bijektivni
homomorfizam naziva izomorfizam. Ako postoji izomorfizam izme�u neka dva pr-
stena R i S za �ih se ka�e da su izomorfni i pixe se R ∼= S.

Neka je f : R→ S homomorfizam prstena. Definixemo:

ker f = {a ∈ R | f(a) = 0} jezgro homomorfizma f.

im f = {f(a) | a ∈ R} slika homomorfizma f.

Sliqno kao i kod grupa, imamo:

f je 1-1 ako i samo ako je ker f = {0}.
f je na ako i samo ako je im f = S.

Zadatak 57. Posmatrajmo preslikava�e f : Z[X] → R definisano sa f(p(X)) =
p(
√

2), p(X) ∈ Z[X]. Dokazati da je f homomorfizam prstena.

Rexe�e. Uoqimo proizvo	ne polinome p(X) i q(X) iz Z[X], kao i multiplikativni
neutral 1(X) ≡ 1 tog prstena. Tada je

f((p+ q)(X)) = (p+ q)(
√

2) = p(
√

2) + q(
√

2) = f(p(X)) + f(q(X))

f((p · q)(X)) = (p · q)(
√

2) = p(
√

2) · q(
√

2) = f(p(X)) · f(q(X))

f(1(X)) = 1,

qime je pokazano da je f homomorfizam.
�

Zadatak 58. Dati su prsten R1 =
{
a+ b1+

√
13

2 | a, b ∈ Z
}
u odnosu na sabira�e i

mno�e�e realnih brojeva i prsten R2 =

{[
a b
3b a+ b

]
| a, b ∈ Z

}
u odnosu na sabira�e

i mno�e�e matrica. Dokazati da je R1
∼= R2.

Rexe�e. Posmatrajmo preslikava�e φ : R1 → R2 definisano sa

φ

(
a+ b

1 +
√

13

2

)
=

[
a b
3b a+ b

]
, a, b ∈ Z.
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Ovo preslikava�e je oqigledno surjektivno. Doka�imo da je homomorfizam.

Za proizvo	ne a, b, c, d ∈ Z va�i

φ

(
a+ b

1 +
√

13

2
+ c+ d

1 +
√

13

2

)
= φ

(
a+ c+ (b+ d)

1 +
√

13

2

)

=

[
a+ c b+ d

3(b+ d) a+ c+ b+ d

]
=

[
a b
3b a+ b

]
+

[
c d

3d c+ d

]
= φ

(
a+ b

1 +
√

13

2

)
+ φ

(
c+ d

1 +
√

13

2

)
,

φ

((
a+ b

1 +
√

13

2

)(
c+ d

1 +
√

13

2

))
= φ

ac+ (ad+ bc)
1 +
√

13

2
+ +bd

(
1 +
√

13

2

)2


= φ

(
ac+ 3bd+ (ad+ bc+ bd)

1 +
√

13

2

)
=

[
ac+ 3bd ad+ bc+ bd

3(ad+ bc+ bd) ac+ 3bd+ ad+ bc+ bd

]

=

[
a b
3b a+ b

] [
c d

3d c+ d

]
= φ

(
a+ b

1 +
√

13

2

)
φ

(
c+ d

1 +
√

13

2

)
,

φ (1) =

[
1 0
0 1

]
,

xto pokazuje da je φ homomorfizam.

Ostaje samo jox da poka�emo da je φ injektivno preslikava�e. To mo�emo uraditi
direktno po definiciji, a mo�emo i pokazati da je kerφ = {0}, xto je u ovom sluqaju
jednostavnije. Imamo

kerφ =

{
a+ b

1 +
√

13

2
∈ R1 | φ

(
a+ b

1 +
√

13

2

)
=

[
0 0
0 0

]}

=

{
a+ b

1 +
√

13

2
∈ R1 |

[
a b
3b a+ b

]
=

[
0 0
0 0

]}

=

{
a+ b

1 +
√

13

2
∈ R1 | a = b = 0

}
= {0}.

Zak	uqujemo da je φ izomorfizam, qime dobijamo tra�eno R1
∼= R2.

�

5.4 Ideali i koliqniqki prsteni

Definicija 5.7. Podskup I prstena R se naziva ideal i oznaqava I / R ako va�i:
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� za sve x, y ∈ I : x+ y ∈ I

� za sve x ∈ I i a ∈ R : ax ∈ I.

Definicija 5.8. Konaqan skup S = {x1, x2, . . . xn} ⊆ R generixe ideal I prstena
R ako se svaki element iz I mo�e zapisati u obliku a1x1 + a2x2 + . . . anxn za neke
a1, a2, . . . , an ∈ R. U tom sluqaju pixemo I = 〈S〉.

Definicija 5.9. Ideal I prstenaR je glavni ako je generisan samo jednim elementom
iz R, I = 〈a〉 za neko a ∈ R.

Zadatak 59. Posmatrajmo prsten polinoma Z[X] i u �emu podskup

I = {2f(X) +Xg(X) | f(X), g(X) ∈ Z[X]}.

Pokazati da je I ideal prstena Z[X]. Da li je taj ideal glavni?

Rexe�e. Poka�imo prvo da je I ideal. Uoqimo proizvo	ne u(X) i v(X) iz I. Tada
postoje polinomi f1(X), f2(X), g1(X), g2(X) ∈ Z[X] takvi da je

u(X) = 2f1(X) +Xg1(X)

v(X) = 2f2(X) +Xg2(X).

Odatle je
u(X) + v(X) = 2 (f1(X) + f2(X))︸ ︷︷ ︸

∈Z[X]

+X (g1(X) + g2(X))︸ ︷︷ ︸
∈Z[X]

∈ I.

Sliqno za proizvo	no α(X) ∈ Z[X] imamo

α(X)u(X) = 2α(X)f1(X)︸ ︷︷ ︸
∈Z[X]

+X α(X)g1(X)︸ ︷︷ ︸
∈Z[X]

∈ I.

Ovim smo pokazali da je I ideal prstena Z[X].
Ostaje jox da ispitamo da li je ovaj ideal glavni. Za poqetak mo�emo primetiti

da je I = 〈2, X〉. Ako bi ovaj ideal bio glavni, va�ilo bi I = 〈f(X)〉 za neki polinom
f(X) ∈ Z[X]. Odatle bi va�ilo 〈2, X〉 = 〈f(X)〉, xto implicira postoja�e polinoma
a(X), b(X) ∈ Z[X] takvih da va�i

2 = f(X)a(X) (12)

X = f(X)b(X). (13)

Iz (12) sledi da je f(X) = 1 ili f(X) = 2. Ako bi bilo f(X) = 2, iz (13) bi sledilo
X = 2b(X), xto nije mogu�e, poxto je b(X) ∈ Z[X]. Dakle, ostaje nam f(X) = 1. Onda
je I = 〈1〉 = Z[X], pa dobijamo 〈2, X〉 = Z[X]. Specijalno, odatle sledi da postoje
polinomi m(X), n(X) ∈ Z[X] takvi da je

2m(X) +Xn(X) = 1.

Dobijamo da mora biti n(X) = 0 i 2m(X) = 1. Me�utim, kako je m(X) ∈ Z[X] ni ovo
nije mogu�e, pa zak	uqujemo da ideal I nije glavni.
�
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Zadatak 60. Posmatrajmo komutativni potprsten K =

{[
a b
−5b a

]
| a, b ∈ Z

}
prstena

matrica M2(Z).

a) Dokazati da je I =

{[
5a b
−5b 5a

]
| a, b ∈ Z

}
ideal prstena K.

b) Dokazati da je I =

〈[
0 1
−5 0

]〉
.

Rexe�e. a) Uoqimo proizvo	ne elemente

[
5a b
−5b 5a

]
i

[
5c d
−5d 5c

]
iz I, kao i

[
m n
−5n m

]
iz K. Tada je [

5a b
−5b 5a

]
+

[
5c d
−5d 5c

]
=

[
5(a+ c) b+ d
−5(b+ d) 5(a+ c)

]
∈ I

[
m n
−5n m

] [
5a b
−5b 5a

]
=

[
5am− 5bn bm+ 5an
−25an− 5bm −5bn+ 5am

]
=

[
5(am− bn) bm+ 5an
−5(bn+ 5an) 5(am− bn)

]
∈ I.

Iz dobijenog sledi da je I ideal prstena K.

b) Primetimo da za proizvo	no

[
a b
−5b a

]
∈ K va�i

[
a b
−5b a

] [
0 1
−5 0

]
=

[
−5b a
−5a −5b

]
.

Zbog toga, za proizvo	no

[
5a b
−5b 5a

]
∈ I imamo

[
5a b
−5b 5a

]
=

[
b −a

5a b

] [
0 1
−5 0

]
,

qime je pokazano da va�i I =

〈[
0 1
−5 0

]〉
.

�

Zadatak 61. Posmatrajmo prsten Gausovih celih Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z} u odnosu
na operacije sabira�a i mno�e�a kompleksnih brojeva. Dokazati da svaki ideal tog
prstena razliqit od {0} sadr�i neki nenula ceo broj.

Rexe�e. Neka je I 6= {0} neki ideal prstena Z[i]. Tada postoji element z 6= 0 koji se
nalazi u I. �egov kompeksni konjugat z svakako ne mora biti u I, ali se nalazi u Z[i],
pa iz qi�enice da je I ideal sledi zz = |z|2 ∈ I. Poxto su i realni i imaginarni deo
od z celi brojevi, dobijamo da je |z|2 6= 0 jedan ceo broj koji se nalazi u I.
�

Koliqniqki prsten

Neka je I ideal prstena R. Na skupu R/I = {a + I | a ∈ R} svih levih koseta de-
finixemo operacije sabira�a i mno�e�a sa:
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� (a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I

� (a+ I) · (b+ I) = ab+ I, a, b ∈ R.

Uz ovako definisane operacije R/I je komutativni prsten sa jedinicom koji se naziva
koliqniqki prsten prstena R po idealu I.

Primetimo da je u prstenu R/I neutral za operaciju sabira�a I, a za operaciju
mno�e�a 1 + I.

Sliqno kao i kod grupa, veoma primen	iv metod odre�iva�a koliqniqkog prstena
je korix�e�e Prve teoreme o izomorfizmu.

Teorema 5.10 (Prva teorema o izomorfizmu prstena). Neka je f : R → S homomor-
fizam prstena. Tada je ker f jedan ideal prstena R i va�i

R/ ker f ∼= im f.

Od interesa �e nam biti dve klase ideala opisane narednim definicijama.

Definicija 5.11. Ideal I prstena R je prost ako za sve a, b ∈ R iz ab ∈ I sledi
a ∈ I ili b ∈ I.

Definicija 5.12. Ideal I prstena R je maksimalan ako nije sadr�an ni u jednom
pravom1 idealu od R.

U vezi prostih ideala, znaqajan �e nam biti pojam domena koji je opisan u narednoj
definiciji.

Definicija 5.13. Prsten R je domen ako u �emu nema pravih delite	a nule tj. ako
za sve a, b ∈ R iz ab = 0 sledi a = 0 ili b = 0.

Primer 5.14. Posmatrajmo po	e F i pretpostavimo da za neke a, b ∈ F va�i ab = 0.
Ako je a 6= 0 onda u F postoji inverz a−1 za a, pa dobijamo

a−1ab = a−1 · 0 −→ b = 0.

Zak	uqujemo da u po	u nema pravih delite	a nule, pa je svako po	e domen.
�

Primetimo da direktno na osnovu Definicija 5.11 i 5.12 nije bax jednostavno
ispitati da li je neki ideal prost/maksimalan. Posao nam znatno mo�e olakxati
naredno tvr�e�e.

Tvr�e�e 5.15.

� Ideal I prstena R je prost ako i samo ako je koliqniqki prsten R/I domen.

� Ideal I prstena R je maksimalan ako i samo ako je koliqniqki prsten R/I po	e.

Poxto je svako po	e domen, odmah imamo narednu posledicu.

1pravi ideal prstena R je svaki ideal tog prstena razliqit od {0} i R
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Posledica. Svaki maksimalan ideal je prost.

Zadatak 62. Posmatrajmo prsten R =

{[
a b
0 a

]
| a, b ∈ Q

}
u odnosu na mno�e�e i

sabira�e matrica.

a) Dokazati da je podskup J =

{[
0 b
0 0

]
| b ∈ Q

}
ideal prstena R.

b) Dokazati da je R/J ∼= Q.

Rexe�e. Za proizvo	ne matrice

[
0 b1
0 0

]
i

[
0 b2
0 0

]
iz J i

[
α β
0 α

]
iz R va�i

[
0 b1
0 0

]
+

[
0 b2
0 0

]
=

[
0 b1 + b2
0 0

]
∈ J[

α β
0 α

] [
0 b1
0 0

]
=

[
0 αb1
0 0

]
∈ J.

Odatle zak	uqujemo da je J ideal prstena R.
b) Posmatrajmo preslikava�e φ : R→ Q definisano sa

φ

([
a b
0 a

])
= a,

[
a b
0 a

]
∈ R.

Ovo preslikava�e je oqigledno na. Tako�e, za proizvo	ne matrice

[
a b
0 a

]
i

[
c d
0 c

]
iz

R va�i

φ

([
a b
0 a

]
+

[
c d
0 c

])
= φ

([
a+ c b+ d

0 a+ c

])
= a+ c = φ

([
a b
0 a

])
+ φ

([
c d
0 c

])
φ

([
a b
0 a

] [
c d
0 c

])
= φ

([
ac ad+ bc
0 ac

])
= ac = φ

([
a b
0 a

])
φ

([
c d
0 c

])
φ

([
1 0
0 1

])
= 1.

Odatle zak	uqujemo da je φ homomorfizam prstena.

Iz Prve teoreme o izomorfizmu onda sledi

R/ kerφ ∼= Q.
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Odredimo jox kerφ:

kerφ =

{[
a b
0 a

]
∈ R | φ

([
a b
0 a

])
= 0

}
=

{[
a b
0 a

]
∈ R | a = 0

}
=

{[
0 b
0 0

]
| b ∈ Q

}
= J.

Dakle, dobijamo tra�eno R/J ∼= Q.
�

Zadatak 63. Neka je S prsten realnih funkcija realne promen	ive u odnosu na
operacije sabira�a i mno�e�a taqku po taqku i I = {f ∈ S | f(0) = 0} jedan podskup
od S.
a) Pokazati da je I ideal prstena S
b) Ispitati da li je ideal I prost/maksimalan.

Rexe�e. a) Uoqimo proizvo	ne funkcije f, g ∈ I. Tada je f(0) = g(0) = 0. Odatle
sledi

(f + g)(0) = f(0) + g(0) = 0 + 0 = 0,

pa dobijamo da je f + g ∈ I. Sliqno, za proizvo	nu funkciju α ∈ S imamo

(αf)(0) = α(0)f(0) = α(0) · 0 = 0,

pa je αf ∈ I. Time je pokazano da je I ideal prstena S.
b) Posmatrajmo preslikava�e φ : S → R definisano sa

φ(f) = f(0), f ∈ S.

Kako za proizvo	ne funkcije f, g ∈ S va�i

φ(f + g) = (f + g)(0) = f(0) + g(0) = φ(f) + φ(g)

φ(fg) = (fg)(0) = f(0)g(0) = φ(f)φ(g)

φ(1) = 1(0) = 1,

imamo da je φ homomorfizam prstena. Taj homomorfizam je oqigledno surjektivan, pa
na osnovu Prve teoreme o izomorfizmu sledi

S/ kerφ ∼= R.

Poxto je po definiciji

kerφ = {f ∈ S | φ(f) = 0}
= {f ∈ S | f(0) = 0}
= I,
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dobijamo

S/I ∼= R.

Dakle, koliqniqki prsten S/I je po	e, pa zak	uqujemo da je ideal I maksimalan, a
time i prost.
�

Zbir i proizvod ideala

Neka su I i J dva ideala prstena R. Tada definixemo �ihov zbir i proizvod re-
dom sa

I + J = {a+ b | a ∈ I, b ∈ J}

IJ =

{
n∑
i=1

aibi | ai ∈ I, bi ∈ J, n ∈ N

}
.

Va�i da je zbir i proizvod dva ideala prstena R tako�e jedan ideal tog prstena.
Primetimo i da je I, J ⊆ I + J , kao i IJ ⊆ I, J . Zbog toga va�i I ∪ J ⊆ I + J i
IJ ⊆ I ∩ J .

Primer 5.16. Za glavne ideale 〈6〉 i 〈9〉 prstena celih brojeva Z va�i

〈6〉+ 〈9〉 = {6x+ 9y | x, y ∈ Z} = {3 (2x+ 3y)︸ ︷︷ ︸
∈Z

| x, y ∈ Z} = 〈3〉

〈6〉〈9〉 = {6x1 · 9y1 + 6x2 · 9y2 + · · ·+ 6xn · 9yn | xi, yi ∈ Z, n ∈ N}
= {54(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn︸ ︷︷ ︸

∈Z

) | xi, yi ∈ Z, n ∈ N}

= 〈54〉.

�

Definicija 5.17. Za dva ideala I i J prstena R ka�emo da su uzajamno prosti ako
je I + J = R.

Zadatak 64. Neka je I i J dva uzajamno prosta ideala prstena R. Dokazati da je tada
IJ = I ∩ J .

Rexe�e. Kako je uvek ispu�eno IJ ⊆ I ∩ J , sve xto treba da doka�emo je va�e�e
obrnute inkluzije. U tu svrhu uoqimo proizvo	no α ∈ I ∩ J . Tada je α ∈ I i α ∈ J . Iz
qi�enice da su ideali I i J uzajamno prosti sledi da je I + J = R, pa, specijalno,
postoje elementi x ∈ I i y ∈ J takvi da je x+ y = 1. Onda imamo

α = α · 1 = αx+ αy = xα+ αy.

Sa jedne strane, imamo da je x ∈ I i α ∈ J , a sa druge da je α ∈ I i y ∈ J , xto pokazuje
da α ∈ IJ . Na taj naqin dobijamo tra�enu obratnu inkluziju i zavrxavamo zadatak.
�
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Primer 5.18. Neka su I i J dva maksimalna ideala prstena R. Poxto je

I ⊆ I + J,

iz maksimalnosti ideala I sledi I + J = R. Dakle, svaka dva maksimalna ideala su
uzajamno prosta.

Na primer, ako su p i q dva razliqita prosta broja, onda su glavni ideali 〈p〉
i 〈q〉 prstena Z uzajamno prosti, jer su maksimalni (�ihova maksimalnost sledi iz
qi�enice da su koliqniqki prsteni Z/〈p〉 i Z/〈q〉 izomorfni konaqnim po	ima sa p,
odnosno q elemenata).
�

Zadatak 65. Neka su I i J dva uzajamno prosta ideala prstena R. Dokazati da je tada

R/(IJ) ∼= R/I ×R/J.

Rexe�e. Posmatrajmo preslikava�e φ : R → R/I × R/J , definisano sa φ(x) =
(x+ I, x+ J), x ∈ R. Kako za proizvo	ne x, y ∈ R va�i

φ(x+ y) = ((x+ y) + I, (x+ y) + J)

= (x+ I + y + I, x+ J + y + J)

= (x+ I, x+ J) + (y + I, y + J)

= φ(x) + φ(y)

φ(xy) = ((xy) + I, (xy) + J)

= ((x+ I)(y + I), (x+ J)(y + J))

= (x+ I, x+ J)(y + I, y + J)

= φ(x)φ(y)

φ(1) = (1 + I, 1 + J),

zak	uqujemo da je φ homomorfizam prstena.

Poka�imo da je ovo preslikava�e surjektivno. Uoqimo proizvo	an element (x +
I, y + J) ∈ R/I × R/J . Poxto su ideali I i J uzajamno prosti, va�i I + J = R, pa
mo�emo pisati

x = xi + xj

y = yi + yj

za neke xi, yi ∈ I i xj , yj ∈ J . Onda je x+I = (xi+xj)+I = xj+I i y+J = (yi+yj)+J =
yi + J . Za element xj + yi ∈ R da	e va�i

φ(xj + yi) = ((xj + yi) + I, (xj + yi) + J) = (xj + I, yi + J) = (x+ I, y + J),

qime smo pokazali surjektivnost homomorfizma φ.
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Odredimo jox �egovo jezgro. Po definiciji je

kerφ = {x ∈ R | φ(x) = (I, J)}
= {x ∈ R | (x+ I, x+ J) = (I, J)}
= {x ∈ R | x+ I = I, x+ J = J}
= {x ∈ R | x ∈ I, x ∈ J}
= I ∩ J.

Kako su ideali I i J uzajamno prosti, va�i I ∩J = IJ , pa na osnovu Prve teoreme
o izomorfizmu dobijamo tra�eno

R/(IJ) ∼= R/I ×R/J.

�

5.5 Euklidski domeni

Definicija 5.19. Domen D je euklidski ako postoji funkcija N : D\{0} → N takva
za svako a ∈ D i b ∈ D \ {0} postoje q i r iz D za koje va�i

a = bq + r, pri qemu je r = 0 ili N(r) < N(b).

Funkcija N se naziva euklidska norma na D.

Iz prethodne definicije vidimo da su euklidski domeni oni u kojima se mo�e
izvrxiti de	e�e sa ostatkom. Onda je u tim domenima mogu�e sprovesti i Euklidov
algoritam da se odrediti NZD dva elementa2, pa otuda i �ihov naziv.

Primer 5.20. Prsten celih brojeva Z je euklidski domen, jer je na �emu euklidska
norma funkcija apsolutne vrednosti (celog) broja.
�

Primer 5.21. Prsten polinoma sa jednom neodre�enom F [X] nad proizvo	nim po	em
F je euklidski domen. Euklidska norma na �emu je funkcija deg koja svakom polinomu
dode	uje �egov stepen.

Naglasimo jox i da je prethodno ne mora da va�i ako F nije po	e. Npr, kako je

X2 + 1 =
1

2
X · (2X) + 1,

imamo da u prstenu Z[X] ne mo�emo podeliti polinome X2 + 1 i 2X sa ostatkom
(koliqnik 1

2X ne pripada Z[X]).
�

Primer 5.22. Prsten Gausovih celih Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z} u odnosu sa sabira�e
i mno�e�e kompleksnih brojeva je euklidski domen. Euklidska norma na �emu je
definisana sa N(a+ bi) = a2 + b2, a, b ∈ Z.
�

2NZD dva elemenata mo�e postojati u domenima koji nisu euklidski, ali ga je u tom sluqaju mnogo

te�e odrediti u praksi.
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Primer 5.23. Oznaqimo ω = e
2πi
3 = 1

2 + i
√
3
2 . Prsten Ajzenxtajnovih celih Z[ω] =

{a+ bω | a, b ∈ Z} u odnosu sa sabira�e i mno�e�e kompleksnih brojeva je euklidski
domen. Euklidska norma na �emu je definisana sa N(a+ bi) = a2 − ab+ b2, a, b ∈ Z.
�

Zadatak 66. Pokazati da je koliqniqki prsten Z[X,Y ]/〈2, X〉 jedan euklidski domen.

Rexe�e. Posmatrajmo preslikava�e ψ : Z[X,Y ]→ Z2[Y ] definisano sa

ψ(f(X,Y )) = f(0, Y ) (mod 2), f(X,Y ) ∈ R[X,Y ],

gde je (mod 2) oznaka za uzima�e ostatka pri de	e�u sa 2 svih koeficijenata odgo-
varaju�eg polinoma.

Definisano preslikava�e je na, poxto za svako g(Y ) ∈ Z2[Y ] mo�emo definisa-
ti f(X,Y ) ∈ Z[X,Y ] sa f(X,Y ) = g(Y ) i onda je ψ(f(X,Y )) = f(0, Y ) (mod 2) =
g(Y ) (mod 2) = g(Y ).

Poka�imo da je ψ homomorfizam prstena. Za proizvo	ne f1(X,Y ) i f2(X,Y ) iz
Z[X,Y ] va�i

ψ((f1 + f2)(X,Y )) = (f1 + f2)(0, Y ) (mod 2)

= (f1(0, Y ) + f2(0, Y )) (mod 2)

= f1(0, Y ) (mod 2) +2 f2(0, Y ) (mod 2)

= ψ(f1(X,Y )) +2 ψ(f2(X,Y ))

ψ((f1f2)(X,Y )) = (f1f2)(0, Y ) (mod 2)

= (f1(0, Y ) · f2(0, Y )) (mod 2)

= f1(0, Y ) (mod 2) ·2 f2(0, Y ) (mod 2)

= ψ(f1(X,Y )) ·2 ψ(f2(X,Y ))

ψ(1(X,Y )) = 1(0, Y ) (mod 2) = 1(Y ).

Zak	uqujemo da ψ jeste homomorfizam prstena. Odredimo jox �egovo jezgro. Va�i:

kerψ = {f(X,Y ) | ψ(f(X,Y )) = 0(Y )}
= {f(X,Y ) | f(0, Y ) (mod 2) = 0(Y )}
= {f(X,Y ) | 2|f(X,Y ) ili f(0, Y ) = 0 za sve Y }
= {f(X,Y ) | 2|f(X,Y ) ili X|f(X,Y )}
= 〈2, X〉.

Iz Prve teoreme o izomorfizmu prstena onda sledi

Z[X,Y ]/〈2, X〉 ∼= Z2[Y ].

Primetimo da je konaqni prsten Z2 jedno po	e, zbog toga xto je 2 prost broj.
Zbog toga je Z2[Y ] euklidski domen, kao prsten polinoma nad po	em. Prema tome,
posmatrani koliqiniqki prsten je izomorfizan euklidskom domenu, pa je i sam takav.
�
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Definicija 5.24. Element x prstena R je invertibilan ili jediniqni ako postoji
�egov multiplikativni inverz x−1.

Tvr�e�e 5.25. Skup svih invertibilnih elemenata prstena R qini jednu grupu u
odnosu na mno�e�e u prstenu R. Ta grupa se oznaqava sa R× i naziva se grupa jedinica
ili grupa invertibilnih elemenata prstena R.

Primer 5.26. Posmatrajmo konaqni prsten (Zn,+n, ·n). Invertibilni elementi u
�emu su upravo oni brojevi iz skupa {0, 1, 2, . . . , n− 1} za koje postoji inverz u odnosu
na operaciju mno�e�a po modulu n. Iz teorije grupa znamo da su to upravo elementi
Ojlerove grupe Φ(n). Prema tome, va�i Z×n = Φ(n).
�

Zadatak 67. Odrediti sve invertibilne elemente u prstenu Gausovih celih Z[i].

Rexe�e. Poka�imo prvo da je element z ∈ Z[i] invertibilan ako i samo ako je N(z) =
1. U tu svrhu primetimo da euklidska norma na Z[i], poxto nije nixta drugo do
kvadrat modula kompleksnog broja, ima osobinu multiplikativnosti:

N(z1z2) = N(z1)N(z2) za sve z1, z2 ∈ Z[i].

Sa jedne strane imamo da za invertibilan z ∈ Z[i] postoji z′ ∈ Z[i] takvo da je
zz′ = 1. Odatle je N(zz′) = N(z)N(z′) = N(1) = 1. Kako je norma po definiciji
prirodan broj, iz dobijene jednakosti N(z)N(z′) = 1 sledi tra�eno N(z) = 1.

Sa druge strane, ako je N(z) = 1, ponovo iskoristivxi qi�enicu da je euklidska
norma na Z[i] kvadrat modula kompleksnog broja, dobijamo da va�i zz = 1. To upravo
znaqi da je z−1 = z, pa je z invertibilan.

Iz prethodno ura�enog zak	uqujemo da nam preostaje samo jox da prona�emo sve
elemente norme 1 u Z[i]. To je ekvivalentno sa pronala�e�em svih celobrojnih rexe�a
(a, b) jednaqine a2 + b2 = 1. Lako vidimo da su ta rexe�a su (±1, 0) i (0,±1), qime
dobijamo Z[i]× = {1,−1, i,−i}.
�

Zadatak 68. Odrediti NZD(11 + 7i, 18− i) u prstenu Gausovih celih Z[i].

Rexe�e. Sprovodimo Euklidov algoritam vrxe�i uzastopna de	e�a sa ostatkom
sliqno kao i u klasiqnom sluqaju nad Z. Pri tome se algoritam zavrxava kada stig-
nemo ili do ostatka jednakog nuli ili do ostatka koji je neki invertibilni element
(dakle neki od elemenata ±1,±i na osnovu prethodnog zadatka).

Pre nego xto poqemo prvo de	e�e, moramo da znamo koji je element ve�i da bismo
�ega podelili ma�im elementom. To odre�ujemo na osnovu normi

N(11 + 7i) = 112 + 72 = 121 + 49 = 170

N(18− i) = 182 + 12 = 324 + 1 = 325,

pa je za naxe potrebe element 18 − i ve�i. Sada svakako mo�emo podeliti 18 − i sa
11 + 7i u C:

18− i
11 + 7i

=
(18− i)(11− 7i)

170
=

191− 137i

170
=

191

170
− 137

170
i.
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Za koliqnik u Z[i] biramo onaj element koji je najbli�i broju 191
170 −

137
170 i. Pri tome

je xta taqno znaqi "najbli�i" odre�eno upravo euklidskom normom. U prstenu Gau-
sovih celih koji posmatramo norma je kvadrat (uobiqajenog) euklidskog rastoja�a u
C, pa �e se pojam najbli�eg poklapati sa naxom intuitivnom predstavom. To znaqi
da �e koliqnik u Z[i] biti element qiji je realni deo najbli�i ceo broj broju 191

170 , a
imaginarni deo broju −137

170 . Dobijamo da je tra�eni koliqnik 1 − i. Onda je ostatak
jednak

18− i− (11 + 7i)(1− i) = 18− i− 11 + 11i− 7i− 7 = 3i.

Dakle, uspeli smo da podelimo sa ostatkom u Z[i]:

18− i = (11 + 7i)(1− i) + 3i.

Kako nismo dobili ostatak 0, niti norme 1, postupak nastav	amo za 11 + 7i i 3i.
Imamo:

11 + 7i

3i
=

11

3i
+

7

3
=

7

3
− 11

3
i.

Najbli�i ceo broj broju 7
3 je 2, a broju −11

3 je −4, pa je koliqnik u Z[i] jednak 2− 4i.
Ostatak je onda

11 + 7i− 3i(2− 4i) = 11 + 7i− 6i− 12 = −1 + i.

Ponovo nismo dobili ostatak 0, niti norme 1, pa postupak nastav	amo za 3i i −1 + i.
Dobijamo:

3i

−1 + i
=

3i(−1− i)
2

=
3

2
− 3

2
i.

Sada smo u situaciji da postoje dva podjednako uda	ena cela broja broju 3
2 , a to su 1

i 2. Mo�emo se odluqiti za bilo koji od �ih. Sliqno i za −3
2 mo�emo odabrati bilo

koji od brojeva −1 i −2. Odaberimo zato za koliqnik element 1− i. Ostatak je onda

3i− (−1 + i)(1− i) = 3i+ 1− i− i− 1 = i.

Primetimo da je sada norma ostatka jednaka 1, xto zavrxava nax postupak, uz za-
k	uqak

NZD(11 + 7i, 18− i) = i.

Poxto smo dobili da je �ihov NZD norme 1, za elemente 11+7i i 18−i mo�emo kazati
i da su uzajamno prosti.
�

5.6 Glavnoidealski i domeni sa jedinstvenom faktorizacijom

Definicija 5.27. Domen D je glavnoidealski ako je svaki ideal u �emu glavni tj.
generisan samo jednim elementom.

Jednu veliku klasu glavnoidealskih domena smo ve� videli, poxto va�i slede�e
tvr�e�e.

Tvr�e�e 5.28. Svaki euklidski domen je glavnoidealski.
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Primer 5.29. Jedan primer glavnoidealskog domena koji nije euklidski je prsten

Z
[
1+
√
−19
2

]
=
{
a+ b1+

√
−19
2 | a, b ∈ Z

}
u odnosu na sabira�e mno�e�e kompleksnih

brojeva. Pokazati da to zaista va�i je malo te�e.
�

Primer 5.30. U Zadatku 59 smo pronaxli ideal prstena Z[X] koji nije glavni. Zato
Z[X] nije glavnoidealski domen.
�

Primer 5.31. Neka je F po	e. Tada domen F [X,Y ] nije glavnoidealski, poxto u
�emu ideal 〈X,Y 〉 nije glavni.
�

Zadatak 69. Neka je D glavnoidealski domen i I1, I2, . . . ideali u D takvi da je
I1 ⊆ I2 ⊆ . . . . Dokazati da postoji n ∈ N takvo da je In = In+1 = . . . .

Rexe�e. Oznaqimo I =
⋃∞
n=1 In i doka�imo da je I jedan ideal prstena D.

Uoqimo proizvo	ne x, y ∈ I. Tada postoje m,n ∈ N takvi da x ∈ Im i y ∈ In. Poxto
je I1 ⊆ I2 ⊆ . . . , sledi da x, y ∈ Is za s = max{m,n}. Kako je Is ideal prstena D,
dobijamo da x+ y ∈ Is, a stoga i x+ y ∈ I. Sliqno, za proizvo	no α ∈ D, poxto je Im
ideal prstena D, sledi da αx ∈ Im. Zbog toga i αx ∈ I.

Time je pokazano da je I ideal prstena D. Kako je D glavnoidealski domen, sledi
da je I = 〈a〉 za neko a ∈ I. Oznaqimo sa n najma�i prirodan broj n takav da a ∈ In
(taj broj postoji iz definicije ideala I i qi�enice da je I1 ⊆ I2 ⊆ . . . ). Tada imamo
da za sve k ≥ n va�i Ik = In = I, xto zavrxava zadatak.
�

Definicija 5.32. Za element x prstena R ka�emo da deli element y ∈ R i pixemo
x|y ako postoji t ∈ R takav da je y = tx.

Definicija 5.33. Nenula, neinvertibilni element p prstena R je prost ako za
svako a, b ∈ R iz uslova p|ab sledi p|a ili p|b.

Definicija 5.34. Nenula, neinvertibilni element x prstena R je nerastav	iv ako
za sve a, b ∈ R takve da je x = ab va�i a ∈ R× ili b ∈ R×.

Zadatak 70. Neka je D domen. Dokazati da je svaki prost element u D nerastav	iv.

Rexe�e. Neka je p ∈ D proizvo	an prost element i pretpostavimo da je p = ab za
neke a, b ∈ D. Tada, specijalno p|ab, pa kako je p prost, imamo p|a ili p|b. Bez uma�e�a
opxtosti mo�emo pretpostaviti da p|a. Time dobijamo da va�i a = pt za neko t ∈ D.
Poqetna jednakost p = ab onda postaje

p = ptb tj. p(tb− 1) = 0.

Kako je D domen i p 6= 0 zak	uqujemo da va�i tb − 1 = 0 tj. tb = 1. Dobijeno upravo
pokazuje da je b invertibilan element. Dakle, iz pretpostavke p = ab smo dobili
b ∈ D×. Po definiciji to znaqi bax da je element p nerastav	iv.
�
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Definicija 5.35. DomenD je sa jedinstvenom faktorizacijom ako se svaki element
iz D mo�e na jedinstven naqin zapisati kao proizvod prostih elemenata iz D, do na
�ihov raspored i umno�ak invertibilnim elementima.

Sliqno kao i za glavnoidealske domene, ve� nam je poznata i velika klasa domena
sa jedinstvenom faktorizacijom, poxto va�i slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e 5.36. Svaki glavnoidealski domen je domen sa jedinstvenom faktorizaci-
jom.

Primer 5.37. Kao xto smo ve� videli u Primeru 5.31, prsten polinoma F [X,Y ]
sa dve neodre�ene nad po	em F nije glavnoidealski domen. Me�utim, to jeste jedan
domen sa jedinstvenom faktorizacijom, xto je posledica opxtijeg tvr�e�a po kome je
prsten polinoma D[X] nad domenom sa jedinstvenom faktorizacijom D i sam domen
sa jedinstvenom faktorizacijom. Naime, F [X,Y ] mo�emo videti kao prsten polinoma
nad F [X], za koga znamo da euklidski, a time i domen sa jedinstvenom faktorizacijom.
�

Primer 5.38. Domen Z
[√
−5
]

=
{
a+ b

√
−5 | a, b ∈ Z

}
u odnosu na sabira�e mno�e�e

kompleksnih brojeva nije sa jedinstvenom faktorizacijom. Jedan primer vixeznaqne
faktorizacije u tom prstenu je

6 = 2 · 3 i 6 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5).

�

Zadatak 71. Neka je D domen sa jedinstvenom faktorizacijom. Dokazati da je proi-
zvo	an element u D prost ako i samo ako je nerastav	iv.

Rexe�e. Iz Zadatka 70 znamo da je svaki prost element nerastav	iv (u svakom do-
menu), pa samo jox treba da doka�emo da u domenu sa jedinstvenom faktorizacijom
va�i i obrnuto.

Uoqimo proizvo	an nerastav	iv element x ∈ D i pretpostavimo da x|ab za neke
a, b ∈ D. Tada postoji element c ∈ D takav da je ab = cx. Iskoristimo qi�enicu da
je D domen sa jedinstvenom faktorizacijom da zapixemo elemente a, b i c u obliku
proizvoda prostih, a = a1a2 . . . am, b = b1b2 . . . bn i c = c1c2 . . . cr. Tako dobijamo

a1a2 . . . amb1b2 . . . bn = c1c2 . . . crx.

Nerastav	ivost elementa x i jedinstvenost prethodne faktorizacije onda povlaqe da
je x jednak nekom od ai ili bi, eventualno pomno�enom sa nekim elementom iz D×. To
znaqi da x|a ili x|b, qime je pokazano da je element x prost.
�

Zadatak 72. Neka je D glavnoidealski domen. Dokazati da je element a ∈ D nerasta-
v	iv ako i samo ako je glavni ideal 〈a〉 maksimalan.

Rexe�e. Neka je a ∈ D nerastav	iv. Pretpostavimo da ideal 〈a〉 nije maksimalan.
Tada postoji pravi ideal I u D takav da je 〈a〉 ⊆ I. Kako je domen D glavnoidealski
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va�i I = 〈b〉 za neko b ∈ D, pa imamo 〈a〉 ⊆ 〈b〉. Odatle je a ∈ 〈b〉, pa va�i a = bx za neko
x ∈ D. Nerastav	ivost elementa x onda povlaqi b ∈ D× ili x ∈ D×. U prvom sluqaju
je I = 〈b〉 = D, a drugom je I = 〈b〉 = 〈a〉, xto pokazuje da je ideal 〈a〉 maksimalan.

Pretpostavimo sada obratno, neka je glavni ideal 〈a〉 maksimalan i neka je a = bc
za neke b i c iz D, od kojih nijedan nije invertibilan. Tada je 〈a〉 ⊆ 〈b〉, pri qemu je 〈b〉
pravi ideal domena D, razliqit od 〈a〉. Dobijamo kontradikciju sa maksimalnox�u
ideala 〈a〉, pa sledi da barem jedan od elemenata b ili c mora biti invertibilan. To
upravo znaqi da je a nerastav	iv element.
�

Zadatak 73. Pokazati da je koliqniqki prsten Z3[X]/〈2X3 + X + 1〉 jedno po	e i
odrediti broj �egovih elemenata.

Rexe�e. Posmatrani koliqniqki prsten je po	e ako i samo ako je glavni ideal
〈2X3 + X + 1〉 maksimalan. Kako je Z3 po	e, va�i da je prsten Z3[X] euklidski, a
time i glavnoidealski domen. Iz prethodnog zadatka onda sledi da je glavni ideal
〈2X3 +X + 1〉 maksimalan ako i samo ako je polinom f(X) = 2X3 +X + 1 nerastav	iv
nad Z3. Ovde imamo jednu olakxavaju�u okolnost{ polinom f(X) je stepena (najvixe)
3, pa �e on biti nerastav	iv nad Z3 ako i samo ako nema nula nad Z3. To nije texko
da proverimo:

f(0) = 1, f(1) = 2 · 1 + 1 + 1 = 1, f(2) = 2 · 23 + 2 + 1 = 1.

Zak	uqujemo da je polinom f(X) nerastav	iv nad Z3, pa je koliqniqki prsten Z3[X]/〈2X3+
X + 1〉 jedno po	e.

Odredimo jox broj elemenata tog po	a. Po definiciji je

Z3[X]/〈2X3 +X + 1〉 = Z3[X]/〈f(X)〉 = {g(X) + 〈f(X)〉 | g(X) ∈ Z3[X]}
= {q(X)f(X) + r(X) + 〈f(X)〉 | q(X), r(X) ∈ Z3[X],deg r(X) < 3}
= {r(X) + 〈f(X)〉 | r(X) ∈ Z3[X],deg r(X) < 3}
=
{
a+ bX + cX2 + 〈f(X)〉 | a, b, c ∈ Z3

}
.

Zak	uqujemo da posmatrano po	e ima 3 · 3 · 3 = 27 elemenata. �

Zadatak 74. Odrediti sve elemente a ∈ Z3 za koje je koliqniqki prsten Z3[X]/〈X3 +
X2 + aX + 1〉 po	e.

Rexe�e. Posmatrani koliqniqki prsten je po	e ako i samo ako je glavni ideal
〈X3 +X2 +aX+ 1〉 maksimalan. Sliqno kao u prethodnom zadatku, to pita�e se svodi
na pita�e nerastav	ivosti polinoma f(X) = X3 + X2 + aX + 1 nad Z3. Poxto je
polinom f(X) stepena 3, i u ovom sluqaju je dovo	no da na�emo sve vrednosti a ∈ Z3

za koje taj polinom nema nula nad Z3. Imamo:

f(0) = 1 → ovo je u redu.

f(1) = 3 + a = a → ovo je razliqito od nule za a 6= 0.

f(2) = 8 + 4 + 2a+ 1 = 2a+ 1 → ovo je razliqito od nule za a 6= 1.

Zak	uqujemo da postoji samo jedna tra�ena vrednost i to je a = 2.
�
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6 Po	a

Definicija 6.1. Neka je F po	e, a 0 i 1 redom standardno redom oznaqeni aditivni,
odnosno multiplikativni neutrali tog po	a. Posmatrajmo niz elemenata po	a F

1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1, . . .

Ako se u ovom nizu ne pojav	uje 0, ka�e se da je F po	e karakteristike 0 i pixe se
charF = 0. U suprotonom, postoji najma�i prirodan broj n takav da je

1 + 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n puta

= 0.

U ovom sluqaju se ka�e da se F po	e karakteristike n i pixe se charF = n.

Primer 6.2. Po	a racionalnih brojeva Q, realnih brojeva R i kompleksnih brojeva
C su karakteristike 0.
�

Primer 6.3. Neka je p prost broj. Konaqno po	e (Zp,+p, ·p) koga �emo kra�e oznaqa-
vati sa Fp je karakteristike p. Generalno, svako konaqno po	e ima karakteristiku
> 0.
�

Primer 6.4. Jedan primer beskonaqnog po	a nenula karakteristike je po	e racio-
nalnih funkcija Fp(X) nad konaqnim po	em Fp. Elementi tog po	a su sve funkcije

oblika f(X)
g(X) , f(X), g(X) ∈ Fp[X], g(X) 6= 0 i operacije sabira�a i mno�e�a su defi-

nisane sa

f1(X)

g1(X)
+
f2(X)

g2(X)
=
f1(X)g2(X) + f2(X)g1(X)

g1(X)g2(X)

f1(X)

g1(X)
· f2(X)

g2(X)
=
f1(X)f2(X)

g1(X)g2(X)
,
f1(X)

g1(X)
,
f2(X)

g2(X)
∈ Fp(X).

Karakteristika ovog po	a jednaka je karakteristiki po	a Fp{ dakle p.
�

Zadatak 75. Neka je F po	e takvo da je charF > 0. Dokazati da postoji prost broj p
takav da je charF = p.

Rexe�e. Neka je charF = n. Iz pretpostavke imamo da je n > 0 i ono xto �emo
pokazati je da prirodan broj n prost. Pretpostavimo suprotno, neka je broj n slo�en.
Tada postoje prirodni brojevi 1 < m, k < n takvi da je n = mk. Poxto je charF = n,
iz definicije karakteristike po	a imamo da je

1 + 1 + 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n puta

= 0.

Zbog n = mk tu jednakost mo�emo zapisati i kao

(1 + 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m puta

) · (1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k puta

) = 0.
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Kako je u po	u proizvod dva elementa jednak nuli ako i samo ako je barem jedan od
�ih jednak nuli, iz posled�e jednakosti sledi da je

1 + 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m puta

= 0 ili 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k puta

= 0.

Pozivaju�i se ponovo na definiciju karakteristike po	a, posled�a disjunkcija im-
plicira da je charF ≤ m ili charF ≤ k. Poxto je m, k < n obe mogu�nosti su u
kontradikciji sa qi�enicom da je charF = n. Dobijena kontradikcija pokazuje da je
nemogu�e da je broj n slo�en, pa n mora biti prost, qime je zadatak zavrxen.
�

Definicija 6.5. Neka suK i F dva po	a. Preslikava�e ϕ : K → F je homomorfizam
(po	a) ako je ispu�eno:

� ϕ(0) = 0 i ϕ(1) = 1

� ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) za sve x, y ∈ K

� ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y) za sve x, y ∈ K.

Potpuno analogno kao u teoriji grupa i prstena, za injektivni homomorfizam
po	a se ka�e da je monomorfizam ili utapa�e, surjektivni homomorfizam je epi-

morfizam, dok se bijektivni homomorfizam naziva izomorfizmom.

Zadatak 76. Neka je ϕ : K → F homomorfizam po	a. Dokazati da je ϕ injektivno
preslikava�e. Drugim reqima, svi homomorfizmi po	a su utapa�a.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je ϕ : K → F homomorfizam po	a koji nije
injektivan. Tada postoje razliqiti elementi x, y ∈ K takvi da je ϕ(x) = ϕ(y). Onda
je i ϕ(x)− ϕ(y) = 0, pa koriste�i qi�enicu da je ϕ homomorfizam dobijamo da va�i
ϕ(x− y) = 0.

Sa druge strane, kako je x 6= y, to je i x − y 6= 0, pa postoji (x − y)−1. Ponovo
koriste�i qi�enicu da je ϕ homomorfizam dobijamo

1 = ϕ(1) = ϕ
(
(x− y)(x− y)−1

)
= ϕ(x− y)ϕ

(
(x− y)−1

)
Iz ve� uspostav	enog ϕ(x− y) = 0 onda sledi da je

1 = 0 · ϕ
(
(x− y)−1

)
= 0.

Dakle, dobijamo da je 0 = 1 u po	u F , xto je kontradikcija, qime je zadatak zavrxen.

Ukoliko postoji barem jedan izomorfizam ϕ : K → F za po	a K i F se ka�e
da su izomorfna, xto se oznaqava sa K ∼= F . Izomorfizam ϕ : K → K se naziva
automorfizmom po	a K. Skup svih automorfizama nekog po	a K je grupa u odnosu
na operaciju kompozicije preslikava�a, koju oznaqavamo sa Aut(K).
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Zadatak 77. Neka su K i F dva po	a takva da Q ⊆ K,F i f : K → F homomorfizam.
Dokazati da je f

∣∣
Q identiqko preslikava�e na Q.

Rexe�e. Prvo je svakako, poxto je f homomorfizam po	a, ispu�eno f(0) = 0 i
f(1) = 1. Za svako n ∈ N imamo onda

f(n) = f(1 + 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n puta

)

= f(1) + f(1) + f(1) + · · ·+ f(1)︸ ︷︷ ︸
n puta

, jer je f homomorfizam

= 1 + 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n puta

= n.

Ako je n < 0 ceo broj, onda je −n prirodan broj, pa je

f(n) = f(−(−n))

= −f(−n), jer je f homomorfizam

= −(−n)

= n.

Dakle, dobili smo da je za sve cele brojeve n ispu�eno f(n) = n.
Neka je sada n ceo broj razliqit od nule. Iz raquna

1 = f(1) = f

(
n · 1

n

)
= f(n) · f

(
1

n

)
, jer je f homomorfizam

= nf

(
1

n

)
sledi da je f

(
1
n

)
= 1

n . Konaqno, za proizvo	an racionalan broj x postoje celi brojevi
m i n 6= 0 takvi da je x = m

n . Onda je

f(x) = f
(m
n

)
= f(m) · f

(
1

n

)
, jer je f homomorfizam

= m · 1

n
= x.

Zak	uqujemo da je f(x) = x za sve x ∈ Q, xto znaqi da je f
∣∣
Q identiqko preslikava�e.

�

Posledica. Neka je K po	e takvo da Q ⊆ K i f ∈ AutK. Tada je f
∣∣
Q = idQ. Speci-

jalno, AutQ = {idQ}.
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Zadatak 78. Pokazati da je AutR = {idR}.

Rexe�e. Neka je f ∈ AutR proizvo	an automorfizam. Na osnovu prethodne Posle-
dice direktno sledi da je f

∣∣
Q = idQ. Poka�imo da funkcija f poseduje i naredne dve

znaqajne osobine:⊙
f je monotono rastu�a

Neka su x < y proizvo	ni realni brojevi. Tada postoji t > 0 takvo da je y = x + t2,
odakle je

f(y) = f(x+ t2)

= f(x) + f(t2)

= f(x) + f(t)2

> f(x) (f(t) 6= 0, jer je f(0) = 0 i f bijekcija)⊙
f je neprekidna (na celom R)

Neka su x0 ∈ R i ε > 0 proizvo	ni. Postoji prirodan broj n takav da je 1
n < ε. Za

svaki realan broj x koji ispu�ava uslov |x− x0| < 1
n onda va�i:

− 1

n
< x− x0 <

1

n

f

(
− 1

n

)
< f(x− x0) < f

(
1

n

)
, jer je f rastu�a

− 1

n
< f(x)− f(x0) <

1

n
, jer je f

∣∣
Q = idQ

−ε < f(x)− f(x0) < ε

|f(x)− f(x0)| < ε.

Da sumiramo, dobili smo

(∀ε > 0)(∃δ = 1/n > 0)(∀x ∈ R) |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε,

xto po definiciji znaqi neprekidnost funkcije f u taqki x0 ∈ R.

Konaqno, kako je f : R→ R neprekidna funkcija, jednaka identiqkom preslikava-
�u na svuda gustom skupu Q u R, sledi da je f = idR. Prema tome, AutR = {idR}.
�

Definicija 6.6. Za podskup F po	a K ka�e se da je potpo	e po	a K ako je ispu-
�eno:

� 0, 1 ∈ F

� za sve x, y ∈ F va�i da su x+ y i −x u skupu F

� za sve x, y ∈ F va�i da su x · y ∈ F i x−1 u skupu F .

Qi�enica da je F potpo	e po	a K oznaqava se sa F ≤ K.
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U situaciji kada je F potpo	e po	a K mnogo qex�e se koristi izraz da je K
raxire�e po	a F , xto se kratko oznaqava sa K/F . K	uqna za izuqava�e po	a �e nam
biti slede�a jednostavna osobina: Ako je K/F raxire�e po	a, onda je K vektorski
prostor nad F . Ova osobina omogu�ava da se dosta teorije po	a izrazi jednostavnim
jezikom linearne algebre.

Definicija 6.7. Stepen raxire�a po	aK nad po	em F se definixe kao dimenzija
za K posmatranog kao vektorski prostor nad F ,

[K : F ] = dimF K.

Prethodna definicija nam omogu�ava da uvedemo jednu jednostavnu klasifika-
ciju raxire�a po	a: za raxire�e K/F ka�emo da je konaqno (beskonaqno) ako je
stepen raxire�a [K : F ] konaqan (beskonaqan). Nada	e �emo se baviti samo konaqnim
raxire�ima po	a.

Primer 6.8. Raxire�e po	a R/Q je beskonaqno. Ovo sledi iz qi�enice da je R
neprebrojiv skup, a svaki konaqno dimenzioni vektorski prostor nad Q mora biti
prebrojiv. Iz istog razloga je i raxire�e C/Q beskonaqno.

Sa druge strane, poxto se svaki kompleksni broj mo�e na jedinstven naqin zapi-
sati u obliku x+ iy, gde su x, y ∈ R, imamo da je skup {1, i} jedna baza za C nad R. Zbog
toga je [C : R] = 2, pa je, specijalno, raxire�e C/R konaqno.
�

Primer 6.9. Neka je F konaqno po	e. Jasno je da je nemogu�e da to po	e bude karak-
teristike nula, pa postoji prost broj p takav da je charF = p. To znaqi da je

1 + 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p puta

= 0,

pa mo�emo uoqiti potpo	e {0, 1, 1+1, . . . , 1 + 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p−1 puta

} po	a F izomorfno po	u

Fp. Drugim reqima, po	e F mo�emo videti kao konaqno raxire�e po	a Fp. Ako je
stepen raxire�a [F : Fp] = n, poxto je |Fp| = p, sledi da je |F | = pn. Dakle, dobili
smo da konaqna po	a moraju imati broj elemenata jednak stepenu nekog prostog broja.
To naravno ne omogu�ava da odmah zak	uqimo da za svaki stepen nekog prostog broja
postoji po	e sa toliko elemenata. Me�utim, ono xto omogu�ava je da prepoznamo sve
prirodne brojeve n za koje ne postoji po	e sa n elemenata. Tako, na primer, ne postoji
po	e sa 6 elemenata, poxto broj 6 nije stepen nijednog prostog broja.
�

Posmatrajmo sada neko konaqno raxire�e po	aK/F i uoqimo proizvo	ni element
a ∈ K. Definixemo dva podskupa od K:

F [a] = {f(a) | f(X) ∈ F [X]}

F (a) =

{
f(a)

g(a)
| f(X), g(X) ∈ F [X], g(a) 6= 0

}
.

Va�i da je F [a] komutativni prsten sa jedinicom i F (a) po	e.
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Zadatak 79. Posmatrajmo domen celih Q[
√

2].

a) Pokazati da je Q[
√

2] = {a+ b
√

2 | a, b ∈ Q}.

b) Pokazati da je Q[
√

2] po	e.

v) Odrediti stepen raxire�a [Q[
√

2] : Q].

g) Odrediti grupu AutQ[
√

2].

Rexe�e. a) Po definiciji je Q[
√

2] =
{
f(
√

2) | f ∈ Q[X]
}
. Odatle je jasno da je

Q[
√

2] ⊇ {a+ b
√

2 | a, b ∈ Q},

pa je sve xto treba da poka�emo druga inkluzija. Uoqimo proizvo	no z ∈ Q[
√

2]. Tada
postoji polinom f(X) ∈ Q[X] takav da je z = f(

√
2). Kada raspixemo

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0, ai ∈ Q, an 6= 0

dobijamo da je
z = an(

√
2)n + an−1(

√
2)n−1 + · · ·+ a1(

√
2) + a0.

Grupixu�i qlanove sa parnim indeksima 0 ≤ i ≤ n, kao i one sa neparnim dobijamo

z = (a0 + 2a2 + 4a4 + . . . ) +
√

2(a1 + 2a3 + 4a5 + . . . ).

Kako su svi brojevi ai racionalni, takvi su i brojevi a0 + 2a2 + 4a4 + . . . i a1 + 2a3 +
4a5 + . . . , pa mo�emo zapisati

z = a+ b
√

2,

gde su a, b ∈ Q. Na taj naqin dobijamo da z ∈ {a + b
√

2 | a, b ∈ Q}, qime je pokazana i
inkluzija

Q[
√

2] ⊆ {a+ b
√

2 | a, b ∈ Q},

a time i zavrxen prvi deo.
b) Poxto znamo da je Q[

√
2] domen celih, da bi smo pokazati da je po	e, sve xto treba

da poka�emo je da za svako nenula z ∈ Q[
√

2] postoji multiplikativni inverz. Zbog
dela a) mo�emo proizvo	no z ∈ Q[

√
2], z 6= 0 zapisati u obliku z = a + b

√
2 za neke

a, b ∈ Q, a2 + b2 6= 0. Odatle je

z−1 =
1

a+ b
√

2

=
a− b

√
2

a2 − 2b2

=
a

a2 − 2b2
+

−b
a2 − 2b2

√
2

Poxto su brojevi a i b racionalni, takvi su i brojevi A = a
a2−2b2 i B = −b

a2−2b2 (i

naravno, a2 − 2b2 ne mo�e biti jednako nuli zbog a2 + b2 6= 0). Zak	uqujemo da je

z−1 = A+B
√

2, A,B ∈ Q,
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xto znaqi da z−1 ∈ Q[
√

2]. Time je pokazano da je Q[
√

2] po	e.
v) Iz dela a) imamo da skup {1,

√
2} generixe Q[

√
2] nad po	em Q. Ako poka�emo da

je taj skup linearno nezavisan nad Q, dobi�emo da qini jednu bazu za Q[
√

2] nad Q, pa
sledi da je [Q[

√
2] : Q] = 2.

Pretpostavimo da postoje racionalni brojevi c1 i c2 takvi da je

c1 + c2
√

2 = 0.

Ako je bilo koji od c1 i c2 jednak nuli, onda takav mora biti i drugi, pa mo�emo
smatrati da su ti brojevi razliqiti od nule. Tako dobijamo da je

√
2 = −c1

c2
∈ Q,

a to je kontradikcija. Dakle, mora biti c1 = c2 = 0, xto znaqi da je skup {1,
√

2}
linearno nezavisan nad Q. Odatle zak	uqujemo i tra�eno

[Q[
√

2] : Q] = 2.

g) Neka je f ∈ AutQ[
√

2] i z = a+ b
√

2 proizvo	an element po	a Q[
√

2]. Tada je

f(z) = f(a+ b
√

2)

= f(a) + f(b)f(
√

2).

Kako je f
∣∣
Q = idQ i a, b ∈ Q imamo da je f(a) = a i f(b) = b, pa ostaje

f(z) = a+ b · f(
√

2).

Iz posled�eg izraza mo�emo zak	uqiti da je automorfizam f u potpunosti odre�en
vrednox�u f(

√
2). Primetimo da je ispu�eno f(2) = 2, odakle sledi

2 = f(2)

= f
(
(
√

2)2
)

= f(
√

2)2.

Prema tome, za vrednost f(
√

2) imamo dve mogu�nosti:

f(
√

2) =
√

2 ili f(
√

2) = −
√

2.

Tim mogu�nostima su odre�ena i dva kandidata za elemente grupe AutQ[
√

2],

f1 : a+ b
√

2→ a+ b
√

2 i f2 : a+ b
√

2→ a− b
√

2. (14)

Preslikava�e f1 je jednako idQ[
√
2], pa svakako jeste automorfizam po	a Q[

√
2]. Za pre-

slikava�e f2 je oqigledno da je surjektivno. Tako�e, to preslikava�e je homomorfizam
zato xto za sve a+ b

√
2 i c+ d

√
2 iz Q[

√
2] va�i

f
(
(a+ b

√
2) + (c+ d

√
2)
)

= f
(
a+ c+ (b+ d)

√
2
)

= a+ c−
√

2(b+ d)

= a− b
√

2 + c− d
√

2

= f(a+ b
√

2) + f(c+ d
√

2)
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i

f
(
(a+ b

√
2)(c+ d

√
2)
)

= f
(
ac+ 2bd+ (ad+ bc)

√
2
)

= ac+ 2bd− (ad+ bc)
√

2

= (a− b
√

2)(c− d
√

2)

= f(a+ b
√

2) · f(c+ d
√

2).

Konaqno, zbog Zadatka 76 je onda f2 i injektivno, pa je automorfizam po	a Q[
√

2].
Zak	uqujemo da je

AutQ[
√

2] = {f1, f2},

gde su preslikava�a fi odre�ena formulama (14).
�

Definicija 6.10. Neka je K/F raxire�e po	a. Element a ∈ K se naziva algebar-
skim nad F ako anulira barem jedan polinom f(X) ∈ F [X]. U suprotnom se a naziva
transcendentnim.

Primer 6.11. Element
√

5 ∈ R je algebarski nadQ zato xto anulira polinomX2−5 ∈
Q[X]. Sliqno je i i ∈ C algebarski nad Q poxto anulira polinom X2 + 1 ∈ Q[X].

Primer 6.12. Realni brojevi e i π su transcendentni nad Q (ovo je malo te�e doka-
zati).

Zadatak 80. Neka je K/F raxire�e po	a i a ∈ K transcendentan element nad F .
Pokazati da tada F [a] nije po	e.

Rexe�e. Pretpostavimo suprotno, neka je F [a] po	e. Tada, specijalno, za element
a ∈ F [a] postoji multiplikativni inverz, a−1 = f(a), gde je f(X) ∈ F [X]. Odatle je
onda 1 = af(a), odnosno af(a) − 1 = 0. Dobijamo da a anulira polinom Xf(X) − 1 ∈
F [X], xto je kontradikcija sa qi�enicom da je a transcendentan nad po	em F . Dakle,
nemogu�e je da F [a] bude po	e.

Tvr�e�e 6.13. Neka je K/F raxire�e po	a i a ∈ K algebarski element nad F . Tada
postoji jedinstveni polinom µa,F (X) ∈ F [X] takav da je:

� µa,F (X) 6= 0

� µa,F (a) = 0

� µa,F (X) je moniqan i nesvod	iv nad po	em F .

Polinom µa,F (X) se naziva minimalnim polinomom elementa a nad po	em F .

Tvr�e�e 6.14. Neka je K/F raxire�e po	a a ∈ K algebarski element nad F , qiji
je minimalni polinom stepena n ∈ N. Tada je F [a] konaqno raxire�e po	a F stepena
n i {1, a, a2, . . . , an−1} je jedna baza za F [a] nad F .

Zadatak 81. Dokazati da je Q[ 3
√

2] po	e, odrediti stepena raxire�a
[
Q[ 3
√

2] : Q
]
,

na�i jednu bazu za Q[ 3
√

2] nad Q i grupu AutQ[ 3
√

2].
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Rexe�e. Primetimo da 3
√

2 anulira f(X) = X3 − 2 ∈ Q[X]. Zato je 3
√

2 algebarski
element nad Q, pa je Q[ 3

√
2] po	e. Dodatno, nule polinoma f(X) (nad po	em C) su 3

√
2,

ε 3
√

2 i ε2 3
√

2, gde je ε = e2πi/3. Zak	uqujemo da f(X) nema nula nad Q, pa je nesvod	iv
nad tim po	em (poxto je stepena ≤ 3). Taj polinom je i moniqan, pa predstav	a
minimalni polinom za 3

√
2 nad Q. Zato je[

Q[
3
√

2] : Q
]

= deg f(X) = 3

i {1, 3
√

2, 3
√

4} je jedna baza za Q[ 3
√

2] nad Q.
Neka je sada f ∈ AutQ[ 3

√
2] i z = a+ b 3

√
2 + c 3

√
4 proizvo	an element po	a Q[ 3

√
2].

Tada je

f(z) = f(a+ b
3
√

2 + c
3
√

4)

= f(a) + f(b)f(
3
√

2) + f(c)f(
3
√

4)

= f(a) + f(b)f(
3
√

2) + f(c)f(
3
√

2)2.

Kako je f
∣∣
Q = idQ i a, b, c ∈ Q imamo da je f(a) = a, f(b) = b i f(c) = c, pa ostaje

f(z) = a+ b · f(
3
√

2) + c · f(
3
√

2)2.

Iz posled�eg izraza mo�emo zak	uqiti da je automorfizam f u potpunosti odre�en
vrednox�u f( 3

√
2). Primetimo da je ispu�eno f(2) = 2, odakle sledi

2 = f(2)

= f
(
(

3
√

2)3
)

= f(
3
√

2)3.

Prema tome, za vrednost f( 3
√

2) imamo tri mogu�nosti:

f(
3
√

2) =
3
√

2 ili f(
3
√

2) = ε
3
√

2 ili f(
3
√

2) = ε2
3
√

2,

gde je ε = e
2πi
3 . Primetimo da je Q[ 3

√
2] ≤ R, pa druge dve mogu�nosti nisu ostvarive,

jer ε 6∈ R. Prema tome ostaje samo

f(
3
√

2) =
3
√

2, odakle je f(z) = a+ b
3
√

2 + c
3
√

4.

Zak	uqujemo da je obavezno f = idQ[ 3
√
2], pa je i AutQ[ 3

√
2] = {idQ[ 3

√
2]}.

�

Zadatak 82. Neka je α =
√

2 +
√

5. Dokazati da je α algebarski element nad Q,
na�i µα,Q(X), stepen raxire�a [Q[α] : Q]] i odrediti jednu bazu za Q[α] nad Q. Zatim
izraziti element 1

α−1 u dobijenoj bazi.

Rexe�e. Direktan raqun pokazuje da va�i

α2 = 7 + 2
√

10

α2 − 7 = 2
√

10

α4 − 14α2 + 49 = 40

α4 − 14α2 + 9 = 0.
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Zak	uqujemo da α anulira polinom f(X) = X4 − 14X2 + 9 ∈ Q[X], pa je algebarski
element nad po	em Q.

Sada dokazujemo da je f(X) minimalni polinom za α nad Q. Kako je taj polinom
moniqan, sve xto treba da poka�emo je da je nesvod	iv nad po	em Q. Pretpostavimo
suprotno, neka je f(x) svod	iv nad Q. Tada postoje polinomi g(X) i h(X) sa racio-
nalnim koeficijentima takvi da je

f(X) = g(X)h(X),

pri qemu je 1 ≤ deg g,deg h ≤ 3. To znaqi da imamo samo dve suxtinski razliqite
mogu�nosti:

deg g = 1, deg h = 3 ili deg g = 2, deg h = 2.

Prva mogu�nost odmah otpada, jer implicira da polinom f(X) ima racionalne nule,
xto nije taqno (nule polinoma f(X) su ±(

√
2±
√

5)). Zato, ispitajmo drugu mogu�nost.
Poxto je polinom f(X) moniqan, mo�emo smatrati da su takvi i polinomi g(X) i
h(X). Kada zapixemo g(X) = X2 + aX + b i h(X) = X2 + cX + d, gde su a, b, c, d ∈ Q
dobijamo

f(X) = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d)

X4 − 14X2 + 9 = X4 + (a+ c)X3 + (b+ d+ ac)X2 + (ad+ bc)X + bd.

Posled�a jednaqina omogu�ava da koeficijente a, b, c i d izrazimo kao rexe�a siste-
ma

a+ c = 0

b+ d+ ac = −14

ad+ bc = 0

bd = 9.

Iz prve jednaqine imamo c = −a, odakle zamenom u tre�u jednaqinu dobijamo

a(d− b) = 0.

Odavde dobijamo dva sluqaja a = 0 ili b = d.
Ako je a = 0, onda je i c = 0, a poqetni sistem se svodi na

b+ d = −14

bd = 9.

Izra�ava�em d = −14− b dobijamo kvadratnu jednaqinu

b(−14− b) = 9 odnosno b2 + 14b+ 9 = 0.

Ova jednaqina nema racionalnih rexe�a, xto uz uslov da je b ∈ Q daje kontradikciju.
Dakle, ovaj sluqaj je nemogu�.
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Pretpostavimo sada da je b = d. Onda qetvrta jednaqina polaznog sistema daje
b2 = 9, odakle je b = ±3. Druga jednaqina polaznog sistema onda postaje

a2 ± 6 = 14.

Odavde je a2 = 20 ili a2 = 8. Ni jedna od dobijenih mogu�nosti ne dopuxta a ∈ Q,
xto je kontradikcija. Na taj naqin odbacujemo i ovaj sluqaj.

Zak	uqujemo da je polinom f(X) nesvod	iv nad Q, pa je i minimalan polinom za
α nad Q. Zbog toga je {1, α, α2, α3} jedna baza za K = Q[α] nad Q, a tako�e dobijamo i
[K : Q] = 4.

Ostalo je jox da izrazimo element 1
α−1 u dobijenoj bazi. Treba da na�emo racio-

nalne brojeve A,B,C i D takve da je

1

α− 1
= A+Bα+ Cα2 +Dα3.

Mno�e�em prethodne jednakosti sa α− 1 dobijamo

A(α− 1) +Bα(α− 1) + Cα2(α− 1) +Dα3(α− 1) = 1

Aα−A+Bα2 −Bα+ Cα3 − Cα2 +Dα4 −Dα3 = 1

Aα−A+Bα2 −Bα+ Cα3 − Cα2 +Dα4 −Dα3 − 1 = 0 (15)

Sliqno kao u prethodnom zadatku, vra�amo se na minimalni polinom f(X) = X4 −
14X2 + 9 za α da reximo problem qi�enice da je jednakost (15) raspisana u odnosu
na skup {1, α, α2, α3, α4} koji nije linearno nezavisan . Poxto je f(α) = 0, sledi da je
ispu�eno α4 − 14α2 + 9 = 0, odakle dobijamo izraz za α4,

α4 = 14α2 − 9.

Vra�a�em u jednakost (15) dobijamo

Aα−A+Bα2 −Bα+ Cα3 − Cα2 +D(14α2 − 9)−Dα3 − 1 = 0

(−A− 9D − 1) + (A−B)α+ (B − C + 14D)α2 + (C −D)α3 = 0.

Poxto skup {1, α, α2, α3} jeste linearno nezavisan, mo�emo posled�u jednakost zame-
niti ekvivalentnim sistemom linearnih jednaqina

−A− 9D − 1 = 0

A−B = 0

B − C + 14D = 0

C −D = 0.

Rexava�em ovog sistema dobijamo A = −13
4 , B = −13

4 , C = 1
4 i D = 1

4 . Dakle, tra�eni
izraz je

1

α− 1
= −13

4
− 13

4
α+

1

4
α2 +

1

4
α3.

�
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Tvr�e�e 6.15 (Gausova lema). Neka je f(X) ∈ Z[X]. Tada je f(X) nesvod	iv nad Q
ako i samo ako je nesvod	iv nad Z.

Tvr�e�e 6.16 (Ajzenxtajnov kriterijum). Neka je f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · · +
a1X + a0 ∈ Z[X]. Ako postoji prost broj p takav da:

� p | a0, a1, . . . , an−1

� p - an

� p2 - a0,

onda je f(X) nesvod	iv nad Z (a time i nad Q zbog Gausove leme).

Primer 6.17. Polinom Xn−2 je nesvod	iv nad Q za sve n ∈ N prema Ajzenxtajnovom
kriterijumu prime�enom za p = 2.
�

Zadatak 83. Neka je θ jedna nula polinoma f(X) = X7+3X5+18X4−33X2+6X−3 ∈
Z[X]. Odrediti stepen raxire�a i [Q[θ] : Q] i na�i jednu bazu za Q[θ] nad Q.

Rexe�e. Primetimo da je polinom f(X) nesvod	iv nad Q prema Ajzenxtajnovom
kriterijumu prime�enom za p = 3. Kako je f(X) moniqan i f(θ) = 0 zak	uqujemo
da je minimalni polinom za θ nad Q. Zbog toga je [Q[θ] : Q] = deg f(X) = 7 i skup{

1, θ, θ2 . . . , θ6
}
predstav	a jednu bazu za Q[θ] nad Q.

�

Definicija 6.18. Neka je K/F raxire�e po	a i a, b ∈ K algebarski elementi nad
F . Definixemo

F [a, b] = F [a][b] ≤ K.

Sliqno, za svakih n algebarskih elemenata a1, a2, . . . , an definixemo induktivno

F [a1, a2, . . . , an] = F [a1, a2, . . . , an−1][an].

Tvr�e�e 6.19. Neka je F ≤ E ≤ K lanac konaqnih raxire�a. Tada je i raxire�e
K/F konaqno i va�i

[K : F ] = [K : E][E : F ].

Preciznije, ako je {ai | 1 ≤ i ≤ m} baza za K nad E i {bj | 1 ≤ j ≤ n} baza za E nad F ,
onda je {aibj | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} baza za K nad F .

Zadatak 84. Posmatrajmo po	e K = Q[
√

3, i].
a) Na�i α ∈ C takvo da je K = Q[α].
b) Odrediti stepen raxire�a [K : Q] i na�i jednu bazu za K nad Q.
v) Odrediti grupu AutK.

Rexe�e. a) Oznaqimo α =
√

3 + i. Tada je α ∈ K kao zbir dva elementa iz K, pa
imamo da je Q[α] ⊆ K. Doka�imo jox obratnu inkluziju. Primetimo prvo da je:

1

α
=

1√
3 + i

=

√
3− i

3− 1
=

1

2
(
√

3− i) ∈ Q[α].
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Onda i 2 · 12(
√

3−i) =
√

3−i ∈ Q[α]. Konaqno, odatle i
√

3 = 1
2

(√
3 + i+

√
3− i

)
∈ Q[α],

pa i i =
√

3 + i −
√

3 ∈ Q[α]. Dakle,
√

3, i ∈ Q[α], zbog qega je K = Q[
√

3, i] ⊆ Q[α].
Prema tome, dobili smo tra�enu obratnu inkluziju, xto omogu�ava da zak	uqimo da
je K = Q[α].
b) Iz niza me�uraxire�a Q ≤ Q[

√
3] ≤ K imamo da je

[K : Q] = [K : Q[
√

3]] · [Q[
√

3] : Q].

Stepen raxire�a [Q[
√

3] : Q] je jednak stepenu minimalnog polinoma µ√3,Q(X) za√
3 nad Q. Kako je

√
3 nula moniqnog polinoma X2 − 3 ∈ Q[X], nesvod	ivog na osnovu

Ajzenxtajnovog kriterijuma prime�enog za p = 3, zak	uqujemo da je µ√3,Q(X) = X2−3.

Zbog toga je [Q[
√

3] : Q] = 2, a dobijamo da je i {1,
√

3} jedna baza za Q[
√

3] nad Q.
Sliqno, kako je K = Q[

√
3][i], stepen raxire�a [K : Q[

√
3]] je jednak stepenu

minimalnog polinoma µi,Q[
√
3](X) za i nad Q[

√
3]. Primetimo da i anulira polinom

X2 +1 ∈ Q[
√

3][X]. Zbog toga je degµi,Q[
√
3](X) ∈ {1, 2}. Ako bi bilo degµi,Q[

√
3](X) = 1,

onda bi sledilo da i ∈ Q[
√

3]. Me�utim, u po	u Q[
√

3] se nalaze samo realni brojevi, pa
je to nemogu�e. Zak	uqujemo da je degµi,Q[

√
3](X) = 2 i preciznije µi,Q[

√
3](X) = X2 +1,

poxto je polinom X2 + 1 moniqan. Zbog toga je [K : Q[
√

3]] = 2 i {1, i} je jedna baza za
K nad Q[

√
3].

Konaqno, dobijamo da je [K : Q] = 2 · 2 = 4, kao i da je {1,
√

3, i, i
√

3} jedna baza za
K nad Q.
v) Uoqimo proizvo	no f ∈ AutK i z ∈ K. Raspisiva�em u bazi {1,

√
3, i, i

√
3} za K

nad po	em Q, dobijamo racionalne brojeve a, b, c i d takve da je

z = a+ b
√

3 + ci+ di
√

3.

Tada je

f(z) = f(a+ b
√

3 + ci+ di
√

3)

= f(a) + f(b)f(
√

3) + f(c)f(i) + f(d)f(i
√

3)

= f(a) + f(b)f(
√

3) + f(c)f(i) + f(d)f(i)f(
√

3).

Kako je f
∣∣
Q = idQ i a, b, c, d ∈ Q imamo da je f(a) = a, f(b) = b, f(c) = c i f(d) = d, pa

ostaje
f(z) = a+ b · f(

√
3) + c · f(i) + d · f(i) · f(

√
3).

Iz posled�eg izraza mo�emo zak	uqiti da je automorfizam f u potpunosti odre�en
vrednostima f(i) i f(

√
3). Primetimo da je ispu�eno f(3) = 3 i f(−1) = −1, odakle

sledi
3 = f(3) = f

(
(
√

3)2
)

= f(
√

3)2

i
−1 = f(−1) = f

(
i2
)

= f(i)2,

odakle sledi da su jedine mogu�nosti za vrednosti f(
√

3) i f(i) odre�ene sa

f(
√

3) = ±
√

3 i f(i) = ±i.
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Prema tome, imamo qetiri potencijalna automorfizma po	a K koje �emo zapisati u
zavisnosti od toga gde slikaju

√
3 i i kao

f1 :

{√
3→

√
3

i→ i
f2 :

{√
3→ −

√
3

i→ i
f3 :

{√
3→

√
3

i→ −i
f4 :

{√
3→ −

√
3

i→ −i
(16)

Odmah mo�emo primetiti da je f1 = idK , pa ostaje samo da poka�emo da i su ostala
preslikava�a automorfizmi po	a K. Uradimo to samo za f2, poxto se za ostala
preslikava�a radi analogno.

Oqigledno je da je f2 surjektivno preslikava�e. Dodatno, poxto za proizvo	ne
a+ b

√
3 + ci+ di

√
3 i p+ q

√
3 + ri+ si

√
3 iz K va�i

f
(
(a+ b

√
3 + ci+ di

√
3) + (p+ q

√
3 + ri+ si

√
3)
)

=

= f
(
(a+ p) + (b+ q)

√
3 + (c+ r)i+ (d+ s)i

√
3
)

= a+ p− (b+ q)
√

3 + (c+ r)i− (d+ s)i
√

3

= (a− b
√

3 + ci− di
√

3) + (p− q
√

3 + ri− si
√

3)

= f(a+ b
√

3 + ci+ di
√

3) + f(p+ q
√

3 + ri+ si
√

3)

i

f
(
(a+ b

√
3 + ci+ di

√
3) · (p+ q

√
3 + ri+ si

√
3)
)

=

= f
(
(ap+ 3bq − cr − 3ds) + (aq + bp− cs− dr)

√
3 + (ar + 3bs+ cp+ 3dq)i+

+(as+ br + cq + dp)i
√

3
)

=

= (ap+ 3bq − cr − 3ds)− (aq + bp− cs− dr)
√

3 + (ar + 3bs+ cp+ 3dq)i−
−(as+ br + cq + dp)i

√
3 =

= (a− b
√

3 + ci− di
√

3) · (p− q
√

3 + ri− si
√

3)

= f(a+ b
√

3 + ci+ di
√

3) · f(p+ q
√

3 + ri+ si
√

3),

odmah sledi da je f2 homomorfizam. Zbog Zadatka 76 je onda f2 i injektivno, pa je
automorfizam po	a K. Zak	uqujemo da je

AutK = {f1, f2, f3, f4},

gde su preslikava�a fi odre�ena formulama (16).
�

Korensko po	e

Neka je F po	e i f(X) polinom sa koeficijentima u F . Pretpostavimo da f(X) ima
sve nule a1, a2, . . . , an u nekom raxire�u K po	a F . Korensko po	e polinoma f(X) nad
po	em F je F [a1, a2, . . . , an].

Primer 6.20. Nule polinoma f(X) = X3 − 2 ∈ Q[X] nad po	em kompleksnih brojeva

C su jednake 3
√

2, ε 3
√

2 i ε2 3
√

2, gde je ε = e
2πi
3 . Zato je korensko po	e polinoma f(X) nad

Q jednako Q
[

3
√

2, ε 3
√

2, ε2 3
√

2
]

= Q[ 3
√

2, ε].
�
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Zadatak 85. Na�i broj α ∈ C takav da je korensko po	e K polinoma f(X) nad Q
jednako Q[α] ako je:
a) f(X) = X4 − 6X2 + 4.
b) f(X) = X4 +X3 −X2 − 2X − 2.

Rexe�e. a) Odredimo sva rexe�a jednaqine x4− 6x2 + 4 = 0 nad po	em kompleksnih
brojeva C. Uvo�e�em smene x2 = t ona se svodi na kvadratnu jednaqinu t2 − 6t+ 4 = 0.
�ena rexe�a su t1 = 3 +

√
5 i t2 = 3−

√
5. Zato su rexe�a polazne jednaqine

x1 =

√
3 +
√

5, x2 = −
√

3 +
√

5, x3 =

√
3−
√

5, x4 = −
√

3−
√

5.

Prema tome, va�i K = Q[x1, x2, x3, x4] = Q
[√

3 +
√

5,
√

3−
√

5
]
. Primetimo jox da je√

3 +
√

5 ·
√

3−
√

5 =
√

9− 5 = 2,

pa va�i
√

3−
√

5 = 2√
3+
√
5
. Zbog toga je K = Q

[√
3 +
√

5
]
.

b) Odredimo sva rexe�a jednaqine x4 + x3 − x2 − 2x − 2 = 0 nad po	em kompleksnih
brojeva C. U tu svrhu imamo

x4 + x(x2 − 2)− (x2 − 2)− 4 = 0

(x2 − 2)(x2 + 2) + x(x2 − 2)− (x2 − 2) = 0

(x2 − 2)(x2 + 2 + x− 1) = 0

(x2 − 2)(x2 + x+ 1) = 0, pa je x2 − 2 = 0 ili x2 + x+ 1 = 0.

Zak	uqujemo da su rexe�a naxe jednaqine x1 =
√

2, x2 = −
√

2, x3 = −1
2 + i

√
3
2 i

x4 = −1
2 − i

√
3
2 , pri qemu je x3x4 = 1. Zbog toga je

K = Q[x1, x2, x3, x4] = Q

[
√

2,−1

2
+ i

√
3

2

]
= Q

[√
2, i
√

3
]
.

Oznaqimo α =
√

2 + i
√

3. Odmah imamo da α ∈ K, pa va�i Q[α] ⊆ K. Sa druge strane,

1

α
=

√
2− i

√
3

2 + 3
=

1

5

(√
2− i

√
3
)
.

Odatle je
√

2− i
√

3 = 5
α ∈ Q[α]. Da	e onda i

√
2 =

1

2

(√
2 + i

√
3 +
√

2− i
√

3
)
∈ Q[α],

kao i

i
√

3 =
1

2

(√
2 + i

√
3− (

√
2− i

√
3)
)
∈ Q[α].

Dakle,
√

2, i
√

3 ∈ Q[α], pa je K ⊆ Q[α]. Zak	uqujemo da je K = Q[α] za α =
√

2 + i
√

3.
�
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Zadatak 86. Neka je p > 2 prost broj. Odrediti korensko po	e K polinoma f(X) =
Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1 ∈ Q[X] nad po	em Q i stepen raxire�a [K : Q].

Rexe�e. Primetimo da va�i f(X)(X−1) = Xp−1, odakle sledi da su nule polinoma
f(X) u po	u C rexe�a jednaqine

xp − 1 = 0,

razliqita od jedan. Lako nalazimo da su tra�ena rexe�a
{
ζp, ζ

2
p , . . . , ζ

p−1
p

}
, gde je

ζp = e
2πi
p . Odatle je direktno

K = Q[ζp, ζ
2
p , . . . , ζ

p−1
p ]

= Q[ζp],

qime je odre�eno korensko po	e K.
Ostalo je jox da odredimo stepen raxire�a [K : Q]. Iz dobijenog K = Q[ζp] imamo

da je [K : Q] jednak stepenu minimalnog polinoma za ζp nad po	em Q. Dokaza�emo da
je taj minimalni polinom jednak upravo polinomu f(X).

Odmah imamo da je polinom f(X) moniqan i da ga ζp anulira, pa je ostalo jox da
poka�emo da je nesvod	iv nad po	em Q. U tu svrhu �emo koristiti qi�enicu da je
polinom f(X) nesvod	iv nad po	em Q ako i samo ako je takav polinom f(X + c) za
neko c ∈ Z.

Posmatrajmo polinom f(X + 1). Tada je

f(X + 1)X = (X + 1)p − 1

=

p∑
k=0

(
p

k

)
Xk − 1

=

p∑
k=1

(
p

k

)
Xk,

odakle de	e�em sa X dobijamo jednakost

f(X + 1) =

p∑
k=1

(
p

k

)
Xk−1,

odnosno

f(X + 1) =

(
p

1

)
+

(
p

2

)
X + · · ·+

(
p

p− 1

)
Xp−2 +Xp−1.

Primetimo da za sve 1 ≤ i < p imamo(
p

i

)
=

p!

i!(p− i)!
,

odakle, poxto je p prost broj, direktno sledi p |
(
p
i

)
. Tako�e, trivijalno p ne deli

vode�i koeficijent 1 polinoma f(X + 1), niti p2 |
(
p
1

)
= p, xto znaqi da f(X +
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1) ispu�ava uslove Ajzenxtajnovog kriterijuma za prost broj p. To znaqi da je taj
polinom nesvod	iv nad Q, a time je i f(X) minimalni za ζp nad tim po	em. Konaqno,
posled�e povlaqi da va�i

[K : Q] = deg f = p− 1.

�

Zadatak 87. Odrediti korensko po	e K polinoma f(X) = X4 + 1 nad po	em Q, kao
i stepen raxire�a [K : Q].

Rexe�e. Da bismo odredili tra�eno korensko po	e K prvo treba da nad po	em

kompleksnih brojeva C reximo jednaqinu x4 + 1 = 0. Tra�ena rexe�a su x1 = e
iπ
4 ,

x2 = e
3iπ
4 , x3 = e

5iπ
4 i x4 = e

7iπ
4 . Zbog toga je

K = Q[x1, x2, x3, x4]

= Q[x1, x
3
1, x

5
1, x

7
1]

= Q[x1].

Ostaje jox da odredimo stepen raxire�a [K : Q]. Za �ega imamo da je jednak
stepenu minimalnog polinoma µx1,Q(X) za x1 nad Q. Polinom f(X) je moniqan i x1
ga anulira, pa ako poka�emo da je nesvod	iv nad Q, dobi�emo µx1,Q(X) = f(X). U tu
svrhu primetimo da va�i

f(X + 1) = (X + 1)4 + 1

= X4 + 4X3 + 6X2 + 4X + 1 + 1

= X4 + 4X3 + 6X2 + 4X + 2,

xto je polinom nesvod	iv prema Ajzenxtajnovom kriterijumu prime�enom za prost
broj p = 2. Zbog toga je polinom f(X+1), a time i f(X) nesvod	iv nad Q. Zak	uqujemo
da je zaista µx1,Q(X) = f(X), odakle sledi [K : Q] = deg f(X) = 4.
�

Zadatak 88. Neka je K korensko po	e polinoma f(X) = X6 − 1 nad konaqnim po	em
F5. Odrediti broj elemenata po	a K.

Rexe�e. Rastavimo prvo polinom f(X) na nesvod	ive faktore nad po	em F5. Dobi-
jamo:

X6 − 1 = (X2 − 1)(X4 +X2 + 1)

= (X − 1)(X + 1)(X4 +X2 + 1)

= (X − 1)(X + 1)(X2 +X + 1)(X2 −X + 1).

Ako oznaqimo nule nesvod	ivih polinoma X2 +X+1 i X2−X+1 (u nekom raxire�u
po	a F5) redom sa α1, α2 i β1, β2, dobijamo da je

K = F5[1,−1, α1, α2, β1, β2]

= F5[α1, α2, β1, β2].
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Primetimo da	e da poxto je α2
i + αi + 1 = 0 za i = 1, 2, va�i i (−αi)2 − αi + 1 = 0,

odnosno α2
i − αi + 1 = 0, xto znaqi da vrednosti −αi anuliraju polinom X2 −X + 1.

Drugim reqima, bez uma�e�a opxtosti, mo�emo smatrati da je β1 = −α1 i β2 = −α2.
Na taj naqin dobijamo

K = F5[α1, α2,−α1,−α2]

= F5[α1, α2].

Iz Vijetovih veza za polinom X2 +X + 1 mo�emo zak	uqiti da je α1α2 = 1, odnosno
α2 = 1

α1
. Odatle sledi da je

K = F5

[
α1,

1

α1

]
= F5[α1].

Posled�e dobijenim je odre�eno tra�eno korensko po	e K. Tako�e, imamo da je odgo-
varaju�i stepen raxire�a [K : F5] jednak stepenu minimalnog polinoma za α1 nad F5.
Odmah imamo da je taj polinom jednak X2 +X + 1, odakle sledi

[K : F5] = 2,

xto povlaqi i |K| = 25.
�
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