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1 PemmuBe rpyne

Hedbunnnuja 1.1. Heka je G rpyna u x,y € G. KomyTrarop enemenara x u y, y O3HAIN

[,y] je nedbunucan ca
1

-1 —

[z,y] = zyz™y .

Hedunanmuja 1.2. [logrpyna rpyne G reHepucana KOMyTATOPUMA CBUX ejieMeHaTa u3 G
ce HasuBa u3BoA, rpyne G u osnadasa ce G'.

ITpumep 1.3. Hexka je G AGenosa rpyna. Taga csu enemenTn u3 G MehjycobHO KOMYyTHPA]Y,
ma 3a cBe &,y € G BaXu

1 1

2, y] = xya~ly T =z lyy T =
Oparne 3akmpydyjemo na je G = (e).
Il

3amarak 1. OmpeauTy U3BOJ, CUMETPUIHE TPyIE Sy, 1 > 3.

Pemtewe. IIpumernmo mpBo 1a je 3a IPOU3BOJLHE T,0 € S, HUCIYIHEHO

sgn[m, o] = sgn (ror o) = 1.
Kako ¢y mpousBojm u MHBEP3M HAPHUX MEPMYTAIMjA IOHOBO IAPHE IIEPMYTAIM]E, 3aKIbY-
ayjemo na je S, C A,,.
IMokaxumo na Baxku u obparHa uakiy3uja A, C S . Tlonrro 3-mukaosu rerepumy A,
JIOBOJHHO j€ JIa OKAKEMO JIa Ce IIPOU3BOJHHU 3-IUKJI MOXKE IIPEJICTABUTH IIPEKO KOMYTATOPA
HEKUX eJIeMeHaTa u3 S,. 3aucra, 33 NPOU3BOJbHU 3-1MKJ |a, b, ¢| umamo:

[Tpema Tome, mpobujamo S, = A,,.
O

Banarak 2. Oapenuru u3Bo, ajarepuupajyhe rpyme Ay, n > 5.

Pememe. Cpakako nmamo ma je Al C A, JTokaxxumo ja Baxkn obparHa nakitysuja. Comd-
HO Ka0 Y TPETXOTHOM 33JIATKY, JOBOJHHO je JIa MPOM3BOGHA 3-1TUKJI TIPEJICTABUMO MMPEKO KO-
MYTaTOPa HEKHX MEepMyTaluja. Jeauna pasJsimka je mro caja Te nepMyTanuje Mopajy ourtu
mapHe, 113, MPeJICTABIHAIHE U3 MPETXOIHOT 3aATKA HE MOXKEMO JUPEKTHO 3 UCKOPUCTHMO.

Younmo npoussosbhu 3-1ukda |a,b, c|. [Tomro je n > 5, nocroje d, e & {a, b, c} raksu na
je d # e. Oznaanmo:

f=1Ta,b][d,e] u g=[a,cl|[de].



[Mpumermmo ma cy mepmyTanmje f u g mapHe, Ka0 W & BaXKW

Jobujamo A, C Al mro naje Al = A,,.
U

Hanowmena. Ilpumerrmo ma je mpu pemaBaimy MPETXOTHOT 331aTKA OMO KJbYUaH YCJIOB
n > 5. HapasHo, y ciydajeBuma n = 2 u n = 3 je rpyna A,, Abenosa, ma oaMax Kopuctehn
ITpumep 1.3 nobujamo A, = (€). BaTo HaM ocTaje camO HeTpHBHjaJaH caydaj n = 4 Kojum
hemo ce mozabapuTn MaJio KacHuje.

Bamarak 3. Oapenauru uzBox auepapcke rpymue Dy, n > 3.

Pemtemse. Oapeanmo 3a movyeTak KOMYTaTOPe MPOU3BOJBHUX ejieMenarTa u3 D,. Kako T
eJleMeHTH Mory OuTy potarmje n pedJekcrje uzasajamo ciaenehe ciayaajese:

e Komyrarop ase porarmmje p' u pl:
(00 =p'pp ' =¢
e Komyrarop porarmje p' u peduexcuje op’:
(o' 0p’) = plop’p™"p o = plop~lo = p'ploo = p* € (7). (1)
e Komyrarop jBe peduiekcuje op! u op’:
[0, 0p’] = op'op’piop o =p i = p*iT) € (p%).
3akByIyjeMo Ja cy KOMyTaTOPHW TPOU3BOBHUX ejeMeHaTa w3 1)), CajgpKaHW y TOATCPYTH
(p?), ma je D!, C (p?). Ca apyre crpame, m3 (1) umamo p? = [p,o], mTo naje obparmy

mnkaysujy (p?) C DY,. Ilpema Tome, D, = (p?). IlpuMeTEmo joIn ¥ ja 3a HEIApHO N BasKH
(p?) = (p), na nobujamo u Mao upernu3HLje

D — (p), ako je n HEmAPHO
" (p?), axo je n mapmO.
O
Bagarak 4. Ogpennru uszpon rpyme GLo(R).

Pememe. 3a npoussomsue marpure A, B € GLy(R) Baxu

det[A, B] = det(ABA™'B™1) = 1.



Onarine z3akmwyuyjemo aa je GLy(R) C SLa(R). Tokaxumo jomr u 06paTHy WHKIIY3H]Y.
b
3a movyeTak, yOUMMO HTPOU3BOJbHY MATPHUILY [Z d} u3 SLo(R). derepmunanTa mocma-

TpaHe MaTpIHje je jeannaka 1, ma Baxu ad — bc = 1.
Axko je a # 0, Baxmn )
[a b] _ [1 ab] [a 0]
= -
& d g CLd_ _0 ol

Ocmamajyhu ce Ha ycsioB ad — be = 1, najbe mobujamo
a bl |1 ab | [a O]
c d " |¢ be+1] [0 1

B 0| [1 ab| |a O

Tle 1o 1o i

Axo je a = 0, orga mopa 6utu b # 0 u Baxku bc = —1. Camvo kao 3a a # 0 y 0BOM cJiry4aj

e =15 ol L)

[Tpema Tome, na 6ucmo nokazamu ja je SLa(R) C GLy(R)', 10B0/bHO je j1a npou3Bo/bHE

1 =z 10 y 0 0 1
MATPHIIE [O J, LC J 3a r € R, [0 ﬂ 3ay € R\ {0} n [_1 0] U3PA3UMO MPEKO
komyTaropa einemeraTa u3 GLo(R). imamo tpeo
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a TPAHCIIOHOBAHEM MTPETXOIHOT padyHa no0ujamMo m m3pas 3a LU J .

JlaJjbe ce cIUIHO TOKa3yje a3 BaXKu

y 0] [y o]fo 1] [y o] ‘o 117"
0 7o 11 o]0 10

0 1] [t 2][-1 o] [t 2] '[-1 o]"
-1 0/ Jo 1|1 2/[0o 1] [1 2

IITO 3aBpIIaBa 3ajatak y3 3akbydak GLa(R) = SLa(R).
g
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3amarak 5. Heka je H nmoarpyna rpyne G. Taga H cajpxm KoMyTaTrope CBuX gi,gs € G
ako u camo ako je H <G u G/H AbGenosa rpymna.



Pemieme. llpernocragumo ga H cajp:ku KOMyTaTope Tpon3Bo/bHUX ejemenara u3 G. [lo-
kaxumo 1peo ja je H < G. Ilomro je H noxarpyna ox (G, JOBOJBHO je Jia MOKAXKEMO Ja
je OHA WHBAPWJAHTHA Y OJHOCY HA KOH]YTalWjy TPOW3BOJbHUM ejieMeHTrMa u3 G. YOurnMo
npousBosbHo € H u g € G. Taya je

grg ' = grg el = [g,2] _x € H,

omakie caequ H < G. Ocraje jom ja mokaxkemo jia je rpyna G/H A6emosa. Youumo npou-
3BOJbHA JBa Kocera g1 H w goH w3 G/H. thuxos komyTtarop je

(g1 H, goH] = g1 Hgo H (g1 H) ' (92H) ™' = g1 HgoHgy 'Hgy ' H = [g1, go] H = H,

jep je [g1, g2) € H. Bakmyuyjemo na g1 H u go H komyTupajy, na je 360r bUXOBE IPOU3BOIb-
Hoctu rpyna G/H AGesosa.
Hexka je cama H<G u G/H AbGenosa rpyna. Tana 3a cBaka asa kocera g1 H u go H Baxu

[91H792H] =H.
Iomro, kao mro ¢cmo Beh Bugesn, Baxu (g1 H, goH| = [g1, go]| H, 3aksmyqyjemo ja je
91, 92| H = H.

ITpema Tome, 3a npousBosbHE esieMeHTe g1 U g2 u3 G Baxu [g1, g2] € H.
O

Kako je, o pedunuruju, uzsoq rpyne G jejiHa HeHA MOATPYIIA KOja CAJIPKU CBE KOMY-
TaTope ejleMenaTa u3 G, oamMax gobujamo ciegaehy mocae uLy.

ITocaenuua. Heka je G rpyna. Taga je G' <G u G/G' Abenosa rpyua.

Hedbununuja 1.4. Komnunuuka rpyna G/G’ ce nasusa abenusanuja rpyne G u 030a9aBa
ce ca G&P,

IIpumep 1.5. 3a n > 3, u3 3azarka 1 umamo ga je S, = A,,. Kaxko je [S, : A,] = 2,
nobwujamo
Seb =S, /A, = Zs.

Caunano, 3a n > 5, u3 3agarka 2 umamo ja je S, = A, ma je
AP = (¢).
O
ITpumep 1.6. U3 3agarka 4 umamo ja je GLo(R) = SLy(R). 3aro je
GL2(R)*” = GL(R)/ SLo(R) = R,

kopuctehu IIpBy Teopemy o uzomopdusmy rpyma.
0



3amarak 6. Ompenuru uzBox rpyie Ay.

Pememe. I[locmarpajmo nojckyu

V= &€, {172J {374J7 [LBJ [274J7(174J (273J

f g h

rpyne Ay4. [Ipumerumo, ga cy ocuMm HeyTpaJa €, CBU eJeMeHTH u3 V pena 2, Kao U Jia BaxKu

fg=9f=h,gh=hg=fuhf=fh=g

36or Tora je V moarpymna ox A4. Tlomro ce KoHjyranujom He Mema, O0JIUK MUKIUIHE JEKOM-
nosunyje nepmyTanuje u f,g u h cy (jeaune) gaymie TpaHcnosunmje us A4, BaXKU J1a je Ta
noArpyna mopmasiaa. [Ipumernmo u 1a je
[Aq] _ 12

Ay V] = =—=3

Ba:VI=Tgr =7 =%
na je Ay/V = Zs. Hakue, saxku V <Ay u Ay/V je Abesnosa rpyna. Ha ocnosy 3ajarka 5
ouza caegu A C V.

Ca apyre crpane, rpyna A4 je neaGesosa, na je A) # (¢). To 3ma4m na nocroju Gapem
jemna HerpusujasHa mepmyTammja y A). Kako je A} C V. ta mepmyranuja mopa 6Gurn
Jyma tpancnosunuja. Mehyrum, A <Ay, na ce y A} Mopajy HAIA3UTH U CBU KOHjyraTH Te
JIyTUIEe TPAHCIO3UIHjE, TITO Cy YIPABO CBE MPEoCcTase JIyiie Tpancnosunuje u3 Ay. Omarie
3akibyuyjemo jia je A, = V.

O

Hanowmewna. [Tpumerumo ga je rpyma V' AbGesosa, nzomopdua Kiajaoroj rpymm, V = Zs X
Zo.

Ussone pumer peja rpyne G pedunumenmo uujpykrusuo ca G = (G'), G = (G") n
reHepaJTHO,

Gt = (G(")>/ 3an € N.
Ha osaj mauyun mobujamo HM3 HOPMAJHUX TIOATPYIIA
GoG' oG >...GM . (2)
Hedununuja 1.7. Ako mocroju (HajMamu) NpupoJaH 6poj n Takas jia 3a HU3 (2) Baxku
GoG'>G">...GM = (e)
3a rpyny G ce Kake Jia je permBa. ¥ CYNpOTHOM, 33 rpymy ce G Kaxke Ja HUje PeInBa.

IIpumep 1.8. Heka je n > 5. Ha ocroBy 3agaraka 1 u 2 umamo Jia cy HU30BU U3BOJA 34
S, 1 A,, perom

Sp,>A,>A, DA, >. ..

A, A, > AL AL D> L.



36or Tora rpyme S, u A, HuUCy pemiuBe.
Crhnuno, 3a n = 4 ce ociamwamo jorr Ha 3asartak 6 u Ilpumep 1.3 ma jobujemo HE30BE
n3BOAA 3a Sy m Ay:

S4DA4I>VD<€>
Ay Vi (e).

Taxobe, au3 u3Boa rpyne Sg je Sg>As>(e), a 3a Az, So m Ay ce oMax TpuBHMjaTHO 3aBPIIABA
HeyTpaJIoM, IOIITO cy Te rpyue Abesose. Hakie, rpyne Sy, S3, So, Ay, Ag u Ay cy peruse.

Ha cymupamo, rpyte S, u A, cy pemmpe ako u camo ako je n < 4.
O

IIpumep 1.9. Heka je n > 3. Ha ocuoBy 3ayjarka 3 u llpumepa 1.3 umamo 1a je Ha3 u3Boia
3a D,

D, &> (p?) > {e).

3akspyayjemo na cy rpyne D, pemmuse.
O

OBaj ofesbak 3aBPIIABAMO jEJIHOM TEOPEMOM KOja jé 9eCTO KOPHUCHA 33 TIOKA3UBAME 1A
j€ HeKa rpyna peluBa.

Teopema 1.10. I'pyna G je pemmuBa ako u camo ako nocroju H <G taksa qa cy H u G/H
PEIINBe IpyIIe.
2 JlejcTBa rpyna

Hedbunanmuja 2.1. Jlejcreo rpyme G Ha ckyn S je mpecimkaBame - : G X S — S ca
ocobunama;:

e c-r=x3acsex€ES.
e g-(h-z)=(gh) -x3acBe g hecGuzxesb.

Umamo u exBuBasienTHy pedununujy: Hejerso rpyne G Ha ckym S je xoMoMopduzam
u3 G y rpyny Sym S, tae je

SymS ={f:5— S| f je 6ujekunja} .
Y3 gejerso rpyme G Ha ckyn S gedunumemo caegehe ckymose:

Oy ={g9-z|ge€ G} opbura enemenrta x € S.
Stab(z) ={g € G| g-x =z} crabummszarop esementa x € S.

Fix(9) ={x € S| g-x = 2} dukcun ckyn enemenra g € G.

Ckyn cBux opbuta o3nadaamo ca S/G.



3amarak 7. Heka je n > 2 mpupoman 6poj. Oznaunmo ca G cuMmeTpudHy Tpyny S, u ca S
CKYTI CBUX PeaJIHUX moJauHoMa ca 1 Heonpehennx, S = {f( X1, Xo, ..., X) | (X1, Xo,..., X)) €
R[X1, Xo,..., X,]}. Jokazaru na je ca

g f(X17X27' 7XTL) = f(XU(l)7X0(2)7' : '7X0'(n))7 o€ G?f S

HeduHucano jeano gejcrso rpyne G Ha ckym S. Oxpenurn opburte esfemenarta X u X1+ Xo,
crabmim3aTop 3a X, Kao u HUKCHA CKym 3a [1,2| mpu oBOM JiejcTBY.

Pemteme. IlpBo Tpeba jiokazaTu jia je - jiejcTBO, MITO pajiuMo 10 jedbuHUNTjU. 3a Tpou-
3BOJBHO f w3 S mMamo

€ f(X17X27 s 7XTL) = f(X5(1)7X€(2)7 e 7X5(n)) = f(X17X27 ce 7XTL)7

jep 3a g, momTo je HeyTpaJHu ejeMenT y rpynu G, Baxu £(i) = i 3a cee 1 < i < n. dame,
3a upousBosbHe T U 0 u3 (G BaxKu:

(0om) F(X1, X, Xn) = F (X(oom 1) Xoom @)« > X(oom )
= (Xo(z1)) Xox @) - > Xo(n(n)))
=0 F(Xny Xn@)s s X))
=0 (m- f(X1,Xo,...,X,)).

OBUM €MO TIOKA3aJTH 113, je - JTejCTBO.
Ocraje jour na ojpeauMo Tpaxkene ckymose. To pajumo 1o gedurunuju. IIpso 3a opbury
ejeMeHTa X MMaMO

Ox, ={0-X1|0€eG}
= {Xo'(l) ’0’ S G}
={Xy,Xo,..., Xpn},

jep xkama mepmyTanmja o nposasu nesom rpynom G = S, o(1) y3uma cBe BpegHOCTH M3
ckyma {1,2...,n}.
3a opbury esementa X1 + X9 uMamo

Ox14x, ={0- (X1 + X2) [0 € G}
= {Xo() + Xo() |0 € G}
={X;+X;|1<i<j<n},
HOIITO, UCTO KAO Y MPETXOMHOM mpuMepy, o(1) u o(2) mponasze meanm ckymom {1,2...,n},

aJju He MOTY 6uTH jenHakm 360r dumeHUIE Jia je o Oujekimja.
HupekTHo m3 geduHUIMje, 33 cTabmam3aTop ejleMeHTa X, T006KjamMo

Stab(X,) ={c € G|o- X, =Xy}
= {0 e | XU(n) :Xn}
={oeG|o(n)=n}.



Konauno, dukcuu ckyn 3a rpancnosunmjy [1,2] je

FIX([LQJ) = {f(Xl,XQ,... ,Xn) es ’ [1,2J -f(Xl,XQ,. . ,Xn) = f(Xl,XQ,...,Xn)}
= {f(Xl,Xg,... ,Xn) es ’ f(Xl,XQ,...,Xn) = f(XQ,Xl,...,Xn)}.

O

3anarak 8. [locmarpajmo rpyny G = { [O d] | a,b,d € R,ad = 1} y OIHOCY Ha yoOmua-

jeno mHOXKeme marpuna. Jlokazatu ga je ca

a b az+b |a b

Hedunncano jeqHo nejcrso rpymne G Ha ckyn komiiekcaux 6pojesa C. Oapenuru opbury u
crabusinzarop 3a enxemenT ¢ € C upu oBOM JejcTBY.

Pemteme. 3a mpousBosbHE MATpUIE [3 2}, [8 ﬂ 3 G u z € C umamo:

10 _1-z+0
0 1 z = =z,

ez+f +b

&

aez +af + bh
dh

_ |ae af +bh|
1o  an |7

_(la blle fI\
“\lo 4|0 n) "
Jobujeno mokazyje ja je - nejerso. Cajta je o neduHunmju:
Jla b
o={[6 o5 =<
at + b
| a,b,d € Ryad =1

:{ z+ab\a,b€R,a7é0}
={zeC|S(z) >0}.




Canuno, 3a cTabmin3aTop UMaMo:

Stab(i):{— b eq [g Z}z:z}

{
{
{
{

1T
o 2
L

eG

Q
S.
+
f=p
I
~.
—

e

S EEEEE

QO Ao s A

ale

I

l—‘

S

I

o
H,_/

edG a—d}

+ {(1) (1)] } (momrro mmamo u ycsioB ad = 1 3a marpurne n3 G).

O

Bagarak 9. Tocmarpajmo noarpyny G rpyne Sg reHepucany nepmyranujama [1,2,3][7, 8]
u [4,5] xoja aejcrByje Ha ckyn S = {1,2,...,8} Kao rpyna mepMmyTarnmja,

o-n=o(n), c€Gnes.
Oapenuru Oy, Og, O7, Stab(2), Stab(4), kao u Fix([4,5]) n Fix([1,2,3][7,8]) nupu oBom
JIejCTBY.
Pemteme. [Ipro Moxkemo ofpeauTn cBe ejemente rpymne G,
G = {87 |>17 27 3J |>77 8J7 (17 37 2J7 ’—77 8J7 [1’ 27 3J7 [17 37 2J [77 8J7
[4,5],11,2,3|[4,5][7,8],[1,3,2|[4,5], [4,5][7,8],[1,2,3][4,5],[1,3,2][4,5]]7,8]}.
Cama 1o j1epMHAUII T TMAMO
O1={c-1|0€eG}
—{o(1) |0 € @)
={1,2,3}.
CruaHo je oHza
O¢={6} u O;={78}.
Jlaspe 3a crabuam3aTope HMaMo
Stab(2) ={c € G |o-2=2}
={oceG|o(2) =2}
= {57 [77 8J7 (47 5J7 (47 5J ’—77 8J}
= <(475J7 [77 8J>7

Kao "

Stab(4) = {e, [1,2,3][7.8],[1,3,2],[7,8],[1,2,3],[1,3,2][7,8]}
=([1,2,3][7.8]).



Konauno 3a ¢pukcHe ckymose mmamo

Fix([4,5]) ={n €S| [4,5] -n=n}={1,2,3,6,7,8}

Fix([1,2,3][7,8]) = {4,5,6).
O

Hedbunanmuja 2.2. Jejerso rpyne G Ha ckyn S je TPAH3UTHBHO aKO MPU HEMY MOCTOJU
caMo jemma opbuTa, Tj. aKo 3a cBe x,y € S mocToju g € G TaKBO Ma je y = ¢ - .

IIpumep 2.3. Heka je G rpyma. Tajga MOXKEMO IOCMATPATH JEjCTBO T€ TPYIIE JIEBUM MHOXKE-
IeM Ha By caMy J1e(pUHUCAHO ca

g-r=gz, g,x €GqG.

Kaxo 3a cBe x,y € G Baxkn y = (yz~!) - =, 0BO J€jCTBO je TPa3UTHBHO.

g

Hedbunanmuja 2.4. Heka rpyna G gejctByje Ha ckyn X1 u rpymna G JiejcTBYje HA CKYTI
Xo. Taga je ca

(91,92) - (x1,72) = (91 - 71,92 - T2), g1 € G1,92 € G2, 21 € X1, 22 € X»

nedunucano jgejcreo rpyne G X Gy Ha [lekapTos mpoussoy X1 X X9 Koje ce HA3UBa, IPOU3BOJ,
JIejcTBO.

Hedunanuuja 2.5. Heka je G rpymna koja nejcrByje Ha ckynoe X u Y. Tana je ca
g-(x,y)=(9-2,9-y), geGre X yeyY

JgeduHUCAHO jegHo nejcreo rpyne G Ha Jlekapros mpomsson X X Y koje ce HAa3WBa JAUjaro-
HAJTHO JIEjCTBO.

Bamarak 10. Oupenury crabunmsarop 3a (x,y) € X XY npu JujaroHajHOM JIejCTBY Ipy1ie
G uackyn X XY,

Pemiewe. Pagynamo aupekTHO 10 J1eDUHUIH]A:

Stab(z,y) ={g € G |g- (z,y) = (z,9)}
={9€Gl(g-29-y) =(z,y)}
={9€CGlg-z=w9-y=y}
={g € G| g € Stab(z), g € Stab(y)}
= Stab(z) N Stab(y).

O

Baparak 11. IlokazaTu ma mako rpyna G fejcTBYje TPAH3UTHBHO Ha CKyTnoBe X u Y, IHEHO
JIUjarOHAJHO AejCTBO Ha CKyIl X X Y He Mopa OWTH TPpaH3WTHUBHO.

10



Pememe. [Tocmarpajmo mejcrso rpyme Zo Ha camy cebe cabupamem
T-yYy=x+2Y, T,y € ZLo.

Kaxo cvo Bunesnu y IIpumepy 2.3, oBo nejcrBo je Tpamn3urusHOo. MelhyTum, npu ofropapa-
jyhem numjaromaJiHOM JiejcTBY mMaMO JjiBe opbuTe

113, TO JIEJCTBO HUj€ TPAH3UTUBHO.

O

Heka je - mejcrBo rpyne G nHa ckyun S. Tana je 3a mpoussosbhe z,y € S ca z ~ y
aKoO ¥ caMo akKo mocToju g € G TakBo Ha je y = ¢ - x jeduwHUCAHA jeJIHA pesiaruja Ha S.
IIrasumre, Ta pejanyja je pesalyja eKBUBAJEHIIA]e, Uhje Cy Kiaace opOuTe Ipu AejCTBY Koje
nocmaTpamo. Omariie 3aK/bydyjemMo Jia CKyIl ¢BuX OpOuTa YUHU jeJHYy HAPTHUIM]y CKyIa, S.
Axo je T jemma Tpamcsep3aja Te maprunmje (TO je CKyn KOjU CaJIPKW TAIHO MO jeJHOT
PEJICTABHAKA CBAKE KJace Tj. opOUTe), OHJIa U3 MPETXOJHOT 3aKJbyUKa, UMAaMO:

Z |0, =S| (xnacHa jepmauunna).
zeT

Tephemwe 2.6 (Teopema o opburn m crabummsaropy). Heka je G rpymna koja jgejcTryje Ha
ckyn S. Taga 3a cBako x € S Baxu:

e Stab(z) je noarpyua ox G.
o [G : Stab(x)] = |Oy|.
¢ Ako je G konauna rpyna, ouja je |G| = | Stab(z)||Oy|.

Tephewe 2.7 (Bepucajaosa nema). Heka je G koHauHa rpyna Koja JIejCTByje HA KOHAYAH
ckyn S. Taga Baxku:

15/G] = ,61”2 | Fix(g)].

geG

3agarak 12. OapenuTn Ha KOJTUKO HATHHA, C€ MOTY ODOjUTH TeMEHA TTPABUITHOT MECTOYTIIa
ca n 60ja ako cy aBa 60jema UCTa KaJIa Ce JeTHOT O JAPYTror MOXKe JIOOWTH:

a) POTAIMJOM IIECTOYTJIA.

6) TPOM3BOJHPHOM CHMETPHJOM TIECTOYTJIA.

Pememe. a) Heka je S ckyn csux moryhux Gojema Temena mectoyria. Tajga MomxkeMo
3AIAUCATH:
S = {(ao,a1,a2,a3,a4,as) | 1 < a; <nj,

npu demy a; = k 3Ha4m ga je i-To Teme o6ojeno k-tom Gojom. Ilpmvernmo ma je |S| = nS.

Curayanujy MOXKeMO TPEJCTABUTHA U IIECTOYTJIOM Ha, CJIUITH:
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a4 a3
as as

ag ay

Ioarpynma cux porarmmja (p) rpyme Dg mejeryje Ha ckyn S porupajyhm Temena mrectoy-
ria. IIpm Tome cy nBa 60jema mcra akKO M CAMO AKO C€ HAJIa3€ y MCTO] OpbuTw mpm OBOM
nejerBy. Jakie, Tpeba jJa uzpadynamo 6poj opbura |S/(p)|. VI3 Bepucajiose seme je

1 :
15/{p)| = o] g;% | Fix(g)|

1 ‘
=5 2 [Fix(e)]
=0

Cee mrro je jorn norpebHO Ja ypaauMo je Jla U3PadyHaMO KOJHMKO Ce eJIeMEeHATA HAJIA3U Y
¢dbUKCHUM CKYTIOBMMA KOj€ CMO JO0UIIH.

Ba i = 0 mmaMo g2 je p' = €, Ia CBU eJeMeHTH cKyma S ocTajy ¢ukcupanu. Jlaxie,
| Fix(g)| = n®.

3a i = 1 uMaMo eJleMeHT p KOjU TPEeJICTaBIba poTanyjy 3a 60° OKo HeHTpa MecTOyTJia
y CMepy CYNPOTHOM OJi CMepa, KpeTama Kazasbke Ha cary. Hberoso jigjcrBo MoxkeMo mpej-
CTABATH CJIUKOM HCHIo]. Bojema y QUKCHOM CKYyIy Cy OHA KoOja IIPH OBOM JI€]CTBY OCTAJy

a4 as as a2

ao ai as ao

WHBAPHjaHTHa. 10 3HAYM 13 IpBa U APyTa CJIUKA MOpajy OUTH UCTe, OJAKIIE TOOMjaMO YCI0BE

ag = a5, a1 = ap, a2 = 41,03 = 42,04 = 43,05 = A4.
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3akJbydyjeMo Ja BaXKu
apg=a1=ay=a3=a4=a5=qa, 1 <aln,

ua je | Fix(p)| = n.
Crmdso flasbe 3a n = 2, IMaMO JejCTBO eJIeMEeHTa p° KOTa MPEeJICTAB/HAMO CJIMKOM:

a2 ai

ay as
2
p
_
as a as ag
ao ai

Qa4 as

W3 jenmakocTH IpBe U Jpyre Cauke J00HjaMo yCIoBe
ag = a4,a1 = as,a2 = ag, 43 = 1,04 = A2, 05 = G3.
3akJpydyjemo Ja je
w=a=a=ua ag=a3=a;=0, 1<a,pf<n,

ma je | Fix(p?)| = n?.
Ba n = 3 je jejcTBO ereMeHTa p° HPECTABILEHO CIIMKOM:

ay ag

a4 ag
3
p
_
as az az as
ag ai

as Qa4

W3 jenmakoctu mpse u Jipyre ciauke m00mjamMo ycjaoBe
ap = az,al] = a4,0a2 = as5,0a3 = ap, a4 = a1, a5 = Aa3.
3akJpydyjemMo Ja je
w=a=0a, ag=a=Fa=a=71<aopby<n,

ma je | Fix(p?)| = n3.
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Ba n =4 je gejctBo eementa pt HPECTABHEEHO CITHKOM:

a4 as ao as

as az ay

aq aq a9 as

W3 jenmakocTH IpBe U Apyre CIuKe J00MjaMo yCIOBE
ap = az,a1 = az, a2 = a4,0a3 = a5, a4 = ag, a5 = Aa1.
3akJpydyjemMo Ja je
ap=ay=a=a, ag=az3=as =0, 1 <a,B8<mn,

ma je | Fix(p?)| = n?.
Konauno 3a n = 5 je 1ejcTBO ejieMeHTa, p° IPECTAB/BEHO CIIMKOM:

a4 as as a4

aq aj aj a9

W3 jenmakocTu mIpBe U Apyre CIuke J00MjaMoO yCIOBe
apgp =4a1,a1 = a2,a2 = a3,a3 = a4,04 = a5,0a5 = Aag.
3akJbydyjeMo Ja BaKu
apy=a1=a2=a3=a4=a5=0a, 1 <a<n,

ma je | Fix(p®)| = n.

14
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Kama cse cymmpamo, mobujamo na je 6poj Tpaxennx 6ojema jeanak
1
5 (n6+n3+2n2+2n).

6) Cse je mcTo Kao y Jiesy a), caMo IITO CaJla YMECTO JIEjCTBA TOArPYIE (p), MOCMATPAMO
nejcrso nesie rpyne Dg. Ha ocumoBy Bepmacajzose sieme jrobujamo sa je 6poj TpakeHmx

bojema jeanak
1 . 1 .
— > |Fix(g)| = 5 Y | Fix(g)|.
|Ds | 12
g€bg g€Dg

Kapnuuanroctn GuKCHEX CKynoBa poTangja cMo Beh ompenumu y geiy a), ma ocraje caMmo
JOII 113 MX OJIpe MO 33 pediiekcuje.

Pedutexcuja o je y omHOCY Ha BEPTHKAJHY OCY IIECTOYTJIA, I1a jeé HEHO JI€jCTBO IPeICTa-
BJBEHO CIIUKOM:

a4 as a3 2
(o}
_—
as as a9 as
ao ay ay ag

W3 jepnakocTy 1pBe u JApyre CJAUKe 3aKJbyUyjeMo Jia BaXKu

ap = a1 = «, a‘2:a5267 az = a4 =7, 1§aaﬁ7’7§n>
ua je | Fix(o)| = n?.
HejcTBo pediiekcuje op je MpeacTaB/beHO CIAUKOM:

Q4 as

a3 a2
P o
_ _
as ag Q4 ay ay
as agp

ag aj

a2

ao

W3 jenmakocTu mpBe H mpehe CAUKe 3aKJ/bydyjeMO J1a BaXKu
apg = @, a1:a5:57 a2 = a4 =7, CL3:5, 1§a,ﬁ,’y,5§n,

ma je | Fix(op)| = n?.
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Jejcrso pediexcuje op? je IpeaCTAB/HEHO CIIMKOM:

aq as a2 a a a2
as a2 as ao ao as

ag ai a4 as as a4

N3 jepnakocru npse n Tpehe cimke 3aK/bydyjeMo Jia BaXKH

ap = a5 = «, CL1:CL4:,8, a2 = az =1, 1§a7677§n7
ua je | Fix(op?)| = n.
JejcrBo peditekcuje op® je IpeacTAB/HEHO CITMKOM:

agp ai

Qa4 as a1 ao
3
P o
as a2 a2 as as a2
agp ai as Q4

a4 as

W3 jenmakocTu mpBe u Tpehe cianke 3aK/byIyjeMO 113 BaXKu

a=a1=a, ag=a3=p0, aa=7, as =6, 1 < a,B,7,0 <n,
ma je | Fix(op?)| = nt.
JejcrBo pediexcuje op* je MpeacTAB/HEHO CIIMKOM:
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as ao

G4 as ao as
4
p o
_— e
as a9 aq a4 ayq al
ao ay az as

as as

N3 jepnakoctu npse n Tpehe cimke 3aK/bydyjeMo Jia BaXKH

ap = a3 = «, a1:a2:/83 a4 = a5 =7, 1Saaﬁ”y§na
ma je | Fix(op?)| = n3.
Konauno, nejcrBo peduiekcuje op° je IpeCTaBbeHo CIHKOM:

a4 as

a4 a3 as a4
5
p o
_— _—
as a9 ag as as a
ao ay ay a2

as ai
W3 jenmakocTu mpBe u Tpehe ciuke 3aK/byIyjeMO 113 BaXKu

ag = a2 = Q, G,l:ﬁ, az = a5 =7, a4:57 1§0575a%5§n7
ua je | Fix(op®)| = n*.
Kama cse cymmpamo, mobujamo 1a je 6poj TpazxkeHux 60jermba jeaHak

1
1 (n6 +3n* +4n3 + 2n% + 2n) .

0

3amarak 13. Heka je G koHauHa rpyna Koja JI€jCTBYje TPAH3UTUBHO HA KOHAYAH CKyH S,
|S| > 2. Hokazaru ja nocroju g € G rakso ja je Fix(g) = 0.
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Pememe. 3 Bepnucajmose seme umvano

15/G| = @Z | Fix(g)].

geG

Kaxko je mejcTBo KOje mocMaTpamMo TPAH3WTHBHO, IIPH HEMY je caMo jemna opbura, ma u3
MIPETXOIHOT J00HjaMOo

Gl =) |Fix(g)]. (3)

geG

Axo 6u 3a cBe g € G 6uno Fix(g) # 0, onma 6u cBaku o1 cabupaka ca JECHE CTPAHE
jennakocru (3) 6uo 6apem 1. Kako je tux cabupaka tauno |G|, To je moryhe camo ako cy
cu jennaku 1. Mehyrtum, 3a g = e umamo Fix(e) = S, ma je | Fix(e)| = |S| > 2. Onarne
3aKsbydyjeMo s1a je Hemoryhe ma 3a cse g € G Baxkw Fix(g) # (), ma mocroju Gapem jemHo
g € G Takso na je Fix(g) = 0.

O

Saparak 14. Heka je G rpyma pema 21 koja gejecrByje ma ckym X rapammasgmoctw 11.
Hokazaru na mocroju © € X TakBo jJa je g-x = x 3a cBe g € G.

Pemiewe. IlpernocraBumo cympoTHo, HEKa 3a c¢Bako r € X mocroju g € (G TakKBO Ia je
g-x # x. To 3Haum 13 TpU OBOM JIejcTBY HeMa jeanowranux opbura. M3 Teopeme o opbutu
¥ cTabUIu3aTopy ciiejm Jia 3a cBe & € X BaxKu:

O] | |G| 7). |Oxl | 21.

Beh cvo Bunenu ga opbuTe He MOry OUTH jeJHOWIAHE, a IOIITO je CBaKa opOHUTa caaprKaHa
y ckyny X kapauaagHOCT 11, oHE He Mory mMaTy HEU 21 ejemenT. 3ak/bydyjemMo Ja opbure
MOTY UMaTH 3 WU 7 eJleMeHaTa.

W3 knacue jeguauwae qobujaMo gasbe

S0 =1X] 1. Y0 =11

zeT zeT

[Tpema Tome, mobuau cMmo 1a ce 6poj 11 MoxKe IpeICTaBATH KAO HEKA, CyMa TPOJKU U CEIMUIIA.
To je memoryhe, ma nobujeHa KOHTPAIUKITHA]A MOKA3Yje 1A MOCTOju TpaxkeHo £ € X TakBO
gaje g-x =x3acee g€ G,

O

Saparak 15. /lokazaTn ma 3a mpow3BOJbHY KOHAYHY Tpyny (G BaxKwm

|G|
G = 12(G)] + B
=120+ X o
a¢Z(G)

rue je T Tpancsep3ana naprunuje rpyne G Ha kaace koHjyrammje, Z(G) nenrap rpyne G u
Ca(a) = {g € G | ag = ga} nenrpanusarop esemenra a € G.
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Pemteme. [locmarpajmo gejereo rpyne G Ha caMy cebe KOHjyTarujoM,
g-a=g ‘ag, ga€qG.
Opbuta u cTabUIM3aTOP 3a TPOU3BOJHHO @ € (G TPHU OBOM JIEJCTBY Cy PEIOM
Ou={g-algeG}
={gtag| g€ G} — xmaca xowjyrammje 3a a
Stab(a) ={g€ G |g-a=a}
={9eG|glag=a}
={9 € G|ag=ga} = Cc(a).

N3 kjacue jejiHavnHe uMaMo
Gl =2 10al,
acT

rie je 1 TpancBepaasia naprunuje rpyne G Ha Kiace KoHjyramnuje. [lpumernmo ja cy kiace
KOHjyTalyje eJIeMeHATa U3 IEHTPA jeIHOUIAHE, TIOMITO OHN KOMYTHPA]y CA CBUM €JIeMEHTHUMA,

n3 (7. 3aTo Jajbe IUMaMo
Gl= > 1+ ) |0

acZ(G) acT
a¢Z(G)
=12(@)+ ) 10dl.
acT
a?Z(G)
N (€] I (€
Konagno, u3 teopeme o opburn u crabminszaropy Baxu |Oy| = Stab(@)] = [Cglay] IO
3aMEHOM y TIOCJIE/IbY JeITHAKOCT Jiaje TPaKEeHO TBpheme.

OJ
Hedunnumja 2.8. Heka je p mpoct 6poj. I'pyma pena p™, n € N ce nazusa p-rpyima.

Sagarak 16. /lokasaru g3 p-rpyle UMajy HETPUBHUjAJAH IEHTAP.

Pememe. Heka je G jenna p-rpyna, |G| = p" 3a weko n € N. I3 nperxomHor 3agarka
TMaMO
" e ()
p" =1Z(G)| + :
; [Ca(a)l
alZ(Q)

IIpumerumo na 3a cse enementre a ¢ Z(G) Baxu Cg(a) # G. Kako je u cBaku nenrpa/imusa-
Top noarpyna ox G, 3akibydyjemo jia cy pegosu csux nenrpasmsaropa Cg(a) 3a a € Z(Q)
HeKM cTenenn 6poja p, mamu on p". Ilpema Tome, y cymu

p
2 Ca(a)l

a€eT
agZ(Q)

Cy CBH YWIAHOBW JIEJbUBU Ca P, Ma je W Ta CyMa JesbuBa ca p. U3 (4) onnma cuaenum ja u
p | |Z(G)|. 360r tora je Z(G) merpusujasia.
0
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Hedunanmnja 2.9. I'pyna ce Ha3uBa MPOCTOM aKO HEMA MPABUX HOPMAJHUX TOIATPYIIA.

Tephewe 2.10 (Kommjepa nema). Heka je G KoHauHA rpyna u p mpoct 6poj KOju JIesu
|G|. Tana y G mocroju eslemenT pena p.

Bagarak 17. Hexka je G jemna p-rpyma Taksa ja je |G| > p?. Jokasaru ga G HEje IpocTa.

Pememe. Ha ocroBy 3azarka 16 umamo ga je | Z(G)| > 1. Baro, y cayuajy na je Z(G) # G,
umaMo 113 je Z(G) npasa Hopmasaa noarpyna of G. Ilpema Tome, y Tom ciydajy rpyna G
HHUje 1POCTA.

Ocraje jomr a mcouTamo mra ce Jemasa Kaaa je Z(G) = G. Y toMm caygajy je G Abemosa
rpylia, 11a je CBaKa mbeHa noarpyna nopmasiaa. Ha ocaoBy Kommjese sieme mozkemo niponahu
esiemenT a pepa py G. Taga je moarpyna H = (a) ox G pega p, ia npejcTaBiba jJeHy mpaBy
HopMaJtHy moarpyny on G. Jlaknie, Hu y oBoMm ciyuajy rpyna G HHje MPOCTA.

O

Samarak 18. /lokasaru 1a Cy p-Ipyle PeIruBe.

Pemteme. Heka je G jenna p-rpyna, |G| = p™ 3a veko n € N. Jloka3 n3B0oUMO WH/YKIMjOM
o n.
6a3a mHAYKINjE:
3a n = 1, umamo ga je |G| = p, na je G = Z,,. 3ato je, cuenujanno, G Abesopa rpymna, a
THUME U PEIINBa.
HHAYKOHMjcKa xumoresa: [IpeTmocTaBuMo jia cy cBe rpyme pega p* pemmse 3a ce 1 <
k <n.
MHAYKOHjCcKU Kopak: /lokazyjemo ja je oHjia u nipousBosbHA rpyna G pega p
Ha ocnosy Banmarka 16 umamo na je |Z(G)| > 1.

Ako je Z(G) = G, onpa je G AGesiosa rpyna, 11a je u pernmsa.

Axo je Z(G) # G, uz Jlarpanxese TeopeMe mmamo ja je | Z(G)| = p¥ za meko 1 < k < n.
Ha ocroBy unjykupmjcke xunorese onga cuaeau ja je Z(G) pemmsa rpyna. Takobe,
’G| o anrl __ . nt+l—k

"+1 pemmusa.

G/2(G)| = =
Z(G)| pF
Kako je 1 <k <n,caemu 1 <n+1—k <n, najeurpyna G/Z(G) pemusa Ha OCHOBY
uHAyKngjcke xumnorese. [Ipema Tome, rpyne Z(G) u G/Z(G) cy pemmuse, 1a je Ha OCHOBY
Teopeme 1.10 permmsa u rpyma G.
Ha ocnoBy npunnmna MareMaTUIKe HHAYKIHjE 3aKbYyTyjEMO JIa Cy CBE pP-TPYIIE PEIIUBE.

O
Bagarak 19. Heka je p mpocr 6poj. OxapenuTa, 10 Ha nzoMmopdm3aM, cBe Tpye pejaa p .

Pememe. Heka je |G| = p?. Ha ocnosy 3azarka 16 snamo ga je |Z(G)| > 1, na nam ocraje
2(G)] € {p. ).

ITperuocrasumo upso aa je |Z(G)| = p. Tapa je n |G/Z(G)| = p, na je ra kosM4HMUKA
rpyna nukiauaHa. Osnaunmo ca aZ(G), a ¢ Z(G) Hekn mwen reHeparop. 3a NPOU3BOJEHO
y € G, ouga nocroju k € Z taxso ga je yZ(G) = a*Z(G). OnaTie MOKeMO 3aKIbyIHTH 12
y~la¥ € Z(G). Capa, 3a KOMyTaTOp €jieMenaTa y U a NMaMO:

1 -1 -1 _k k_—1 -1 _k k—1

yay "a  =yay a a "a S =yy a‘aa =e.
N——

€Z(G)
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3aKBYIYjeMO 73 €JIEeMEHTH 4§ U @ KOMYTHPA]y. 300T TPON3BOJHHOCTH €JIEMEHTA Y OHIIA CIIeIH
na je a € Z(G). To maje KOHTPaJUKIHM]y Koja mokKasyje ga je memoryhe ma Z(G) wma p
€JIeMEHATA.

Ocraje mam camo moryhnocr |Z(G)| = p?. Tama je Z(G) = G, na je G Abenopa rpyma.
36or Tora K06ujaMo Jia, 10 Ha n30MOP(hU3AM, IIOCTOje TATHO JABE IPYIe Peja P> U TO Cy

Zp u Zyx Ty

0

Hdedbunnnuja 2.11. Hexka je G rpyma. Jearpo nmoarpyne H ox G nedunuriemo ca

Core H = ﬂ aHa ',
a€eG

Tephemwe 2.12. Heka je H noarpyna rpymne G. Taza:
e CoreH < H
e Core H <G
e Akoje N < Hu N<G, ouma je N < Core H.

[Ipumerrmo na u3 nperxomHor TBphema cienn fa je noarpyna H wopmanua y G ako u
camo ako je H = Core H.

Teopema 2.13 (n!- reopema). Hexka je H noarpyna rpyue G taksa ja je unjekc (G : H =n
koHauaH. Taga [G : Core H] | nl.

Tephewe 2.14. Heka je H noarpyna rpyne G, taksa jia je unjekc [G : H| Hajmamy upocT
6poj koju menum |G|. Tana je H < G.

3anarak 20. Heka je G rpyua pena pq, rie cy p < g nupocrtu 6pojepu. lokazaru na G Huje
pOCTA.

Pememse. Ha ocaoBy Kommjere jleme moxkemo nponahn ejgement a pena q y G. O3naummo
H = (a). Tana je H noarpyna peja q ox G, 9uju je UHIEKC

G| _ pa

[G:H|=—=—=

H| ¢
Kako je p najmamu npoct 6poj koju genn |G|, 3aksmbyuyjemo na je H < G. 36or Tora rpyna
G Huje mpocTa.
O

3 Teopeme CunoBa
Hedununuja 3.1. Heka je G konauna rpymna u p upoct 6poj koju menu |G|. Iloarpyna o

pena p*, tae p* | |G| u p*T! { |G| ce nasusa Cusossmesa p-noprpyma miw S, TOArPyNa Of
G.
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IIpumep 3.2. Y rpyuu pena 500 = 22 - 53 moxemo nocmarparu So u Sy moarpyme. Ilos
YCJIOBOM JIa TIOCTOje, Sy mojarpyie cy pena 4, a Sy mnojarpyme cy pena 125.
O

IIpumep 3.3. V 1mukauvHoj rpynu Zis MOCTOJU jeIMHCTBEHA So MOArPYIA Koja je pena 4 u
jemnaka {0,3,6,9}, kao u jesquHcTBeHa S3 moarpyna koja je pexa 3 u jemsnaka {0,4, 8}.
O

Teopema 3.4 (IIpea teopema Cusosa). Heka je G KoHauna rpyma u p mpocT 6poj Koju
pesu |G|. Taga nocroju S, noarpyua ox G.

Teopema 3.5 (/pyra Teopema Cunosa). Heka je G koHauna rpymna u p mpocTt 6poj Koju
qemn |G|. Tana:

e Cpaka p-noarpyna ox G je cajapxkaHa y Hekoj S, noarpyuu oz G.
e Cpake ase S, noarpyne ox G cy mehycobHO KoHjyroBaHe.

Lpyra reopema CusoBa he nam 6utu on Hajseher 3Hauaja y jeJIHOM CHEIHjAJTHOM CJIy-
gajy. IIpernocraBumo ga 3a Heky rpyny G nocroju jemuacrsena S, noarpyna H. Tana
HaMm JIpyra teopema Cuoa ropopu jJa ce KoHjyranmjoMm noarpyne H ysek jnobuja Heka S,
moarpyna o, G, mrTo y oBoM caydajy mopa 6utm monoso H. [Ipema Tome, momrpyma H je
WHBAPHUjAHTHA y OJHOCY Ha KOHjyramujy, ma mmamo H < G. Tume cmo mokazamu ciemehy
3HAYAJHY TOCIEIUILy KOjy heMo 4ecTo KOPHCTHTH.

ITocnenumna. Heka je G konauna rpyna u p npoct 6poj koju nenu |G|. Ako je S, moarpyma
H on G jenmucteena, ouma je H <4 G.

Teopema 3.6 (Tpeha reopema Cusosa). O3nauumo ca s, 6poj Sy HOArPYIIA KOHAYHE IPYIIe
G w zammmmanvo |G| = pFm, p{ m. Tana:

e 5, =1 (mod p).
e s, | m.
Bagarak 21. Vcouratu ga au CuIoB/beBe MOArpyIe o Sy X Z3 MOTY OUTH IUKJIAIHE.

Pememe. mamo ma je [Sy x Zz| = 72 = 2332, ma mokemo mocMmaTpaTu Sz 1 S3 TOArpyIIe
o1, Sy X Zs. TIpso, Sy moarpyne (koje nocroje na ocuoBy IIpse Teopeme Cusosa) cy pesa 8,
ma he 6UTH NMKJIMYHE aKO YV TPYIH S4 X Zg 1mocToje eaemenTn peaa 8. Ciaudano, S3 MoArpyme
cy pena 9, ma he one 6uTH MUKIUYIHE aKO ¥ Sy X Zz mocToje ememenTn pera 9. MehyTum,
penoBu ejeManaTa y Sy X Zs mory 6urn {1,2,3,4,6,12}, na 3akmyuayjemo qa Sy X Zsg Hema
muKInIHEX CHIIOBJLEBUX MOATPYIIA.

0

Bagarak 22. Hexka je G rpyma pesa pg® rae cy p u g npoctu 6pojeBn Taksu 12 je p < q.
Hoxkazaru jia rpyna G HEje MPOCTa, KA0 U Jia je PelluBa.
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Pememe. Ha ocnosy Ilpse Teopeme Cumosa moxemo yountu S, moarpyny H ox G. Tana
je |H| = ¢*, ma je [G : H] = p. Ilomro je p Hajmamu mpoct 6poj koju gein |G| 3akmbyayjenmo
Jga je H < G. Oparae cieny ja rpyna G HEje TIPOCTA.

Mozxkemo puMeTuTH 1 Jia je noarpyna H periBa Kao jeJiHa p-rpymna (Ha OCHOBY 3aaTKa

18). Pemusa je m konmunuuka rpyna G/H, jep je peaa % = ’;L: = p. Ha ocuoBy Teopeme
1.10 onma MOXKeMO 3aKIBYINATH 73 je Tpyna (G permusa.
OJ

3agarak 23. OapenuTu, 10 Ha n30MOpdU3aM, CBE TPYIE PEJa Pq, TAe CY P U ¢ PABNAIATH
npoctu 6pojeBr TakBu fa je p < qu pfq— 1.

Pemewe. Heka je |G| = pg. Ha ocuosy IIpse Teopeme CumioBa MOXKeMO youuTH S, MOA-
rpyny H on G. Tana je |H| = ¢, na je H = Z,. Ilpumernmo n ga je [G : H] = p, ma momro
je p Hajmamu poct 6poj Koju Jeau |G| 3akmydyjemo ma je H < G.

Hasme u3 Tpehe reopeme CuitoBa umamo

sp=1 (mod p)

sp|q.

ITomrTo je ¢ mpoct 6poj U3 Apyror yciaoBa uMaMo S, € {1, ¢}. Axo 6u 6uso s, = ¢, U3 IPBOr
ycsioBa 6ucmo no6uin ¢ = 1 (mod p), omakie 6u caequio p | ¢ — 1. To je memoryhe u3
IPETIOCTaBKe 33J1aTKa, I1a 3aKbydyjeMo Ja je s, = 1. Ha ocmoBy lpyre teopeme Cuioba
(mperE3HEje HA OCHOBY FheHEe TIOCJIE/HIE KOjy CMO BHIENN), Jo0ujaMo Ja je jenumucTaena Sy
noarpyna K mopmasna y G. Ilpumernmvo u ga je | K| = p, na Baxku K = Z).

Hame, moxkemo mocmarpajmo noarpyiny H N K om H u K. Ha ocuoBy Jlarpanxkese
TEOpEME CJIETH

[HNK[|[H|,|K] =j. [HNK][|gp.

Kako cy p u ¢ paznuauTu npoctu 6pojeBH, OHU CY y3ajaMHO IPOCTH, ma pobujamo |[HNK| =1
tj. HN K = {(e).

[MocmaTpajmo cana nmoarpyny HK on G (mrrasuine, oBa HOArpyna je HOpMaJiHa, jep €y
u H u K nopmanmue y GG). mamo

HI||K qp
Lli_f:mzwy

HK| = =
| | |HN K| 1

Mozxkemo 3akspyauTnu na Baxu HK = G.
Haxute, ma cymupamo, umamo H <G, K<G, HNK = (e¢) u HK = G. Ha ocuoBy Teopeme
0 pasJiaramy CJeiu
G=ZHXKZ7ZgXLy= Ty

[Ipema ToMe, MO JaTHM yCJIOBHMA, A0 HA M30MOpP(gH3aM, HOCTOJU CAMO jeIHa Ipyma peaa
PQ ¥ OHA je IMUKJINIHA.

d

Bagarak 24. Hexka je G rpyua pega p’q, vae cy p u g pasnuuauru npoctu 6pojesu. Jokazaru
Ja rpyna G HEje IPOCTa.
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Pememe. Paznukyjemo nBa cirydaja y 3aBUCHOCTH OJ TOTA Ja Jik je p > q uiu p < q. Y
IPBOM CJIy4ajy uMmamo ja rpyna (G HEje mpocTa Ha OCHOBY 3ajarka 22, ma ocraje camo Ja
ce 1103a0aBUMO JIPYTUM CJIyUajeM.

U3 Tpehe Teopeme CunoBa uMamo:

s¢q=1 (mod gq)

sq | P2

Iomrro je p mpoct 6poj u3 apyror yciaosa gobujamo s, € {1,p, p?}.

Axo je s, = 1, ma ocroBy [Ipyre Teopeme Cuiosa cieau jia je jeuHCTBEeHA S MOAIPYTIA
vopMaJtHa y GG, ma ogMax umMamo Jia rpyna G Huje mpocTa.

Ako je sq; = p, u3 upsor yciosa ciegu p = 1 (mod ¢). Omasae gobujamo g|p — 1, mro
Huje moryhe, jep je p < q.

Ipenocrasumo ja je s, = p°. Omma je p?> = 1 (mod q), omaxne ciexn g|p? — 1 Tj.
ql(p — 1)(p + 1). Howro je ¢ upocr 6poj 3akmpydyjemo aa q|p — 1 wnm g|p + 1. Beh cmo
BUJEE Ja ¢ 1 p — 1, ma Ham ocTaje q|p + 1. Jomr jeaHoM ce ociamajyhiv Ha YMHEHHUITY J1a Cy
p u q mpoctu OpojeBu TakBu 1a je p < ¢, mobujamo ma je p =2 u ¢ = 3.

Ja cymupamo, umamo ja wiau rpyna G oamje npocra mwim je |G| = 12, na 3ajaraxk 3a-
BPIIABAMO 3 JOKAXKeMO 13 rpyma pega 12 #He moxke butu npocra. To hemo m3nosujutu y
mocebaH 3aJaTaK.

O
3anarak 25. J/lokasaru nga rpymna pena 12 muje mpocra.

Pememse. Heka je G rpyna pema 12. Ozmaunmo ca H weky mweny So moarpymy. Tana je
|H| =4, ma je [G : H] = 3. Ha ocroBy n!-teopeme onma cienn

[G : Core H] | 3! = 6.

Axo 6u 6uno Core H = (e), ona 6u Baxkuio [G : Core H] = |G| = 12, na 6ucmo jo6mmm 12|6.
To je mapapuo Hemoryhe, na 3akspyuyjemo ja je Core H jemana mpaga, HOPMaJIHA, TOATPYTIA,
on G. 36or Tora rpyna GG HEje TpOCTA.

O

Bagarak 26. Heka je G rpyna pesa p’q, Tae ¢y p u ¢ pasiuauru npoctu 6pojesu. Jlokazaru
na rpymna G permBa.

Pememe. U3 3agarka 24 3aamo j1a rpyna G HUje TpocTa, 1a [MOCTOJU BHeHa, IPaBa HOPMAaJTHA
noyrpyna H. Kako je |G| = p?q, us Jlarpamxkese Teopeme caemn qa je |H| € {p,q,pq, p*}.
Kommarmaka rpyna G/ H oBa MOKe IMATH PEJIOM Pg, P2, p WA q eJTeMeHATa. 3aK/bydIyjeMo
JIa y CBAKOM og1 jobujenux coy4vajesa rpyne H m G/H wmopajy 6urm pemuse. Ha ocuoBy
Teopeme 1.10 onma ciemu na je rpyna G pemniupa.

OJ

3amarak 27. Heka cy p < ¢ < r paznauuntu nupoctu 6pojesu. Jlokazaru ma rpymna G pema
PqQr HUje TIPOCTA.
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Pemiemse. N3 Tpehe teopeme CuoBa mmMamo:

sp=1 (mod p)
sp | qr (5)

s¢q=1 (mod gq)
Sq | pr (6)

s, =1 (mod r)

sr | pg. (7)

[Tormro cy 6pojesn ¢ u r mpoctn, u3 ycaosa (5) pobujamo s, € {1,q,r,gr}. Cauano, u3
ycaoBa (6) mobujamo s, € {1,p,r,pr}. Mehyrum, ako 6u 6mwio s, = p, onga 61 BAKUIO
p=1 (mod q). Opnarsie 6u crequio g | p— 1, mrro nuje moryhe, jep je p < g. IIpema Towme,
octaje HaM caMo S, € {1,r,pr}. Ha normyno ucru nauun gobujamo s, € {1,pq}.
[Tpernocrasumo caga aa je rpyma G mpocta. Taga mMopa 6uTH sy, S¢, 5, > 1, Ha 3aKIbY-
qyjeMo Ja BaxKH S, > ¢,Sq > T U S, = pq. O3Haummo ca H; cse S, ca K; cee Sq n ca L;
cge S, noarpyne o G. [lpumernmo na je 3a cse ¢ ucnymweno |H;| =p, |K;|=qu L; =71, a
AMaMoO U JIa BaxKu cienehe:
] HiﬁHj:KiﬂKj:LiﬂLJ‘: <6> SaCBei#j
Crakaxo Baxu na je H; N H; moarpyna w ox H; m ox H;. Kaxo cy H; w H; obe pena p,
IbUXOBE jeJlHe HOArPYIIe Cy TPUBHjAIHA IoArpyna (e) u oxe came. [lomro je H; # Hj,
apyro je memoryhe, ma crenu H; N H; = (e). Iormyno anasnorso ce pagu 3a K; N K
ul;N Lj.
° HiﬁKj:KiﬁLj:LiﬁHj: <€> 3a CBe t U J
Baxwu na je H; N K; noarpyna o, H; u K, ma Ha ocHoBy Jlarpanzxese Teopeme cien

|H; N K| | |Hil, |KG| . [Hi 0K | p,q.

Kako cy p m g pasamauru npoctu OpojeBH, OHM CY y3ajaMHO IIPOCTH, Ia J00HjaMO
|H; N K;| =1 1j. HiN K; = (e). Ha nornyso uctn Haums pagumvo u 3a K; N L u
L;N Hj.

[Tocmarpajmo caga ckyn S y KojeM cy cBu ejieMeHTH rpylie G KOju ce HaJIa3e y JeITHO] O
nogrpyna H;, K; win L;. Ca jenne crpane, ceakako je S C G, na Baxu |S| < |G|. Ca npyre
CTpaHe, IOIITO CMO BHUIEIH 13 ce cBe moarpyie H;, K; u L; melhycobmo ceky TpuBujasHo,
gobujamo ma je

S| =sp(p—1)+54(g—1) +s.(r—1)+1
>qp—1)+r(@—1)+pg(r—1)+1
=pg—q+qr—r+pgr—pqg+1

=pgr+(¢g—1)(r—1)
> pgr = |G|.
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ITpema Tome, mo6MIIM CMO KOHTPAUKIIA]Y W OHA YIIPABO MOKa3yje Ja rpymna G HEje mpocTa.
0

3anarak 28. Heka cy p < ¢ < r paznuuutu nupoctu 6pojesu. Hokazaru jia je rpyma G
pena pqr pemusa.

Pememe. U3 nperxojgHor 3ajaTka 3HaMO Ja je s, = 1, s, = 1 mim s, = 1. bes ymamema
ONINTOCTH MOYKEMO HPETIOCTABUTH Ja je s, = 1. O3maunmo ca H jepmnacTseny S, moarpymy
on G. Tana Baxu na je H <G u |H| = p. VI3 npyre 4nmbeHUIE MOKEMO 3aK/BYIUTH JIa, je
bgr
p
u ona pemupa. Ha ocrHoBy Teopeme 1.10 3akibyuyjemo jia je rpyna G perusa.
OJ

noarpyna H pemmsa. Takobe, kosmunnuaka rpyna G/ H je pena = @r, IITO 3HAYU 1A je

Bamarak 29. Heka je G rpyna pema p’q?, tme cy p < q upocru 6pojesu. Jlokazaru ja
rpyna (G Huje mpocTa.

Pemieme. U3 Tpehe reopeme CustoBa umamo:

s¢ =1 (mod q)
sq | P2

IMomrro je p npocr 6poj u3 apyror ycuaosa gobujamo s, € {1,p, p?}.

Axo je s, = 1, Ha ocHOBY /Ipyre Teopeme CuioBa ciaefu Jia je jeMUHCTBEHaA S, MOAIPYyIIa
vopMautHa y G, ma ogMax uMamo Jia rpyna G Huje mpocTa.

Ako je s = p, u3 upsor yciosa ciegu p = 1 (mod ¢). Omasae gobujamo ¢|p — 1, mro
Huje moryhe, jep je p < q.

Ipenocrasumo ja je s, = p®. Onma je p?> = 1 (mod q), omakiae caegn g|p* — 1 Tj.
ql(p — 1)(p + 1). Iomrro je g mpoct 6poj 3akmbyuyjemo na q|p — 1 wmm g|p + 1. Beh cmo
Buzienn Jia ¢ 1 p — 1, na wam ocraje ¢|p + 1. Jom jegaom ce ocaamajyhu va unnenuny ja cy
p ¥ ¢ npocTu 6pOjeBu TaKkBH Jia je p < ¢, jobujamo ja je p =2 wu q = 3.

Ja cymupamo, umamo ja wim rpyna G auje npocra win je |G| = 36, na 3azarak 3a-
BPIIIABAMO JIa, JIOKAKEMO JIa TpyIia pera 36 He Moxe dbutu npocrta. To hemo uznosujutu y
mocebaH 3a1aTaxK.

0
3axarak 30. /lokazaru ja rpyna peja 36 Huje mpocra.

Pememe. Heka je G rpyma pena 36. Ozmaunmo ca H mHeky meny Ss moarpymny. Tama je
|H| =9, ma je [G : H| = 4. Ha ocroBy n!-Teopeme onma cienn

(G : Core H] | 4! = 24.

Axo 6u 6uno Core H = (e), onya 6u Baxwio [G : Core H] = |G| = 36, na 6ucmo mobuin
36|24. To je mapapno Hemoryhe, na 3akspyuyjemo na je Core H jenHa mpasa, HOpMaJiHA
noarpyna ox, G. 36or Tora rpyna G Huje mpocra.

O

Bamarak 31. Heka je G rpyna pema p?q?, rae cy p < ¢ upocru 6pojesu. Jlokazaru ja je
rpyna G pemiusa.
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Pememme. N3 3amartka 29 3namo jga rpyna G HEje TpocTa, Ma MOCTOJU E-EHA, MPaBa HOP-
MasHa moarpyma H. Kaxko je |G| = p?q?, u3 Jlarpamxepe Teopeme ciaemn ga je |H| €
{p, 9% 4, 4% pq, p*q, pg*}. Kommarmaka rpyna G/H ompa MoXke UMaTH pesioM pq2, q°, pq,
p?, pq, ¢ WK P eaeMeHaTa. 3aK/bydyjeMo Jia Y CBAKOM OJ JIobUjeHnx ciaydajesa rpyne H u

G /H wmopajy 6urn pemmse. Ha ocuoy Teopeme 1.10 onza coenm sa je rpyna G pemmsa.
O

3amarak 32. Heka je p wemapan npoct 6poj. Jlokazaru na rpyna G pena 8p Huje mpocTa.

Pemieme. U3 Tpehe reopeme CusoBa umamo:

sp=1 (mod p)

sp | 8.

U3 gpyror ycnosa mobujamo moryhmocru s, € {1,2,4,8}.
Axo je s, = 1, ma ocnosy JIpyre Teopeme Cuinopa cienu ja je jeAuHCTBeHA S), TOAIPYTIA
vopMaJtHa y G, ma ogMax uMamo Jia rpyna G HEje mpocTa.
Ako je s, = 2, u3 upsor yciaosa uMamo aa je 2 =1 (mod p), wro muje moryhe.
Ako je s, = 4, u3 upsor yciaosa umamo 13 je 4 = 1 (mod p), mro HaM jaje p = 3.
Ako je s, = 8, u3 upsor yciaosa umamo aa je 8 =1 (mod p), mwro Ham gaje p = 7.
Jakie, unu rpyna G uuje npocra wiu je |G| € {24, 56}. Ilpeocrasa asa cayuaja |G| = 24
u |G| = 56 u3nBajamo y mocebHe 3aaTKe.
O

3anarak 33. /lokaszaru na rpymna pena 24 muje mpocta.

Pemieme. Heka je G rpyna pena 24. Ozmaunmo ca H Heky meny So moarpymy. Tana je
|H| =8, na je [G : H| = 3. Ha ocnoBy n!-reopeme onza cijenn

[G : Core H] | 3! = 6.

Ako 6u 6uo Core H = (e), onna 6u Baxkuno |G : Core H] = |G| = 24, na 6ucmo nobusn 24|6.
To je mapapuo memoryhe, na 3akspyuyjemo jia je Core H jemna mpaBa, HOPMAJIHA, TOJArPyAa

ox G. 36or Tora rpymna G HEje TIPOCTA.
O

3anarak 34. J/lokasaru na rpymna pena 56 mHuje mpocTa.

Pememwe. Heka je |G| = 56. I3 Tpehe Teopeme CusoBa mmanmo
sg =1 (mod 2)
59 | 7

s7=1 (mod7)
87‘8

— S9 € {1,7}

— s7 € {1,8}.

[IpernocraBumo na je rpyna G npocra. Taja mopa butu sy = 7 u sy = 8. O3HaunMo ca
H; cee Sy noarpyne on G. Iopen mux hiemo nocmarparu u gase So nmogarpymne K1 u Ko of
G. llpumernmo ma je |H;| = 7 u |K;| = 8 3a cBe i. Vimamo ciesiehe:

27



e HiNK;=(e)3acseinj
Baxwu na je H; N K; noarpyna o H; u K, na Ha ocHoBy Jlarpanzxese Teopeme cien

|Hi OV K[| [Hil, |KG] oy [Hi 0 KGl] 7,8,
Kako cy 6pojesu 7 u 8 ysajamuo mpoctu, caenn |[H; N Kj| =1 1j. HyNKj = (e).
e HiNH; = (e)3acBei#]
Baxmu na je H; N H; nonrpyna u ox H; m on H;. Kako cy H; u H; obe pena 7, muxose
jesmme moArpyme cy TpuBHMjasHa HoArpyna (e) u oume came. Iomro je H; # Hj, apyro

je memoryhe, ma cirenu H; N H; = (e).

[Tpumernmo ma mpecek moarpyma K w Ky #He mopa Owrtw TpuBHjajaH, MOIMITO OHE HUCY
npocror pena. Oue cy pema 8 u pazimante, ma 3 Jlarpanxkese Teopeme caenn K1 N Kol €
{1,2,4}. Tlomrro je |K1 U Ka| = |Ki| + |K2| — |K1 N K|, nobujamo

|K1UK2’28+8—4:12.

Oznauyumo caga ca S ckyn eremenara u3 G Koju ce HaJiaze y HEKOj o morpyma H;, K
wim Ks. Taga je S C G, na umamo |S| < |G|. Ca apyre crpane, nomro ce noaryne H;
Mehycobuo u ca moarpynama Ky u Ko ceKy TpHUBHjaJIHO, ©MAMO I3, je

‘S’ 287(7—1)+|K1UK2’
>8-6+12
=60 > |G|.

Jlobujamo KOHTpaIMKIM]y Koja ToKasyje Ja rpyna G HHje mpocTa.
OJ

Bamarak 35. Heka je p nemapan npoct 6poj. Jokazaru na je rpyna G pema 8p permsa.

Pemteme. Ha ocroy 3amarka 29 3uamo sa rpyna G HEje TPOCTa, 11a MOCTOJU HEHA TTPaBa,
HopmaJsiea noarpyna H. Kako je |G| = 8p, uz Jlarpauxkese Teopeme cieau na je |H| €
{2,4,8,p,2p,4p}. Kosmunuuka rpyna G/H onpa moxe umatu pejgom 4p, 2p, p, 8, 4 nau
2 esemenTa. 3aKJbydyjeMo Ja y CBaKOM oj jobujeHux ciaydajesa rpyne H u G/H wmopajy
outy permmse. Ha ocaoBy Teopeme 1.10 orpma coem jia je rpyna G perusa.

0

Sanmarak 36. /lokazaru ga rpyma pena 48 muje mpocra.

Pemieme. Heka je G rpyma pena 48. Ozmaummo ca H Heky meny S moarpymy. Taga je
|H| =16, ma je [G : H] = 3. Ha ocroBy n!-Teopeme onga cienn

[G : Core H] | 3! = 6.

Ako 6u 6usto Core H = (e), ongia 6u Baxkusio [G : Core H] = |G| = 48, na 6ucmo j1o6wiiu 48|6.
To je mapaeuo Hemoryhe, na 3akibydyjemo jia je Core H jejna mpapa, HOpMAJIHA, TOJArPya

ox G. 36or Tora rpymna G HEje TIPOCTA.
O
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3anarak 37. Jlokaszaru na je rpyma pema 48 pemwusa.

Pememe. Heka je G rpyna pema 48. Ha mperxoamor 3amaTka 3HAMO Ja Ta Tpyma HEje
mpocTa, Ta MOCTOjU HheHa TpaBa HopMaJsiHa noarpyna H. Kaxko je |G| = 48, u3 Jlarpanxkese
Teopeme cieau Ja je |H| € {2,3,4,6,8,12,16,24}, a ucre cy n moryhuocTy 3a pej KOamd-
auuke rpyne G/H. 3akmydyjemo ma y cakom on moryhux ciyuajesa rpyme H w G/H
Mopajy outu permmse. Ha ocaoBy Teopeme 1.10 onpa caenm ga je rpyna G permusa.

O

IMocaneauna ([Tocnequna g0 cana ypahenux 3ajgaraka). Heka je G merpuBumjasina rpyna
pena mamer oj 60. Tana je G pemmusa. Homaruo, nox ycsiosoMm sa |G| uuje npocrt 6poj,

nMaMo u Jia rpyna G HEje mpocTa.

Hajmama mpocTa rpyma kKoja HEje mpocTor pera je amrepuupajyha rpyma As u oHa je
ymupaso peaa 60. To je yjenno u HajMama rpymna Koja Huje pemmsa (Bugeru [Ipumep 1.8).

3anarak 38. Heka je G rpyma pema 5- 7 - 17. lokazatu ga je rpyna G IMUKIATHA.

Pemiemse. N3 Tpehe teopeme CuioBa mmMamo:

=1 d5
% (mo )}—>55:1

s5 | 717

s7=1 (mod?7

! ( ) — s7 € {1,85}
s7|5-17

si7=1 (mod 17

1 ( e {1,35}).
S17 ‘ 5-7

OMax MOXKEMO 3aKJBYIUTH /13 je jenmucTBeHa S5 moarpyna H wopmadaa y G. [pumernmo
jnaje |[H| =5, naje H = Zs.

Hokaxxumo jorr ma mopa 6utu s; = 1 wnm s17 = 1. 3a noderak hemo mpermocraBuTH
cynpoTHO; Taja je s7 = 85 u s17 = 35. Ozmaummo ca K; cee Sy moarpyme u ca L; cBe Sir
noarpyne ox G. Tana je |K;| =7 u |L;| = 17. Umamo u caenehe:

o K;NLj=(e)3acseinj
Baxmu na je K; N L; nonrpyna ox K; u L;, na Ha ocHOBY Jlarpanzkese Teopeme CJie/Iin

’Kz ij’ | ‘Kz’7 ‘LJ‘ Tj. |Kz ﬂLj| ‘ 7,17.
Kako cy 6pojesu 7 n 17 y3ajamuo npoctu, crenu |K; N Lj| =1 1j. K; N Lj = (e).
o KiNK;j=L;NLj=(e)3acseiF]j
Baxmn na je K; N K; noarpyna u on K; m on K. Kako cy K; u K obe pena 7, muxose

jesmme moarpyne cy TpusujasHa HoArpyna (e) u one came. Iomro je K; # K, apyro
je memoryhe, ma crenu K; N K; = (e). Ilormyno camano pagumo u 3a L; N Lj.
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Osnaunmo ca S ckyn ejemenaTa w3 G Koju ce Hasmaze y Hekoj oj norpyna K; wim L;. Tama
je § C G, ma umamo |S| < |G|. Ca apyre crpane, momTo ce cse noaryne K; u L; meljycobno
CEeKy TPUBHjaIHO, j100mjamo 11a je

‘S| 287(7—1)+817(17—1)+1
=85-6+35-16+1
= 1071 > ’G|

Jobujena kouTpauKIja nokasyje Ja je s; = 1 mm s17 = 1. Qukcupajmo cajya jejgny Sy
moarpyny K u Si7 momgrpyny L ox G. U3 mperxoguor 3HaMo Ja je 6apem jeaHa o BUxX
jeTMHCTBEHA, a TuMe u HopMaJiHa y G. 36or Tora je M := KL noarpyna oxn G. Ilpumernmo
JIa je
|K||L|  7-17
IKNLl 1
Kako cy 7 u 17 upocru 6pojesn Taksu ga 7 1 17 — 1 3aksmyuyjemo ja je noarpyna M
mukanana, M = Zq.q7 (Ha ocHoBy 3amarka 23). Takobe, Baxku nma je [G : M] = 5, na Kako
je b Hajmamu npoct 6poj Koju Jeau |G|, nobujamo na je M < G.

Ucnurajmo jom omuoc moarpyne M ca H. Ilomro je H N M noarpyma on H n M, u3
Jlarpam>xeBe Teopeme CJiean

M| = |KL| = =717,

\H M| ||H|,|M| =j. [HOM||5,7-17.
Bpojesu 5 u 7-17 cy ysajamuo npoctu, ogakae 3aksmpyayjemo |H N M| =17j. HNM = (e).
MozkeMo 3aK/BYIUTHU U

|H||M|  5-7-17
|[HNM| 1

[HM| = =5-7-17=|G|.

Ilomro je HM < G, nobujamo HM = G. Haxkie, na cymupamo, umamo ja cy H, M < G,
HnNM = (e) mw HM = G. U3 Teopeme 0 pasnaramwy OHJIA CJI€H

G=2HXMZ=7Zs5 X Znpy7 = Zs7.17.

ITpema Tome, mokazaau cMo g je rpyna G IUKJIATHA.

O

Bamarak 39. Hexka je G rpyna pema 22 - 19 - 37. Jlokazatu ja Taja:
a) G mMa HOpMaJIHY moarpymy peia 19 - 37.
6) G uma nmoarpymny mHIEKCa 2.

Pewmeme. a) U3 Tpelie reopeme CusioBa umamo:

s19 =1 (mod 19)

— 819 = 1.
s19 | 2237 } 19

3akJbydyjemMo Jia je jenmHCTBEHA S19 moarpyma H wopmasaa y G. Ozmaummo ca K Heky
Ss7 nogrpyny on G. Taga je HK < G. U3 Jlarpanxkese Teopeme, nommto je H N K < H, K
3aKJbYIyjeMO

\HNK|||H|,|K| tj. [HnNK||19,37.
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Jobujamo na je |H N K| =1, ogakae caenn

|H||K| 19-37
IHNK| 1

|HK| = =19 37.
TIpema Tome, M := HK je TpakeHa moArpyna, YKOJIUKO TTOKAKEMO J1a je OHA HOPMAJTHA Y
G. llpumernmo na je [G : M| = 4, na Ha ocHOBY n!-Teopeme cieau

[G : Core M]|4!.

Jlakje, umamo
|G| . 22.19-37
— |24 7., ———— .
| Core M| | B | Core M| |

U3 mocnenmer 3akimyayjemo ga 19 - 37 | | Core M|, ma kako je Core M < M, mobujamo
Core M = M. 36or Tora je moarpyna M wopmasua y G.
6) Ha ocnopy Kommjese jeme y rpymu G MOKEMO yOUHTH eJIeMEHT a pena 2. O3HAIIMO
ca L nuksmany noarpyny og G remepucany ca a. Tana je |L| = 2. Tlopen L mocmarpajmo
noarpyny M u3 gena a). Kako cmo mokazasnu ja je M < G, Baxu ma je LM < G.

W3 Jlarpanxese Teopeme, momto je L N M < L, M 3akmbydyjemo

|LNM|||L|,|M| Tj. |LNM|]|2,19-37.
Hobujamo ja je |L N M| =1, onakse caenn

IL||M|  2-19-37
ILNM| 1

ILM| = =2.19-37.

3aro je LM wnnerca 2 'y G U npeicTaBiba TPAXKEHY TOATPYITY.
O

3amarak 40. Heka je G rpyma pema 1947 = 3 - 11 - 59.

a) Hokazaru na G uMa HOpMAJHY MOArPYIy peia 3 win peaa 11.

6) Jlokasarn na G mma moarpyny peaa 3 - 11. Jla sm je ona mukawana?
B) Hokazaru na G uma moarpymy pega 11-59. Ha su je ona HOpMautHa?

Pewmeme. a) U3 Tpelie reopeme CusoBa nmamo:

3=1 d3
° (mo )} sy e {1,11-59)

sg | 11-59
s;1=1 (mod 11)

— 811 € 11,3 -59}.
s11]3-59 €1 )

Hokaxumo ga Mopa 6utn s3 = 1 winm s11 = 1. ¥ cyuporaoM je s3 = 11-59 u s11 = 3 - 59.
Osnaunmo ca H; ce S3 mogarpyne m ca K; cse S1; noarpyne ox G. Tana je |H;| = 3 u
|K;| = 11. mamo u cienehe:
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e HiNK;=(e)3acseinj
Baxwu na je H; N K; noarpyna o H; u K, na Ha ocHoBy Jlarpanzxese Teopeme cien

H; 01| |H, K] . [HG 0G| 3,1
Kako cy 6pojesu 3 u 11 y3ajamuo mpocru, crenu |[H; N Kj| =1 1j. H; N K; = (e).

e HiNH; =K;NKj;=(e)3acsei#]j
Baxmu na je H; N H; nonrpyna u ox H; m on H;. Kako cy H; u H; obe pena 3, muxose
jesmme moArpye cy TpuBHMjaJHa HoArpyna (e) u oune came. Iomro je H; # Hj, apyro
je memoryhe, ma crenu H; N Hj = (e). Ilornyno camuno paxumo u 3a K; N K.

Ozuaunmo ca S ckyn eslemenaTa u3 (G Koju ce HaJsiaze y HeKOj of norpyna H; wim K;. Tana
je S C G, naumamo |S| < |G|. Ca npyre crpasne, nomro ce cse noarpyne H; n K; mehycobHo
CeKy TPHBH]AJHO, J00HjaMo 13 je

‘S| :83(3—1)+811(11—1)+1
=11-59-2+3-59-10+1
:3069>’G‘.

Jlobujena xKoHTpa uKIMja oka3yje ja je s3 = 1 uianm s11 = 1. To 3naum xa je 6apem jesana
ox Ss wiau S71 MOJArPYIA JeJIMHCTBEHA, a TuMe U HopMaJHa y G. OHe cy ynpaso pejia 3 uiun
11, wume 3aBpImaBaMo 0Baj JI€0.

6) Yoummo cajia mpousBosbHY (bukcupany Ss noarpyny H u S1; moarpymy K om G. Tama
je |H| =3 u |K| =11, a u3 nena a) 3aamo aa je 6apem jemna o bux Hopmaaaa y G, Kao u
maje [HNK|=1.36or toraje HK <G u

H||K|  3-11

= =311
HNK| 1

HE| =

Haxgae, HK npencrasipba Tpaxkeny noiarpyiy. [lomro cy 3 u 11 pazimautu npoctu 6pojesu
taksu sia 31 11 — 1, 3aksbydyjemMo Jia oHa jecre MUKINIHA (HA OCHOBY 3ajarka 23).
B) Ocyonnmo ce jom jemaom Ha Tpehy Teopemy CutoBa na mobujemo

s50 =1 (mod 59)

— S59 = 1.
sso | 3-11 } *

3akJbydyjemMo 1a je jeaumHCTBeHa, Ss9 moarpyma L mopmasra y G. 36or Tora je KL < G,
rie je K S1; moarpyna o G w3 nmena 6). U3 Jlarpanxkese teopeme, momro je KNL < K, L
Ja0bujamMo

|IKNL|||K|,|Ll =j. |[KNL||11,59.
Hobujamo na je |K N L| = 1, onakie cinemn

IK|[L|  11-59

= =11-59.
KN L| 1

|KL| =

Haxne, KL je tpaxena noarpyna. llomro je wmen unyerc y G jenHak 3, mTO je HajMABU
npoct 6poj koju gesm |G|, 3aKibydyjeMo Ja Ta MOArpyIa jecTe HOPMAJIHA.
0
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Hapemnux nmap 3amaraka he mam matu jormn jemanm MeTos 33 TMOKA3UBAKE 13 HEKA IPYIa
HHje IPOCTa, KOJH YeCTO PAId ¥ CATYAIIMjH Kaa He (PYHKIIHOHMIIE HUIITA IITO CMO OO Cala
BUJIEJIN.

3amarak 41. Heka je G mpocra rpyna uw H moarpyna ox, G KoHa9HOr WHiekca k > 1.
Hoxkazaru jia je Tana je G < Sg.

Pememe. Ilocmarpajmo aejerso rpyne G Ha ckyn G/H nedbwunucano ca
g-aH = gaH, g,a € G.

[MopceTnMo ce Ja 0BO JIEJCTBO MOXKEMO BHJETH U Kao xomomopdmusam ¢ : G — Sym(G/H)
JecdrHUCAH ca

¢(g) =714, tHEjeTy:G/H — G/H, 174(aH) =gaH,a € G.
Oapeumo jesrpo osor xomomopdusma,

kergp ={g € G| ¢(g) =idg/u}
={9€G|ry=idg/u}
={g€ G| gaH =aH 3a cBe a € G}
={g€Gla'gaH =H3zacseacG}
:{geG|a_lga6H3aCBea€G}
={g€G|gcaHa ' 3aceacG}
= Core H.

[Tomrro je rpyna G mpocta u Core H < H, 3akmyuyjemo na je Core H = (e). IIpema Tome,
XOMOMOPhH3aM ¢ WMa TPUBUJAJHO je3rpo, Ma je yTamame. 300r TOTa MOXKEMO CMATPATH
ma je G < Sym(G/H). Konauano, nomro je [G : H] = k, Baxu Sym(G/H) = Si, unme
nobujamo Tpaxkerno G < Sy.

O

Hapenno tBpheme je mocsieuiia jokas3a tTpehe reopeme Cuiiosa.

Tepbhemwe 3.7. Heka je K jenna S, noarpyna rpyne G u NgK HOopMasmmsaTop 3a Gy K.
Tama je
G : NgK]| = s).

Bamarak 42. Hexa je p mpoct 6poj Takas ga p | k! u p> 1 k! u H jenna Sp moarpyna o, Sy,.
Tama Basku:
[Ns, H| = p(p—1)(k —p)!.

Pemiewe. Ha ocuoBy Tspbhema 3.7 umamo
Sk : Ns, H] = sp,

OJTAKJIE je
Skl _ &!

‘NSkH| =
P Sp
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ITpema ToMme, cBe mTo Tpeba aa oapeaumo je 6poj s, Cunosmesux p-noarpyna oz, G. IomTo
p | k!'m p? t k! mmamo ma cy Sp moarpyme on, G pena p. OHe ¢y cTOra NUKJINYIHE, TeHEePUCAHEe
eJIEMEHTUMA, PeJia P.

Bparupimm ce Ha ycnose p | k! u p? 1 k! sakmydayjemo ga je p < k < 2p, nma ¢y p-IEKJIOBH
jemmuw egementu pena p y Si. Oapeaumo wuxoB 6poj m.

IIpe cBera, cBaku p-IUKJI MOXKEMO BHJIETH Kao ypelhemy p-TOPKY HEKHUX p u3abpaHuX
enemenata u3 ckyna {1,2,...,k}. Bpoj cBux takBux p-Topku je (f))p!. Mebhytuwm, ako ce cBu
eJIEMEHTH y HEKOj p-TOPIM POTHUPajy 3a 1,2, ..., p MecTa yIecHO, OAroBapajyhu MUK ocTaje
uctu. To 3HaYM /14 CBAKOM P-IIUKJIY OJITOBAPA P PA3JIMIUTUX P-TOPKH, 114, j&

(o

Bparumo ce cazna Ha S, noarpyne. One cy nukiudse, pesa p u 6poj HBUXOBUX IeHepa-
Topa je p — 1. HapaBHO, CBM BUXOBU I'€HEPATOPHU Cy P-TIMKJIOBH, 11a 3aKJbYIYjEMO J1a, CBAKO]
dukcupanoj S, noarpynu oarosapa p — 1 paznudur p-nukia. 36or Tora je

m  (3)p—1) k! k!

e (1 KA (S Ty

Bpahamem y (8) mobujanmo

k!
|Ns, H| = ——7—— =p(p — 1)(k —p)!,

(k—p)'p(p—1)

qnme A00mjaMo TPasKeHo.

g

Banmarak 43. Heka je p upocr 6poj, k € {p,p + 1} u H jenua S, moxrpyna ox Si. Taza
BaKH:

|Ns, H| = p(p—1).

Pemtewe. OpBo je caMo JUPEKTHA MOCTIEINIA TPETXOTHOT 33,TATKA.

O
Bagarak 44. Jlokazaru g2 rpymna pejga 23 - 3 - 72 nuje mpocra.

Pememe. Heka je |G| = 23 -3 - 72. U3 Tpehe Teopeme CumoBa mMaMo:

=1 d2
%2 (mo )} s s e {1,3,7,21,49, 147}

82|3'72
s3=1 (mod 3)

s3] 2372

s7=1 (mod 7)}

} — s3 € {1,4,7,28,49,192}

— s7 €41,8}.
s7]23-3 Te L8
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ITpermocraBumo aa je rpyna G mpocta. Tama mopa 6utu sy = 8. O3naunumo ca K jenny Sy
noarpyny on G. Ha ocuoBy Tsphewma 3.7 umamo

[G: NgK]| = s7 =38,
ma HaMm 3agiarak 41 omoryhaga ga emarpamo G < Sg. U3 Jlarpanxkese Teopeme OHJa, CJieu
23.3.7%| 8!,

mTO je KouTpaauKimja, jep 72 1 8!. TIpema Tome, Tpyma G He Moke GUTH TPOCTA.
O

Banmarak 45. /lokazaru ja rpyua pega 396 muje mpocta.

Pemreme. Heka je |G| = 396. U3 Tpehe reopeme Cusoa umamo:

s9 =1 (mod 2
2 ( )} s €{1,3,9,11, 33,99}

S9 ‘ 99

s3=1 (mod 3

3 ( ) — s3 € {1,4,22}
83 ‘ 44

s11=1 (mod 11

H ( ) G (1,12}
S11 ‘ 36

IIpermocraBumo ga je rpyna G upocra. Tama mopa 6utu s11 = 12. O3naunmo ca H jenny
S11 moarpyny on G. Ha ocuoBy Tsphema 3.7 umamo

[G : NgH] = 511 = 12,

na nam 3agarak 41 omoryhasa ja cmarpamo G < Spo. [Ipumernmo ja, nonrro 11 | [Syo| = 12!
1 112 4 [Sy2| = 12!, mozxemo cmarpaTn 1a je H u jemma S11 moarpyma ox Sq2. Kako je G < Sia,
ogna je u NgH < Ns,,H, na u3 JlarpaHxepe TeopeMe cienu

INcH| | |Ns,, H|. (9)

Ocraje camo jor fa u3padyHaMo peIoBe HOPMAaJIM3aToOpa Koju ce ojaBibyjy. Ca jemme cTpa-
He, Kako ¢Mo Beh Bugenn, Baxu (G : NgH] = 12, omakue je

G| 396
NgH| = =20 = 22 _ 33
INaH| = T5 =5 =33

Ca mpyre crpane, u3 3ajgarka 43 mupektro ciaemu |Ns, H| = 11- (11 — 1) = 110.
Bpahamem y (9) mobujamMo KOHTPATUKIA]Y

33 | 110,

KOja mokasyje Jia rpyna G Huje mpocTa.
OJ
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4 TlonynmupekTaH mpom3BOJ rpymna

Heka cy H u K niBe rpyme u o : K — Aut H xomomopduzam rpyma. Ha ckyny H x K
OHIA MOXKeMO neduHncaTn OuHAPHY Omepanujy ca

(hlakl)(h27k2) = (hlw(kl)(h2)7klk2)7 h17h2 € H7 k;17 k? € K. (]-0)

Ckyn H x K je jenna rpyna y omHocy Ha OBy omneparujy. HazmBamo je mosryimpekTHUM
npoussoiom rpyna H u K n osmagasamo je ca H x, K.

Heyrpan 3a omeparmjy (10) je ypebenu map (e,e) kora umHe HeyTpasa u3 rpymne H,
oppocuo K. Takolje, unseps 3a npoussosbuu eaement (h, k), h € H, k € K je onpeben ca

(h k)" = (k™) (), k7).
Ocrase ocobrme MOTyARPEKTHOT MPOW3BO/IA OTIMCAHE CY HAPETHUM TBPHEmHEM.

Tephewe 4.1. Heka cy H u K gBe rpyne u ¢ : K — Aut H xomomopduzam rpymna. Tama
BaXKU:

o |H %, K| = |H|IK].
o H={(h,e)| h e H}, na moxkemo cMaTparu ja je H noxrpyna on H x, K.
o K ={(e k)| ke K}, na moxemo cmarpatn ja je K momrpymna ox H X, K.
e HaH %, K.

3amarak 46. Heka cy H u K nse rpyne u ¢ : K — Aut H xomomopduzam rpyna. Jloka-
3aTh Ja cy ciegeha TBphema eKBUBAJICHTHA!

a) Xomomopdusam ¢ je TpUBHjaIaH.
6) K<H x, K.
B) Hx,K=HxK.

Pememe. Jlokazahemo ma Baxku a)— B) — 6) — a). Uaemo pegom:
a)— B) Heka je ¢ tpuBujaman xomomopduzam. Tana 3a cee k € K Baxu (k) = idy. 3a
uponssosbre (hi, k1) u (ha, k2) us H x, K onna umamo

(h1, k1) (h2, k2) = (hip(k1)(he), k1ks2)
= (hyidg (h2), k1ke)
= (h1ha, k1k2),

HITO NOKa3yje ma Baxu H x, K = H x K.

B) — 6) OBo je jacuo 3aro wmro Baxu K <H x K.

6) — a) Hexka je K<H x,K. Taga je K uaBapujaHTHA y OJHOCY Ha KOHjyTaIldjy eJeMEeHTHMA
uz H x, K, na 3a npoussospne h € H,k, k1 € K Baxu

(h,k)(e, k1)(h, k)"! € K.

36



Hame mobujamo

(ho(k)(e), kk1)(p(k~ 1) (A1), k1) € K
(h,kk) (k=) (1), k1) e K
(ho(kk) (k™) (h™1)), kk1k™Y) € K.

Hapagro, y nperxoanom 3anucy ce nog K mucin Ha uzomopduy konujy {(e, k) | k € K} re
noarpyne y H x, K. Jacro je ma kkik™' € K, jep cy k, k1 € K, na HaM ocTaje caMo ycJIoB

ho(kky) ((k™)(h7h) =€ 1. @(kki)(p(k)(h71) = A7

Taj ycios mopa 6utk ncnymen 3a cse k € K, na moxemo onabparu k = e. Tako pobujamo
J1a BaXKu

p(ky)(h™h) =™

3a cee k1 € K u h € H. 3akiyuyjemo na je (k1) = idy 3a ce k1 € K, a To yupaBo 3ua4un
Ja je ¢ TpUBHUjaAJIAH XOMOMOPQU3aM.

g

Hapenno tepheme omoryhasa ja ce HeKa Ipyna pal3jioXK{ HA MOJIYIUPEKTAH IIPOU3BOJL
cBOjux 1o/rpyna u buhe HaAM 0J1 KJbY4HOI 3HAYA]a Y JIAJBEM PaJLy.

Tephemwe 4.2. Heka cy H u K moarpyne rpyne G takse jga je H<1G, HN K = {e} u
G = HK. Tana nocroju xomomopduszam ¢ : K — Aut H Takas ga je G = H x, K.

3amarak 47. Hexka je p memapan mpocT 6poj. Omapenutu, 10 Ha u3doMopdu3aM, CBe TPYyIe
pena 2p.

Pememwe. Heka je |G| = 2p. Ha ocroy Kommujese sieme moxkemo nponalin eslemeHT a peja
py rpynu G. Osuaaumo H = (a). Tana je |H| = p, na saxu H = Z,. Jonarno, umamo 1a
je [G: H| =2, naje H<G.

Cnwano, na ocaoBy Komujese seme noctoju enemerT b peaa 2 y G. lluknnana moarpyma
K = (b) je onma pena 2 u Baxu K = Zo. Ha ocuoBy Jlarpauxkese Teopeme ciiejin

|[HNK|[|H], K] xj. [HOK][|p,2

Baksmyayjemo sa je |HNK| =1, ommocao HNK = {e}. Kako je HK < G, yumenuna Jjia je
|HK| = |H||K| = p- 2 = |G| nokasyje na je HK = G. Hakue, umamo H <G, HN K = {e}
n HK = G, na na ocaoBy Twphema 4.2 cnenn na je G = H X, K 3a HeKH XOMOMOP(U3aM
p: K — Aut H.

Ocraje jorr ja oapesumo koje ¢y cse moryhnocrn 3a ¢. 36or uumennne jia je K = (b)
uMaMo Jia je xomoMopdusam ¢ y nornyrnoctu oapehen ca ¢(b). Ilpu Tome je b pema 2, ma
KaKO [Py XOMOMOPhU3MY pe/ CIIMKe JIeJIU PeJl OPUrHHAJIA, 3aKbyayjemo ia r(p(b)) € {1,2}.
Jaxkme, Tpeba ma ucuuramo ciaeaehe ase moryhnocru:

* ©(b) je pena 1
Y oBoM ciIy4ajy je ¢ TpUBHjaJiaH XOMOMODP(hU3aM, 11a ce MOJIYIUPEKTAH IPOU3BOJL CBOJIU HA
gupekTan. Jlobujamo

GQHXngpXZQ§ng.
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e ©o(b) je pena 2

Kaxko je H = Z,, umamo na je rpyna Aut H mzomopdua Ojseposoj rpymu ®(p). Ilomro
je 6poj p je mpocr, Ojneposa rpyna ®(p) je mukmmuna. To 3HAYM ga y 0] MOCTOjU TATHO
jeaH eJeMeHT pejia 2 U Bera MOXKEMO Mperno3HaTh Kao ayromopdmsam f : H — H, f(z) =
!,z € H. llpema tome, y osom ciyuajy je ¢(b) = f. [omyaupexran npousson H x, K
renepuca je ejxementuma (a,e) u (e,b) uuju cy pemosu p, ogaocHo 2. Takobe, Baxku

(a,€)(e,b)(a, e)(e, b) = (ap(e)(e), eb)(ap(e)(e), eb)

1

Iocne yBohewa nnenruduranuje p <+ (a,e) u o <> (e, b) nobujamo popo = e 1j. pog = op™ ",

IITO HAM Jaje mpe3eHTanujy rpyme G:
G={po|pP=e0"=eps=0p')=D,

3akJbydyjemMo Jia, 10 Ha u3oMopdu3amM, IOCTOje TATHO JABE TPYyIe Pea 2p U TO Cy IMUKJINIHA
rpyna Zg, u guegapcka rpyna D,
O

Bagarak 48. Heka je H = (a) nukyimyna rpymna pega 8 u K = (b) mukIndHa TPyna pea
2. OnpeauTi KOJUKO HOCTOjH HEM30MOPMHUX Oy UPEKTHIX npoussoia H i, K.

Pememe. Csu nosyaupexkrau npoussogu H x4, K cy y nornynocru ogpehenn xomomopdu-
3moM ¢ : K — Aut H. Fbux, ca apyre crpase, y MOTIYHOCTH TIO3HAJEMO aKO HAM je TIO3HATO
(b)), jep je K = (b). Ilomro je b pesa 2 u KAKO Ipu XOMOMOPMU3MY peJi CIMKe JeJU Pej,
opurunasa, umamo ga r(p(b)) € {1,2}.

Opspesiuvo cBe enemente peja Hajsuine 2 y rpymu Aut H. U'pyna H je muksudsa, peia
8, na je Aut H = ®(8) = {1, 3,5, 7}. 360r rora umamo na je u Aut H = {f1, fs, f5, f7}, upu
qemy je f; : H — H,

fi(a) =d', i€{1,3,57}.

[Ipeciukasame a; je pega 1y rpynu Aut H, 10K ¢y mpeocTalia TpU IPeCc]InKaBamba peaa 2,
ma cBa joJiasze y 063up. 360r Tora pazjBajamo ciesehe ciydajese:

° o(b) =/

Y oBom ciydajy je (o TpuBHjasiaH XOMOMOPMU3aM, 114, C€ TOIYIUPEKTAH IPOU3BO/L CBOIU HA,
jupekTan. Jlobujamo

G2 Hx K=Zg X Zs.

° o(b) = fs
Y oBoM citydajy je nosymupekTan npoussos H X, K remepucan ejementuma (a,e) u (e, b)
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amju cy perosu 8, omaocHo 2. Takobhe, Baxku

(a,e)(e, b)(a,e)(e, b) = (ap(e)(e), eb)(ap(e)(e), €b)

a,b)(a,b)

ap(b)(a),b?)

afs(a),e)
)

aa®, e

(
= (
= (
= (
= (
= (a%,e).

Ilocne ypobema muentudukammje o <> (a,e) u B < (e,b) mobujamo afBaB = a. Taxo
HAJIA3UMO Mpe3eHTaImjy rpyme G:

=(a,B|a® =¢8> =e,afaB = a').
o(b) = fs

CimaHO Kao y MPETXOJHOM Ciydajy, uMaMo ja je H X, K reHepucan eixementuma (a,e) u
(e,b) amjm cy pesoBu 8, OMHOCHO 2. Y3 TO BaXKH U

(a,e)(e,b)(a,e)(e,b) =

Ilocne ypobema muentudukammje o < (a,e) u B < (e,b) mobujamo afBaB = ab. Taxo
HAJIA3WMO Tpe3eHTarmjy rpymne G:

= <O‘aﬁ | aS = 6752 = 6,0450&[3 = a6>.
p(b) = f7

Y oBOM ciiy4ajy je cBe MCTO Ka0 y MPETXOIHUM, jeJIMHO IIITO 33 PEJIAIN]y NMaMO:
(a,e)(e, b)(a, €)(e, b) = (ap(e)(e), eb)(ap(e)(e), eb)

= (a,b)(a,b)

= (ap(b)(a),b?)
= (afr(a),e)
= (
(

(

Tlocne yrohema uaentudukammje p <+ (a,e) u o < (e, b) mobujamo popo = e 1j. po = op~ !,

IITO HaM Jiaje npe3eHTanujy rpyme G:

2

G={(po|p=eoc’=epo=0cp ') =Dy
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3akJbydyjemMo fa, 0 HAa U30MOpQU3aM, MOCTOjU 4 Pa3JuauTa MOJYIUPEKTHA TTPOU3BOIA
Hx, K.
O

3amarak 49. Oapeantu, 10 Ha U30Mopdm3am, cee rpyme pejga 28.

Pememwe. Heka je |G| = 28. U3 Tpehie Treopeme Cusioa nmamo:

s7=1 (mod 7)}

— s7 = 1.
s7 |4 !

Bakspyayjemo Ja je jemuucreeny Sy moarpyny H ox G mopmasna. Kako je |H| = 7, 3mamo
u ja je H nuknmana, H = 77, na moxemo nucaru H = (a) 3a neko a € H pepa 7.

Yoummo jorm mpoussosbay So moarpymy K onx G. Oma je penma 4, ma w3 Jlarpamxese
TeopeMe MMaMO

|[HNK|||H|,|K| 7. |[HNK]||T7,4.

Bakspyuyjemo sa je |[HNK| =1, onnocno HN K = {e}. Opnarie cnepm u |HK | = |H||K| =
7-4 =28 = |G|. THomro je HK < G, 3akmyuyjemo ga je HK = G. Jakie, nmamo na je
H<G, HNK = {e} m HK = G, na na ocHoBy Tsphema 4.2 cienu ga je G = H x, K 3a
reku xoMmoMopdmzam ¢ 1 K — Aut H.

Ocraje jomr ja ompeaumo cBe MoryhuocTu 3a xomomopduzam p. Kako je rpyna K pena
4, ona mMoxKe OuTw nan rMuKInIHa i n3omopdua Kaajuoosoj rpymu Zo X Zo. ¥ ckiamy ca
THM Pa3aBajaMo Ha JIBa CIydaja:

1. cnyuaj: K 27,y

Y oBoMm cayuajy moxemo mmcatu ga je K = (b) 3a mexu enement b pema 4. Xomomopduzam
¢ je onma y normyHoctu oapehen ciukom ¢ (b). Ilormro npu xoMmoMopdu3My peJt cJIuKe JIeu
pes opurmHaga, 3akmydyjemo ga r(p(b)) € {1,2,4}, yume n0aa3uMO 10 HAPEIHOT JAJBET
padBama;

e ©(b) je pema 1

VY oBoMm ciydajy je o TpuBHjasaH XOMOMOP(U3AM, 114, €€ TOJAYIUPEKTAH MPOU3BO/L CBOIU HA,

nupekTan. Jlobujamo
GgHXKgZ’?XZgngQg.

e ©(b) je pena 2

Kako je H = Z7, umamo na je rpyna Aut H usomopdua Ojueposoj rpynu ®(7). Iomrro

je 6poj 7 je mpocr, Ojaeposa rpyna P(7) je muknwana. To 3HAYM Ja ¥ BHOj MOCTOJU TATHO

jesan esileMeHT pesia 2 M era MOXKeMO Ipero3HaT kao ayromopduzam f: H — H, f(z) =

r71 2 € H. Ilpema ToMe, y oBoM ciry4ajy je o(b) = f. IoxymapekTan npomssom, H Xy K

renepucas je exementuma (a,e) u (e,b) auju cy pemosm 7, ogaocHo 4. Takolhe, Baxku
(a,€)(e,b)(a, e)(e, b%) = (ap(e)(e), eb)(ap(e)(e), eb”)

= (a,b)(a,b%)

= (ap(b)(a),b")

= (af(a),e€)

= (aa"t,e)

= (

e, e).
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ITocsie yBohema uaentudukammje o < (a,e) u 3 « (e,b) nobujamo aBaB® = e, mro mam
Jaje mpeseHTanujy rpyue G:

G:<a,ﬁ|a7:e,64:e,aﬁa53:e>.

e ©(b) je pena 4
Osnaj ciyuaj uuje moryh, jep y rpynu Aut H = &(7) Hema enemenaTa pena 4.

2. cny4aj: K =2 Zo X Zo

Y oBom cayuajy moxemo nucatu K = {e,b,c,bc}, tae cy b w ¢ nBa esementH peja 2
koju Mehycobuo komyTupajy. Xomomopduzam ¢ je oHJa y MOTHyHOCTH ojipeleH ciamkama
©(b) u ¢(c). Homrro npu xomMmoMopdu3My PeJi, CJIMKe JIeJIN PeJl OPUIMHAIA, 3aKIbydyjeMO Ja
r(e()) € {1,2} m r(p(c)) € {1,2}. Beh cmo Buzenn ja je jenuau enement pena 2y Aut H
ayromopduzam f, na nMamMo HAPETHO pavBame y 3aBUCHOCTH O Tora ga jau ¢y ¢(b) u p(c)
jeJIHAKY WJIEHTUIKOM IPECIUKABAbY WU ayToMophusmy f:

e o(b)=idy u p(c) =idy

Y oBoM ciIy4ajy je ¢ TpuUBHjaJiaH XOMOMOP(hU3aM, 11a ce MOy IUPEKTAH IPOU3BO/L CBOJIU HA
mupekTaH. Jlobujamo

GgHXKgZ'?XZQXZQgZQXlel.

*p(b) =fnp()=
Ozuauumo p = (a, be

p? = (a,bc)(a, be) = (ap(be)(a), (be)?) = (a(p(b)¢(c)(a), €) = (a(f?)(a), ) = (a? e).

Bawsmyyjemo na je (p?)7 = p'* = (a't,e) = (e, ).
Canuano je

f
)

uo = (e, c). Tana je

Ha Taj mauywun pobujamo upesentanujy rpyne G
G=(po|p?=e0c"=eps=0p')=Dy.

e p(b) = fup(c)=idy
Y osom cayuajy je p(bc) = ¢(b)p(c) = f. B6or Tora ce oBaj ciaydaj CBOJM HA MPETXOJHU
KaJga yMmecTo remeparopa b u ¢ 3a K mocmarpamo reneparope b u be Te rpyie.
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* o(b) =idg m p(c) = f
U y oBom cayuajy umamo 1a je o(be) = p(b)p(c) = f, ma mocmarpajyhu reneparope ¢ u be
rpyne K mOHOBO AoJiazumMo Jo0 Tora fa je G = Dyy.

Haxkue, nobusu ¢Mo Jia, 10 Ha u3oMopduzam, moctoju 4 rpyne pega 28 u to ¢y Abesose
rpyne Zog m Zs X 714, nuemapcka rpyna Diy u Tpyma 4mja je mpesentammja (o, 3 | o =

e, B = e, aBaB? = e).
O

3anarak 50. Ompenurn, 10 Ha w30MoOpdu3am, cee rpyme pega 30.

Pemreme. Heka je |G| = 30. U3z Tpehe reopeme Cunoba umamo:

=1 d 2
%2 (mo )} s sy €{1,3,5,15}

82‘15
s3=1 (mod 3)

—>83€{1,10}
83‘10
s5 =1 (mod 5
b ( )}—>85€{1,6}.
85‘6

Joraxumo ga Mopa 6utn s3 = 1 unum s5 = 1. ¥V cynporsaom je s3 = 10 u s5 = 6. O3Haummo
ca H; cee S3 moarpyme u ca K; cee Ss noarpyne o G. Tana je |H;| = 3 u | K;| = 5. imamo
u caepehe:

e HiNK;=(e)3acseinj
Baxmu na je H; N K; noarpyna ox H; n K, na Ha ocroBy Jlarpan:kese Teopeme cje/iu

[H; 0 K| | |Hil, |K| Tj. |Hin Kj||3,5.
Kaxko cy 6pojesu 3 u 5 y3ajammo upocru, ciaequ [H; N K| =1 1j. HiNK; = (e).

o HiﬂHj:KiﬁKj:<€> 3a CBe 1 £ j
Baxxu na je H; N H; nonrpyna u ox, H; u on H;. Kako cy H; u H; obe pena 3, muxose
jelune moarpylle ¢y TpuBHjaJiHa moArpyna (e) u one came. llomro je H; # H;, apyro
je memoryhie, na caequ H; N Hj = (e). Tornyso camano pagmmo n 3a K; N K.

Ozmauumo ca S ckyn ejlemenaTa u3 G Koju ce Hasaze y Hekoj o norpyna H; mim K;. Tana
je S C G, na umamo |S| < |G|. Ca gpyre crpane, nomrro ce cse noarpyne H; u K; mehycobuo
CeKy TPHMBH]AJHO, J00MjaMO 113 je

’S|:$3(3—1)—|—85(5—1)—|—1
=10-246-44+1
=45 > |G|.

Jobujena koHTpa/mKIMja 10Ka3yje ja je s3 = 1 unm S5 = 1. To 3naun ja je Gapem jesna
on S3 win Sy TOJPYIA JeJIMHCTBEHA, a TUMe 1 HOpMaJHa y G.
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Ako cama yoummo jemmy S3 momarpymy P wm jemmy Sy momrpymy () ox G, mmamo 1a je
bapeMm jenna oj wux HOpMasiHa y G. 36or tora je u H := PQ nourpyna om G. U3 Beh
ycranosibenor P N Q = {e} cuemm na je |H| = |P||Q| = 15. Baksmyuyjemo ga je H <G
Kao moarpyma uaaekca 2. Takobe, momrro cy 3 u 5 nmpoctu 6pojeBu Taksu ja 315 — 1, u3
Bagarka 23 caeau ga je noarpymna H rmukiumana. 3aro umamo H & 715 U MOXKEMO MHUCATH
H = (a) 3a Heku esement a pena 15 u3 H.

Younwmo jomr, kopuctehu KorujeBy memy, esement b perma 2 y G u mocMaTpajMo Tmiu-
kanany noarpyny K = (b). Tana je |K| = 2, na u3 Jlarpanskese Teopeme MMamo

\HNK|||H|,|K| . |[HNK]||15,2.

Bakspyayjemo na je |HNK| =1, onnocao H N K = {e}. Omarne ciequ u |HK| = |H||K| =
15-2 =30 = |G]. Homrro je HK < G, 3akmyuyjemo na je HK = G. Jlakue, umamo jia je
H<G, HNK = {e} w HK = G, na na ocrosy Tsphema 4.2 cienn ga je G = H X, K 3a
Heku xomoMmopduzam ¢ @ K — Aut H.

Ocraje jorm ma oapeauMo CBe MOTyNHOCTH 33 XOMOMOpdu3am . 360T YUHEHUIE J1a je
K = (b) umamo nma je xomomopdusam ¢ y nornyHoctu oxpeben ca (b). Ilpu Tome je b
pena 2, ma Kako mpu XOMOMOPMDU3IMY PeJl CJIUKE JIEJN PeJi OPUTMHAMA, 3aKJbYUIY]jeMO J1a
r(o(b)) € {1,2}. Hakie, Tpeba ga ncnuramo cienehe npe moryhnocT:
* ©(b) je pena 1
Y oBoM ciIy4ajy je ¢ TpuUBHjaJIaH XOMOMODP(hU3aM, 11a ce MOJYIUPEKTAH IPOU3BOJL CBOJIU HA
nupekTan. Jlobujamo

GgHXK§ZmXZQ§Zgo.

e ©(b) je pena 2

Kako je H = 75, mmamo ga je rpyna Aut H mzomopdua Ojneposoj rpymu P(15) =
{1,2,4,7,8,11,13,14}. Enementu pega 2 y ®(15) cy 4,11 u 14. 36or Tora cy esemeHTH
pena 2 y Aut H ayromopdusmu fi, fo u f3 ogpehenu pemom ca fi :a — at, fo:a —a'l n
f3:a — a'*. Tako moasuMo 1o HApeIHA TPU ciyJaja:

1) ¢(b) = f1
Y oBoM ciydajy je mosmymupekTaH npousBon H X, K remepucan esementuMa (a,e) u (e, b)
auju cy pemosu 15, omrocuo 2. Takohe, Baxu

(a,€)(e,)(a, e)(e, b) = (ap(e)(e), eb)(ap(e)(e), eb)

(
(
(
(
(
(

Iloce ypobema mimentudurammje o > (a,e) u B < (e,b) mobujamo aBaf = o’. Taxo
HAJIA3UMO TIpe3eHTaImjy rpyne G:

G={(o,B|a®=¢e p%=c apaf =a’).
° o) = fo

CymaHO Kao y IPEeTXOJHOM Ciydajy, umamo ja je H X, K renmepucan enementuma (a,e) u
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(e,b) amjm cy pesoBu 8, OMHOCHO 2. Y3 TO BaXK¥ U

IMocse ypobhema muentudukamije o« <> (a,e) u B + (e,b) nobujamo afaf = a. Tako
HAJIA3UMO Ipe3enTanujy rpyne G-

G={o,B|a®=¢e p*=c afaf=a?).

° p(b) =f3

Y oBOM cIyUajy je cBe MCTO Kao Y MPEeTXOMHUM, jeJIMHO ITO 33 PeJIaInjy UMaMo:

Ilocne ysobema uaentudukanuje p <+ (a,e) u o < (e, b) mobujamo popo = e 1j. po = op~ !,

MTO HAM Jiaje mpe3enTanujy rpyme G:
G=(po|p®=e0"=epo=0p')=Dis.

3akJbydyjemMo Jia, Jio Ha uzomopduszam, noctoju 4 rpyne pejga 30 u TO Cy NUKJIMIHA IPyIa
Zs30, muenapcka rpyma Dis, Kao W JBe rpyTie umje cy mpesentamuje pegom (o, | al® =
e,32 =e,aBaB =) u (o, | a'® =e, B2 = e, aBaB = a'?).

O

Bamarak 51. Jlokazatm ga mwmje mMoryhe CBaKy Ipymly MPEJACTABATH KAO MOJIYIAPEKTHU
IPOU3BO/I, HEKUX HEHUX MPABUX HOJArPYIIA.

Pemiewe. [locmarpajmo rpymy kBarepuuona Kg. To je Heabesopa rpyma pena 8, 3HadajHa
MO0 TOME ITTO je CBaKa IHeHa MOArPymna HopMasHa. 360T Tora 6w ce CBAKW TOIYINPEKTHH
ITPOU3BOJT lbeHUX MOJArPyNa cBoauo Ha jJupeKTHHU. [IpaBe moarpyne ox Kg cy pena 2 wnnm 4,
ma cy obase3zno Abesiose, 1To 3HAUM 1 OM Ce KA0 CBAKM HUXOB MOJYIHPEKTAH MPOU3BOT
MopaJia gobutu AbGenosa rpyma. IIpema Tome, memoryhe je ma rpymy Kg mpeacraBuMo Kao
TAKaB MOJIYJANPEKTAH IPOU3BO/I, YnMe A00MjaMO TPaKeHW KOHTPAIPUMED.

O
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Bagarak 52. Hexka je K = (a) muxsmana rpyna pena 2 u H = {b'¢/ | 0 < i, <3} = (b, c |
b = 3 = e, bc = cb) rpyna mzomopdnua Zz x Zs. llocmaTrpajmo ayromopdusam f rpyme H
nedunucan ca f(b) = cu f(c) = b 1j. f(b'c’) = b/c' n xomomopduszam ¢ : K — Aut H
onpeben ca p(a) = f. Hokasaru na je H x, K = D3 X Zs.

Pemiewe. Pagu jakmrer cHastaxkema, MOIJIEIAjMO TPBO KAaKO (DYHKIIMOHUINE OIICPAInja y
rpynu H x, K. 3a cee 0 <4,j,u,v <3 um € {0,1} umamo

p(e)(b"c"), a™)
biebe?, a™)

(b, e) (b, a™) =

(b'e

= (

(bz—l-ucj—l—v m)
(b'c,a)(b"c”,a™) = (b'dp(a)(b"c”), a™ )

(b C]f(bu v) m+1)

= (

= (

b c]cubv m+1)
bz—l—vcj—l—u m+1).

IMocmarpajmo casa nipecankapame o @ H X, K — Z3 nedunucano ca
abid,af)=i+j, 0<i,j<3ke{0,1}.

Kaxko 3a cse 0 < i, j,u,v <3 u k,m € {0,1} Baxu

- a(dFee v q™) ako je k =0
a@®d,d) b e, a™ ) = o
(( A ) {a(b””c”“,am“), ako je k =1
—itjtutuv

=a(b'd,d) + a(b e, a™),
nMamMo 11a je a xomomopdmusam rpyma. Hheroso jesrpo je

kera = {(b'¢,a¥) | i+ j = 0}
= {(e,e),(e,a), (ch, e), (ch, a), (bZC, e), (620, a)}.

Oznaanmo p = (be?,e) mwo = (e,a). Tamaje p°P =en o’ =e, kao n
P jep
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Kaxo p u o renepummy ker o, mobujanmo

2

kera = (p,0 | p* = e,0% = e, popo = ¢) = Dy,

Younmo jorr enement 6 = (be, e) pena 3 u ozradumo M = (6). Tana je
M ={(e,e), (be,e), (b*c?, e)} = Zs.

Onmax mmamo ga je kera N M = {(e,e)}, na je |keraM| = |kera||M| =6-3 = 18 =
|H x, K|. IIlpema Tome, Baxu ker aM = H x, K. Kona4Ho, MOeMO jOIl IPUMETHATH JIa Ce
esieMenT 0 Hanasu y nenrpy rpyne H X, K, ma je w M = () cappxkana y meHTpy Te rpyIe.
Crenujasno, gobujamo na je M < H %, K.

Ha cymupanmo, nmamo kerao <« H 1, K, M < H 3, K, kera N M = {(e,e)} u keraM =
H x, K. Ha ocnoBy Teopeme 0 pazJararmy KOHATHO CJIET

Hx, K =kerax M = D3 x Z.

g

5 IIpcrenn

5.1 JleduHunuja u OCHOBHEe OCOOMHE MPCTEHA

Hedunnnmja 5.1. TIpcren je anrebapcka crpykrypa (P, +, ), tiae je P menpasan ckyt, a
+ u - GuHapHe oreparyja Ha P TakBe Jia BaXH

1. Crpyxkrypa (P, +) je Abesosa rpymna:

e Bacre x,y,z € PBaxu (x+y)+z=x+ (y+ 2).
e Tlocroju eslemenT 0 € P takaB yja3acee x € Praxkn z+0=04+2 = z.
e 3a cBako = € P mocroju —x € P TakBo Ja je  + (—x) = —z +x = 0.

e Bacexr,y€ Praxuz+y=y+x.
2. Omepaiyja - je aconujaTUBHA:
e Bacse x,y,z € Praxu (z-y)-z=x-(y-2).
3. JluctpubyrtusHocT - mpema +:
e BacBer,y,z€ Praxnz-(y+z2)=z-y+ax-zu(x+y)-z=z-24+y-z.

Hedunnummja 5.2. IIpcren (P, +, ) y kKoMme mocroju esiemenT 1 € P takas 1a 3a cBe x € P
Baxu T -1 =1 -2 = x ce HA3WBA IPCTEH €A jeIUHUIIOM.

Hedunnnmja 5.3. Tlpcren (P, +, ) Takas na 3a cBe 2,y € P Baxku x -y = y - T ce HA3UBA
KOMYTATUBHH IIPCTEH.

Hamame hemo ce 6aBuTr caMO KOMYTATHTBHAM IPCTEHUMA, C& JEIUHHUIIOM W aKO HE Ha-
JIACUMO JPyraduje, Mo/ TePMUHOM IMPCTEH Ne Cce Mo/pa3yMeBaTH KOMYTATUBHU IIPCTEH Ca,
JETUHHUTIOM.
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Hedununuja 5.4. Komyrarursau nperen ca jeauauiiom (P, +,-) y kome je 0 # 1 u 3a

csako v € P\ {0} mocroju 27! € P takso maje v -1 = 27! x = 1 ce masupa mome.

Bazmarak 53. Heka je C'(R) ckyn HeOpeKHIHUX peasHuX (YHKIH]a PEasiHe TPOMEHIbUBE
Ha KOMe Cy JedwHucaHe omepaimje cabupama u MHOXKEHA, Ca

(f +9)(x) = f(z) + g()
(f9)(z) = f(x)g(z), f,g€ CR),zeR.

Hoxkazatu na je C'(R) KOMyTATHBHHU IPCTEH €A JEJUHUIIOM Y OJHOCY HA OBE OIEpaIdje.

Pemieme. 3a modyerak nMaMo Ja je 30up U MPOU3BO/I JiBe HeMpeKuHe (DYHKIHje Takohe He-
npekuana QyHKINja, Ia Cy onepaumja cabupama u 01y3uMarmbha, KOje TT0CMAaTPaMO KOPEKTHO
nedbunucane. Younmo npoussossHe f,g,h € C(R) u x € R. Tana je

ma crenu f+ (g+h) = (f+g) + h.
Hedurnmmmo byuknujy 0 € C(R) ca 0(x) = 0 3a cee x € R. Onga 3a cse x € R Baxn

(f+0)(z) = f(x) +0(x) = f(2) +0 = f(x) n (0+f)(z) =0(z)+ f(z) = 0+ f(z) = f(x),

mTo mokalyje na je 0 meyTpas 3a oneparujy 4.
3a caky dysrmyjy f € C(R) moxkemo pedbunucaru bynkuujy —f € C(R) ca (—f)(z) =
—f(x) 3a cee z € R. Onya 3a cse x € R Baxn

(f+(=M@) = flx) = f2) =0=0(x) u (=f+f)(z)=—f(z)+ f(z)=0=0(x),

IIITO TIOKa3yje 1a je —f MHBEep3 3a MPOUBOJHGHO [ IpH omeparmju +.
Honarno, 3a cee f,g € C(R) u z € R Baxu

(f +9)(x) = f(z) +9(z) = g(z) + f(z) = (9 + ) (=),

wro paje f+g=g+ f.
[Tpumerumo jomr ja 3a npoussosbhe f,g,h € C(R) u x € R umamo



g
opakne cnepn f-(g-h) = (f-g)-h, (f+g)-h=f-h+g-huf-(g+h)=f-g+ [ h
Jaxase, nokazamu cmo ga je C(R) nperen.

ITomrro 3a ce f,g € C(R) u = € R Baxu

(f-9)(x) = f(z) - g(z) = g(x) - f(z) = (9- ) (=),

umamo f - g = g- f. Tume je nokazano jga je npcrern C'(R) komyTaTupas.
Konauno, moxemo gedunncarn dynkuujy 1 € C(R) ca 1(x) = 1 3a cee x € R. Ongya je

(f- V() = f(2) - 1(z) = f(z) - 1= f(z) u (1-[f)(x) =1(2)- f(z) =1 f(z) = f(2),

mTo mokasyje Ja je 1 meyTpast 3a omepanujy -. Tume cmo mokasamu jga je nperen C'(R) ca
JEIUHUTIOM ¥ 3aBPIMAIA 33IATAK.

O

b _a]’ rme ¢y a,b € R. Jlokazatu ma
je R xoMmyTaTMBHE TPCTEH Ca jeIMHUIIOM Yy OJHOCY Ha yoOmdajeHne omepaiuje cabupama u

MHO2K€Iba MaTpHIIA.

3anarak 54. Heka je R ckym cBux MaTpwia [a

C

d
a —b c —d| _ |a+c —b—d
[b a}+[d c]_[b+d a—l—c}ER
a —b|llec —d ac—bd —ad— bc
[b aHd c][ad—i—bc ac—bd}ER’ (1)
IIITO IMOKa3yje Ja Cy omepalnnje cabuparma W MHOXKEIHa MATPUIA KOPEKTHO deduHKucaHe Ha

R. Beh 3namo ma cy je R npcren y ogHocy Ha Te oniepalimje, ia To Hehemo nmokazuBatu. Cre
ITO jorrt Tpeba g3 MOKAXKEMO je /g, je mpcTeH R KOMYTATHBAH U €A jEJIMHUIIOM.

Pemteme. [Ipro, 3a maTpuie {Z ab} u [ Cd] n3 R mmamo

. . . . 10
3a jelMHUIY OJIMAX 3HAMO Ja MOCTOJU— TO j€ yIPaBO JeJIMHUIHA MATPUIA [ ] € R.

01
c — a —b| |lac—bd —ad—bc
d c||b al| |ad+bc ac—bd |’
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mrro y3 (11) mokasyje ma je npcren R KOMyTaTWBaH.
0
5.2 IloTropcrenn

Hedbunnnuja 5.5. Heka je R npcren. Iogckyn A C R je mormperer on R ako 3a cBe
a,b € A Baxm:

e a+be A
e —ac A
e abc A

e lc A

Sagarak 55. [Tocmarpajmo mperen Z X Z csux ypehenunx maposa (a,b),a,b € Z y ognocy
Ha, omeparyje

(a,0) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

(a,b)(c,d) = (ac,bd), a,b,c,d € Z.
Jokazarn na je A ={(a,a) | a € Z} norupcren ox Z X Z.
Pemwere. 3a npoussosmsre (a,a) u (b,b) u3 A umamo

(a,a) +(b,0) = (a+ba+b) € A

— (a,a) = (—a,—a) € A

(a,a)(b,b) = (ab,ab) € A

(1,1) € A,

olakJje ciaenn Ja je A morupcrer on Z X Z.
O

Bagarak 56. Heka je S = {x2Y | 2,y € Z}. Ilokazaru na je S HOTHPCTEH MO/bA PEATHUX
6pojesa R.

Peuieme. Youumo npousBosbHE ejieMenTe z1 = 1291 u 290 = x92Y2 uz S. llo gedwnanmnumjn
Cy OHIIA T1,T2,Y1, Y2 € Z. O3raunmo ca m = min{y;, y2}. Taga umamo

21+ 290 = x12yl + $22y2 — om (xIle—m + $22y2_m) )

Csakako je m € Z, a takohe 360r m < yi,ys Baxu u x12917" + 192927 € Z. Onparie
3aKJbyUyjeMo jia z1 + 29 € S. Cauuno je oHma u

— 21 = (—$1)2y1 es
2129 = 1129129292 = ($1x2)2y1+y2 es

1=1-2€5,

qrMe je TIoKasaHo Ja je S mornpered o R.

O
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5.3 XomomopdusmMu npcreHa

Hedbunanmuja 5.6. Heka cy R u S apa upcrena. [IpeciukaBame f: R — S TakBo Ja 3a
cBe x,y € R Baxu

o flz+y)=f(z)+ f(y)
o f(zy) = f(z)f(y)
o f(1)=1
ce Ha3MBA XOMOMOP(U3AM IPCTEHA.

CangHo Kao y TeOpHUju Ipyia, CyPjeKTUBHA XOMOMOP(MU3MAM Ce HA3WBA enuMopdu3am,
WHjeKTUBHE XOMOMOpP(HU3aM Ce HA3WBA MOHOMOD(MU3AM WM yTallamhe, JIOK ce OUjeKTUBHU
xXoMoMopdmu3aM HazuBa m3oMopdusaM. AKo mocroju mzoMopdusam uaMmehy meka mpa mp-
crena R u S 3a mux ce kaxe ja cy uzomopdHu u nuie ce R = S.

Heka je f: R — S xomomopduzam npcerena. Hedururimemo:

ker f ={a € R| f(a) =0} jesrpo xomomopduzma f.
imf={f(a) | a € R} cauka xomomopdusma f.

CrnugHO K20 ¥ KOJ, IPyIia, IMaMO:

f je 1-1 ako u camo axo je ker f = {0}.

f je Ha ako m camo ako je im f = S.

Bamarak 57. Ilocmarpajmo npecimkasamwe f @ Z[X] — R medunncano ca f(p(X)) =
p(v/2), p(X) € Z[X]. Hoxazaru na je f xoMoMopdusam mpcrena.

Pemreme. Younmo npoussossre nosuaome p(X) u ¢(X) uz Z[X|, Ka0 1 My/JITHIIIMKATABHA
nveyrpasa 1(X) = 1 ror npcrena. Tana je

f(p+ (X)) = (p+ 9 (V2) = p(v2) + ¢(V2) = f(p(X)) + f(g(X))
flp-9)(X) = (p- )(V2) = p(V2) - q(v2) = f(p(X)) - f(a(X))
fA(X)) =1,

qHMe je TOKa3aHo 13 je f xoMoMopdu3aM.

O

Bamarak 58. /larm cy npcren Ry = {a+b% | a,b € Z} y OJIHOCY Ha cabupare u

a b
3b a+b
n MHOXKeme MaTpuna. /lokasaru ga je Ry = Ra.

MHOXKEme peajnnx Opojesa u npcren Ry = { [ } | a,b e Z} y OIHOCY H& cabupambe

Pememe. [locmarpajvo mpecaukasame ¢ : Ry — Ry nedunmncano ca

1+ 13 a b
¢<a+62> = [31) a—l—b]’ a,beZ.
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OBO TIpecIuKaBakE je OUUTJIETHO CyPjeKTUBHO. JIoKakuMo g je xoMoMOpgu3aM.
3a npousBoJbHE a,b, ¢, d € 7 Baxu

¢<a+b1+¢ﬁ+ d1+\ﬁ>
2

¢(a+c+(b+d 1+2‘/ﬁ>

| a+tec b+d _|a b n c d

C|13(b+d) a+c+b+d|l  [3b a+Db 3d c+d
1++/13 1++13

:¢<a+b—|—2\ﬁ>+¢<c+d+2\ﬁ>,

2
1++1 1 \/ V1 1++1
¢<<a+b+23> (c 4tV ac+ ad+bc+23++bd<+23>

1
=¢<a6+3bd+(ad+bc+bd +\ﬁ> [ ac + 3bd ad + be + bd ]

3(ad + bc + bd) ac+ 3bd + ad + be + bd
a b |[e d + 1++13
_[Sb a+b [3d c+d} gb(a—l—b 2 >¢<C+d )

sw=5 1|

IIITO ITOKa3yje 11a je ¢ XoMoMOp(u3aM.

Ocraje caMo jor jia MOKaXKeMO JIa je ¢ MHJEKTUBHO MPeCIuKaBame. 10 MOKEMO ypaJIuTh
JIMPEKTHO 1O JiebUHUIUjH, & MOXKEMO | 1oKa3aTu ja je ker ¢ = {0}, mro je y oBom ciyuajy
jemnocrapauje. mamo

kerqﬁ:{a—i—bHQ\/ﬁeRl]d)(a—i—bHQ\/ﬁ) - [8 8}}

1413 b 00
_{“H’ 2 Rl’[?)b a—i—b} [0 0]}

1 1
:{a+b+2ﬁ€R1’a:b:O}

= {0}.

3akJbyayjemo 1a je ¢ mzomopduszam, aume 1o0ujamo Tpaxkeno Ry = Ro.
O

5.4 Upeanmu m KOJUYIHUYKN IIPCTEHU

Hedunannuja 5.7. llojgckyn I npcrena R ce Ha3uBa uieas u o3Ha4daBa [ < R ako Baxu:
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ezacez,ycl:x4+yel
esaceezclunuac R:ax el

Hedununuja 5.8. Konauan ckyn S = {x1,x9,...2,} C R renepume wumean I npcrena
R ako ce craku ejement u3 I Moxke 3ammcatu y obsmKy aixr1 + asx2 + ...GnT, 33 HEKE
ai,az,...,a, € R.Y Tom cayqajy mumemo I = (S).

Hedunanmuja 5.9. Uneasn I npcrena R je riiaBHU aKo je TeHEPUCAH CAMO JeTHUM €JIEMEHTOM
u3z R, I = (a) 3a veko a € R.

Bagarak 59. ITocmarpajmo nperen nosmaoMa Z[X| 1y weMy T0JCcKyn

I'={2f(X) + Xg(X) | f(X),9(X) € Z[X]}.
[Tokazatu jga je I wmean nperena Z[X|. Jda nu je Taj wmeas raaBHu?

Pemreme. Ilokaxknmo mpeo 1a je I maean. Younmo npomssosbHe u(X) n v(X) n3 I. Taga
nocroje nosmuomu f1(X), f2(X), 91(X), g2(X) € Z[X] raksu na je
u(X) = 2f1(X) + Xg1(X)
v(X) = 2f2(X) + Xga(X).
Oparne je
u(X) +0(X) =2 (f1(X) + fo(X)) +X (91(X) + g2(X)) € I.
ez[x] €z(X]

Comaro 3a npoussosbHO o X) € Z[X] umamo

a(X)u(X) = 2a(X) f1(X) +X a(X)g(X) € I.
€Z[X] €Z[X]

OBum cmo nokazasm ja je I wieast nperena Z[X].

Ocrtaje jorr ga mcuuTamo Ja JiK je 0Baj UJIEAJ TJIABHU. 34 MOYETAK MOXKEMO MPUMETUTH
naje I = (2, X). Ako 6u oBaj uaean 6uo ruasuw, Baxwio 6u I = (f(X)) 3a Heku mosmHOM
f(X) € Z[X]. Oparme 6u Baxxmwio (2, X) = (f(X)), mro uMImMI@pa mocrojame MOIHHOMA
a(X),b(X) € Z[X] rakBux Ja Baxu

2= f(X)a(X) (12)
FX)b(X). (13)

Uz (12) cremm ma je f(X) =1 wm f(X) = 2. Ako 6u 6uno f(X) = 2, n3 (13) 6u ciaequio
X = 2b(X), mrro uHuje moryhe, nomro je b(X) € Z[X]. Jakune, ocraje nam f(X) = 1. Onna
je I = (1) = Z[X], na pobujamo (2, X) = Z[X]|. Crengjanno, ofamie ciIeau Ja IOCTOje
nosmaomu m(X),n(X) € Z[X] raksu ja je

2m(X) + Xn(X) = 1.

Hobujamo ma mopa 6mtu n(X) = 0 u 2m(X) = 1. Mehyrum, kako je m(X) € Z[X| uu oBo
Huje Moryhe, na 3akspyuyjeMo ja ujieat I Huje ryiaBHu.

O
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a

_sp 2} | a,be Z} IpCTeHa

3anmarak 60. ITocmarpajmo KoMyTaTuBHM HOTHpCTEH K = { {
marputa My(Z).

a) Jlokazaru na je I = { [_5;{) ;;} | a,b € Z} ugeas upcrena K.

6) Jlokazaru na je I = <[_05 (1)] >

Pemere. a) Younmo npon3Bo eeeee5a b be  d 3 I, xao men
HIEHbE. MO IPOH3BOJbHE efleMente | . o |1 | ., o W3l kaom)| .

n3 K. Taga je

[—E)gb 5ba] [—55661 5dc] - [Eé?btrcc)l) 5(ba++dCJ <!

m n||[ba b| | bam —5bn bm+5an | | 5(am —bn)  bm+ 5an e
—5n m| |=5b 5a| |—25an —5bm —5bn+5am|  |=5(bn + 5an) 5(am — bn) '
N3 nobujenor caemm na je I mmean npcrena K.

b
6) IIpumeTrmMo Ja 3a MPOU3BOJEHO [ a] € K Baxmnu

a
—5b
a b 0 1] |-5b a
—5b al|-5 0| |—-ba —5b|°

a b
—5b ba

5 =l VL o)

' )
quMe je TIOKa3aHo Ja Baxu [ = .

360r Tora, 3a IPOU3BOJHHO [ ] € I umamo

-5 0

Bagarak 61. Ilocmarpajmo nperen Faycosux nemux Z[i) = {a + bi | a,b € Z} y ommocy
Ha oreparnuje cabmpama ¥ MHOXKEHA, KOMIJIEKCHUX OpojeBa. Jloka3zaTu ga CBaKM WMIeasr TOT
upcrena pazanaut o {0} caapku HeKu HeHysa 1eo 6poj.

Pewemwe. Heka je I # {0} nexu unean upcrena Z[i]. Taga nocroju esement z # 0 koju ce
Hasasu y I. FberoB KOMIeKCcHU KOHjyraT Z CBAKaKO He Mopa 6utn y [, anm ce Hamasu y Z[i],
Ta w3 ummhennte fAa je I maean ciaemn zz = |z|2 € I. TlomTro ¢y m peasHu 1 IMarmHADHH JIe0
ol z memm 6pojesu, mobujamo ma je |z|2 # 0 jemam meo 6poj Koju ce Hamasm y 1.

O

Kosmuyauuku npcren

Heka je I wpean upcrena R. Ha ckyny R/I = {a+ I | a € R} cBux sieBux Kocera Jie-
dunnIIEMO Onepalyje cabupama U MHOXKEHA Ca:
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e (a+I)+(b+1)=(a+b)+1I
e (a+1I)-(b+I)=ab+1, a,beR.

VY3 oBako gedunucane oneparnuje R/1 je KOMyTaTHBHU IIPCTEH €A JeJMHAIIOM KOjU € HA3UBA
KOJUIHWIKYU TIPCTEeH npcTeHa R mo naeany .

IMpumernmo na je y npereny R/I meyrpast 3a oneparujy cabupama [, a 3a omepanujy
MHOXKema 1 + I.

CrhngHo Kao u Ko, I'PyIia, BeOMa PUMEHJbUB MeTOJT oipehuBama KOJIMIHIIKOT TTPCTEHA
je xopurheme [Ipse Teopeme o mzomopdusmy.

Teopema 5.10 (IIpsa Teopema o mzomopdusmy npcrena). Heka je f : R — S xomomop-
duzam npcrena. Taga je ker f jenan mneas npcrena R n Baku

R/ker f = im f.
Op unrepeca he mam Guru JBe Kiace uieasa OMUCaHe HAPEIHUM AedUHHUIAjaMA.

Hedunanmuja 5.11. Unean [ upcrena R je mpocT ako 3a cBe a,b € R u3 ab € I cinegn
a€lnmbel

Hedbunanmuja 5.12. Usneas [ upcrera R je MAKCUMAJIAH aKO HUjE CAJPKAH HU Y JETHOM
npasom' maeay ox R.

VY Be3u npocTux maeasa, 3Hadajan he HaM 6uTH mojaM JIOMEHa KOjU je OMUCAH Y HAPEIHO]
JedbrHUIIjH.

Hedbununuja 5.13. Ilpcren R je moMeH ako y mHeMy HEMa TTPABUX JTEIUTEHA HYJE Tj. aKO
3a cBe a,b € Ruz ab=0 cinequ a = 0 wiau b = 0.

IIpumep 5.14. llocmarpajmo nosbe F' u npermnocraBuMo jia 3a Heke a,b € F Baxu ab = 0.
Axo je a # 0 ouma y F noctoju ueBep3 a~ ! 3a a, ma mo6umjamo

atab=a"1-0—0b=0.

3akJbydyjeMo Jia y [OoJbY HEMa IMPABUX JEJIUTEIba, HYJIE, 113 je CBAKO I0Jbe JIOMEH.

g

[Ipumernmo na aupekTHO Ha ocHOBY edwnurumja 5.11 u 5.12 Huje Oain jeTHOCTABHO
WCIUTATH Ja JM je HeKW wujeaJs 1npoct/Makcumasad. [locao HaM 3HATHO MOXKE OJIAKIIATH
HapeIHo TBpheme.

Tephemwe 5.15.
e Vnean I npcrena R je mpocT ako u camo ako je Kojauaauaku npcered R/ nomen.
e Vneasn I npcrera R je MAKCHMAJIaH AKO M CAMO aKO je KOJUIHIIKY npcred R/ mosbe.

IlomTo je cBaKO mOJbe JTOMEH, OAMAaX MMAMO HAPEIHY MOCTIETUILY.

Lyipasu unean upcrena R je caku uiea TOr LPCTEHA PASIMUHT OLf {0} u R
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Tlocnenuma. CBaku MaKCUMAJIAH UIEAJ j€ TIPOCT.

. b
3anarak 62. Ilocmarpajmo mpcren R = {[g a} | a,b € Q} Yy OIHOCY HA MHOXKEHhe U

cabupame MaTPHIIA.

a) Hokazaru na je momckyn J = { [8 3} | b€ Q} ujeas npcrena R.
6) Jlokazaru na je R/J = Q.

0 b 0 by « /3
Pemteme. 3a npousBosbHE MaTpUIE {O 0] u {O 0] u3z J u [0 OJ n3 R Baxn

0 bl 0 bg_o bl+b2

[o 0]*[0 0]_[0 0 }EJ
05,8 Obl_OOébl

[0 aHo 0}_{0 o]e‘]'

Oparite 3akipyayjemo aa je J uaeas npcrena R.
6) Ilocmarpajmo npecimkaBame ¢ @ R — Q nedunncano ca

o = s Jer

. a b c d
OBo mpeciimKaBame je OUurye Ho Ha. Takohe, 3a MPOU3BOEHE MATPHUIIE [ ] n [ } 3

(o -l 22
cerao(f eo(f )
(4o ( =)
ol el )
(52>

Opatye 3akJpydyjeMo 1a je ¢ xoMmoMopdu3aM MPCTEHA.

R Baxku

W3 Ilpee Teopeme 0 nzomMopdu3My OHJIA, CJACIU

R/ker ¢ = Q.
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Oapemumo jorr ker ¢:

wro={s §enio((; )1
-
:{_0 a_ER|a:0}
0 b
:{_0 O_ybe@}:l

Haxie, nobujamo tpaxeno R/J = Q.
O

3amarak 63. Heka je S npcren peasHux (pyHKIK]a peajiHe MPOMEHJbUBE Y OJIHOCY HA
onepanuje cabuparma u MHOXKema Tadky 10 tauky u I = {f € S| f(0) = 0} jeman nomckyn
on S.

a) Tlokazaru na je I maeas npcrena S

6) Ucmuratu mqa s je uaeasa I mpocT/MaKCHMAJIAH.

Pememwe. a) Younmo npoussosbhe dyukuuje f,g € I. Tana je f(0) = ¢g(0) = 0. Onarie
cienn

(f +9)(0) = f(0) + 9(0) =040 =0,
ma gpobujamo ja je f + g € I. Communo, 3a npou3Bo/bHY (hBYHKIH]Y o € S uMaMo

(@f)(0) = (0)f(0) = a(0) - 0 =0,

ma je af € I. Tume je nokazano na je I upjeas npcrena S.
6) TTocmarpajmo npecimkaBame ¢ : S — R pedbununcano ca

o(f) = 1(0), feS.

Kaxko 3a mpoussosbre dyurumje f,g € S Baxku

o(f +9) = (f +9)(0) = £(0) + g(0) = &(f) + ¢(9)
o(fg) = (f9)(0) = £(0)g(0) = &(f)9(g)
¢(1) =1(0) =1,

“MaMo 13 je ¢ xomomopduzam mpcrena. Taj xoMoOMOP(pU3aM je OUUrJIeHO CYDjeKTHBAH, 114,
ua ocuoBy IIpBe Teopeme 0 uzoMopdusMy ciaeam

S/ker ¢ = R.

[Tomrro je mo meduaUIT)®

kergp ={f €S |¢(f)
={fesS|f(0)
=1,

0
0

¥
¥
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nobujamo
S/I=R.

Jakae, xommunnaku upered S/ je mosbe, na 3aksbydyjeMo aa je wjeas I MakcuMadiaH, a
THIMEe U TPOCT.

g

306up u mpomusBoj uaeajia

Heka cy I u J nBa mieasia nupcrena R. Taja jedunuinemMo muxoB 30up U Ipou3BOj, pe-
JIOM €3,

I+J={a+blacl,beJ}

IJ= {Za,—bi]aiel,biejmeN}.

=1

Baxwu 5a je 36up u mpousBoj JBa ujeasa npcrena R Ttakofe jejaH ujeasi TOT MpCTEHA.
Mpumernmo u na je I,J C I+ J, xkaou IJ C I,J. 36or tora Baxku [UJ C I+ J u
I1JCINndJ.

Ipumep 5.16. 3a rnasue naease (6) u (9) npcrena nenaux 6pojesa Z Baxku

6) +(9) ={6z+9y |,y € Z} = {3 (22 + 3y) | z,y € Z} = (3)
————
€z
(6)(9) = {621 - 9y1 + 62 - Yya + - - - + 624, - Yy, | 4, yi € Z,n € N}
= {b4(z1y1 + x2y2 + - -+ + Tnyn) | i, yi € Z,n € N}
ez

= (54).
0

Hedbuanmmja 5.17. 3a asa uneana [ u J npcrera R KaxeMmo Jjia, Cy yY3ajamMHO NPOCMU aKO
jel+J=R

3anarak 64. Heka je I u J aBa y3ajamuo npocta mmeasna nperena R. Jlokazatu fa je tama
IJ=1InJ.

Pemreme. Kako je ysek ucuymweno IJ C I N J, cee mrro tpeba ja JOKaAXKEMO je BaXKemne
obpHyTe MHKIy3uje. ¥ Ty CBpXy youumo npousBosbio o € INJ. Tajajea e Iua e J. U3
anibeHune 13 cy uiaeasu I m J ysajamuo npocru ciemu a3 je I + J = R, na, cuenujaJsiHo,
nocToje esementn © € I vy € J Ttakeu ga je x + y = 1. Ouga umamo

a=0o-1=ax+ oy =za+ ay.
Ca jenune crpane, umamo ja je x € I m o € J, a ca jipyre 5a je « € I uw y € J, mro nokazyje

na « € 1J. Ha Taj naawn qobujamMo Tpakeny oOpaTHY WHKJIY3W]y W 3aBPIIABAMO 3a1aTaK.
OJ
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IIpumep 5.18. Heka cy I u J aBa makcumasiaa uneaqa npcrerna R. Iomrro je
I1CI+J,

u3 MakcumasnocTs ureasta I caeqm I + J = R. Jlakie, cBaka JBa MaKCHMAJIHA H€asa Cy
y3ajaMHO TPOCTA.

Ha npumep, ako cy p u ¢ jBa pasnuumra npocra 6poja, OHJA Cy IVIABHUM wWjeaju (p)
u (q) mpcTeHa 7 y3ajaMHO MPOCTH, jep €y MAKCUMAJHHU (BUXOBA, MAKCUMAJHOCT CJICIW W3
YHECHUIE Ja ¢y Koumanudaky uperend Z/(p) u Z/(q) n3oMopdHI KOHAYHUM HOBUMA Ca D,
OJTHOCHO ¢ €JIEMEHATA,).

O
Bamarak 65. Heka cy I u J aBa y3ajamuo npocta umeasa npcrena R. Jlokazaru ja je Tamga
R/(IJ) = R/I x R/J.

Pemreme. Tlocmarpajmo npecavkasamwe ¢ @ R — R/I x R/J, nedunucano ca ¢(x) =
(x+1,z+J), x € R. Kako 3a npousBosbHE T,y € R Baxu

dxz+y)=((z+y)+ 1 (x+y) +J)
+I14+y+1La+J+y+J)
+ Lo+ J)+ @+ 1y+J)
o(x) + B(y)

(zy) + 1, (zy) + J)
(z+Dy+1),(z+)y+J))
=@+ Lz+Ny+ILy+J)
o(x)o(y)
o(1)=04+1I1,1+J),

= (x
= (x

¢(zy)

3aKJbYyIyjeMO Ja je ¢ XOMOMOPQU3aM IPCTEHA.

[TokaxkuMO 712 je OBO MIPECTMKABAKE CYPJEKTHBHO. YOUNMO MPOU3BOJbAH €JIeMEHT (X +
I,y+ J) € R/I x R/J. lowro cy upeanu I u J yzajamuo npocru, Baxu [ + J = R, na
MOZKEMO TUCATH

r=x;+x;

Yy=9it+Yy;

3aHeke ¥;,y; € [uxj,y; € J.Oumajer+1 = (zj+xj)+] =x;+1uny+J = (yi+y;)+J =
y; + J. 3a emement x; + y; € R name Baxn

olej+yi) =z +w) + 1, (2 +w) + )= (zj + Lyi+J) = (@ + Ly +J),
9EME CMO MMOKA3aJId CYPjeKTUBHOCT XOMOMOp(MHU3IMa, .
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Oapemmmo jorrn meroso jesrpo. [lo nedununmjn je

kero={z e R|¢(x)=(I,J)}
={zeR|(x+1,z+J)=(I,J)}
={zeR|z+I=1z+J=J}
={zxeR|zel,xe ]}
=INndJ

Kako cy uneamu I n J y3ajamuo npoctn, Baxku I NJ = IJ, na na ocuoBy lIpBe Teopeme
0 m3oMmopdu3My 106mjaMo TParKEHO

R/(IJ)= R/I x R/J.
O

5.5 EykauacKkm JOoMeHU

Hedununuja 5.19. Tomen D je eyraudcku ako nocroju dyukmuja N : D\ {0} — N raksa
3a cBako a € D ub e D\ {0} mocroje ¢ u r u3 D 3a Koje Baxkn

a =bg+r, upu uemy je r =0 wiu N(r) < N(b).
Oyurmmja N ce HasuBa eykaudcxa nopma Ha D,

W3 nperxojue pedunuivje BUIUMO JIa Cy €yKJIUJICKU JTOMEHH OHHM y KOjUMa Ce MOXKE
U3BPINMUTHA Jesberhe ca octarkoM. OHma je y TuMm gomenunma mMoryhe cipoBectu u Eykinmos

asropuraM ja ce oapeautu H3JT jBa eemenTta’, 1a 0Ty U HUXOB HA3WB.

IIpumep 5.20. Ilpcren menux 6pojesa Z je eyKAWACKHU AOMEH, jep je Ha HheMy eyKJIHUICKA,
HOpMa (QYHKIH]ja AlCOIyTHE BpeaHocTH (1eor) 6poja.
OJ

IIpumep 5.21. [Ipcren mosmaOMA ca jegnoMm Heoapehenom F'[X | Ha IPOU3BOBHAM MOJEEM
F je eyrmmackwu momen. Eykimacka ropma Ha memy je dbyukimja deg Koja CBAKOM TOJIMHOMY
Jo/esbyje BheroB CTelleH.

Harmacumo jom w ma je mperxomao mHe MOpa ja Baxku ako F' nuje mosme. Hip, Kako je

1
X2+1:5X-(2X)+1,

uMaMo Jia y mpereny Z[X] me moxkemo momesmmt mommEoMe X2 + 1 m 2X ca ocTaTKOM
(xomrunnk 3X ne npunasa Z[X]).
OJ

IIpumep 5.22. Ilpcren Taycosux nenwx Z[i| = {a + bi | a,b € Z} y ogpocy ca cabupatbe
¥ MHOXKEIhe€ KOMILUIEKCHUX OpojeBa je eyKJIMACKH JOMEH. EyKauIcKa HOpMa Ha HEMYy je
nedunucana ca N(a + bi) = a® + b2, a,b € Z.

0

2H3/I apa e/leMenaTa MOkKe MOCTOJaTH y IOMEHHMA KOjU HUCY €yK/IHACKH, a1 Ia j y TOM CIy9ajy MHOTO
TeXKe OAPEJUTH y [IPAKCH.
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TTpumep 5.23. Oznaunmo w = e = + 1‘2[. Ipcren AjsenmrajuoBux nesnx Z[w] =
{a+bw |a,beZ}yonnocy ca ca61/1paH>e H MHOXKEHhe¢ KOMIUIEKCHHX OpojeBa je eyKJIMICKA
nomen. Eykmmicka sopMa Ha memy je gedurucana ca N(a + bi) = a®> — ab + V%, a,b € Z.

O

Bagarak 66. Ilokazaru na je komuannakuy nperen Z[ X, Y]/(2, X) jenan eyKIuICKH JTOMEH.

Pememe. ITocmarpajmo npecimkasame ¥ : Z[ X, Y] — Zo[Y| nedunucano ca
P(f(X,Y)) = f(0,Y) (mod 2), f(X,Y) € R[X,Y],

rie je (mod 2) o3HAKA 3a y3WMalbe OCTATKA IIPH JIEJbEHY Ca 2 CBUX KOeHUIMjeHATA OO
Bapajyher nosmmHOMA.

Hedunucano npecimkapame je Ha, momro 3a cako ¢(Y) € ZyY] moxemo nedunuca-
m f(X,Y) € Z[X,Y] ca f(X,Y) = g(Y) u onga je ¥(f(X,Y)) = f(0,Y) (mod 2) =
g(Y) (mod 2) = g(¥).

[Mokaxkumo Ja je ¢ xomomopdusam npcrena. 3a npoussobhe fi1(X,Y) u fo(X,Y) u3
Z[X,Y] Baxnu

Y((fi+ f2)(X,Y)) = (fi + f2)(0,Y) (mod 2)

1(0,Y) + £2(0,Y)) (mod 2)

(0,Y) (mod 2) 43 f2(0,Y) (mod 2)
([1(X,Y) +2 9 (fo(X,Y))

(

=(f

fi

(

(f1/2)(0,Y) (mod 2)
= (f1(0,

fi

(0

1

Y) - f2(0,Y)) (mod 2)
(0,Y) (mod 2) -2 f2(0,Y) (mod 2)

(f1(X,Y)) 29(f2(X,Y))
(0,Y) (mod 2) = 1(Y).

$(1(X,Y))

3akJbyayjemo 1a 1 jecre xomoMopduzam nperera. OppeauMo jorr meroso jesrpo. Baxm:

ker = {f(X,Y) [¢(f(X,Y)) = 0(Y)}
={f(X,Y) [ f(0,Y) (mod 2) = 0(Y)}
={f(X,Y) | 2|f(X,Y) nam f(0,Y)=03acse Y}
={f(X,Y) [ 2[f(X,Y) mam X|f(X,Y)}

= (2, X).
N3 IlpBe Teopeme 0 uzoMopdu3My IPCTEHA OHIA CJIEIH

IIpumervmo ma je kKoHAYHHU TpcTeH Zg jegHO TOJbe, 300r TOTa ImrTo je 2 mpoct Opoj.
36or Tora je Zo[Y| eyKIMJACKU JOMEH, Ka0O MPCTEH MOJHHOMA HaJ mojbeM. llpema Tome,
MOCMATPAHY KOJUIMHUYIKY IPCTEH je n30MOPGDU3aAH EYKIUICKOM JOMEHY, 114 j& ¥ CAM TaKaB.

O
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Heduanmnja 5.24. Enement x npcrena R je uneepmubunsar Uiau jeduHUYHY KO TTOCTOJH

ILETOB MYJITUIIIMKATUBHU WHBEP3 l’_l.

Tephewe 5.25. Ckyn cBux MHBEPpTUOMJIHMX ejieMeHATa NpcTeHa [ uuHuU jenHy rpymy y
o/IHOCY HA MHOXKeme y npcreny R. Ta rpyna ce o3nadasa ca R* m nasusa ce 2pyna jedunuya
WA 2PYna UHBEPMUOUARUL eaemerama TpcreHa R.

ITpumep 5.26. TTocmarpajmo kowaunu npcred (Zyp, +n, ). VIHBEPTUONIHN €JeMeHTH y
BEMY Cy ynpaBo oHu O6pojesu u3 ckyma {0,1,2,...,n — 1} 3a Koje MOCTOju UHBEP3 ¥ OJHOCY
Ha, OMEPAIjy MHOXKEHa M0 MOIYIy n. VI3 Teopuje rpyma 3HaMO Ja Cy TO YIPAaBO €JIEeMEHTH
Ojnepose rpyne ®(n). IIpema Tome, paxu Z, = ®(n).

OJ

Bagarak 67. Ojpesuru cBe nHBepTHOMIIHE eemMenTe y npcreny aycoBux resux Z[i].

Pemere. [Tokakumo npso s1a je esiement z € Z[i] uaeprubusian ako u camo ako je N(z) =
1. ¥ Ty cBpXy HpEMeETHMO Ja €yKJIMJCKa HOpMa Ha Z[i|, IOITO HUje HUIITA JIPYrO JIO
KBaJIpaT MOJLYJ/1a KOMILIEKCHOT Opoja, uMa 0COOMHY MYJITUILIMKATUBHOCTH:

N(z122) = N(21)N(z2) 3a cBe z1, 29 € ZJ[i].

Ca jemme crpame mMamo Ja 3a uHBepTHOWIAH 2z € Z[i] nocroju 2z’ € Z[i] TakBo nma je
zz' = 1. Opatne je N(z2') = N(z)N(z') = N(1) = 1. Kako je mopma no pedununmjun
npupojan 6poj, uz pobujene jemmakocru N (2)N(2') = 1 ciequ tpaxkeno N(z) = 1.

Ca sipyre crpamne, ako je N(z) = 1, IOHOBO MCKOPHCTHBIIK YNEHEHUILY JIA je eyKJIMJICKA
HOpMa Ha, Z[i] KBaJpaT MOJyIa KOMILIEKCHOT 6poja, mobujamo Ja Baxu 2Z = 1. To ynpapo
3maun 12 je 2! = Z, ua je z unBeprubmMIAH.

W3 nperxonmno ypabeHor 3ak/pydyjeMo Ja HaM IIPEOCcTaje caMo jour ja mnponahemo cse
esiemente HopMe 1y Z[i]. To je eKBUBAJEHTHO Ca IPOHANAKEHEM CBUX 1EJ00POJHUX Pelletbha
(a,b) jemmaqume a? + b* = 1. Jlako umuMo ja cy Ta pemema cy (£1,0) u (0,+1), amve
jobujamo Z[i|* = {1, —1,4, —i}.

O

Bagarak 68. Oxpeaurn H3/I(11 + 74,18 — i) y npcreny Taycosux nesux Z[i].

Pemtemse. Craposoanmo Eykiumos ajropuram epinehu y3acTONHA HeJbemha €4 OCTATKOM
CJIMYHO Ka0 U Yy KJIACUYHOM ciy4ajy Haj Z. llpu Tome ce asiropuram 3aBpiiaBa Kajia CTHUI-
HEMO WJIH JI0 OCTATKA jeTHAKOT HYJIW WJIM JI0 OCTATKA KOjU jé HeKW WHBEPTUOWIHU €JIEMEHT
(makse HeKH o1 esleMeHara +1, 47 HA OCHOBY MPETXOIHOT 33JIaTKA).

IIpe mero mrro mouemMo mMPBO JIeJhEHHe, MOPAMO J1a 3HAMO KOju je ejemMenT Behu ja 6Gucmo
Bera MoJIeJimin MambuM ejeMenToM. To ojipelyjemMo HAa OCHOBY HOpMHU

N1+ 7i) = 112 4 7% = 121 + 49 = 170
N(18 —i) = 182 + 12 =324 + 1 = 325,

ma je 3a narme morpebe enement 18 — ¢ Behin. Caza cBakako mMoxkemo mogesuTu 18 — 4 ca
11+ 71y C:
18 — 14 (18 —4)(11 —7i) 191 —137¢ 191 137,

= — = =l

n+7 170 170 ~ 170 170
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Ba kosmunuk y Z[i] Gupamo oHaj esemMeHT Koju je HajOsmKu 6pojy % - %gi. [Tpu Tome

je mrra TavHo 3HaumM CHajOsmKku’ ojpeleHO yrnpaBo eyKJIMICKOM HOpMOM. Y mpcreny Lay-
COBHX TIEJIMX KOjJU TIOCMATPAMO HOPMA je KBaapar (yoOM4uajeHor) eyKJIMACKOT PAacTojama y
C, ma he ce mojam majOuKer MOKJIAIATH Ca HAIOM HHTYATHBHOM IpeacTaBoM. To 3HaTIH
sa fie kosmmunuk y Z[i] 6urn esemenT uuju je peasHu jieo Hajouvku 11eo 6poj 6pojy %, a
AMATUHADHHA 71e0 Opojy —%. Hobujamo ma je Tpaxenu kosmdaHuK 1 — i. OHJa je ocTaTak
jemHak

18—i—(11+7)(1—4)=18—i—11+11i —7i — 7 = 3i.

JakJie, ycuesam ¢MO Jia HOJIEIUMO ca 0CTaTKoM y Z[il:
18 —i=(11+7i)(1 — i)+ 3i.
Kako mucmo jiobusim ocrarak 0, HuTH HOpMe 1, mocTymak HacTtaBbamo 3a 11 + 7i u 3i.

Nmamo: .
1m+7% 11 7 7 11,

= —+_-== i
31 31 + 3 3 3
Hajbmmxnm meo 6poj 6pojy g je 2, a 6pojy —% je —4, ma je kommuuuk y Z[i] jenHak 2 — 4i.
Ocrartax je oHIa

11470 —3i(2—4i) = 114+ 7i — 6i — 12 = —1 +i.

[TornoBo mucMoO mobuan ocrarak 0, HuTH HOpME 1, TIA MOCTYIIAK HACTABHAMO 33 3t © —1 + 1.
Hobujamo:
3 3i(—1-14) 3 3.
“1+i 2 2 2"
Cajia cMO y cuTyanuju Ja ToCToje JIBa, TOIjEIHAKO YAaJbeHa, 1esa 6poja 0pojy %, aTocy 1
u 2. Moxemo ce ojuryunTu 3a 6mio koju o1 bux. CIndHo U 3a —% MOKeMO ojabparu 610

Koju o1, 6pojeea —1 u —2. Omabepumo 3a10 3a KOJUIHUK esiemeHT 1 — ¢. Ocrarak je oHja,
Ji—(—1+i)(1—-4)=3i+1—i—i—1=1.

IIpumernmo ja je cajia HOpMa OCTaTKa jeJIHaKa 1, IMITO 3aBpIIaBa HAIl MOCTyHaK, y3 3a-
KJby4aK

H3(11 + 74,18 — i) = 3.
TTomrro cmo pobunm ja je muxos H3 /1 nHopme 1, 3a enemenTe 114 7¢ u 18 — i MOKeMO KazaTh
7 JIa €y y3ajaMHO ITPOCTH.
O

5.6 T'1aBHOMIEAJICKU U JIOMEHHU Ca jeAUHCTBEHOM (hbaKTOPU3AIUjOM

Hedbuanmuja 5.27. Jomen D je rmaBHOWAEAJICKH aKO je& CBAKHW UIAEAJ Y MY TJIABHU Tj.
FEeHEPUCAH CAMO JeOHUM €JIEMEHTOM.

JemHy BesIMKy KJIacy TUIABHOWIEAJICKHX JIOMEHA CMO Beh BUenw, MoIrTo Baxku cjemehe
TBpheme.

Tephemwe 5.28. Cpaku eyKJIHJICKH JIOMEH je IIABHOUJIEAJICKH.
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IIpumep 5.29. Jenan mpumep TIIABHOWIEAJICKOT JOMEHA, KOjU HUjEe €yKJWUJICKHU je MPCTEH

Z [L V2_19] = {a 4y 19 V2_19 | a,b € Z} y OJIHOCY HA CaDUpame MHOXKEHE KOMILIEKCHUX

6pojesa. [lokazaTu ma TO 3aMCTa BaxKK je MaJIO TeXKe.

g

ITpumep 5.30. YV Bazarky 59 cmo nponamnuin niaead npcerena Z[X| koju Huje riasan. 3a1o
Z|X] Huje rIIABHOUECAJICKH JIOMEH.

0

IIpumep 5.31. Heka je F' mosme. Tana gomen F[X,Y] nuje riaBHOMIEAJCKU, HOIITO Y
wemy uieas (X,Y) Huje ruasau.

O
Sagarak 69. Heka je D rinasnommeascku gomed u I1,Ilo,... mmeaau y D takBu ma je
I, C I, C.... Hokazaru ma moctoju n € N takso na je I, = I41 = .. ..

Pememe. Oznaunmo [ = J>2 | I, u gokaxumo za je I jenan npeasn npcerena D.

Younmo npouseosbHe X,y € I. Taga nmocroje m,n € N rakpu na x € I, u y € I,,. Ilomro
jelh C Iy C ..., coenn na x,y € I 3a s = max{m,n}. Kako je Iy nnean upcrena D,
jgobujamo jia x +y € Ig, a crora u x +y € 1. Canvano, 3a npoussossHo o € D, nomro je I,
ugeas upcresa D, ciequ na ax € Ip,. 36or Tora u ax € 1.

Tume je mokazano ja je I mmeas npcrera D. Kako je D rimaBHOWIEAJICKH JOMEH, CJeIN
na je I = (a) 3a meko a € I. O3nauumo ca n HajMambu npuposan 6poj n rakas ga a € I,
(taj 6poj mocroju w3 medununmje uaeana I u aumenune Ja je Iy C Iy C ...). Taga umamo
Ia 3a cBe k > n Baxu I, = I, = I, 1IrT0 3aBpINaBa 3aJaTaK.

O

Hedbununuja 5.32. 3a enement x npcrena R Kaxkemo Ja Jeu ejieMeHT y € R u nuinemMo
x|y ako nocroju t € R Takas ja je y = t.

Hedununuja 5.33. Henyna, nemnpepTubuiIHu ejeMeHT p mpcTeHa R je npocm ako 3a
cBako a,b € R u3 ycyoBa plab cnemu pla unm plb.

Hedbununuja 5.34. Henyna, HewHBepTHOWIHA €JIEMEHT & TIpCcTeHA R je nepacmas.nus ako
3a cre a,b € R takee 1a je © = ab Baxn a € R* wum b € R*.

Bagarak 70. Heka je D gomen. /lokasaTu ga je CBaKd IPOCT ejieMeHT y [ HepacTaB/bUB.

Pemiewe. Heka je p € D npousBo/baH MPOCT €JIEMEHT U MPETIIOCTABUMO Ja je p = ab 3a
Heke a,b € D. Taga, cuenmjanuo plab, na xkako je p npocr, umamo pla uiu plb. Bes ymamema
OIIIITOCTH MOXKEMO MPeTHocTaBuTH jia pla. Tume nobujamo ja Baxku a = pt 3a HeKO t € D.
[Mouerna jemmakoct p = ab onma mocraje

p=ptb Tj. p(thb—1)=0.

Kaxko je D nomen u p # 0 3akipyayjemo ma Baxu th — 1 = 0 1j. tb = 1. Jlobujeno ympaso
mokasyje na je b maBepTubmiaan emeMment. Jlakie, w3 mpermoctaBke p = ab cMo mobwmian
b € D*. Tlo nedpuarnumjn To 3Haum Gal ja je eJeMEHT P HEPACTABJHUB.

O

63



Heduanmnja 5.35. Jlomen D je ca jeduncmeenom Garxmopusdauujom ako ce CBAKH eJIEMEHT
n3 D MoXKe Ha jeIMHCTBEH HAYUH 3alACATH Ka0 IPOU3BOJI MPOCTUX ejeMeHaTa u3 D, 10 Ha
BHUXOB pacnopen n yMHO2KAK I/IHBepTI/I6I/IJIHI/IM eJIEMEHTHUMA.

Cnvano Kao m 3a TIIABHOMIEAJICKE AoMerHe, Beh HaM je TIO3HATa W BEJIWKA KJIAca, JTOMEHa
ca JeIuHCTBEHOM (DaKTOPHU3AIM]OM, IIOIITO Baku cieache Tepheme.

Tephemwe 5.36. Cpaku 1y1aBHOUJEAJCKY JOMEH je JIOMEH €3 JeJUHCTBEHOM (haKTOPHU3AIIU-
jom.

IIpumep 5.37. Kao mro cmo seh Bugesn y Tlpumepy 5.31, upcren nosmuoma F[X,Y]
ca gpe Heonpebeme Hax mosbeMm F' HHUje TiIaBHOMIEAJCKH jgoMeH. Mehyrum, To jecre jemam
JOMEH €4 jeIMHCTBEeHOM (DaKTOPU3AIMjOM, TIITO je TOCIEINuIA OmnTrjer TBphema mo Kome je
upcren nosunoMa D[ X] waza gomenom ca jeauncrsenoM dakropuzanujom D U cam JIOMeH
ca jejuucreeHoM dakropusanujom. Hanme, F[X, Y] Moxkem0 BuJeTH KA0 HPCTEH IIOJMHOMA
uay F[X], 3a Kora 3HaMO Jla €yKJIMJICKH, & TUME U JIOMEH €4, JeJJMHCTBEHOM (DaKTOPU3AIIU]OM.

d

ITpumep 5.38. Jlomen Z [\/—5] = {a +bv/=5|a,be Z} y OJTHOCY Ha cabuparbe MHOXKEHE
KOMILJIEKCHUX OpojeBa Huje ca jeuHCTBEHOM (DaKTOPU3AIUjoM. JeJaH IPpUMED BUIIE3HATHE
darTOpU3aAIMje Y TOM IPCTEHY je

6=2-3 u 6=(1++v-5)(1—v-5).
0

3anarak 71. Hexka je D momen ca jemunacternom dakTopusdarumjom. JlokazaTn ga je mpou-
3BOJBAH €JIeMeHT y [ IMPOCT aKo W CaMO aKO je HEPACTABJHUB.

Pememe. U3 Bazarka 70 3raMO 3 je CBAKHM IPOCT €JIEMEHT HEPACTAB/LUB (y CBAKOM J10-
MeHy ), ma camo jormn Tpeba J1a JOKaXkeMO /13 y JOMEHY Ca jeJIMHCTBEHOM (DAKTOPU3AIUjOM
BaXKU W OOPHYTO.

Younmo npou3BObaH HEPACTABJLUB ejieMeHT & € D u npernocraBumMo Jia x|ab 3a Heke
a,b € D. Tana nocroju exement ¢ € D Takas ja je ab = cx. VIcKOPpUCTUMO UHELEHUILY A
je D mowmen ca jenmncTBeHOM (PAKTOPHUIAMMIOM 13 3AMUIIEMO ejeMeHTe a,b u ¢ y obauky
MIPOMU3BOIA IPOCTUX, G = 4102 . . .0y, b = b1ba...b, u c = cica. .. c,. Tako mobujamo

aias...ambiba... by, = ciea. .. crx.

HepacrasmusocT esiemenTa x v jeIMHCTBEHOCT mpeTxoaHe (DAKTOPU3AIIN]je OHJA TOBJIAYE /13,
jé T jeIHAaK HEKOM OJ a; Wi b;, eBEHTYAJHO IIOMHOXKEHOM Ca HeKMM ejaemenToM u3 D>, To
3HAYM J1a T|a wam x|b, uuMe je MOKA3aHO JIa je eJIEMEHT T IIPOCT.

O

3amarak 72. Heka je D ruraBHoujieasicku jiomeH. Jlokazaru na je enement a € DD Hepacta-
BJBUB aKO M CAMO AKO jé IJIABHU ujeaJ (a) MAKCHMAJIAH.

Pewmeme. Heka je a € D nepacrassmpus. [IpernocraBumo na miaean (a) HUje MAKCHMAJIAH.
Tama nocroju npasu uneas I y D rakas na je (a) C I. Kako je momen D riiaBHOHICAJICKH
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Baxkn I = (b) 3a neko b € D, na umanmo (a) C (b). Onatie je a € (b), na Baxu a = bx 3a HEKO
x € D. HepacTaB/buBOCT eJleMeHTa T OHJa oBjaadu b € D™ wim © € D*. Y npsom ciydajy
je I = (b) = D, a apyrom je I = (b) = (a), mrro mokasyje ja je umean (a) MAKCUMAJAH.

IIpermocrasumo caga o6paTHO, HEKA je TIaBHK WIeas (a) MAKCHUMAJIAH U HEKa je a = bc
3a Heke b u ¢ u3 D, o1 Kojux Hujenad Huje uaseprubuian. Taga je (a) C (b), upu uemy je (b)
npaBu uiaeast gomena D, pasmuant of (a). JlobujamMo KOHTPaIUKINjy ca MAKCHMAJHOIINY
uneana (a), ma ciaenu Jga 6apeM jeJiaH oJ] eJeMeHaTa b win ¢ Mopa 6utn waBepTubUIaH. To
yIPaBo 3HAYN JA je 4 HEPACTABILUB €JIEMEHT.

d

Bamarak 73. Ilokasatn na je Kommammaku mperen Zz[X]/(2X3 + X + 1) jemno mome u
ogpeautu OPOj HETOBUX €JIEMEHATA.

Pemnemwe. [locmaTpaHu KOJMYHUYIKH IMPCTEH je MOJbE aKO M CaMO aKO je TJIaBHU HIeAJ
(2X3 + X + 1) makcumanan. Kako je Zs nosme, Baxn ga je mperen Z3[X]| eyKiuiacku, a
THME U TJIABHOWJIEAJICKH JIOMEH. V3 TIpeTxXoHoT 3a/1aTKa OH/IA CJIeM Jia je TJIaBHU UIeaJt
(2X3 4+ X + 1) MmakcuMasan ako 1 caMo axo je momuaoM f(X) = 2X3 + X + 1 HepacTap/buB
Hast Zs. OBie mmamo jeny onaxmasajyhy okomroct— nosmuom f(X) je crenena (Hajsuie)
3, na he on 6uTH HEpACTABILUB HAJL Z3 aKO W CAMO aKO HeMa Hyja Haj Zs. To Huje Temnko
/13, TIPOBEPHUMO:

fO)=1,f1)=2-1414+1=1,f2)=2-22+2+1=1.

Baksmydyjemo na je mosmrom f (X ) HepacTaBbuB Hag Z3, a je Kommaamaky mperer Zs[ X/ (2X3+
X + 1) jenso nosme.
Oppenmmvo jorr 6poj esemenaTa ToT moska. 1o gedununmju je

Zs[X)/(2X° + X + 1) = Zs[X]/(F(X)) = {9(X) + (f(X)) | 9(X) € Z3[X]}
= {a(X) f(X) +r(X) + (f(X)) | ¢(X),r(X) € Z3[X],degr(X) < 3}
= {r(X) + (f(X)) | r(X) € Z3[X], degr(X) <3}
={a+bX +cX?+ (f(X)) | a,b,c € Z3} .

3akJbydyjeMo Jia MOCMATPAHO moJke uMa 3 - 3 - 3 = 27 eslemenaTa. [

Bamarak 74. Onpemutu cBe eleMenTe a € Zs3 3a Koje je KoMmaumdKn nperen Zs[ X /(X3 +
X? 4+ aX + 1) nosme.

Pemiewe. TlocmaTpann KOJMIHUYKEU TPCTEH je MOJ/bE aKO W CAMO AKO je TJABHU UIEAJT
(X3 4+ X% +aX +1) makcumanan. CIMIHO KA0 y TPETXOTHOM 3aJATKY, TO THTAHE Ce CBOIM
Ha TMTame HepacTapmusocTH mommroMa f(X) = X3 + X2 + aX + 1 max Zs. Tomro je
nomuaoM f(X) crenena 3, ¥y OBOM CJIy4ajy je JOBOJGHO Jia Hahemo cBe BpeHOCTH a € Zg
3a KOje Taj moJmHOM HeMa, HyJia Ha Zs3. Umamo:

f(0)=1 — oo jey peay.
f(1)=34+a=a — oBo je pasnmauro oj, Hyse 33 a # 0.

f(2)=844+2a+1=2a+1 — o0BO je pazauuuTo ox HyJe 3a a 7 1.

3akJbydyjemMo Jia MOCTOJU CaMO jeJIHa, TPAXKEHA BPEIHOCT U TO je a = 2.

O
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6 Ilosma

Hedunanmuja 6.1. Heka je F nospe, a 0 u 1 pesioM cTaHAAPIHO PEJIOM O3HAYEHU 3 IUTUBHH,
OJIHOCHO MYJITHILINKATUBHYA HEyTpaJsu Tor nosba. [locmarpajmo Hu3 esemenara mnosba F

L1+1,1+141,1+1+1+41,...

Axo ce y oBom HE3y He mojasibyje 0, kaxe ce ma je F' mome kapakTepuctuke 0 u muimre ce
char F' = 0. ¥ cyuporoHom, 110CTOju HajMabu LIPUPOJIAH 6Poj N Takas Jia je

14+14+1+---+1=0.

n IyTa

Y oBoM cityuajy ce Kaxe Jia ce F' 1o/be KapaKTepucTuke n u nuite ce char F' = n.

IIpumep 6.2. [loma parmumonannux 6pojesa Q, peadnux 6pojea R u KOMILIEKCHEX OpojeBa
C cy xapakrepuctuke 0.
O

IIpumep 6.3. Heka je p upoct 6poj. Konaano nosme (Zy, +p, -p) Kora hiemo xpahe oznaua-
Batu ca I, je KapakTepucTuke p. I'eHepasHO, CBaKO KOHAYHO HOJbE UM KapaKTEPUCTHKY
> 0.

O

IIpumep 6.4. Jenan npumep OECKOHAYHOT 110Jha HEHYJIA KAPAKTEPUCTHKE j€ MOJhE PAIUO-
nasanx ysknuja Fp(X) mag konaurum nomsem F),. Exementu Tor nosma cy cse dynkiuje

obmKa %, f(X),9(X) € F,[X], g(X) # 0 u oneparmje cabupaiba 1 MHOXKeHma Cy nedu-
HHUCAHE ca

fi(X) n fa(X) _ fi(X)ga(X) + fo(X)g1(X)

91(X)  g2(X) 91(X)g2(X)

H(X) f(X)  AK)AK)  AK) f(X) € F,(X).

(X)) 9(X)  a(X)g(X)" g(X) g(X)

Kapakrepucruka oBor 1ojba jeJiHaKa je KapaKTePUCTUKH HoJba [F)— makie p.

0

3anxarak 75. Heka je F' nosse TakBo ja je char F' > 0. Jlokazaru jia mocToju npoct 6poj p
Takas Jia je char F' = p.

Pememe. Heka je char F' = n. V3 npernocraBke mmamo ma je n > 0 u omo mro hemo
MIOKA3aTH je Ja IpupodaH 6poj n mnpoct. IIpermocraBuMo cynpoTHO, HEKA je Opoj 1 CJIOKEH.
Tama mocroje mpupoauu 6pojesu 1 < m, k < n taksu ga je n = mk. Ilomro je char F' = n,
3 geuHANAje KAPAKTEPUCTHKE MM0/ba, UMAMO T4 je

1+1+1+1+---+1=0.

n myTa

360r n = mk Ty jeIHAKOCT MOMXKEMO 3AIMUCATH U KAO

1+1+1+-4+1)-14+14+---+1)=0.

m IyTa k myTa
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Kako je y mospy mpowsBosm, siBa eJieMeHTa jeHAK HYJIW aKO W CaMO ako je bapem jeman of
BUX jeTHaK HYJIW, U3 MOCAEThe jeITHAKOCTU CIIe TN Ja je

1+14+14--4+1=0 mm 1+1+4+---+1=0.
—_—

m ImyTa k myTa

TTozusajyhu ce nonoso Ha jieUHUIU]Y KAPAKTEPUCTUKE 110JbA, HOCJIE/IHA JUCjyHKIMja UM-
wmnupa 13 je char F' < m wiu char F' < k. Ilomro je m,k < n obe moryhunocru cy y
KOHTPIMKIMju Cca dumbeHuom 1a je char F' = n. Jlobujena koHTpamMKImja moKa3yje Jia je
memoryhe na je 6poj n CJIOKeH, Ia 1 MOPa OUTH IMPOCT, YUMeE je 3aJaTaK 3aBPIICH.

g

Hedunnuuja 6.5. Heka cy K u F' gBa nosma. llpecsmkapame ¢ : K — F' je xomomopduzam
(mosba) aKo je uciymeHo:

° p(0)=0mp(l)=1
e v(x+y) =p(x)+e(y) 3acsez,ycK
e p(z-y) =) p(y) 3acse z,y € K.

IloTnyHo aHAJIOrHO KAa0 y TEOPHjH TPyHa M IPCTEHA, 33 HHjEKTUBHE XOMOMOPQU3aM
moJba Ce KaXKe JIa je MOHOMOPPUIGM WU ymangre, CYPjeKTHBHA XOMOMOP(U3aM je enti-
MopPu3am, TOK ce DHJeKTHBHH XOMOMOP(PU3AM HAZHBA, USOMODPUSMOM.

3amarak 76. Heka je ¢ : K — F xomomopduzam nospa. Jokazaru jia je ¢ WHjEKTUBHO
npeciauKaBatbe. Jpyrum peunma, cBu XOMOMOPGhU3MHE I10/bA CY YTAIIAbHA.

Joxas. TlpernocraBumo cynporHo, HeKa je ¢ : K — F xomomopdwuzam mospa KOju HUje
uHjekTHBaH. Taja mocroje pasznuuutu ejeMentd =,y € K taksu ma je p(z) = ¢(y). Onma
jem p(z) — ¢(y) = 0, na kopucrehin qumenuny ja je ¢ xomomopdusam nobujamo aa Baxu
p(z—y) =0.

Ca sipyre crpame, Kako je £ # y, To je u x — y # 0, ma nocroju (x — y)~!. ITonoso
KopucTehu aumbeHuIly Jia je © xomomopduzam Jj1obujamo

1=g(l)=p((z—y)(z—y) ™)
= oz —yp((z—y) ™)

U3 Beh ycnocrasmenor (x —y) = 0 onpa caemu ja je

1=0-¢((z—y) ") =0.

Haxne, mobujamo na je 0 = 1 y mospy F', 1ITO je KOHTPAIUKIIHA]a, IUMe je 33JaTaK 3aBPITEH.
O

Ykoauko nocroju 6apem jemam m3omopduszam ¢ : K — F 3a moma K u F ce xaxke
Jia ¢y usomop@na, mTo ce o3nadapa ca K = F. Uzomopduzam ¢ : K — K ce Ha3uBa
aymomoppuszmom tosba, K. Ckyn ceux ayromopduzama HEKOT mojba K je rpymna y ofHOCY
HA OMepalrjy KOMIO3UIKje IPEeCIUKaBaba, Kojy o3HauaBamo ca Aut(K).
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3amarak 77. Heka cy K u F' gsa nosba Taksa jia Q C K, F u f: K — F xomomopduzam.
HoxkazaTu ma je f ‘Q HJIEHTHYKO IpecanKaBaibe Ha Q.

Pememe. TIpso je cBakako, momro je f xomomopdwusam mospa, ucnymeno f(0) = 0 u
f(1) = 1. 3a cBako n € N umamo oHma

fn)=f(L+1+1+---+1)

n myTa
=f()+f)+fQ)+---+ f(1), jepje f xomomopdhuzam
n myTa
=14 14+1+4---+1
n myTa

=n.
Axko je n < 0 meo 6poj, ouma je —n npupoman 6poj, na je
f(n) = f(=(=n))
= —f(—n), jep je f xomomopduzam

—~(-n)

=n.

Hake, nobmim cMo J1a je 3a cBe 1ese 6pojee n ucnymeHo f(n) = n.
Hexka je cayjia n meo 6poj pazsiuuaut oj myse. VI3 paayna

1:f<1)=f<n~1>

n

=f(n)-f (i) ., jep je f xomomopduzam

e

crenn 1a je f (%) = % Konatno, 3a mpon3Bo/baH paruoHaaH Opoj T mocToje 1esu OpojeBu
m u n # 0 Takeu Ja je x = 7*. Onja je

(%)

1
(m)- f (n> , jep je f xomomopduzam
1
n

flx)=f
=f
=m

Baksyuayjemo na je f(x) = x 3a cee z € Q, mrro 3Haun 1a je f } @ WIACHTHYKO MPEC/IMKABATLC.

O

ITocnemuma. Heka je K mome Takpo ga Q C K u f € Aut K. Taga je f‘Q = idg. Coenp-
jamuo, Aut Q = {idg}.
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Banmarak 78. [Mokazaru ga je AutR = {idg}.

Pemiemse. Heka je f € Aut R npoussossanr ayromopdusam. Ha ocroBy nperxosne [Tocse-
e JAPEKTHO cjenm Aa je f ‘@ = idg. Ilokazkumo Ja dbysKIUEja f HOCemyje U HapeaHe JiBe
3Ha4ajHe ocobuHe:

() f je monorono pacryha

Heka cy = < y mpom3BosbHE peasnn 6pojesu. Tama mocroju t > 0 Takso ma je y = x + t2,
OJTAKJIE je

(© f je memperumaa (Ha mesom R)
Heka cy 9 € R u € > 0 mpousBosbau. IlocToju mpuponan 6poj n Takas ma je % < e. 3a
CBaKM peajiaH Opoj ' KOjU UCIYHaBa yCIIoB |x — xg| < % OHJIa BaXKMU:

1 1
—— < Tr—20 < —
n n
f (—1> <flx—=z0) < f <1> , jep je f pacryha
n n
< f@) = fao) < e e fly = idg
—e < f(z) = flzo) <€

|f(z) = flzo)| <e.
Ha cymupamo, gobusm cMo
(Ve>0)(Fd=1/n>0)(Vx €R) |z —x9| < = |f(z) — f(x0)| <e¢,

mTo 1o AepuHUIAjU 3HAYU HenpeKuHocT dyHknuje [ y tayku zg € R.

Konauno, kako je f : R — R Henpekumaa QyHKIMja, jeIHAKY, WICHTUIKOM IIPECIUKABA-
by Ha cByja rycrom ckyny Q y R, cinequn na je f = idg. IIpema Tome, Aut R = {idgr}.
O

Hedunanuuja 6.6. 3a nopckyn F noksa K kaxe ce 1a je nomnose nojba K ako je uciry-
BHEHO!

e 0,1eF
e3acBez,y€ FBakugacyx+yu—xyckyny F
esaceer,yc Fraxugacyr-yc Fuax!yckyny F.

Yumennna ga je ' normospe moma K o3madasa ce ca F' < K.
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Y curyamumju kaga je F' mormosbe mosma K wmHOro wemthe ce xopmeru m3pas ga je K
pammpeme mosba F', o ce KpaTrko o3uadasa ca K/ F. Kipyuna 3a u3ydaBame 10sba hie Ham
6urn caeneha jemnocraBua ocobuua: Ako je K/F pamupeme nosba, ovna je K BekTOpCKM
npoctop Hay F. OBa ocobuna omoryhasa ja ce jocTa Teopuje moJsba U3pa3u jeIHOCTABHUM
jesukoMm Jimaeapue ajrebpe.

Hedbununuja 6.7. Crenen pammupena nossa K Hag nomkem F ce medunHmUINEe KO JUMEH3Hja
3a K mocMaTpaHOT Ka0 BEKTOPCKH MPOCTOP Has F,

(K : F] = dimp K.

IIperxonna jpedunuimja Ham omoryhasa Ja yBeJIEMO jeJHY je/IHOCTABHY KJacuduka-
[Ujy palmupera 1ojba: 3a pamupeme K/F KaxeMmo Ja je KOHAYHO (OECKOHAYTHO) aKo je
crenen paumpewa [K : F| konauan (6eckonauan). Hajasme hemo ce GaBuru camo KOHAUHUM
paIpenUMa, TI0Jba.

ITpumep 6.8. Pamupeme noma R/Q je Geckomauno. OBo ciequ u3 ummenune ga je R
HenpebpojuB CKYI, & CBAKH KOHAYHO JIMMEH3MOHU BEKTOPCKHU IpocTop Haj Q mopa Outu
npebpojus. M3 ucror pasmora je n pammupeme C/Q GeckorauHO.

Ca jpyre cTpame, IOIITO C& CBAKM KOMIUIEKCHU OPOj MOXKE Ha JeJMHCTBEH HAYMH 3allv-
caru y obsiuky x + iy, rae cy x,y € R, umamo sa je ckyn {1,i} jeana 6a3a 3a C man R. 360r
tora je [C: R] = 2, na je, cuenujasnno, pamupeme C/R kona4duo.

O

IIpumep 6.9. Heka je F' konauHo nosbe. JacHo je jia je Hemoryhe jia To noJbe Oyjie Kapak-
TEPUCTUKE HYJIA, 114 TOoCToju pocT bpoj p Takas aa je char F' = p. To 3maunu ma je

1+14+14---+1=0,

p myTa

na Moxkemo yountu mormosbe {0,1,1+1,..., 1+ 1+ 1+ ---+ 1} mosma F uzomopdHO m0IBY

—1 myra

F,. JpyruMm pednma, mnomse F' MOXKeMO BHIETH KEfO KO};IH}IHO pamupeme noka F,. Axo je
crenen parmmpera [ : F,] = n, nomro je |Fp| = p, cienn ga je |F| = p". Hakie, nobumn
CMO 3 KOHAYHA [I0/ha MOPA]y UMaTH OPoj eleMeHaTa, jeIHaK CTEIeHy HEKOT IMPOoCTor 6poja.
To mapasuo me omoryhasa ja onMax 3aK/bYy9IUMO Ja 33 CBAKW CTEMEH HEKOT mpocTor 6poja
IIOCTOJM TI0J/bE Ca TOJHKO ejieMeHaTa. Mehyrum, omo mro omoryhapa je ga Ipemno3HaMo cBe
npupojre 6pojeBe n 3a KOje He TOCTOjU MOJbe Ca N eJIeMeHaTa. TaKo, Ha MPUMED, He TOCTOju
nosbe ca 6 esiemenara, romrTo 6poj 6 HUje cTereH HUjeHOT IpoCcTOr H6poja.

d

[TocmaTpajmo cajia, HeKO KOHAYHO paruperse mosba K /F 1 younMo mponu3BOJLHU €JIEMEHT
a € K. Jlepunumremo 1Ba moackyma o K:

Fla] = {f(a) | f(X) € F[X]}

[ fla) )
Pl = {281 700,003 € FixLgta) 0}

Baxwu na je Fa] komyrarusau nperer ca jeaununoM u F(a) mosbe.
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Bamarak 79. Tlocmarpajmo jomen nesnx Q[v/2].
a) Ilokazarn ma je Q[v2] = {a +bv/2 | a,b € Q}.
6) Tokazaru ja je Q[v/2] nome.
B) OgnpemuTu crenen pammpemsa [Q[v/2] : Q).
r) Oppesmuru rpyny Aut Q[v/2].
Pememe. a) llo gedununuju je Q[v2] = {f(V2) | f € Q[X]}. Onatne je jacno na je

QV2] 2 {a+bvV2]|a,be Q},

a je cBe mTo Tpeba Jia MOKaKeMO JIPYTra WHKJIY3Uja. YOUUMO IPOU3BOJBHO 2 € Q[\/ﬁ] Tama
nocroju nosmaoM f(X) € Q[X] rakas ma je z = f(v/2). Kama pacnmmeno

f(X) :@an-f-an—an_l+---+a1X+a0, a; € Q,a, #0

JaobmjaMo 11a je

z2=a,(V2)" + an-1(vV2)"  + -+ a1 (V2) + ao.

T'pymumyhu wnanose ca mapaum maaekcnma 0 < ¢ < n, Ka0 ¥ OHE Ca HEMAPHUM JA00MjaMo
2= (aop + 2ag +4as +...) +V2(ay + 2a3 + 4as + . ..).

Kako cy cBu 6pojeBu a; panuoHaIHN, TAKBH Cy u 6pojeBu ag + 2az + 4aq+ ... u a1 + 2a3 +
4as + ..., Ia MOXKEMO 3aIUCATH

z=a+bV2,

e cy a,b € Q. Ha rtaj maunn mobujamo ma z € {a + bv/2 | a,b € Q}, uume je nmoxkazana u
WHKJIy3Huja

Q[V2] C {a+bV2]|a,be Q},

a THUME W 3aBPIIEH IIPBU J1€0.

6) Iomrro 3mamo 1a je Q[v/2] momen nenux, jxa 61 cMO HOKA3aTH JIa je TI0Jbe, CBE MITO Tpeba
Jla TIOKaKeMo je Jia 3a csako menyna z € Q[v/2] nocroju mysrrunmkarusin unseps. 36or
Jenia a) MoxKeMo HpousBosbHO 2z € Q[v2], 2z # 0 3amucaru y obmuky z = a + bv/2 3a Heke
a,b € Q, a® +b% # 0. Onarne je

27l = 71

a+bv2

a—bv2

a? — 2b2
a —b

2
a? — 2b? +a2—2b2\[

o (m

HapaBHO, a’ — 2b® He Moxe 6uTH jeHako Hymu 360r a’ + b% # 0). 3akmydyjemo Ja je

[Torrro cy 6pojesu a u b pamuonasnu, Taksu cy u 6pojesu A = %5 u B =

> 1'=A+BV2, A BeqQ,
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urro suaum ga 2+ € Q[v/2]. Tuwme je moxazano ya je Q[v/2] mome.

B) U3 gena a) umanmo ja ckyn {1,v/2} remepume Q[v/2] max momem Q. AKo mokazemo 1a
je Taj ckyn smneapno nesasucan naj Q, sobuhiemo ja umnu jesny 6a3y sa Q[v2] nan Q, na
crenu ma je [Q[v2] : Q] = 2.

IIpernocraBumo ja mocToje parmonaJHu OPOjeBU €] W Cy TAKBHU I j€
c1 + 02\/5 =0.

Axko je 6uno Koju o5 €1 W Co jeAHAK HYJIW, OHJIa, TAKAB MOpa OWTH W JAPYTH, T8 MOYKEMO
CMaTpaTH Ja Cy TH OpojeBU pa3jwduTH o Hyse. Tako mobujamo ma je

\/5 = _ﬂ € QJ
C2

a To je xouTpajukimja. Jlakie, Mopa 6utu ¢ = co = 0, mro 3uauu ga je ckynm {1, \/5}
JsmaeapHo Hezapucad Hagr Q. Oyarie 3aK/bydyjeMo U TPAKEHO

[Q[v2]: Q] =2.
r) Heka je f € Aut Q[v/2] u z = a + bv/2 npoussoman esement nossa Q[v/2]. Tasa je

F(2) = fla+V2)
= f(a) + F(O)F(V2).

Kaxo je f‘Q =idg u a,b € Q mmamo na je f(a) =a u f(b) = b, na ocraje

f(z)=a+b- f(V2).

W3 nocaeamer u3pasza MOXKEMO 3aK/by9uTH Jia je ayromopduzam f y nornyrocru ojgpelen
speanonthy f(v/2). Mpumernmo ma je ncnymeno f(2) = 2, omaxie cieam

2=1(2)
= 1((v2)?)
= f(V2).
[pema Tome, 3a Bpeanoct f(1/2) umamo ase moryhnocTw:
F(V3) = V3 mmr f(V3) = —Va.
Tum moryhuocTuma cy oxpehena u jpa Kammuuara 3a ejgemente rpyme Aut Q[v/2],
fira+bV2—=a+bvV2 1 foia+bV2—a—bV2 (14)

IlpecnukaBame fi je jemHako id@[ /2] 118 CBAKAKO jecte ayromopduzam mossa Q[v/2]. 3a mpe-
cauKaBame fo je ounrieaHo 1a je cypjektusao. Takolje, To IpecuKaBame je XOMOMOp(u3am

3aT0 1ITO 3a cBe a + by/2 u ¢ + dv/2 u3 Q[v/2] Baxu
f((a+0vV2) + (c+dV2)) = f(a+c+ (b+d)V?2)
=a+c—V2(b+d)
=a—bV2+c—dV2
= fla+bV2) + f(c+dV2)
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f((a+bV2)(c+dv2)) = f(ac+ 2bd + (ad + bc)V2)
= ac + 2bd — (ad + be)V/2
= (a—bV2)(c — dV2)
= fla+bV2)- flc+dV2).

Konauno, 360r 3agaTka 76 je oHIa fo M WHjeKTHBHO, ma je ayTomopdmzam moma Q[v/2].
3akJbydyjemMo 1a je
Aut@[\/i] = {flv f2}7

rje cy mpeciaukaBama f; onpeljena dbopmymama (14).
O

Hedununuja 6.10. Heka je K/F pamupeme noma. Enement a € K ce HazuBa anrebap-
ckuM Hagi F' ako anymmpa 6apem jeman monwmaoM f(X) € F[X]. Y cynpoTHOM ce a HA3HBa
TPAHCIEH/IEHTHUM.

IIpumep 6.11. Esement /5 € R je anrebapexu mas Q 3ao nrro anysrupa mosmaoM X 2—5 €
Q[X]. Camamo je u i € C anrebapeku man Q momTo amymmpa nommaom X2 + 1 € Q[X].

IIpumep 6.12. Peannu Gpojesu e u 7 ¢y Tpancuenaentau vax Q (0Bo je maso Texe jgoKa-
3aTH).

Bagarak 80. Heka je K/F pammupeme mojba u ¢ € K TpaHCIEHJIEHTAH eJeMeHT Hal F.
[MokazaTu na Tana Fla] auje noswe.

Pemreme. Ilpernocrasumo cynporso, Heka je Fla] nosme. Tana, cuenmjanno, 3a enemeHT
a € Fla] moctoju My ITHITHKATHBHE HHBEp3, a - = f(a), rae je f(X) € F[X]. Omarne je
ouga 1 = af(a), omnocuo af(a) — 1 = 0. Jlobujamo ga a amysupa nosuaom X f(X) — 1 €
F[X], mwro je KOHTpaJMKIMja Ca IUHEHUIIOM JIa je a TPaHCIeHaeHTan Ha | nojbeM F. Jlakie,
nemoryhe je ma Fla] Gyme nome.

Tephemwe 6.13. Heka je K/F pamupeme nmoba u a € K anrebapcku exement Han F. Tama
HOCTOj! jeTMHCTBEHN TOJHHOM [iq p(X) € F[X] Takas ma je:

® la,F (X ) # 0
® g r(a)=0
e /i, 7(X) je MOHHYAH U HECBOIJ/BUB HaJ, IOJbeM [
Homnunom fiq p(X) ce HA3MBA, MEHUMAJIHUM MOJIMHOMOM €JIEMEHTa a4 HaJi mojbeM F.

Tephewe 6.14. Heka je K/F pammpeme moba a € K anrebapcku enxement Hag F, auju
je munumasau moauaoM crenena n € N. Tana je F[a] koHauno pammpeme mosba F crenena
nu{1,a,a% ...,a" '} je jenma 6aza za F[a] nan F.

3

Banarak 81. Jlokasaru sa je Q[V/2] nosme, onpemurn crenena pammpewa [Q[v2]: Q],
nahu jenny 6asy 3a Q[v/2] max Q u rpymy Aut Q[v/2].
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Pememe. [pumermvo ga /2 arymmpa f(X) = X3 — 2 € Q[X]. Baro je v/2 anrebapcku
enement Hag Q, ma je Q[/2] nome. domarso, myne nomroma f(X) (man nomem C) cy v/2,
eV/2 u £23/2, ae je € = €2™/3. Bakspyuyjemo ma f(X) mema myna max Q, ma je HecBOABUB
HaJ[ TEM To/beM (momTo je cremenHa < 3). Taj moamHOM je M MOHHYAH, Ma IMIPEJCTABIHA
MUHUMAJIHE TIOJIHHOM 32 v/ 2 Hag Q. Baro je

Q1V2]: Q] = deg £(x) =

u {1,V/2,V4} je jemma 6aza za Q[v/2] max Q.
Hexa je cama f € AutQ[v/2] m z = a + bv/2 + cv/4 nponssoman enement moma Q[V/2].
Tama je

f(2) = fla+bV2 + cV4)
fla) + FO)F(V2) + f(e) f(V4)
= fla)+ f(O)F(V2) + f(c f(xf

)
Kaxo je f‘Q idg n a,b,c € Q umanmo ga je f(a) = a, f(b) = f(¢) = ¢, ma ocraje

f(z)=a+b-f(V2)+c- f(V2)2

W3 nocaeamer u3pas3a MOXKEMO 3aK/byIuTH Jia je ayromopduzam f y nornyHoctu ogpelen
spemomthy f(+/2). Ilpumerumo na je ucuymeno f(2) = 2, onakie cienu

2=1(2)
= f((V2)%)
= f(V2)".
ITpema Tome, 3a BpemuocT f (\3/5) nMaMo Tpu MOTyhHOCTH:

F(V2)=V2 wm f(V2)=eV2 mm [(V2)=e*V2,

e je € = e 5 . IIpumerumo ja je Q[v/2] < R, na apyre npe MoryhHOCTH HECY OCTBApUBE,
jep € € R. Tlpema Tome ocTaje camo

f(V2) = V2, omakne je f(z) = a+bV/2+ cV/4.

3akspydyjemo jia je obasesno f = idQ[ ¥a)y Ua je m Aut Q[v/2] = {idQ[ %]}.
O

Banarak 82. Heka je o = 2 + /5. Jlokazaru na je a amrebapcku exement man Q,
wHahw f1q,(X), crenen pammpema [Qla] : Q]] u ogpemuru jenmy 6a3y 3a Qo] nax Q. arum
U3PA3UTH €JIEMEHT % y nobujeHoj 6a3u.

Pememe. /lupekran padyH mokasyje 13 BaXu
o =7+2V10
o —7=2V10
ot — 140 + 49 = 40
ot — 1402 4+9=0.
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Baksbyuyjemo sia o amysnupa nommHom f(X) = X* — 14X?% + 9 € Q[X], na je anrebapckn
esqemMenT Hax mobeM Q.

Cana nokazyjemo na je f(X) muammanan mosmaom 3a o mHag Q. Kako je Taj mosmaom
MOHHMYAH, CBe IITO Tpeba [a MOKakeMo je Ha je mecBombuB Ham mosbeM Q. IIpermocraBumo
cynporHo, meka je f(z) csoggpu Hag Q. Taga mocroje mosmuomu g(X) u h(X) ca panumo-
HAJTHUM KOedHUIHjeHTUMa TaKBHU 13 je

npu uemy je 1 < degg,degh < 3. To 3Haum jila ©UMaMO CaMO JIBe CYIITHHCKHU PA3JIUIUTE
moryhuocTu:
degg=1,degh =3 wmm degg = 2,degh = 2.

[Tpea moryhuocT ogMax ormasa, jep nmrumm@pa jga nosrHoM f(X) nMa parnuonasiHe HyJe,
rro HEje Tauno (myse nomuaoma f(X) ey £(v/24+/5)). 3aTo, menmurajmo apyry Moryhmoct.
IMomro je nosmuom f(X) MOHMYAH, MOXKEMO CMaTpaTH Jia Cy TakBu u nojmHomu g(X) u
h(X). Kama sammmenmo g(X) = X2 +aX +bu h(X) = X2 +cX +d, rae cy a,b,c,d € Q
J0bujamMo

F(X) = (X*+aX +b)(X? + X +d)
X - UX?+9=X"+(a+)X>+ (b+d+ac)X* + (ad + be) X + bd.

Tocnenma jepnaunna omoryhasa ja koedumnujenre a, b, ¢ u d u3pazuMo Kao periema CUCTe-
Ma

a+c=0
b+d+ac=-14
ad+bc=10
bd = 9.

W3 mpse jemnauwmne mMamo ¢ = —a, OgakJje 3aMeHoM y Tpehy jeamauuny mobujamo
a(d —b) =0.

Opnapae mobujamo aBa cay4aja a = 0 wia b = d.
Axko je a =0, ouyia je u ¢ = 0, a TOYETHN CUCTEM CE€ CBOJU HA

b+d=-14
bd = 9.
Wspaxasamem d = —14 — b 1obujaMo KBaJIPATHY jeTHATUHY

b(—14 —b) =9 ommocuo b> +14b+ 9 = 0.

OgBa jeiHaUMHA HEMA, PAIIMOHAJIHUX PEITEha, [ITO Y3 yCJoB Ja je b € Q maje KoHTpaaukImjy.
Haxkite, oBaj caydaj je memoryh.
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[Ipermocrasumo cama ma je b = d. OHma geTBpTa jeHAYNHA TIOJA3HOT CHCTEMA, J1aje
b2 =9, omakie je b = £3. JIpyra jeHauMHA TI0JIA3HOI CHCTEMa, OHJIA MOCTaje

a®>+6=14.

Opasze je a®> = 20 wm a® = 8. Hu jegma o nobujernx moryhnocTn me pomymra a € Q,
mro je kourpaaukija. Ha taj nHaunn ogbaiyjemo u oBaj ciryua;.

Bakspyuayjemo Ja je mosmaoM f(X) HecBo/ybuB Has Q, ma je 1 MUHAMAJIAH MOJTHHOM 32
a nag Q. 360r tora je {1,a,a? a3} jenna 6aza za K = Q[a] nax Q, a rakobe sobujamo u
[K : Q] =4.

Ocrasto je jormn ma u3pa3uMo €JIeMEeHT ﬁ y Jobujenoj 6a3u. Tpeba na mahemo parmo-
majHe 6pojere A, B, C' u D makse ma je

1

= A+ Ba+ Cao? + Da?.
a—1

Muoxemem TpeTxomHe jeqHakocTu ca o — 1 gobujamo

Ala — 1)+ Bafa — 1)+ Ca?(a—1) + Da*(a — 1) = 1

Ao — A+ Ba? — Ba+ Ca® — Ca? 4+ Da* — Do =1
Ao — A+ Ba? —Ba+Ca® - Ca? +Da* —Da®-1=0 (15)
CamdHO Kao y MPeTXOJHOM 3aJaTKy, BpahaMo ce Ha MummMasax nommaoM f(X) = X4 —
14X? + 9 3a o ga pemmmo npobJem ummennte Aa je jeamaxkocr (15) pacumcana y ogmocy

ma ckyn {1, a, a?, o, o} xoju muje nmureapno mesasucan . [lomto je f(a) = 0, caemu na je
ucnymeno ot — 1402 + 9 = 0, ogakie nobujamo m3pas 3a o,

ot =14a® — 9.
Bpahamewm y jeanaxkoct (15) mobujamo
Aa— A+ Ba? — Ba+ Ca® — Ca? + D(14a* —9) — Da® —1 =0
(~A—9D — 1)+ (A—B)a+ (B —C +14D)a* + (C — D)a® = 0.

Iomrro ckyn {1, a, o, a3} jecre nuEeapHO He3aBHCAH, MOKEMO HOCIEIILY jeTHAKOCT 3aMe-

HUTHU €KBUBAJICHTHUM CHUCTEMOM JIMHCAPHUX je,ZLHaLH/IHa.

—A-9D—-1=0
A-B=0
B—-C+14D =0
C—-D=0.
Pemasamem oBor cucrema jobujamo A = —%, B = —%, C= % nD= %. HaxkJre, Tpakenu
n3pas je
1 13 13 1 2, 1 4
= - — — — —
a—1 4 4 4 4
OJ
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Tephewe 6.15 (Taycosa sema). Heka je f(X) € Z[X]. Tana je f(X) necBombus nay Q
aKoO W caMO aKoO je HECBOJJbUB HAJ, Z.

Tepheme 6.16 (Ajsenmrajuos xpurepujym). Heka je f(X) = a, X" + ap 1 X"+ +
a1 X + ap € Z[X]. Ako nocroju npoct 6poj p Takas aa:

e plag,al,...,an1
° pfan
* p”{ao,
ouma je f(X) mecBoagpus Has Z (a tume u Hay Q 36or [aycose sneme).

IIpumep 6.17. Iloaunom X™ —2 je mecsomypus nan Q 3a cee n € N upema Aj3eHINTajHOBOM
KPUTEPHUjyMy MPUMEHEHOM 34 p = 2.

O

Bamarak 83. Heka je 0 jemma myma mommaoma f(X) = X4+ 3X% +18X4 -33X2 46X -3 ¢
Z[X]. Onpenuru crenen pamwupersa n [Q[0] : Q] u wahu jenny 6a3y 3a Q[f] nanx Q.

Pewmeme. Ilpumernmo na je mosmuom f(X) HecBogypus Hag Q mpema AjseHmirajHoBoM
kpurepujymy npumemenHom 3a p = 3. Kako je f(X) monmuan u f(6) = 0 3aksmyuyjemo
Ja je MuHEMatHA nosmHoM 3a 6 mag Q. 36or tora je [Q[A]: Q] = deg f(X) = 7 u ckyn
{1, 0,6%. .. ,96} npejicTaBiba jenny 6a3y 3a Q0] man Q.

O

Hedunanumuja 6.18. Heka je K/F pamupeme moba u a,b € K anrebapcku eJleMEHTH HAJT
F. Jledpunumemo
Fla,b] = F[a][b] < K.

Comano, 33 CBaKHMX N aJirebapCcKuX eJIeMEHATa a1, A, . . . , (y JePUHAIEMO WHLyKTHBHO
Flay,ag,...,ay) = Flai,az,...,an—1]ay].

Tephewme 6.19. Heka je F' < EF < K jamal; KOHAYHAX pammupema. 1ama je u pammpemne
K/F KOHAYHO W BaxKu

[K:F]=[K:E]E:F)|.

Ilpenusunje, ako je {a; | 1 <i < m} 6aza3a K nag F u {b; | 1 <j <n} 6asa3za F nan F,
ouga je {a;bj | 1 <i<m,1<j<n}6asa3za K mag F.

Bagarak 84. ITocmarpajmo mome K = Q[v/3,1].

a) Hahu o € C rakso ma je K = Qo).

6) Oapeaurn crenen pamupera [K : Q] n nahu jenny 6a3y 3a K naj Q.
B) Oapenuru rpymy Aut K.

Pememe. a) Osnaunvo o = /3 + i. Taga je a € K kao 36up asa esementa u3 K, na
umamo sia je Qo] C K. Jlokaxumo jour o6parny unkiy3ujy. [Ipumerumo npso ja je:

1 1 V3—i 1 ,
&:\/§+z’: 31 25(\/5—1)6(@[04].
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Onpan 2-1(v/3—1i) = V3—i € Qla]. Konauno, omarne n v3 = 3 (V3 +i+3 —1i) € Qlal,
maui=+3+i—-+3 € Qa]. Harne, V3,i € Q[a], 360r wera je K = Q[v/3,i] C Qlal.
IIpema Tome, 106un cMO Tparkeny oOpaTHY MHKJIY3Hjy, IITO OMOTryhaBa /1@ 3aK/by 9uMO JIia,
je K = Qla].

6) V3 mmsa mehypammpema Q < Q[v3] < K nvamo 1a. je

Crenen pammpema [Q[v/3] : Q] je jesHax cTemeny MHHAMAJHOT TOJHHOMA, [ v3.0(X) 3a
V3 nan Q. Kako je v/3 nyna monwamor nojunoma X2 — 3 € Q[X], HecBoybuBOr Ha, OCHOBY
Aj3eHIITajHOBOT KPUTEPHJYMa IPUMEHEHOT 33 p = 3, 3aKIBYIYjeMO 11 je [ \/g,@(X )= X2-3.
36or Tora je [Q[vV3] : Q] = 2, a mobujamo na je u {1,v/3} jemna 6aza 3a Q[v/3] mazx Q.

Cmrano, kako je K = Q[vV3][i], crenen pammpema [K : Q[v/3]] je jemmak crenemy
MUHUMAJTHOT TIOJIMHOMA, [L; o /3] (X) 3a i max Q[v/3]. Tlpumernmo jia i AHYIHPA TIOTMHOM
X241 € Q[v3][X]. 360r Tora je deg 1; o3 (X) € {1,2}. Ako 6m 6uno deg p; o, 5 (X) = 1,
onyia 6u coeauio a i € Q[v/3]. Mehyrum, y nomy Q[v/3] ce namase camo peasnu 6pojesu, ma
je To Hemoryhe. 3akmyuayjemo na je deg 1; Q3] (X) = 2 u npernusnuje 1; Q3] (X) = X2+1,
oo je mosymnom X 2 4 1 monwmwan. 36or Tora je [K : Q[vV3]] =2 u {1,4} je jenna 6aza 3a
K max Q[vV3)].

Konauno, gobujamo ja je [K : Q] = 2-2 = 4, kao u ga je {1,v/3,4,iv/3} jenna 6aza 3a
K nman Q.

8) Yoummo npoussossio f € Aut K u z € K. Pactmcupamenm y 6asu {1,1/3,1,iv/3} 3a K
najx mobeM Q, mobujamo parmonasHe Opojese a, b, c u d TakBe 1a je

2 =a+bV3+ci+diVv3.

Tama je

fla+bV3+ci+ div3)
fla) + F(0)F(V3) + f(e) f(i) + F(d) f(iV3)
= f(a) + FB)F(V3) + f(e)f (i) + f(d) f (i) F(V3).
Kaxo je f‘Q =idg u a,b,¢,d € Q mmamo na je f(a) =a, f(b) =0b, f(c¢) =cu f(d) =d, na

ocTaje

f(2)

fz)=a+0b- f(V3)+c- f(i)+d- f(i)- f(V3).

W3 nocsemmer u3paza MOXKEMO 3aK/byIUTH J1a je ayroMmopduzam f y nornyHocTu oapelen
speanoctuma f(i) m f(v/3). Ilpumermvo na je menymeno f(3) = 3 u f(—1) = —1, omaxie
caenn

—1=f(-1) = f(i*) = F(i)%,

oJaKiIe cienn Ja cy jeaune Moryhrocru 3a speamoctu f(v/3) u f(i) oxpebene ca

f(V3)=+V3 u f(i) = =+i.
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IIpema Tome, mmMamo yeTnpu norTeHimjaaHa ayromopduisma noma K koje hemo 3anucaru y
3aBHCHOCTH OJI, TOTa, TJIe CIIUKAjy /3 H i Kao

V3= V3 V3= —V3 V3= V3 V3= —V3
f13{ f2i{ f3i{ f42{

S S . . . : (16)
1 —1 1 —1 T — —1 T — —1

Oamax moxkemo mpumeruTd J1a je fi1 = idg, ma octaje caMo fa MOKaXKeMO JIa U Cy OCTaJIa
npeciukaBama ayromopdusmu noba K. Ypajgumo 1O camMo 3a fo, HOIITO Ce 33 OcCTaja
[IPECIUKABAHA PAJIA AHAJIOTHO.

Ouurnesiao je sa je fo cypjeKTUBHO mpeciukaBame. lofaTHO, MOMITO 33 MPOU3BOJHHE
a+bV3+ci+div3up+qV3+ri+ siv3 uz K Baxu

F((a+bV3+ci+div3) + (p+qV3 +ri+ siV3)) =
= f((a+p)+ (b+qV3+ (c+7)i+ (d+ s)iV3)
=a+p—(b+qV3+ (ct+r)i—(d+s)iV3
= (a—bV34ci — div3) + (p — qV/3 + i — 5iV/3)
= fla+bV3+ci+div3) + f(p+ qV3 + i+ siV3)

f((@a+bV3+ci+div3) - (p+qV3 + i+ siV3)) =
= f((ap—|— 3bg — cr — 3ds) + (aq + bp — cs — dr)V/3 + (ar + 3bs + cp + 3dq)i+
+(as—|—br—|—cq—|—dp)i\/§) =
= (ap + 3bq — cr — 3ds) — (aq+ bp — ¢s — dr)V/3 + (ar + 3bs + cp + 3dq)i—
—(as 4 br + cq + dp)iv3 =

= (a —bV3+ci—div3) - (p— qV3 + i — siV3)

= fla+bV3+ci+div3) - f(p+qV3+ri+siV3),

onMax ciesim 1a je fo xomomopduzam. 36or 3anarka 76 je oHja fo M MHjEKTHBHO, 1A je
ayromopduzam nosba K. 3akipyuyjemo jia je

Aut K = {f17f27f37f4}’

rje cy npecaukasama f; onpehena dbopmynama (16).
U

Kopencko nospe

Heka je F noswe n f(X) mosmnom ca koedunpmjernrnma y F. ITpernocrasumo ma f(X) nma
CBe HYJI€ a1, a2, . .., 0y Y HEKOM parmpewy K nmoma F. Kopencko nosse nmosmuoma, f(X) Ham
nosmem F je Flay,ag, ..., ap].

Tpumep 6.20. Hyne nommmoma f(X) = X? —2 € Q[X] max nomem xommnekcunx 6pojesa
C cy jennake V/2,ev/2 m e23/2, rne je € = e Bato je KopeHcKo mosbe mosmaoMa, f (X)) HaT

Q jemaxo Q [V/2,eV/2,e7V/2] = Q[V/2,¢].
O
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Bagarak 85. Halin 6poj a € C rakas ja je kopencko nosbe K nonmuoma f(X) nag Q
jennako Q[a] ako je:

a) f(X)=X*-6X2+4.

6) f(X)=X1+X3-X?-2X -2

Pewmeme. a) Ogpeaumo cBa periemha jeTHATHHEe z* — 622 +4 = 0 majg Ho/beM KOMILUIEKCHIX
6pojesa C. Ypohemem cmene 22 = t ona ce coau Ha KBaaparHy jepuaauny t2 — 6t +4 = 0.
Hoena pemema cy t1 = 3 + V5 ute =3 — /5. 3aro Cy perrnema moJia3He jeIHaInHe

$1=\/3+\/5, xzz—\/3+\/5, a:gz\/S—\/g, s =—\/3— V5.

ITpema Tome, Baxu K = Q[x1, zo, x3,24] = Q {\/3 + /5, V3 - \/5} TMpumernmo jorn aa je

¢3+\/5-J3_\/5:\/m:2,

na Baxu /3 — 5 = ﬁ 360rTorajeK:Q[\/3+\/5}.

6) OapeaumMo cBa pelema jeHATnHE zt 4+ 23 — 22 — 22 — 2 = 0 HaJ MOJPEM KOMILIEKCHIX

opojesa C. Y Ty cBpxy mMamMo

et r(@®—2) - (2*-2)-4=0

(22 =2)(@? +2) +x(2* —2)— (22 =2) =0

(22 = 2)(2®* +2+2—-1)=0

(22 =2)(a® +2+1)=0, majea’ —2=0 wm 2> +z+1=0.

x
Bak/bydyjeMo ja Cy pellel-a Hallle jefHadnne T = \/2, To = —/2, x3 = —% + Z@ u
T4 = —% — z’?, npu demy je xrzrgs = 1. 360r Tora je

K = Qlwr, 22, 23,24] = Q [\@,—; +i\§

o[
Osmaummo o = /2 + iv/3. Oxmax umamo jga o € K, na saxu Qo] C K. Ca apyre crpane,

L s (),

Opatne je V2 — i3 = % € Q[a]. Mame onga u

Va= (VE+iv3+v3-iv3) €Qlal,

Kao 1

V3= (VE+iv3—(vZ-iv3)) € Qlol].

Hakae, V2,iv/3 € Q[a, na je K C Q[a]. Baksbyuyjemo ja je K = Q[a] 3a a = /2 + i/3.
O
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Bagarak 86. Heka je p > 2 npocr 6poj. Oapeaurn kopencko nosbe K nommuoma f(X) =
XP=lp XP=2 4 ... 4 X + 1 € Q[X] max nomem Q u crenen pammpema [K : Q.

Pememe. [Tpumernmo jna saxu f(X)(X —1) = XP—1, ogakie cieu Ja Cy HyJe TOJHHOMA
f(X) y mosmy C pemema jeanaante

P —1=0,

. —1 .
pazsumumnTa o7 jejaH. JIako HaJA3MMO J1a Cy TPaXKEHA PEIemha, {Cp, 3, N }, rae je

27i

(p = e ? . Omatie je TUPEKTHO

K = @KI% C;ga s 7<;§71]
= Q[Cp]ﬂ

aume je oxapeheno kopencko mosme K.

Octajio je jomr ma oxpenumo creren pamupersa (K : Q]. U3 mobujeror K = Q[(p] umamo
na je [K : Q] jenmak cremeny MHHIMAJIHOT HOJHHOMA 33 (p Hag nomeM Q. Jokazahemo na
je Taj MUHUMAJIHU TIOJIMHOM jeiHak ynpaso nosmHomy f(X).

Onmax umamo fa je nosunoM f(X) Momudan u na ra (, aHyaupa, Ia je OCTAJIO JOII J1a
MTOKAYKeMO JIa je HecBo/ubuB Ha  mosbeM Q. ¥V 1y cBpxy hieMo KOPUCTHTH UWE-CHUILY A3 je
nomuaoM f(X) HecBombuB Hag mosbeM Q ako u camo ako je takap mosuHoM f(X + ¢) 3a
HEKO ¢ € 7.

[Mocmarpajmo nosmuom f(X + 1). Tazga je

fX+1)X

I I
bl —
= I0=
— — Tt
>3
N
-
=
—_

B
Il
—

olaKJIe siesbemeM ca X o0ujaMo jeHaKoCT

X +1) = Z (i)x’“,

k

FX+1) = (]1?) + <§>X+--~+ (pfl>Xp—2+XP—l.

IIpumernmo ma 3a cee 1 < 7 < p mMamo

() = o

OlaKJIe, NOIITO je p npoct 6poj, JUPEKTHO Caeam P | (f) Takobhe, TpuBujagHo P HE MU

sonehn koepummjent 1 mommuoma f(X + 1), muru p? | (Y) = p, mro smaun na f(X +

OIHOCHO
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1) mcnymasa ycaose Ajsenmrajnosor kpurepujyma 3a npoct 6poj p. To 3maum na je Taj
nosinHOM HecBobuB Ha Q, a Tume je u f(X) Munnmasin 3a (), Haj TuM nosbeM. Konatno,
MOCJTIE TR TTOBJIAYH T3, BAXKK

[K:Q]=degf=p—1.
O

Bagarak 87. Ojpemurn kopercko nosbe K mommmoma f(X) = X4 + 1 mam momem Q, xkao
u crereH pamupema [K : Q.

Pemtewe. Jla 6ucMo ogpeawin TpaxKeHO KOpPEHCKO mosbe K mpBo Tpeba 1a HAL MOJHEM

. . im

KoMILiekcHEX 6pojesa C pemmmo jenmpaumny z# + 1 = 0. Tpaxkena perema cy x; = e 1,
3im Sim 3

2T 2T N .
To=e1,x3=e1 nmxy=ce 4. 300r TOra je

K = Q[x1, 2, 73, 4]
= Q[xlv x?v x?v QZZ]
= Q[z1]-

Ocraje jom ma ompemumo crenen pamupena [K : Q. 3a mera umamo ma je jeaHax
CTeleHy MUHHMAJHOT MONMHOMA [y, (X)) 3a 21 max Q. IMomunom f(X) je monwmwan u 1
ra aHyJIupa, II1a akKo IIOKaxKkeMo Ja je HecBoisbus Haj Q, mobuhemo (i, o(X) = f(X). V 1y
CBPXY OPpUMETUMO J1d BaZXKU

X+ =(X+1)1+1
= X' +4X° +6X2 +4X +1+1
= X*+4X3 +6X%2+4X 42,
IITO je TTOJIMHOM HECBOJJBMB MpeMa, AjJ3eHIITajHOBOM KPUTEPUjYMY MPUMEREHOM 33 MPOCT
6poj p = 2. 36or Tora je noamaoM f(X +1), a Tume u f(X) HecsogypuB Hag Q. 3aksbyayjemo

na je zancra (i, o(X) = f(X), omakme cremn [K : Q] = deg f(X) = 4.
0

Bagatak 88. Heka je K xopencko mome mojmaoma f(X) = X6 — 1 mayx komaaaum mossen
F5. Onpenutu 6poj exemenara 1mosba, K.

Pewmeme. Pacrasumo npso mosmaoM f(X) Ha HecBozybuse dakTope Hat nombem Fy. Jobu-
jamo:
X 1=(X2-D(X*+X%+1)
(X - D)X+ DX+ X%2+1)
(X DX+ DX+ X +1)(X2 - X +1).

_1)
_1)

Axo 03HAUIMO Hyse HecBOMbHBHX momuHoMa X2+ X +1 1 X2 — X +1 (y HeKoM parmupemy
nosba F5) penom ca ai,as u 1, B2, nobujamo na je

K =TF5[1, -1, 01, a9, B1, B2
= Fs[a1, ag, B1, Ba].
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[IpumeTnmo mambe ma momto je of +o; +1=03ai = 1,2, Baxu n (—;)? —a; +1 = 0,
OJTHOCHO a? — a; +1 =0, mTO 3HAYHN JIa BPEJIHOCTH —(; aHyIupajy nommuoMm X2 — X + 1.
Jpyrum peuanma, 6€3 yMamema OUIITOCTH, MOXKEMO CMATPATH Jia je f1 = —aq u fo = —ao.
Ha Taj maunn mobujamo
K = F5[a17 a2, —(Q7, _052}
= F5[a1, az).

3 Bujerornx Besa 3a mosmHOM X2 + X + 1 MOXKEMO 3aKJbYUUTH JIa je oy = 1, OHOCHO
g = a% Oparie coenn Ja je

1
K= F5 |:O(1, :| = F5[O¢1].
aq

Ilocnemme nobujernnm je ompeheno Tpakeno kopencko mosbe K. Takohe, umamo 1a je omro-
Bapajyhu crenen pamuperma [K : F5] jeqnak creneny MUHMMAJIHOT MOAMHOMA 33 (1 HaJ| Fs.
OMax ©MaMo J1a je Taj mosmHoM jennak X2 + X + 1, onakie cuenn

[KZF5] :27

mro mosyavn u | K| = 25.

O
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