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1. Za karakteristiqnu funkciju opxteg qlana Xn niza nezavisnih sluqajnih veliqina va�i da

je

φXn(t) =

(
1− 1

n

)
eit +

1

n
cos 2t,

dok opxti qlan Yn niza nezavisnih sluqajnih veliqina ima uniformnu U
[
0, 1

n

]
raspodelu.

Ako su za svaki prirodan broj n sluqajne veliqine Xn i Yn nezavisne, ispitati sve qetiri

vrste konvergencije niza sluqajnih veliqina (Zn), gde je

Zn =
Xn − 1√

n
+ Yn.

2. Broj klijenata koji pristupe bankomatu tokom jednog minuta ima Puasonovu P(λ) raspodelu.
Izvrxeno je mere�e na uzorku od 14 sluqajno izabranih jednominutnih perioda i dobijeno

je da je proseqan broj pristupa 1.32 klijenta po minutu. Na osnovu dobijenog uzorka, sa

pragom znaqajnosti 0.08 testirati najmo�nijim testom hipotezuH0 (λ = 1) protiv alternative
H1(λ = λ1), λ1 > 1.

3. Iz populacije qije obele�je X ima normalnu N (µ, σ2) raspodelu, izvuqen je uzorak obima 12.
Ako je σ2 nepoznat parametar, odrediti pozitivan realan broj c, takav da sa verovatno�om 0.80

du�ina 90% intervala povere�a za nepoznati parametar µ, simetriqnog u odnosu na uzoraqku
sredinu, bude ne ve�a od cσ.
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Rexe�a zadataka

1. Kako je cos t = eit+e−it

2 , sledi da je

φXn
(t) =

(
1− 1

n

)
eit +

1

n
cos 2t

=

(
1− 1

n

)
eit +

1

2n
e2it +

1

2n
e−2it,

pa opxti qlan Xn niza nezavisnih sluqajnih veliqina ima zakon raspodele

Xn :

(
−2 1 2
1
2n 1− 1

n
1
2n

)
.

Odavde imamo da opxti qlan Wn niza sluqajnih veliqina, gde je Wn = Xn−1√
n
, ima zakon

raspodele

Wn :

(−3√
n

0 1√
n

1
2n 1− 1

n
1
2n

)
.

Primetimo da 0 ≤ |Wn| ≤ 3√
n
, pa na osnovu datih raspodela sluqajnih veliqina Wn i Yn

vidimo da mo�emo oqekivati da �e oba niza (Wn) i (Yn) konvergirati ka 0, kao i niz (Zn).
Sred�e kvadratnu konvergenciju ispita�emo direktnim raquna�em:

E|Z2
n| = EW 2

n + 2WnEYn + EY 2
n =

5

n2
− 2

1

n
3
2

1

2n
+

1

3n2
=

16

3n2
− 1

n
5
2

n→∞−−−−→ 0.

Dakle, da niz (Zn) konvergira sred�e kvadratno ka 0, odakle sledi i Zn
D−→ 0, n → ∞, kao i

Zn
P−→ 0, n → ∞.

Ispitajmo jox skoro sigurnu konvergenciju. Za svako ε > 0, na osnovu Qebixev	eve nejednako-
sti va�i da je

P{|Zn − 0| ≥ ε} ≤ E|Zn|2

ε2
=

16

3n2ε2
− 1

n
5
2 ε2

≤ 16

3n2ε2
.

Kako je
∞∑

n=1
P{|Zn| ≥ ε} ≤

∞∑
n=1

16
3n2ε2 < +∞, to zak	uqujemo da niz Zn konvergira skoro sigurno

ka 0.

Napomena: Za karakteristiqnu funkciju φX sluqajne veliqine X i a, b ∈ R va�i da je

φaX+b(t) = φX(at)eitb. Odavde sledi da je karakteristiqna funkcija opxteg qlana Wn niza

sluqajnih veliqina data sa

φWn
(t) = φXn√

n
− 1√

n
(t) = φXn

(
t√
n

)
e

it√
n =

(
1− 1

n

)
+

1

2n
e

it√
n +

1

2n
e
− 3it√

n .

Primetimo da va�i i lim
n→∞

φWn
(t) = 1.

2. Neka je X broj klijenata koji dolaze na bankomat tokom jednog minuta. Tada iz uslova zadatka

sledi X ∈ P (λ). Kritiqnu oblast �emo tra�iti pomo�u Nejman-Pirsonove leme. Da bi lema
mogla da se primeni obe hipoteze moraju biti proste. Nulta hipoteza svakako jeste prosta, a

alternativnu hipotezu napiximo kao H1 : λ = λ1, λ1 > 1, te onda i ona jeste prosta jer smo

parametru dodelili taqno jednu vrednost.

Za Nejman-Pirsonovu lemu je potrebno odrediti funkciju verodostojnosti koja je u ovom

sluqaju data sa

L(x; θ) =

n∏
i=1

f(xi;λ) =

n∏
i=1

λxie−λ

xi!
= e−nλλ

n∑
i=1

xi

n∏
i=1

xi!
.



Koriste�i lemu, najbo	a kritiqna oblast je odre�ena sa

W =

{
L(x;λ1)

L(x; 1)
≥ k

}
=


e−nλ1

λ

n∑
i=1

xi

1
n∏

i=1
xi!

e−n

n∏
i=1

xi!

≥ k


=


e−nλ1λ

n∑
i=1

xi

1

e−n
≥ k


=

e−n(λ1−1)λ

n∑
i=1

xi

1 ≥ k

 =

λ

n∑
i=1

xi

1 ≥ k1


=

{
n∑

i=1

xi ≥ c

}
,

jer je λ1 > 1 i e−n(λ1−1) > 0, a c je neka konstanta u odnosu na dati uzorak, koju treba odrediti
da bismo dobili taqan izraz za kritiqnu oblast. Na osnovu datog praga znaqajnosti, mo�emo

odrediti c tako da va�i

PH0

{
n∑

i=1

xi ≥ c

}
= 0.08.

Kako pri H0, X ima Puasonovu P (1) raspodelu, odakle imamo

n∑
i=1

Xi ∈ P(n).

Sada za konkretan uzorak obima n = 14, vrednost c mo�emo dobiti iz jednaqine

0.92 = PH0

{
14∑
i=1

Xi < c

}
⇐⇒ 0.92 = PH0

{
14∑
i=1

Xi ≤ c− 1

}

c− 1 = F−1
P(14)(0.92) = 19 =⇒ c = 20.

Dakle, najbo	a kritiqna oblast je

W =

{
n∑

i=1

xi ≥ 20

}
.

Konaqno, na osnovu datog uzorka dobijamo da je

14∑
i=1

xi = 14x̄14 = 14 · 1.32 = 18.48,

xto ne pripada kritiqnoj oblasti, pa ne odbacujemo nultu hipotezu.

3. Primetimo da je σ2 nepoznato, pa �emo koristiti sluqajnu veliqinu Tn = X̄n−µ
S̄n

√
n− 1, koja

ima Studentovu tn−1 raspodelu. Potrebno je da odredimo Un i Vn takve da va�i

P{Un ≤ µ ≤ Vn} = 0.90,

P{X̄n − Vn ≤ X̄n − µ ≤ X̄n − Un} = 0.90,

P

{
X̄n − Vn

S̄n

√
n− 1 ≤ X̄n − µ

S̄n

√
n− 1 ≤ X̄n − Un

S̄n

√
n− 1

}
= 0.90.

Iz

P

{
Tn <

X̄n − Vn

S̄n

√
n− 1

}
= P

{
Tn >

X̄n − Un

S̄n

√
n− 1

}
,



sledi da je
X̄n − Vn

S̄n

√
n− 1 = −tn−1;0.1,

X̄n − Un

S̄n

√
n− 1 = tn−1;0.1.

Prema tome, interval povere�a je

Iµ =

[
X̄n − S̄n√

n− 1
tn−1;0.1, X̄n +

S̄n√
n− 1

tn−1;0.1

]
,

pa je du�ina intervala

L = 2
S̄n√
n− 1

tn−1;0.1.

Iz uslova zadatka treba da odredimo c > 0 tako da va�i

P{L ≤ cσ} = 0.80,

odnosno

P

{
S̄n ≤ cσ

2tn−1;0.1

√
n− 1

}
= 0.80.

Kako je
nS̄2

n

σ2 ∈ χ2
n−1, to sledi da je

P

{
nS̄2

n

σ2
≥ nc2

4t2n−1;0.1

(n− 1)

}
= 0.20,

odnosno

nc2

4t2n−1;0.1

(n− 1) = χ2
n−1,0.2 ⇐⇒ c = 2tn−1;0.1

√
χ2
n−1,0.2

n(n− 1)
.

Konaqno, za n = 12 iz tablica sledi da je

c = 2t11;0.1

√
χ2
11,0.2

12 · 11
= 2 · 1.796 ·

√
14.631

12 · 11
≈ 1.1959.


