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1. Neka je niz sluqajnih veliqina (Xn) takav da za svaki prirodan broj n va�i da je EXn = µ
i DXn = σ2. Ako je

cov(Xi, Xi+h) =

{
1− h

m+1 , h = 1, 2, . . . ,m,

0, h > m,

za i ∈ N, gde je m poznat prirodan broj, ispitati da li za niz sluqajnih veliqina (Xn) va�i
slabi zakon velikih brojeva.

2. Obele�je X ima negativnu binomnu NB(r, p) raspodelu sa zakonom raspodele

P{X = x} =

(
x− 1

r − 1

)
pr(1− p)x−r, x ∈ {r, r + 1, . . . }.

Na osnovu uzorka obima n, metodom maksimalne verodostojnosti odrediti ocenu nepoznatog

parametra 1
p , a zatim ispitati nepristrasnost i postojanost dobijene ocene.

3. U platnom sistemu testira se novi softver za obradu transakcija. Na sluqajan naqin izabra-

no je 12 transakcija i mereno je vreme �ihove obrade u sekundama. Dobijeno je da je proseqno

vreme obrade transakcije jednako 3.49 sekundi, a da je uzoraqka disperzija 0.16. Poznato

je da je na ranijem testira�u starog softvera za sluqajno izabranih 13 transakcija dobi-

jeno da je proseqno vreme obrade transakcije 3.82 sekunde, a da je uzoraqka disperzija 0.19.

Pretpostav	aju�i da vremena obrade transakcija i starim i novim softverom imaju normalne

raspodele i da su im disperzije jednake, sa pragom znaqajnosti 0.05 ispitati da li je proseqno

vreme obrade transakcije na starom softveru ve�e od proseqnog vremena obrade transakcije

na novom softveru.
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Rexe�a zadataka

1. Neka je Sn =
n∑

i=1

Xk. Poxto je ESn = nµ, �elimo da ispitamo da li Sn

n

P−→ µ, n → ∞. Neka je

ε > 0 proizvo	no. Tada na osnovu Qebixev	eve nejdenakosti sledi da je

P

{∣∣∣∣Sn − ESn

n

∣∣∣∣ ≥ ε

}
= P

{∣∣∣∣Sn

n
− µ

∣∣∣∣ ≥ ε

}
= P{|Sn − nµ| ≥ nε} ≤ DSn

n2ε2
.

Odredimo sada disperziju od Sn. Va�i da je

DSn = E(Sn − ESn)
2 = E

(
n∑

i=1

Xi − E

(
n∑

i=1

Xi

))2

= E

(
n∑

i=1

(Xi − EXi)

)2

=

n∑
i=1

n∑
j=1

E(Xi − EXi)(Xj − EXj) =

n∑
i=1

n∑
j=1

cov(Xi, Xj) =

n∑
i=1

DXk + 2

n∑
1≤i<j≤n

cov(Xi, Xj)

=

n∑
i=1

DXk + 2

m∑
h=1

n−h∑
i=1

cov(Xi, Xj) = nσ2 + 2

m∑
h=1

(n− h)

(
1− h

m+ 1

)

= nσ2 + 2

[
n

m∑
h=1

(
1− h

m+ 1

)
−

m∑
h=1

h

(
1− h

m+ 1

)]

= nσ2 + 2a

[
n

(
m− 1

m+ 1

m∑
h=1

h

)
−

(
m∑

h=1

h− 1

m+ 1

m∑
h=1

h2

)]

= nσ2 + 2

[
n

(
m− 1

m+ 1
· m(m+ 1)

2

)
−

(
m(m+ 1)

2
− 1

m+ 1
· m(m+ 1)(2m+ 1)

6

)]

= nσ2 + 2

[
n
m

2
−

(
m(m+ 1)

2
− m(2m+ 1)

6

)]
= nσ2 + 2

[
nm

2
− m(m+ 2)

6

]

= n(σ2 +m)− 1

3
m(m+ 2).

Odavde sledi da je

P

{∣∣∣∣Sn − ESn

n

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ σ2 +m

nε2
− m(m+ 2)

n2ε2
→ 0, n → ∞.

Prema tome, Sn

n

P−→ µ, n → ∞, pa va�i slabi zakon velikih brojeva.

2. Pretpostavimo da imamo realizovan uzorak (x1, x2, . . . , xn). Funkcija verodostojnosti je

L(p) = L(p|x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=1

(
xi − 1

r − 1

)
pr(1− p)xi−r, p ∈ [0, 1], , x1, . . . , xn ∈ {r, r + 1, . . . },

tj.

L(p) = pnr(1− p)

n∑
k=1

xi−nr
n∏

i=1

(
xi − 1

r − 1

)
pa je

lnL(p) = nr ln p+

(
n∑

k=1

xi − nr

)
ln(1− p) + ln

n∏
k=1

(
xi − 1

r − 1

)
.

�elimo da prona�emo p koje maksimizuje lnL(p), te stoga odre�ujemo stacionarnu taqku:

∂

∂p
lnL(p) =

nr

p
−

n∑
k=1

xi − nr

1− p
= 0 =⇒ p =

nr
n∑

k=1

xi

=
r

x̄n
.



Jox treba proveriti da li se u dobijenoj vrednosti posti�e maksimum. Kako je ∂
∂p lnL(p)

pozitivna za p < r
x̄n
, a negativna za p > r

x̄n
, pa je funkcija ∂

∂p lnL(p) rastu�a za p < r
x̄n
, a

opadaju�a za p > r
x̄n
. Prema tome, r

x̄n
je taqka u kojoj lnL(p) dosti�e maksimum. Prema tome,

na osnovu ovog uzorka, ocena metodom maksimalne verodostojnosti je

p̂ =
r

X̄n
.

Kako je ocena metodom maksimalne verodostojnosti invarijantna u odnosu na transformaciju

Borel-mer	ivom funkcijom, odavde zak	uqujemo da je ocena nepoznatog parametra 1
p data sa

Tp =

n∑
i=1

Xi

nr
=

X̄n

r
.

Ispitajmo sada da li je data ocena nepristrasna. Kako je X ∈ NB(r, p), to va�i da je EX = r
p

i DX = r(1−p)
p2 . Sada imamo da je

E(Tp) = E

(
X̄n

r

)
=

1

nr
· nr
p

=
1

p
,

tj. ocena Tp jeste nepristrasna ocena parametra
1
p . Da	e, imamo da je

D(Tp) = D

(
X̄n

r

)
=

1

r

1

n

r(1− p)

p2
=

1− p

nrp2
.

Ostaje jox da ispitamo postojanost ove ocene. Postojanost podrazumeva da ocena konvergira

u verovatno�i ka parametru 1
p . Neka je ε > 0 proizvo	no:

P

{∣∣∣∣Tp −
1

p

∣∣∣∣ > ε

}
≤

E
(
Tp − 1

p

)2
ε2

=
D(Tp)

ε2
=

1− p

nrp2ε2
,

pri qemu je korix�ena Qebixov	eva nejednakost. Dakle,

0 ≤ P

{∣∣∣∣Tp −
1

p

∣∣∣∣ > ε

}
≤ 1− p

nrp2ε2
→ 0, n → ∞,

pa sledi da P
{∣∣∣Tp − 1

p

∣∣∣ > ε
}

→ 0, kada n → ∞ i to va�i za svako ε > 0. Zak	uqujemo da je

Tp postojana ocena za parametar
1
p .

3. Neka je X obele�je koje predstav	a vreme obrade transakcija starim softverom, a Y obele�je

koje predstav	a vreme obrade transakcija novim softverom. Pretpostav	a se da obele�je X
i Y imaju normalnu raspodelu sa jednakim disperzijama. Dakle, pretpostav	amo da

X ∈ N (µ1, σ
2), Y ∈ N (µ2, σ

2).

Na osnovu dobijenih uzoraka obima n1 = 13, n2 = 12, �elimo da testiramo hipotezu H0(µ1 =
µ2) protiv alternative H1(µ1 > µ2).

Na osnovu uslova zadatka imamo da je x̄13 = 3.82, ȳ12 = 3.49, s̄213(X) = 0.19, s̄212(Y ) = 0.16.
Da	e, znamo da

T =
X̄n1 − Ȳn2√

n1S̄n1
(X) + n2S̄n2

(Y )

√
n1n2

n1 + n2
(n1 + n2 − 2) ∈ tn1+n2−2.

Koristimo test statistiku

T =
X̄13 − Ȳ12√

13S̄13(X) + 12S̄12(Y )

√
143.52,

koja, pri H0, ima Studentovu t23 raspodelu.



Poxto je raspodela statistike T simetriqna oko nule, formiramo kritiqnu oblast na slede�i

naqin

W = {T ≥ c},

gde kritiqnu vrednost c nalazimo iz tablice za Studentovu raspodelu:

0.05 = PH0
{T ≥ c} =

1

2
PH0

{|T | ≥ c},

odnosno

0.1 = PH0
{|T | ≥ c},

pa je c = 1.714. Realizovana vrednost test statistike jednaka je

3.82− 3.49√
13 · 0.19 + 12 · 0.16

√
143.52 = 1.887.

Kako realizovana vrednost upada u kritiqnu oblast, to odbacujemo H0 i prihvatamo alter-

nativu da novi softver radi br�e.


