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1. Opxti qlanovi Xn i Yn nezavisnih nizova nezavisnih sluqajnih veliqina imaju uniformnu
U(0, 1) raspodelu. Ako je

Zn = ln

(
n∏

k=1

e−(p+q)

Xp
k(1− Yk)q

) 1√
n

,

gde su p i q pozitivni realni brojevi, ispitati konvergenciju u raspodeli niza sluqajnih
veliqina (Zn).

2. Neka obele�je X ima zakon raspodele(
0 1 2

1− π π(1− p) πp

)
,

gde su p i π nepoznati parametri, takvi da p ∈ (0, 1) i π ∈ (0, 1). Na osnovu uzorka obima
n metodom maksimalne verodostojnosti odrediti ocenu za verovatno�u P{X = 2} i ispitati
postojanost te ocene.

3. Za gustinu raspodele obele�ja X va�i da je

f(x; θ) =
θ

(1 + x)θ+1
, x > 0, θ > 0.

Izabran je uzorak obima 50 i dobijeno je da je
50∑
k=1

ln(1 + xk) = 27.475. Na osnovu tog uzorka

dobijeni 93.2% interval povere�a za nepoznati parametar θ je (1.378, c). Izraqunati realan
broj c.
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Rexe�a zadataka

1. Za niz sluqajnih veliqina (Zn) va�i da je

Zn = ln

(
n∏

k=1

e−(p+q)

Xp
k(1− Yk)q

) 1√
n

=
1√
n

n∑
k=1

(
ln e−(p+q) − p lnXk − q ln(1− Yk)

)
=

1√
n

n∑
k=1

Wk

gde je Wk = −(p+ q)− p lnXk − q ln(1− Yk). Za opxti qlan Xn niza sluqajnih veliqina va�i
da je

E(lnXk) =

∫ 1

0

lnxdx = (x lnx)

∣∣∣∣1
x=0

−
∫ 1

0

x
1

x
dx = −

∫ 1

0

dx = −1,

E(lnXk)
2 =

∫ 1

0

(lnx)2dx =
(
x(lnx)2

) ∣∣∣∣1
x=0

−
∫ 1

0

x
2 lnx

x
dx = −2

∫ 1

0

lnxdx = 2,

pa je D(lnXk) = E(lnXk)
2 − (E(lnXk))

2
= 1. Simetrijom za ln(1− Yk) dobijamo da je E(ln(1−

Yk)) = −1 i D(ln(1− Yk)) = 1. Sada je, zbog nezavisnosti nizova sluqanih veliqina Xk i Yk,

EWk = −(p+ q)− pE(lnXk)− qE(ln(1− Yk)) = −(p+ q)− p(−1)− q(−1) = 0,

DWk = p2D(lnXk) + q2D(ln(1− Yk)) = p2 + q2 < +∞.

Kako jeWn niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom raspodelom i konaqnim matematiqkim
oqekiva�em i disperzijom, to na osnovu centralne graniqne teoreme sledi da je

n∑
k=1

Wk − E

(
n∑

k=1

Wk

)
√
D

(
n∑

k=1

Wk

) =

n∑
k=1

Wk

√
n
√
p2 + q2

D−→ W ∗, W ∗ ∈ N (0, 1).

Odavde sledi da niz sluqajnih veliqina (Zn) u raspodeli konvergira ka sluqajnoj veliqini
Z∗, gde je Z∗ ∈ N (0, p2 + q2).

2. Zakon raspodele se mo�e zapisati kao

p(x;π, p) = (1− π)
I{x=0}

(π(1− p))
I{x=1}

(πp)
I{x=2}

, x ∈ {0, 1, 2}.

Pretpostavimo da imamo realizovan uzorak (x1, x2, . . . , xn). Funkcija verodostojnosti je

L(π, p) =

n∏
k=1

p(xk;πp) =

n∏
k=1

(1− π)
I{xk=0}

(π(1− p))
I{xk=1}

(πp)
I{xk=2}

= (1− π)

n∑
k=1

I{xk=0}
(π(1− p))

n∑
k=1

I{xk=1}
(πp)

n∑
k=1

I{xk=2}

= (1− π)n0(π − πp)n1(πp)n2 ,

gde je nj =
n∑

k=1

I{xk = j}, za j ∈ {0, 1, 2}, pa je logaritam verodostojnosti

lnL(π, p) = n0 ln(1− π) + n1 ln(π − πp) + n2 ln(πp).

�elimo da prona�emo πp > 0 koje maksimizuje lnL(π, p), te stoga odre�ujemo stacionarnu
taqku:

∂

∂π
lnL(π, p) = − n0

1− π
+

n1 + n2

π
= 0,



∂

∂p
lnL(π, p) = − n1

1− p
+

n2

p
= 0,

odakle je

π =
n1 + n2

n
, p =

n2

n1 + n2
.

Jox treba proveriti da li se u dobijenoj vrednosti posti�e maksimum. Kako je

∂2

∂π2
lnL(π, p) = −n1 + n2

π2
− n0

(1− π)2
< 0,

∂2

∂p2
lnL(π, p) = −n2

p2
− n1

(1− p)2
< 0,

∂2

∂π∂p
lnL(π, p) = 0,

ovo zaista jeste taqka u kojoj funkcija lnL(π, p) dosti�e maksimum. Prema tome, na osnovu
ovog uzorka, ocena metodom maksimalne verodostojnosti za verovatno�u P{X = 2} je

T = π̂ · p̂ =
1

n

n∑
k=1

I{Xk = 2}.

Proverimo prvo da li je ocena nepristrasna. Oqekiva�e ocene je

ET = E

(
1

n

n∑
k=1

I{Xk = 2}

)
=

1

n

n∑
k=1

P{Xk = 2} = P{Xk = 2} = πp,

pa je ocena T nepristrasna ocena parametra πp. Sada je disperzija ocene jednaka

DT = D

(
1

n

n∑
k=1

I{Xk = 2}

)
=

1

n2
D

(
n∑

k=1

I{Xk = 2}

)

=
1

n2
nD(I{Xk = 2}) = 1

n
P{X1 = 2}(1− P{X1 = 2})

=
1

n
πp (1− πp) .

Postojanost podrazumeva da ocena konvergira u verovatno�i ka parametru πp. Neka je ε > 0
proizvo	no:

P {|T − πp| > ε} ≤ E(T − πp)2

ε2
=

D(T )

ε2
=

πp(1− πp)

nε2
,

pri qemu je korix�ena Qebixov	eva nejednakost. Dakle,

0 ≤ P {|T − πp| > ε} ≤ πp(1− πp)

nε2
→ 0, n → ∞,

pa sledi da P {|T − πp| > ε} → 0, kada n → ∞ i to va�i za svako ε > 0. Zak	uqujemo da je T
postojana ocena za parametar πp.

3. Neka je Yk = ln(1 +Xk), k = 1, 2, . . . , n. Za poqetak, odre�ujemo raspodelu sluqajnih veliqina
Yk = ln(1 +Xk). Primetimo da je

FYk
(y) = P{Yk ≤ y} = P{ln(1 +Xk) ≤ y} = P{Xk ≤ ey − 1}

=

∫ ey−1

0

θ

(1 + x)θ+1
dx =

[
1 + x = t
dx = dt

]
=

∫ ey

1

θ

tθ+1
dt

= 1− e−θy, y ≥ 0.



Dakle, sluqajne veliqine Yk, k = 1, 2, . . . , n imaju E(θ) raspodelu i nezavisne su jer su sluqajne
veliqine X1, . . . , Xn nezavisne. Zak	uqujemo da

50∑
n=1

ln(1 +Xn) ∈ γ (50, θ) ⇒ T50 = 2θ

50∑
n=1

ln(1 +Xn) ∈ χ2
100.

Potrebno je da odredimo statistike U50 i V50 definisane na osnovu izvuqenog uzorka obima
50 takve da je P{U50 ≤ V50} = 1 za koje va�i

P{U50 ≤ θ ≤ V50} = 0.932,

odnosno

P

{
2U50

50∑
n=1

ln(1 +Xn) ≤ T50 ≤ 2V50

50∑
n=1

ln(1 +Xn)

}
= 0.932.

Koriste�i da Tn ima χ2
100 raspodelu, dobijamo da je

Fχ2
100

(
2V50

50∑
n=1

ln(1 +Xn)

)
− Fχ2

100

(
2U50

50∑
n=1

ln(1 +Xn)

)
= 0.932.

Kako je n dovo	no veliko (n > 30) odgovaraju�e vrednosti se ne mogu proqitati iz tablica
χ2 raspodele. U tom sluqaju, χ2

100 raspodelu mo�emo aproksimirati normalnom N (100, 200)
raspodelom. Odnosno gor�i izraz je ekvivalentan sa

Φ

2V50

50∑
n=1

ln(1 +Xn)− 100

√
200

− Φ

2U50

50∑
n=1

ln(1 +Xn)− 100

√
200

 = 0.932.

Iz tablica za normalnu raspodelu i za realizovanu vrednost uzorka, imamo da je

Φ

(
2 · 1.378 · 27.475− 100√

200

)
= Φ(−1.717) = 0.043.

Prema tome,

Φ

2c
50∑

n=1
ln(1 + xn)− 100

√
200

 ≈ 0.932 + 0.043 = 0.975.

Da	e, iz tablica za normalnu raspodelu dobijamo da je

2c
50∑

n=1
ln(1 + xn)− 100

√
200

= Φ−1(0.975) = 1.96,

pa sledi da je c = 2.324.

Napomena: Tra�eni interval povere�a mo�emo odrediti direktno primenom centralne
graniqne teoreme na niz Yk = ln(1 +Xk). Naime, imamo da je

n∑
k=1

Yk − E

(
n∑

k=1

Yk

)
√
D

(
n∑

k=1

YK

) D−→ Y ∗, Y ∗ ∈ N (0, 1),

odnosno, s obzirom da je EYk = 1
θ i DYk = 1

θ2 va�i

θ
n∑

k=1

Yk − 50

√
50

D−→ Y ∗, Y ∗ ∈ N (0, 1).



Potrebno je da odredimo statistike U50 i V50 definisane na osnovu izvuqenog uzorka obima
50 takve da je P{U50 ≤ V50} = 1 za koje va�i

P{U50 ≤ θ ≤ V50} = 0.932,

odnosno

P


U50

n∑
k=1

Yk − 50

√
50

≤
θ

n∑
k=1

Yk − 50

√
50

≤
V50

n∑
k=1

Yk − 50

√
50

 = 0.932.

Kako je n > 30, primenom centralne graniqne teoreme dobijamo da je

Φ

V50

n∑
k=1

Yk − 50

√
50

− Φ

U50

n∑
k=1

Yk − 50

√
50

 = 0.932.

Iz tablica za normalnu raspodelu i za realizovanu vrednost uzorka, imamo da je

Φ

(
1.378 · 27.475− 50√

50

)
= Φ(−1.717) = 0.043.

Prema tome,

Φ

c
50∑

n=1
yk − 50

√
50

 ≈ 0.932 + 0.043 = 0.975.

Da	e, iz tablica za normalnu raspodelu dobijamo da je

c
50∑

n=1
yk − 50

√
50

= Φ−1(0.975) = 1.96,

pa sledi da je c = 2.324.


