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1. Opxti qlan Xn niza nezavisnih sluqajnih veliqina ima gustinu raspodele
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, x ≥ 0.

Ako je

Yn =

(
Xn

2025

)2

i Zn = 1
n min{Y1, Y2, . . . , Yn3}, ispitati sve qetiri vrste konvergencije niza sluqajnih veli-

qina (Zn).

2. Za gustinu raspodele obele�ja X, koje predstav	a vreme izme�u dva uzastopna dolaska kli-
jenata u banku (u minutima), va�i da je f(x;λ) = 3

λ3x4 , x ≥ 1
λ , λ > 0. Tokom vixe radnih dana

registrovan je uzorak od 900 takvih vremenskih razmaka i dobijeni su slede�i podaci:

vreme (min) [1.5, 2) [2, 3) [3, 5) [5, 8) [8, 12) [12,∞)
broj razmaka 392 362 110 26 9 1

Odrediti 90% interval povere�a za proseqno vreme izme�u dva uzastopna dolaska klijenata
u banku.

3. Nastavniqko ve�e xkole tvrdi da engleski jezik uqi p% uqenika, ruski jezik uqi 4p% uqenika,
a francuski jezik uqe preostali uqenici. Da bi to proverio, direktor xkole je sluqajno
odabrao 100 uqenika i konstatovao da engleski jezik uqi 24 uqenika, ruski jezik uqi 56
uqenika, a francuski jezik uqi 20 uqenika. Na osnovu tog uzorka, sa pragom znaqajnosti 0.01,
ispitati da li je nastavniqko ve�e u pravu.

X ∈ N (0, 1) : Φ−1(0.9) = 1.282, Φ−1(0.95) = 1.645, Φ−1(0.99) = 2.326

X ∈ χ2
1 : F−1(0.01) = 0.00016, F−1(0.90) = 2.7055, F−1(0.99) = 6.6349

X ∈ χ2
2 : F−1(0.01) = 0.0201, F−1(0.90) = 4.6052, F−1(0.99) = 9.2103

X ∈ χ2
3 : F−1(0.01) = 0.1148, F−1(0.90) = 6.2514, F−1(0.99) = 11.3449
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Rexe�a zadataka

1. Funkcija raspodele sluqajne veliqine Xn data je sa
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, x ≥ 0.

Odavde imamo da je funkcija raspodele sluqajne veliqine Yn data sa

FYn
(y) = P{Yn ≤ y} = P
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≤ y
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= 1− e−y, y ≥ 0,

pa dobijamo da sluqajna veliqina Yn ima eksponencijalnu E(1) raspodelu. Za niz sluqajnih
veliqina Zn va�i

FZn
(z) = P{Zn ≤ z} = P {min{Y1, Y2, . . . , Yn3} ≤ zn}

= 1− P {min{Y1, Y2, . . . , Yn3} > zn} = 1− (P {Y1 > zn})n
3

= 1−
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, z ≥ 0.

Sledi da je

FZn
(z) =
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, z ≥ 0
−−−−→
n→∞

{
0, z < 0,

1, z ≥ 0
= F (z),

gde je F (z)funkcija raspodele (degenerisane) sluqajne veliqine 0. Iz prethodnog zak	uqujemo

Zn
D−→ 0, n → ∞, kao i Zn

P−→ 0, n → ∞. Ispitujemo sada skoro sigurnu konvergenciju. Za
svako ε > 0 je
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pa sledi da je
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Odavde zak	uqujemo Zn
c.c.−−→ 0, n → ∞. U ci	u ispitiva�a sred�e kvadratne konvergencije

raqunamo E(Z2
n). Imamo da je redom
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Neka je zn4 = u ⇒ n4dz = du, dobijamo
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Kako E(Zn)
2 = 2

n8 → 0, n → ∞, sledi da niz (Zn) konvergira sred�e kvadratno.

2. Uzet je uzorak obima n =
∑

nk = 392 + 362 + 110 + 26 + 9 + 1 = 900 (> 30), pa mo�emo da
iskoristimo centralnu graniqnu teoremu:
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) D−→ X∗, X∗ ∈ N (0, 1).



Koriste�i podatke iz zadatka mo�emo odrediti zbir vrednosti iz uzorka

n∑
k=1

Xk = 392 · 1.75 + 362 · 2.5 + 110 · 4 + 26 · 6.5 + 9 · 10 + 1 · 12.5 = 2302.5.

Da	e, imamo da va�i
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pa je

DX = EX2 − (EX)2 =
3

λ2
− 9
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S obzirom da je EX1 = 3
2λ i DX1 = 3

4λ2 , interval povere�a za parametar λ dobijamo iz
jednakosti

P
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 = 0.9.

Iz tablica za normalnu raspodelu imamo da je z = Φ−1(0.95) = 1.645. Rexava�em nejednaqine

−1.645 <
2302.5− 1350

λ

15
√
3
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< 1.645,

dobijamo da je Iλ = (0.5678, 0.6048). Tra�eni interval povere�a za proseqno vreme izme�u
dva u�stopna dolaska je

I 3
2λ

= (2.4785, 2.6423).

3. Neka je obele�je X jednako 1 ako uqenik uqi engleski jezik, 2 ako uqi ruski jezik i 3 ako uqi
francuski jezik. Testira se hipoteza da je nastavniqko ve�e u pravu, tj. da obele�je X ima
zakon raspodele

X :

(
1 2 3
p

100
4p
100 1− 5p

100

)
.

Primeni�emo Pirsonov χ2 test da testiramo da li je zakon raspodele obele�ja X jednak
konkretnom zakonu iz uslova zadatka. Parametar p je nepoznat, te odre�ujemo �egovu ocenu
metodom maksimalne verodostojnosti. Va�i da je
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, x ∈ {1, 2, 3},

odakle je funkcija verodostojnosti

L(p) =

n∏
k=1

p(x; p) =
( p

100

) n∑
k=1

I{xk=1}
(

4p

100

) n∑
k=1

I{xk=2}(
1− 5p

100

) n∑
k=1

I{xk=3}

,

pa je
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�elimo da prona�emo p > 0 koje maksimizuje lnL(p), te stoga odre�ujemo stacionarnu taqku
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odakle je

p =
20

n
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Jox treba proveriti da li se u dobijenoj vrednosti posti�e maksimum. Kako je

∂2
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lnL(p) = −

n∑
k=1

I{xk = 1}+
n∑

k=1

I{xk = 2}

p2
−

25
n∑

k=1

I{xk = 3}

(100− 5p)2
< 0,

ovo zaista jeste taqka u kojoj funkcija lnL(p) dosti�e maksimum. Prema tome, na osnovu ovog
uzorka, ocena metodom maksimalne verodostojnosti za p je
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Na realizovanom uzorku, imamo da je M1 =
n∑

k=1

I{xk = 1} = 9 i M2 =
n∑

k=1

I{xk = 2} = 36, pa je

p̂ =
20

100
(24 + 56) = 16.

Sada mo�emo da izraqunamo verovatno�e pk:

p1 = P{X = 1} = 0.16, p2 = P{X = 2} = 0.64, p3 = P{X = 3} = 0.20.

Dakle, imamo tabelu

strani jezik engleski (1) ruski (2) francuski (3)

uqestalost (Mk) 24 56 20

pk 0.16 0.64 0.20

npk 16 64 20

.

Vidimo da za sve kategorije va�i npk > 5, te ne�emo imati spaja�e. Kritiqna oblast je
oblika

W = {χ2
0 ≥ c},

gde c raqunamo iz jednakosti
PH0

{χ2
0 ≥ c} = 0.01.

Pri H0, poxto imamo 3 klase i ocenili smo jedan parametar metodom maksimalne verodosto-
jnosti, χ2

0 ∈ χ2
3−1−1. Prema tome,

c = χ2
1;0.01 = 6.635,

pa je kritiqna oblast
W = {χ2

0 ≥ 6.635}.

Raqunamo vrednost test statistike na dobijenom uzorku:

χ2
0 =

3∑
i=1

(Mk − npk)
2

npk

=
(24− 16)2

16
+

(56− 64)2

64
+

(20− 20)2

20
= 5.

Poxto je 5 < 6.635, uzorak ne upada u kritiqnu oblast, pa ne odbacujemo nultu hipotezu, tj.
mo�emo smatrati da je nastavniqko ve�e u pravu.


