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1. Za gustinu raspodele opxteg qlana Xn niza nezavisnih sluqajnih veliqina va�i da je

fXn(x) = a(1− x)a−1, x ∈ (0, 1), a > 0.

Ako je

Yn = ln

n∏
k=1

(1−Xk)
− k

n ,

ispitati da li za niz sluqajnih veliqina (Yn) va�i zakon velikih brojeva.

2. Obele�je X ima negativnu binomnu NB(r, p) raspodelu sa zakonom raspodele

P{X = x} =

(
x− 1

r − 1

)
pr(1− p)x−r, x ∈ {r, r + 1, . . . }.

Na osnovu uzorka obima n, metodom maksimalne verodostojnosti odrediti ocenu nepoznatog

parametra 1
p , a zatim ispitati nepristrasnost i postojanost dobijene ocene.

3. U platnom sistemu testira se novi softver za obradu transakcija. Na sluqajan naqin izabra-

no je 12 transakcija i mereno je vreme �ihove obrade u sekundama. Dobijeno je da je proseqno

vreme obrade transakcije jednako 3.49 sekundi, a da je uzoraqka disperzija 0.16. Poznato

je da je na ranijem testira�u starog softvera za sluqajno izabranih 13 transakcija dobi-

jeno da je proseqno vreme obrade transakcije 3.82 sekunde, a da je uzoraqka disperzija 0.19.

Pretpostav	aju�i da vremena obrade transakcija i starim i novim softverom imaju normalne

raspodele i da su im disperzije jednake, sa pragom znaqajnosti 0.05 ispitati da li je proseqno

vreme obrade transakcije na starom softveru ve�e od proseqnog vremena obrade transakcije

na novom softveru.

X ∈ t12 : F−1(0.80) = 0.873, F−1(0.90) = 1.356, F−1(0.95) = 1.782, F−1(0.99) = 2.681

X ∈ t13 : F−1(0.80) = 0.870, F−1(0.90) = 1.350, F−1(0.95) = 1.771, F−1(0.99) = 2.650

X ∈ t23 : F−1(0.80) = 0.858, F−1(0.90) = 1.319, F−1(0.95) = 1.714, F−1(0.99) = 2.500

X ∈ t25 : F−1(0.80) = 0.856, F−1(0.90) = 1.316, F−1(0.95) = 1.708, F−1(0.99) = 2.485

X ∈ χ2
12 : F−1(0.80) = 15.812, F−1(0.90) = 18.549, F−1(0.95) = 21.026, F−1(0.99) = 26.217

X ∈ χ2
13 : F−1(0.80) = 16.985, F−1(0.90) = 19.812, F−1(0.95) = 22.362, F−1(0.99) = 27.688

X ∈ χ2
23 : F−1(0.80) = 28.429, F−1(0.90) = 32.007, F−1(0.95) = 35.172, F−1(0.99) = 41.638

X ∈ χ2
25 : F−1(0.80) = 30.675, F−1(0.90) = 34.382, F−1(0.95) = 37.652, F−1(0.99) = 44.314
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Rexe�a zadataka

1. Imamo da je

Yn = ln

n∏
k=1

(1−Xk)
− k

n =
1

n

n∑
k=1

k (− ln(1−Xk)) =
1

n

n∑
k=1

kUk,

gde je Uk = − ln(1−Xk). Primetimo da va�i Uk ∼ E(a). Zaista,

FXn(x) =

∫ x

0

a(1− t)a−1dt = 1− (1− x)a, x ∈ (0, 1),

pa je
P{Uk ≤ u} = P {− ln(1−Xk) ≤ u} = P

{
Xk ≤ 1− e−u

}
= 1− e−au, u ≥ 0.

Odavde imamo da je

EYn =
1

n

n∑
k=1

kEUk =
1

n

1

a

n(n+ 1)

2
=

n+ 1

2a
.

Neka je Sn =
n∑

m=1
Ym. �elimo da ispitamo da li

Sn − E(Sn)

n

P−→ 0, n → ∞.

Imamo da je

ESn =

n∑
m=1

EYm =

n∑
m=1

m+ 1

2a
=

1

2a

(
n(n+ 1)

2
+ n

)
=

n(n+ 3)

4a
.

Poxto konvergencija u verovatno�i povlaqi konvergenciju u raspodeli, ako poka�emo da

Wn = Sn

n − ESn

n ̸D−→ 0, n → ∞, onda Sn

n − ESn

n ̸P−→ 0, n → ∞, pa ne va�i zakon velikih brojeva.

Pokaza�emo da φWn(t) −̸→ φ0(t) = 1, bar za jedno t ∈ R. Poxto je

φUk
(t) = E(eitUk) =

∫ ∞

0

eitxae−axdx =
a

a− it
,

sledi da je

φSn
n
(t) =

n∏
m=1

φYm

(
t

n

)
=

n∏
m=1

m∏
k=1

a

a− i k
m

t
n

,

odnosno

φWn(t) = exp

{
−it

ESn

n

} n∏
m=1

m∏
k=1

a

a− i k
m

t
n

= exp

{
−it

ESn

n

} n∏
m=1

m∏
k=1

(
1− i

k

m

t

an

)−1

.

Kako je ln(1− z) = −z − z2

2 + o(z2), z → 0, to imamo da je

lnφWn(t) = −it
ESn

n
+

it

an

n∑
m=1

m∑
k=1

k

m
− t2

2a2n2

n∑
m=1

m∑
k=1

k2

m2
+ o(1)

= −it
1

n
· n

2 + 3n

4a
+

it

an

n∑
m=1

m+ 1

2
− t2

2a2n2

n∑
m=1

(m+ 1)(2m+ 1)

6m
+ o(1)

= −it
1

n
· n

2 + 3n

4a
+

it

an
· n

2 + 3n

4
− t2

2a2n2

(n2

6
+

4n

6
+

Hn

6

)
+ o(1)

= 0− t2

12a2
+ o(1) −→ − t2

12a2
.



odakle sledi

φWn(t) −→ e−
t2

12a2 ⇒ Sn − ESn

n

D
=⇒ N

(
0, 1

6a2

)
.

Zak	uqujemo da Wn ̸D−→ 0, n → ∞, pa ni Wn ̸P−→ 0, n → ∞, te ne va�i slabi zakon velikih

brojeva.

2. Pretpostavimo da imamo realizovan uzorak (x1, x2, . . . , xn). Funkcija verodostojnosti je

L(p) = L(p|x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=1

(
xi − 1

r − 1

)
pr(1− p)xi−r, p ∈ [0, 1], , x1, . . . , xn ∈ {r, r + 1, . . . },

tj.

L(p) = pnr(1− p)

n∑
k=1

xi−nr
n∏

i=1

(
xi − 1

r − 1

)
pa je

lnL(p) = nr ln p+

(
n∑

k=1

xi − nr

)
ln(1− p) + ln

n∏
k=1

(
xi − 1

r − 1

)
.

�elimo da prona�emo p koje maksimizuje lnL(p), te stoga odre�ujemo stacionarnu taqku:

∂

∂p
lnL(p) =

nr

p
−

n∑
k=1

xi − nr

1− p
= 0 =⇒ p =

nr
n∑

k=1

xi

=
r

x̄n
.

Jox treba proveriti da li se u dobijenoj vrednosti posti�e maksimum. Kako je ∂
∂p lnL(p)

pozitivna za p < r
x̄n
, a negativna za p > r

x̄n
, pa je funkcija ∂

∂p lnL(p) rastu�a za p < r
x̄n
, a

opadaju�a za p > r
x̄n
. Prema tome, r

x̄n
je taqka u kojoj lnL(p) dosti�e maksimum. Prema tome,

na osnovu ovog uzorka, ocena metodom maksimalne verodostojnosti je

p̂ =
r

X̄n
.

Kako je ocena metodom maksimalne verodostojnosti invarijantna u odnosu na transformaciju

Borel-mer	ivom funkcijom, odavde zak	uqujemo da je ocena nepoznatog parametra 1
p data sa

Tp =

n∑
i=1

Xi

nr
=

X̄n

r
.

Da bi imalo smisla da ispitujemo efikasnost ocene, moramo prvo da proverimo da li je ona

nepristrasna. Kako je X ∈ NB(r, p), to znamo da je EX = r
p i DX = r(1−p)

p2 . Sada imamo da je

E(Tp) = E

(
X̄n

r

)
=

1

nr
· nr
p

=
1

p
,

tj. ocena Tp jeste nepristrasna ocena parametra
1
p . Da	e, imamo da je

D(Tp) = D

(
X̄n

r

)
=

1

r2
1

n

r(1− p)

p2
=

1− p

nrp2
.

Ostaje jox da ispitamo postojanost ove ocene. Postojanost podrazumeva da ocena konvergira

u verovatno�i ka parametru 1
p . Neka je ε > 0 proizvo	no:

P

{∣∣∣∣Tp −
1

p

∣∣∣∣ > ε

}
≤

E
(
Tp − 1

p

)2
ε2

=
D(Tp)

ε2
=

1− p

nrp2ε2
,



pri qemu je korix�ena Qebixov	eva nejednakost. Dakle,

0 ≤ P

{∣∣∣∣Tp −
1

p

∣∣∣∣ > ε

}
≤ 1− p

nrp2ε2
→ 0, n → ∞,

pa sledi da P
{∣∣∣Tp − 1

p

∣∣∣ > ε
}

→ 0, kada n → ∞ i to va�i za svako ε > 0. Zak	uqujemo da je

Tp postojana ocena za parametar
1
p .

3. Neka je X obele�je koje predstav	a vreme obrade transakcija starim softverom, a Y obele�je

koje predstav	a vreme obrade transakcija novim softverom. Pretpostav	a se da obele�je X
i Y imaju normalnu raspodelu sa jednakim disperzijama. Dakle, pretpostav	amo da

X ∈ N (µ1, σ
2), Y ∈ N (µ2, σ

2).

Na osnovu dobijenih uzoraka obima n1 = 13, n2 = 12, �elimo da testiramo hipotezu H0(µ1 =
µ2) protiv alternative H1(µ1 > µ2).

Na osnovu uslova zadatka imamo da je x̄13 = 3.82, ȳ12 = 3.49, s̄213(X) = 0.19, s̄212(Y ) = 0.16.
Da	e, znamo da

T =
X̄n1

− Ȳn2√
n1S̄n1(X) + n2S̄n2(Y )

√
n1n2

n1 + n2
(n1 + n2 − 2) ∈ tn1+n2−2.

Koristimo test statistiku

T =
X̄13 − Ȳ12√

13S̄13(X) + 12S̄12(Y )

√
143.52,

koja, pri H0, ima Studentovu t23 raspodelu.

Formiramo kritiqnu oblast na slede�i naqin

W = {T ≥ c},

gde kritiqnu vrednost c nalazimo iz tablice za Studentovu raspodelu:

0.05 = PH0
{T ≥ c} =

1

2
PH0

{|T | ≥ c},

odnosno

0.1 = PH0
{|T | ≥ c},

pa je c = 1.714. Realizovana vrednost test statistike jednaka je

3.82− 3.49√
13 · 0.19 + 12 · 0.16

√
143.52 = 1.887.

Kako realizovana vrednost upada u kritiqnu oblast, to odbacujemo H0 i prihvatamo alter-

nativu da novi softver radi br�e.


