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1. Opxti qlan Xn niza nezavisnih sluqajnih veliqina ima eksponencijalnu E (1) raspodelu. Ako
je

Yn =

√
Xn

lnn
,

ispitati sve qetiri vrste konvergencije niza sluqajnih veliqina (Yn).

2. Za gustinu raspodele obele�ja X va�i da je

f(x; θ) = eθ−x, x ≥ θ, θ ∈ R.

Za ocenu nepoznatog parametra θ na osnovu uzorka obima n predlo�ene su ocene T1 i T2, gde
je T1 = θ̂ + k i θ̂ ocena za θ dobijena metodom maksimalne verodostojnosti, a T2 ocena dobijena
metodom momenata. Odrediti k tako da T1 bude nepristrasna ocena, a zatim ispitati koja od
predlo�enih ocena je bo	a u sred�e kvadratnom smislu.

3. Iz dve populacije qija su obele�jaX koje ima normalnuN (0, σ2) raspodelu i Y koje ima normalnu
N (0, h2σ2) raspodelu, izvuqena su dva nezavisna uzorka obima 10 i 12. Na osnovu tih uzoraka
testira se hipoteza H0 : h = 1 protiv hipoteze H1 : h > 1 koriste�i kritiqnu oblast W , gde je

W =

{
10∑
k=1

x2
k ≤ c

12∑
k=1

y2k

}
.

Ako je verovatno�a grexke prve vrste tog testa 0.05, odrediti vrednost parametra h za koji je
mo� testa 0.99.

X ∈ N (0, 1) : Φ−1(0.95) = 1.645, Φ−1(0.975) = 1.960, Φ−1(0.99) = 2.326

X ∈ t10 : F−1(0.95) = 1.812, F−1(0.975) = 2.228, F−1(0.99) = 2.764

X ∈ t12 : F−1(0.95) = 1.782, F−1(0.975) = 2.179, F−1(0.99) = 2.681

X ∈ χ2
10 : F−1(0.01) = 2.558, F−1(0.05) = 3.940, F−1(0.95) = 18.307, F−1(0.99) = 23.209

X ∈ χ2
12 : F−1(0.01) = 3.571, F−1(0.05) = 5.226, F−1(0.95) = 21.026, F−1(0.99) = 26.217

X ∈ F10,12 : F−1(0.01) = 0.213, F−1(0.05) = 0.343, F−1(0.95) = 2.753, F−1(0.99) = 4.296

X ∈ F12,10 : F−1(0.01) = 0.233, F−1(0.05) = 0.363, F−1(0.95) = 2.913, F−1(0.99) = 4.706



VEROVATNO�A I STATISTIKA B (3R) - Pismeni ispit 18. avgust 2025.

Rexe�a zadataka

1. Funkcija raspodele sluqajne veliqine Yn data je sa

FYn
(y) = P{Yn ≤ y} = P

{√
Xn

lnn
≤ y

}
= P{Xn ≤ y2 ln2 n}

= FXn
(y2 ln2 n) = 1− e−y2 ln2 n, y ≥ 0.

Sledi da je

FYn
(y) =

{
0, y < 0

1− e−y2 ln2 n, y ≥ 0

n→∞−−−−→

{
0, y < 0

1, y ≥ 0
= F (y),

gde je F (y) funkcija raspodele (degenerisane) sluqajne veliqine 0. Iz prethodnog zak	uqujemo

Yn
D−→ 0, n → ∞, kao i Yn

P−→ 0, n → ∞. Ispitajmo sada skoro sigurnu konvergenciju. Kako je za
svako ε > 0

P{|Yn| ≥ ε} = P
{
Xn ≥ ε2 ln2 n

}
= e−ε2 ln2 n =

(
elnn

)−ε2 lnn
= n−ε2 lnn ≤ n−2,

pri qemu posled�a nejednakost va�i za dovo	no veliko n, pa je
∞∑

n=1
P{|Yn| ≥ ε} < ∞, odakle

zak	uqujemo Yn
c.c.−−→ 0, n → ∞. U ci	u ispitiva�a sred�e kvadratne konvergencije raqunamo

E(Y 2
n ). Imamo da je redom

E(Yn)
2 = E

(
Xn

ln2 n

)
=

1

ln2 n
E(Xn) =

1

ln2 n

Kako E(Yn)
2 = 1

ln2 n
→ 0, n → ∞, sledi da niz (Yn) konvergira sred�e kvadratno.

2. Pretpostavimo da imamo realizovan uzorak (x1, x2, . . . , xn). Funkcija verodostojnosti je

L(θ) =

n∏
k=1

f(xk; θ) =

n∏
k=1

eθ−xkI{xk ≥ θ}

=

{∏n
k=1 e

θ−xk , ∀i, xi ≥ θ,

0, ∃i, xi < θ

= e
nθ−

n∑
k=1

xk

I{x(1) ≥ θ}

Primetimo da funkcija verodostojnosti nije diferencijabilna po θ. Da bi funkcija L(θ) imala
maksimum, potrebno je da indikator uzme vrednost 1, u suprotnom funkcija verodostojnosti je
0. Kako je funkcija exp(x) rastu�a po x, to maksimum dosti�e na desnom kraju intervala, te
dobijamo da je ocena maksimalne verodostojnosti

θ̂ = X(1).

Da bismo odredili k, tako da T1 bude nepristrasna ocena, treba da va�i

E(T1) = E(θ̂ + k) = E(θ̂) + k = θ.

Za funkciju raspodele sluqajne veliqine X va�i

FX(x) =

∫ x

θ

eθ−tdt = 1− e−θ−x, x ≥ θ.



Sa druge strane, va�i da je

Fθ̂(x) = P{min{X1, X2, . . . , Xn} ≤ x} = 1− P{min{X1, X2, . . . , Xn} > x}
= 1− P{X1 > x,X2 > x, . . . ,Xn > x} = 1− (P{X1 > x})n

= 1− (1− P{X1 ≤ x})n = 1− en(θ−x), x ≥ θ.

pa je gustina sluqajne veliqine θ̂ data sa

fθ̂(x) = (Fθ̂(x))
′ = nen(θ−x), x ≥ θ.

Sada je

E(θ̂) =

∫ ∞

θ

xnen(θ−x)dx =
(
−xen(θ−x)

) ∣∣∣∣∞
x=θ

+

∫ ∞

θ

en(θ−x)dx

= θ − 1

n
en(θ−x)

∣∣∣∣∞
x=θ

= θ +
1

n
.

Prema tome, primetimo da ocena θ̂ nije nepristrasna, ali jeste asimptotski nepristrasna jer

lim
n→∞

E(θ̂) = lim
n→∞

(
θ +

1

n

)
= θ.

Oqigledno za za k = − 1
n , ocena T1 �e biti nepristrasna ocena parametra θ. Odredimo jox

disperziju ocene T1. Va�i da je

E(θ̂2) =

∫ ∞

θ

x2nen(θ−x)dx =

[
u = x2, dv = nen(θ−x)dx

du = 2xdx, v = −en(θ−x)

]
=

(
−x2en(θ−x)

) ∣∣∣∣∞
x=θ

+

∫ ∞

θ

2xen(θ−x)dx

= θ2 + 2
1

n

∫ ∞

θ

nxen(θ−x)dx = θ2 + 2
1

n

(
θ +

1

n

)
= θ2 +

2θ

n
+

2

n2
.

Disperzija ocene T1 je jednaka

D(T ) = D

(
θ̂ − 1

n

)
= D(θ̂) +D

(
1

n

)
= E(θ̂2)− (E(θ̂))2 = θ2 +

2θ

n
+

2

n2
−
(
θ +

1

n

)2

=
1

n2
.

Poxto je T1 nepristrasna ocena parametra θ, to je

MSE(T1) = E(T1 − θ)2 = E(T1 − ET1)
2 = D(T1) =

1

n2
.

Sa druge strane, iz

EX =

∫ ∞

θ

xeθ−xdx = eθ
∫ ∞

θ

xe−xdx =

[
u = x, dv = e−xdx

du = dx, v = −e−x

]
= eθ

((
−xe−x

) ∣∣∣∣∞
x=θ

+

∫ ∞

θ

e−xdx

)
= eθ(θe−θ + e−θ)

= θ + 1,

i izjednaqava�em EX = X̄n dobijamo da je T2 = X̄n − 1.

Kako je
E(T2) = E(X̄n − 1) = EX − 1 = (θ + 1)− 1 = θ,



to je ocena T2 nepristrasna ocena parametra θ. Odredimo jox disperziju ocene T2. Va�i da je

E[X2] =

∫ ∞

θ

x2eθ−x dx = eθ
∫ ∞

θ

x2e−x dx = eθ
((

− x2e−x
)∣∣∣∣∞

x=θ

+ 2

∫ ∞

θ

xe−x dx

)
= eθ

(
θ2e−θ + 2

((
− xe−x

)∣∣∣∣∞
x=θ

+

∫ ∞

θ

e−x dx

))
= θ2 + 2θ + 2,

pa je

D(T2) = D(X̄n − 1) =
DX

n
=

1

n
(EX2 − (EX)2) =

1

n
(θ2 + 2θ + 2− (θ + 1)2) =

1

n
.

Poxto je T2 nepristrasna ocena, to je

MSE(T2) = D(T2) =
1

n
.

Konaqno, kako za svako n ≥ 2 va�i da je 1
n2 < 1

n , to je MSE(T1) < MSE(T2), pa je ocena T1 bo	a
u sred�e kvadratnom smislu.

3. Neka je

U =
1

σ2

10∑
k=1

X2
k , V =

1

σ2

12∑
k=1

Y 2
k .

Jasno, kako je Xk

σ ∈ N (0, 1), to je
X2

k

σ2 ∈ χ2
1, pa sledi da je U ∈ χ2

10. Pri H0 : h = 1, sliqno dobijamo
i da je V ∈ χ2

12. Vrednost konstante c mo�emo odrediti iz uslova za grexku prve vrste:

PH0

{
U

V
≤ c

}
= 0.05.

Kako su U i V nezavisne, to pri H0, koriste�i qi�enicu

12U

10V
∈ F10,12 =⇒ 10V

12U
∈ F12,10,

konaqno mo�emo odrediti vrednosti konstante c:

PH0{W ≤ c} = PH0

{
U

V
≤ c

}
= PH0

{
V

U
≥ 1

c

}
= PH0

{
10V

12U
≥ 10

12

1

c

}
= 0.05,

pa je
10

12

1

c
= F−1

F12,10
(0.95) = 2.91 =⇒ c = 0.286.

Dakle, kritiqna oblast je

W =

{
U

V
≤ 0.286

}
.

Neka je Yk = hZk, gde je Zk ∈ N (0, σ2). Tada

V =
1

σ2

12∑
k=1

Y 2
k =

h2

σ2

12∑
k=1

Z2
k = h2 Z, Z ∈ χ2

12.

Uvedimo standardnu F{statistiku pri H1:

F ∗ =
U/10

(V/h2)/12
∈ F10,12.

Poxto je naxa kritiqna oblast zasnovana na odnosu U/V , imamo

U

V
=

10

12
· 1

h2
F ∗.



Sada je mo� testa pri H1 data sa

π(h) = PH1

{
U

V
≤ c

}
= P

{
F ∗ ≤ h2 12

10
· 0.286

}
= FF10,12

(
0.343 · h2

)
= 0.99.

Odavde sledi da je

h2 =
F−1
F10,12

(0.99)

0.343
, h =

√
F−1
F10,12

(0.99)

0.343
.

Iz tablice je F−1
F10,12

(0.99) = 4.29, pa dobijamo da je

h2 =
4.29

0.343
≈ 12.507, h ≈ 3.536 .


