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1. Ana okre�e toqak sre�e sa 8 jednakih kru�nih iseqaka, pri qemu je jedan kru�ni iseqak
obele�en kao "bonus". Ako kaza	ka stane na "bonus" kru�ni iseqak, Ana izvlaqi 3 listi�a,
jedan po jedan, bez vra�a�a, iz kutije koja sadr�i 7 listi�a sa 4 poena i 3 listi�a sa -1
poenom, a u suprotnom izvlaqi 2 listi�a, bez vra�a�a, iz kutije koja sadr�i 3 listi�a sa
6 poena i 7 listi�a sa 1 poenom. Izraqunati oqekivani ukupan broj poena na izvuqenim
listi�ima.

2. Za sluqajnu veliqinu X va�i da je P{X = k} = 1
2k
, za k ∈ N. Neka su sluqajne veliqine Y i

Z nezavisne, gde je Y = sin
(
πX
2

)
, a Z ima uniformnu U(0, 1) raspodelu. Ako je W = Y 2 + Z,

odrediti raspodelu sluqajne veliqine W .

3. Neka su X i Y nezavisne sluqajne veliqine sa istom eksponencijalnom E(1) raspodelom. Ako
je U = I{X < Y } i

V =
X − Y

X + Y
,

odrediti koeficijent korelacije sluqajnih veliqina U i V .
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Rexe�a zadataka

1. Neka sluqajna veliqina Z predstav	a ukupan broj poena na izvuqenim listi�ima. Tada,
Z ∈ {−3, 2, 7, 12}. Neka je A doga�aj da je kaza	ka stala na "bonus" kru�ni iseqak. Tada je
P (A) = 1

8 i P (Ac) = 7
8 . Da	e, imamo da va�i da je

P{Z = −3} = P{Z = −3 |A}P (A) + P{Z = −3 |Ac}P (Ac) =
3
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2

9

1

8

1

8
=

1

960
,

P{Z = 2} = P{Z = 2 |A}P (A) + P{Z = 2 |Ac}P (Ac) = 3
7
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3
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2

8

1

8
+

7
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7

8
=

413

960
,

P{Z = 7} = P{Z = 7 |A}P (A) + P{Z = 7 |Ac}P (Ac) = 3
7
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8
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,

P{Z = 12} = P{Z = 12 |A}P (A) + P{Z = 12 |Ac}P (Ac) =
7
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6
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8
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10
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8
=
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960
.

Dakle, zakon raspodele sluqajne veliqine Z je dat sa

Z :

(
−3 2 7 12
1

960
413
960

455
960

91
960

)
,

pa je E(Z) = −3 · 1
960 + 2 · 413

960 + 7 · 455
960 + 12 · 91

960 = 1068
960 ≈ 1.1125.

2. Primetimo da je

sin
(nπ

2

)
=


0, za n = 2k,

1, za n = 4k + 1, k ∈ N0

−1, za n = 4k + 3.

Zakon raspodele za sluqajnu veliqinu Y dobijamo sumira�em odgovaraju�ih vrednosti za
sluqajnu veliqinu X, tj. imamo da je

P{Y = 0} =

∞∑
k=1

P{X = 2k} =

∞∑
k=1

1

22k
=

1

4

∞∑
k=0

1

4k
=

1

4
· 1

1− 1
4

=
1

3
,

P{Y = 1} =

∞∑
k=0

P{X = 4k + 1} =

∞∑
k=0

1

24k+1
=

1

2

∞∑
k=0

1

16k
=

1

2
· 1

1− 1
16

=
8

15
,

a preostalu verovatno�u mo�emo lako dobiti kao

P{Y = −1} = 1− P{Y = 0} − P{Y = 1} =
2

15
.

Dakle, zakon raspodele sluqajne veliqine Y dat je sa

Y :

(
−1 0 1
2
15

1
3

8
15

)
,

odakle je

Y 2 :

(
0 1
1
3

2
3

)
.

Funkcija raspodele sluqajne veliqine Z je

FZ(z) =


0, z < 0,

z, 0 ≤ z < 1,

1, z ≥ 1.



Treba odrediti
FW (w) = P{W ≤ w} = P{Y 2 + Z ≤ w} = (⋆)

Razlikujemo sluqajeve:

• w < 0: (⋆) = 0,

• 0 ≤ w < 1:
(⋆) = P{Y 2 = 0, Z ≤ w}+ P{Y 2 = 1, Z ≤ w − 1}

= P{Y 2 = 0}P{Z ≤ w}

=
1

3
w.

• 1 ≤ w < 2:
(⋆) = P{Y 2 = 0, Z ≤ w}+ P{Y 2 = 1, Z ≤ w − 1}

= P{Y 2 = 0}+ P{Y 2 = 1}P{Z ≤ w − 1}

=
1

3
+

2

3
· (w − 1).

• w ≥ 2: (⋆) = 1

Dakle, funkcija raspodele sluqajne veliqine W je

FW (w) =


0, w < 0
1
3w, 0 ≤ w < 1
2
3w − 1

3 , 1 ≤ w < 2

1, w ≥ 2.

3. Funkcija raspodele sluqajne veliqine V data je sa

FV (v) = P{V ≤ v} = P

{
X − Y

X + Y
≤ v

}
= P{X − Y ≤ v(X + Y )} = P{(1− v)X ≤ (1 + v)Y },

jer je X + Y > 0. Razlikujemo slede�e sluqajeve

(a) za 1− v ≤ 0, tj. v ≥ 1 va�i da je

FV (v) = P{(1− v)X ≤ (1 + v)Y } = 1,

jer je (1− v)X ≤ 0 i (1 + z)Y ≥ 0.

(b) za v ∈ (−1, 1) i D =
{
(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0, y ≥ 1−v

1+vx
}
va�i da je

FV (v) =

∫∫
D

e−(x+y)dxdy =

∫ ∞

0

(∫ ∞

1−v
1+v x

e−ydy

)
e−xdx

=

∫ ∞

0

e
v−1
v+1xe−xdx =

∫ ∞

0

e−
2

1+v xdx

=
1 + v

2
.

(v) za 1 + v ≤ 0, tj. v ≤ −1 va�i da je

FV (v) = P{(1− v)X ≤ (1 + v)Y } = 0,

jer je (1− v)X ≥ 0 i (1 + v)Y ≤ 0.

Dakle, za gustinu raspodele sluqajne veliqine V va�i da je

fV (v) =
1

2
, v ∈ (−1, 1).



Zak	uqujemo da sluqjana veliqina V ima uniformnu U(−1, 1) raspodelu, pa je EV = 0 i

DV = (1−(−1))2

12 = 1
3 .

Kako je U = I{X < Y } = I{X − Y < 0} = I{V < 0}, to va�i da sluqajna veliqina U ima
Bernulijevu Ber

(
1
2

)
raspodelu, pa je

EU =
1

2
, DU =

1

4
.

Da bismo izraqunali koeficijent korelacije, treba jox da izraqunamo E(UV ).

E(UV ) = E(I{V < 0}V ) =

∫ 0

−1

vfV (v)dv =

∫ 0

−1

u

2
du = −1

4
.

Konaqno, dobijamo da je koeficijent korelacije

ρU,V =
E(UV )− EUEV√

DU
√
DV

=
− 1

4 − 1
2 · 0√

1
3

√
1
2

= −
√
3

2
≈ −0.866.

Napomena: Za EU va�i da je

EU = EI{X < Y } = P{X < Y } =

∫ ∞

0

∫ ∞

x

e−(x+y)dxdy =

∫ ∞

0

e−2xdx =
1

2
.

Tako�e, kako je U2 = U , to je EU2 = EU , pa je DU = EU2− (EU)2 = 1
2 −

(
1
2

)2
= 1

4 . Pored toga,
E(UV ) mo�emo odrediti i na slede�i naqin:

E(UV ) =

∫∫
0<x<y<∞

x− y

x+ y
e−xe−y dy dx.

Uvedimo smenu y = xs, s ≥ 1. Tada sledi da je

E(UV ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

1

1− s

1 + s
x e−x(1+s) ds dx =

∫ ∞

1

1− s

1 + s

(∫ ∞

0

x e−x(1+s) dx

)
ds =

∫ ∞

1

1− s

(1 + s)3
ds.

Nakon smene t = 1 + s, dobijamo da je

E(UV ) =

∫ ∞

1

1− s

(1 + s)3
ds =

∫ ∞

2

(
2

t3
− 1

t2

)
dt =

[
− 1

t2

]∞
2

−
[
−1

t

]∞
2

=
1

4
− 1

2
= −1

4
.


