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1. Opxti qlanovi Xn i Yn nezavisnih nizova nezavisnih sluqajnih veliqina imaju karakteri-

stiqne funkcije, redom, date sa

φXn
(t) =

1

5
(3 + cos t+ cos 2t),

φYn(t) =
(
2− eit

)−1
.

Ako je

Zn =
1√
n

n∑
k=1

XkYk,

ispitati konvergenciju u raspodeli niza sluqajnih veliqina (Zn).

2. Za gustinu raspodele obele�ja X va�i da je

f(x; θ) =
θ√
x
e−2θ

√
x, x ≥ 0, θ > 0.

Za ocenu nepoznatog parametra θ na osnovu uzorka obima n predlo�ena je ocena T , gde je

T = kθ̂ i θ̂ ocena za θ dobijena metodom maksimalne verodostojnosti. Odrediti k tako da T
bude nepristrasna ocena, a zatim ispitati postojanost predlo�ene ocene.

3. Pretpostav	a se da broj dana do prvog slede�eg dana sa rastom tr�ixne vrednosti akcija na

berzi S&P500 ima geometrijsku raspodelu. Raspodela vremena izme�u dva takva dana data je
u slede�oj tabeli

broj dana 1 2 i 3 4 5 i 6 8 i vixe

uqestalost 1532 1098 194 107 17
.

Sa pragom znaqajnosti 0.05 ispitati da li je ta pretpostavka taqna.



VEROVATNO�A I STATISTIKA B (4MNL) - Pismeni ispit 3. septembar 2024.

Rexe�a zadataka

1. Primetimo da je

φXn(t) =
3

5
+

eit + e−it + e2it + e−2it

10
,

odakle dobijamo da opxti qlan Xn niza sluqajnih veliqina ima zakon raspodele

Xn :

(
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,

pa je EXn = 0, EX2
n = 1 i DXn = 1. Sa druge strane, imamo da je

φYn(t) =
1

2− eit
=

1

2

1

1− 1
2e

it
=

1

2

∞∑
k=0

(
eit

2

)k

=

∞∑
k=0

1

2k+1
eitk.

Odavde zak	uqujemo da opxti qlan Yn ima zakon raspodele P{Yn = k} = 1
2k+1 , za k ∈ N0.

Odredimo sada EYn i EY 2
n . Va�i

EYn =

∞∑
k=0

k

2k+1
= 1, EY 2

n =

∞∑
k=0

k2

2k+1
= 3.

Prethodno dobijamo jer iz

1

1− z
=

∞∑
n=0

zn, |z| < 1,

diferencira�em dobijamo redom

z

(1− z)2
= z

∞∑
n=1

nzn−1 =

∞∑
n=1

nzn,

∞∑
n=1

n2zn =
z(1 + z)

(1− z)3
,

odakle za z = 1
2 sledi tra�eno.

Da	e, zbog nezavisnosti sluqajnih veliqina Xn i Yn imamo da je

E(XnYn) = EXn · EYn = 0,

D(XnYn) = E(X2
nY

2
n )− (E(XnYn))

2 = EX2
n · EY 2

n = 3.

Kako je XnYn niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom raspodelom i konaqnim matem-

atiqkim oqekiva�em i disperzijom, to na osnovu centralne graniqne teoreme sledi da je

n∑
k=1

XkYk − E

(
n∑

k=1

XkYk

)
√
D

(
n∑

k=1

XkYk

) =

n∑
k=1

XkYk

√
3n

=

n∑
k=1

XkYk

√
3n

D−→ Z∗, Z∗ ∈ N (0, 1).

Odavde dobijamo graniqnu raspodelu niza sluqajnih veliqina (Zn):

Zn =

n∑
k=1

XkYk

√
n

=
√
3 ·

n∑
k=1

XkYk

√
3n

D−→ Z̃, Z̃ ∈ N (0, 3) .

Dakle, niz sluqajnih veliqina (Zn) u raspodeli konvergira ka sluqajnoj veliqini Z̃, gde je
Z̃ ∈ N (0, 3).



Napomena: U prethodnom zadatku nismo morali odrediti zakon raspodele za niz veliqina

(Yn). Naime, direktno metodom karakteristiqnih funkcija nalazimo prvi i drugi momenat.

Zaista, imamo da je

φ′
Yn

(t) =
ieit

(2− eit)2
, φ′′

Yn
(t) =

eit(2 + eit)

(eit − 2)3
.

Sada je

EYn =
φ′
Yn

(0)

i
= 1, EY 2

n =
φ′′
Yn

(0)

i2
= 3.

2. Pretpostavimo da imamo realizovan uzorak (x1, x2, . . . , xn). Funkcija verodostojnosti je

L(θ) =

n∏
k=1

f(xk; θ) =

n∏
k=1

θ
√
xk

e−2θ
√
xk

= θn exp

{
−2θ

n∑
k=1

√
xk

}(
n∏

k=1

√
xk

)−1

.

pa je logaritam verodostojnosti

lnL(θ) = n ln θ − 2θ

n∑
k=1

√
xk − ln

(
n∏

k=1

√
xk

)
.

�elimo da prona�emo θ > 0 koje maksimizuje lnL(θ), te stoga odre�ujemo stacionarnu taqku:

∂

∂θ
lnL(θ) =

n

θ
− 2

n∑
k=1

√
xk = 0,

odakle je

θ =
n

2
n∑

k=1

√
xk

.

Jox treba proveriti da li se u dobijenoj vrednosti posti�e maksimum. Kako je

∂2

∂θ2
lnL(θ) = − n

θ2
< 0,

ovo zaista jeste taqka u kojoj funkcija lnL(θ) dosti�e maksimum. Prema tome, na osnovu ovog
uzorka, ocena metodom maksimalne verodostojnosti je

θ̂ =
n

2
n∑

k=1

√
Xk

.

Da bismo odredili k, tako da T1 bude nepristrasna ocena, treba da va�i

E(T1) = E(kθ̂) = θ.

Neka je U = 2
n∑

k=1

√
Xk, a Vk = 2

√
Xk. Za poqetak, odredimo raspodelu sluqajnih veliqina Vk,

k = 1, 2, . . . , n. Primetimo da

F (x; θ) =

∫ x

0

θ√
t
e−2θ

√
tdt =

[
2θ
√
t = u

θ√
t
dt = du

]
=

∫ 2θ
√
x

0

e−udu = 1− e−2θ
√
x, x ≥ 0,

pa je

FVk
(v) = P{Vk ≤ v} = P

{
2
√
Xk ≤ v

}
= P

{
Xk ≤ v2

4

}
= 1− e−2θ

√
v2

4 = 1− e−θx, x ≥ 0.



Dakle, sluqajne veliqine Vk imaju eksponencijalnu E(θ) raspodelu i nezavisne su jer su sluqa-
jne veliqine Xk nezavisne. Zak	uqujemo da

U = 2

n∑
k=1

√
Xk =

n∑
k=1

Vk ∈ γ(n, θ).

Sada je

E(θ̂) = E
( n
U

)
= nE

(
1

U

)
= n

∫ n

0

1

u

un−1θne−θu

Γ(n)
du = n

Γ(n− 1)

Γ(n)
θ

∫ n

0

un−2θn−1e−θu

Γ(n− 1)
du =

n

n− 1
θ.

Dakle, za k = n−1
n , ocena T1 �e biti nepristrasna ocena parametra θ. Odredimo jox disperziju

ocene T . Va�i da je

D(T ) = E(T 2)− (ET )2 = E

(
(n− 1)2

U2

)
− θ2 = (n− 1)2E

(
1

U2

)
− θ2

= (n− 1)2
∫ ∞

0

1

u2

un−1θne−θu

Γ(n)
du− θ2 = (n− 1)2θ2

Γ(n− 2)

Γ(n)

∫ n

0

un−3θn−2e−θu

Γ(n− 2)
du− θ2

=
n− 1

n− 2
θ2 − θ2 =

θ2

n− 2

Ostaje jox da ispitamo postojanost ove ocene. Postojanost podrazumeva da ocena konvergira

u verovatno�i ka parametru θ. Neka je ε > 0 proizvo	no:

P {|T − θ| > ε} ≤ E(T − θ)2

ε2
=

D(T )

ε2
=

θ2

(n− 2)ε2
,

pri qemu je korix�ena Qebixov	eva nejednakost. Dakle,

0 ≤ P {|T − θ| > ε} ≤ θ2

(n− 2)ε2
→ 0, n → ∞,

pa sledi da P {|T − θ| > ε} → 0, kada n → ∞ i to va�i za svako ε > 0. Zak	uqujemo da je T
postojana ocena za parametar θ.

3. Navedene klase ne pokrivaju qitav uzoraqki prostor, pa moramo da napravimo novu tabelu u

kojoj �emo da pokrijemo sve:

broj dana 1 2 i 3 4 5 i 6 7 8 i vixe

uqestalost 1532 1098 194 107 0 17
.

Obim uzorka je n = 1532 + 1098 + 194 + 107 + 0 + 17 = 2948.

Za poqetak treba da izraqunamo npk, k = 1, 2, . . . , 6. Verovatno�e pk raqunamo po formuli

pk = PH0
{X ∈ Sk} = (1− p)k−1p, k ∈ N.

Parametar p je nepoznat, pa ne mo�emo izraqunati taqne verovatno�e, ali mo�emo oceniti

p metodom maksimalne verodostojnosti pa dobiti procene verovatno�a. Oce�ujemo p metodom
maksimalne verodostojnosti:

L(x; p) = pn(1− p)

n∑
i=1

xi−n
,

lnL(x; p) = n ln p+

(
n∑

i=1

xi − n

)
ln(1− p),

∂

∂p
lnL(x; p) =

n

p
−

n∑
i=1

xi − n

1− p
= 0,

p =
n

n∑
i=1

xi

=
1

x̄n
.



Jox treba da proverimo da li je maksimum. Poxto je ∂2

∂p2 lnL(x; p) < 0, zak	uqujemo da je

ocena maksimalne verodostojnosti:

p̂ =
1

X̄n
.

�elimo da dobijemo ocenu p na realizovanom uzorku. Uzoraqku sredinu mo�emo oceniti sa:

x̄n =
1 · 1532 + 2.5 · 1098 + 4 · 194 + 5.5 · 107 + 7 · 0 + 8 · 17

2948
= 1.9598,

pa na osnovu ovog uzorka dobijamo da je

p̂ =
1

1.9598
= 0.51.

Sada mo�emo da izraqunamo verovatno�e pk:

p1 = P{X = 1} = 0.51 · (1− 0.51)0 = 0.51,

p2 = P{X = 2}+ P{X = 3} = 0.51 · (1− 0.51)1 + 0.51 · (1− 0.51)2 = 0.3724,

p3 = P{X = 4} = 0.51 · (1− 0.51)3 = 0.06,

p4 = P{X = 5}+ P{X = 6} = 0.51 · (1− 0.51)4 + 0.51 · (1− 0.51)5 = 0.0438,

p5 = P{X = 7} = 0.51 · (1− 0.51)6 = 0.0071,

p6 = P{X ≥ 8} = 1− P{X ≤ 7} = 1− (p1 + p2 + p3 + p4 + p5) = 0.0067.

Dakle, imamo tabelu

broj dana (Sk) 1 2 i 3 4 5 i 6 7 8 i vixe

uqestalost (Mk) 1532 1098 194 107 0 17

pk 0.51 0.3724 0.06 0.0438 0.0071 0.0067

npk 1503.48 1097.8352 176.88 129.1224 20.9308 19.7516

.

Vidimo da za sve kategorije va�i npk > 5, te ne�emo imati spaja�e. Kritiqna oblast je

oblika

W = {χ2
0 ≥ c},

gde c raqunamo iz jednakosti
PH0

{χ2
0 ≥ c} = 0.05.

Pri H0, poxto imamo 6 klasa i ocenili smo jedan parametar metodom maksimalne verodosto-

jnosti, χ2
0 ∈ χ2

6−1−1. Prema tome,

c = χ2
4;0.05 = 9.488,

pa je kritiqna oblast

W = {χ2
0 ≥ 9.488}.

Raqunamo vrednost test statistike na dobijenom uzorku:

χ2
0 =

6∑
i=1

(Mk − npk)
2

npk

=
(1532− 1503.48)2

1503.48
+

(1098− 1097.8352)2

1097.8352
+

(194− 176.88)2

176.88

+
(107− 129.1224)2

129.1224
+

(0− 20.9308)2

20.9308
+

(17− 19.7516)2

19.7516
= 27.3024.

Poxto je

27.3024 > 9.488,

uzorak upada u kritiqnu oblast, pa odbacujemo nultu hipotezu.


