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1. Ana i Tamara svako jutro pre odlaska na fakultet piju kafu u Kafeteriji. One dolaze u
Kafeteriju nezavisno jedna od druge u sluqajnom trenutku izme�u 9:00 i 10:00 qasova. Na
�ihovom stolu stoji 10 kutija numerisanih brojevima od 1 do 10 sa belim i crnim kuglicama
unutra, pri qemu se u kutiji numerisanoj brojem k nalazi k belih i 10 − k crnih kuglica.
Kada do�u u Kafeteriju, svaka od �ih na sluqajan naqin bira jednu kutiju, pa zatim iz te
kutije izvlaqi jednu po jednu kuglicu, sa vra�a�em. Ana se za stolom zadr�ava 50 ·p2 minuta,
a Tamara 20 · p3 minuta, gde je pj verovatno�a da u prvih j izvlaqe�a dobiju j belih kuglica.
Odrediti verovatno�u da se Ana i Tamara sretnu za svojim stolom u Kafeteriji.

2. Svaka od nezavisnih sluqajnih veliqina X i Y ima geometrijsku G(p) raspodelu. Ispitati
nezavisnost sluqajnih veliqina U i V , ako je U = min{X,Y } i V = X − Y .

3. Neka su X, Y , V iW nezavisne sluqajne veliqine, svaka sa eksponencijalnom E(1) raspodelom.
Ako je

Z = min

{
e−|X−Y |,

1

2
· e|V−W |

}
,

odrediti gustinu raspodele sluqajne veliqine Z.



VEROVATNO�A I STATISTIKA A (4MNL) - Pismeni ispit 1. jun 2024.

Rexe�a zadataka

1. Neka je Hk doga�aj da je izabrana kutija sa brojem k, k = 1, 2, . . . , 10. Neka je An doga�aj da je u
prvih n izvlaqe�a dobijena bela kuglica. Primenom formule potpune verovatno�e dobijamo

P (An) =

10∑
k=1

P (Hk)P (An|Hk) =

10∑
k=1

1

10
·
(

k

10

)n

=
1

10n+1

10∑
k=1

kn.

Odavde sledi da je

p2 = P (A2) =
1

103

10∑
k=1

k2 =
77

200
≈ 0.385,

p3 = P (A3) =
1

104

10∑
k=1

k3 =
121

400
≈ 0.3025.

Po uslovu zadatka Ana se zadr�ava u Kafeteriji 50 ·p2 = 19.25 minuta, a Tamara 20 ·p3 = 6.05
minuta. Skup svih mogu�ih ixoda je Ω = [0, 60] × [0, 60]. Oznaqimo sa x trenutak Aninog
dolaska, a sa y trenutak Tamarinog dolaska. Uslov da se �ih dve sretnu dat je sa y−x ≤ 19.25
i x− y ≤ 6.05, tj, skup povo	nih ixoda je

A = {(x, y) ∈ Ω : y − x ≤ 19.25, x− y ≤ 6.05}.

Skup A je prikazan xrafiranom oblax�u na slici. Tra�ena verovatno�a se mo�e izraqunati
kao koliqnik povrxina oblasti A i kvadrata Ω.

P (A) =
SA

SΩ
= 1− S1 + S2

SΩ
= 1−

1
2 (60− 19.25)2 + 1

2 (60− 6.05)2

602
≈ 0.365.

2. Za zakon raspodele sluqajnog vektora (U, V ) va�i da je

P{U = u, V = v} = P{min{X,Y } = u,X − Y = v}
= P{min{X,Y } = u,X − Y = v,X ≤ Y }+ P{min{X,Y } = u,X − Y = v,X > Y }
= P{X = u,X − Y = v,X ≤ Y }+ P{Y = u,X − Y = v,X > Y }
= P{X = u, Y = u− v, u ≤ u− v}+ P{Y = u,X = u+ v, u+ v > u}
= P{X = u, Y = u− v, v ≤ 0}+ P{Y = u,X = u+ v, v > 0}
= p2(1− p)2u+|v|−2, u ∈ N, v ∈ Z.



Sluqajna veliqina U ima zakon raspodele

P{min{X,Y } = u} =

+∞∑
m=−∞

P{min{X,Y } = u,X − Y = m} =

+∞∑
m=−∞

p2(1− p)2u+|m|−2

= p2(1− p)2u−2
+∞∑

m=−∞
(1− p)|m| = p2(1− p)2u−2

(
2

1

1− (1− p)
− 1

)
= p(2− p)(1− p)2u−2, u ∈ N,

dok sluqajna veliqina V ima zakon raspodele

P{X − Y = v} =

+∞∑
k=1

P{min{X,Y } = k,X − Y = v} =

+∞∑
k=1

p2(1− p)2k+|v|−2

= p2(1− p)|v|
+∞∑
k=1

(1− p)2(k−1) = p2(1− p)|v|
+∞∑
k=0

(1− p)2k = p2(1− p)|v|
1

1− (1− p)2

=
p(1− p)|v|

2− p
, v ∈ Z.

Kako je P{U = u, V = v} = P{U = u} ·P{V = v} za sve u ∈ N, v ∈ Z, to zak	uqujemo da su U i
V nezavisne sluqajne veliqine.

3. Neka je S = |X − Y |. Tada je

FS(s) = P{S ≤ s} = P{|X − Y | ≤ s}.

Razlikujemo slede�e sluqajeve:

1◦ za s < 0 imamo da je FS(s) = 0,

2◦ za s ≥ 0 imamo da je

FS(s) = P{−s ≤ X − Y ≤ s} = P{X − s ≤ Y ≤ X + s}

=

∫ s

0

∫ x+s

0

fX,Y (x, y)dydx+

∫ ∞

s

∫ x+s

x−s

fX,Y (x, y)dydx

=

∫ s

0

∫ x+s

0

fX(x)fY (y)dydx+

∫ ∞

s

∫ x+s

x−s

fX(x)fY (y)dydx

=

∫ s

0

∫ x+s

0

e−x−ydydx+

∫ ∞

s

∫ x+s

x−s

e−x−ydydx

= 1− e−s.

Dakle, S ∈ E(1). Analogno, va�i da T ∈ E(1), gde je T = |V −W |. Da	e, primetimo da sluqajne
veliqine M = e−S i N = e−T imaju uniformnu U(0, 1) raspodelu. Zaista, pokaza�emo da
sluqajna veliqina M ima datu raspodelu. Imamo da je



FM (m) = P{M ≤ m} = P
{
e−S ≤ m

}
= P{S > − logm}

= 1− P{X ≤ − logm} = 1− (1− elogm)

= m, m ∈ (0, 1).

Kako su X,Y, V,W nezavisne sluqajne veliqine, to su i M i N tako�e nezavisne. Ostaje da
odredimo gustinu raspodele sluqajne veliqine Z = min

{
M, 1

2N

}
.

Za z ∈ (0, 1) dobijamo da je funkcija raspodele za Z data sa

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P

{
min

{
M,

1

2N

}
≤ z

}
= 1− P

{
min

{
M,

1

2N

}
> z

}
= 1− P

{
M > z,

1

2N
> z

}
= 1− P

{
M > z,N ≤ 1

2z

}
= 1− P {M > z} · P

{
N ≤ 1

2z

}
.

Razlikujemo slede�e sluqajeve:

1◦ za 0 < z ≤ 1
2 imamo da je FZ(z) = 1− (1− z) = z.

2◦ za 1
2 < z < 1 imamo da je FZ(z) = 1− (1− z) · 1

2z = 3
2 − 1

2z .

Da bismo odredili gustinu sluqajne veliqine, prvo moramo proveriti da li je ona apsolutno
neprekidna. Poxto je

F ′
Z(z) =


1, 0 < z ≤ 1

2 ,
1

2z2 ,
1
2 < z < 1,

0, z /∈ (0, 1),

xto je nenegativno na svakom od intervala i∫ 1
2

0

dz +

∫ 1

1
2

1

2z2
= 1.

Dakle, Z je apsolutno neprekidna sluqajna veliqina i �ena gustina je

fZ(z) =


1, 0 < z ≤ 1

2 ,
1

2z2 ,
1
2 < z < 1,

0, z /∈ (0, 1),
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3. Na kru�nici polupreqnika r na sluqajan naqin se bira taqka X. Broj α se sluqajno bira
iz intervala

(
−π

4 ,
π
4

)
, a zatim se kroz taqku X povlaqi prava koja seqe kru�nicu drugi put

u taqki Y i zaklapa pozitivno orijentisani ugao ∠Y XX ′ mere α, gde je X ′ dijametralno
suprotna taqka taqki X. Ako je Z rastoja�e izme�u taqaka Y i X ′, odrediti raspodelu i
matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine Z.

4. Neka su X, Y , V iW nezavisne sluqajne veliqine, svaka sa eksponencijalnom E(1) raspodelom.

(a) Ako je S = |X − Y | i T = |V −W |, odrediti raspodelu sluqajnih veliqina S i T .

(b) Ako je

Z = min

{
e−S ,

1

2e−T

}
,

odrediti gustinu raspodele sluqajne veliqine Z.
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Sluqajna veliqina U ima zakon raspodele

P{min{X,Y } = u} =

+∞∑
m=−∞

P{min{X,Y } = u,X − Y = m} =

+∞∑
m=−∞

p2(1− p)2u+|m|−2

= p2(1− p)2u−2
+∞∑

m=−∞
(1− p)|m| = p2(1− p)2u−2

(
2

1

1− (1− p)
− 1

)
= p(2− p)(1− p)2u−2, u ∈ N,

dok sluqajna veliqina V ima zakon raspodele

P{X − Y = v} =

+∞∑
k=1

P{min{X,Y } = k,X − Y = v} =

+∞∑
k=1

p2(1− p)2k+|v|−2

= p2(1− p)|v|
+∞∑
k=1

(1− p)2(k−1) = p2(1− p)|v|
+∞∑
k=0

(1− p)2k = p2(1− p)|v|
1

1− (1− p)2

=
p(1− p)|v|

2− p
, v ∈ Z.

Kako je P{U = u, V = v} = P{U = u} ·P{V = v} za sve u ∈ N, v ∈ Z, to zak	uqujemo da su U i
V nezavisne sluqajne veliqine.

3. Ugao α mo�emo smatrati sluqajnom veliqinom sa uniformnom U
(
0, π

4

)
raspodelom, jer pos-

matramo samo pozitivno orijentisan ugao. Tada je Z
2r = sinα. Funkcija raspodele sluqajne

veliqine Z je:

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P{2r sinα ≤ z} = P
{
sinα ≤ z

2r

}
= P

{
α ≤ arcsin

z

2r

}
= Fα

(
arcsin

z

2r

)
=

4

π
arcsin

z

2r
, 0 < z <

√
2r,

pa je gustina za Z:

gZ(z) =
2

rπ

1√
1−

(
z
2r

)2 , 0 < z <
√
2r.

Oqekivana vrednost je:

EZ =

∫ √
2r

0

zgZ(z)dz =
2

rπ

∫ √
2r

0

z√
1−

(
z
2r

)2 dz =
1

π

∫ 4r2

2r2

1√
t
dt =

4r

π
(2−

√
2).



4. Neka je S = |X − Y |. Tada je

FS(s) = P{S ≤ s} = P{|X − Y | ≤ s}.

Razlikujemo slede�e sluqajeve:

1◦ za s < 0 imamo da je FS(s) = 0,

2◦ za s ≥ 0 imamo da je

FS(s) = P{−s ≤ X − Y ≤ s} = P{X − s ≤ Y ≤ X + s}

=

∫ s

0

∫ x+s

0

fX,Y (x, y)dydx+

∫ ∞

s

∫ x+s

x−s

fX,Y (x, y)dydx

=

∫ s

0

∫ x+s

0

fX(x)fY (y)dydx+

∫ ∞

s

∫ x+s

x−s

fX(x)fY (y)dydx

=

∫ s

0

∫ x+s

0

e−x−ydydx+

∫ ∞

s

∫ x+s

x−s

e−x−ydydx

= 1− e−s.

Dakle, S ∈ E(1). Analogno, va�i da T ∈ E(1), gde je T = |V −W |. Da	e, primetimo da sluqajne
veliqine M = e−S i N = e−T imaju uniformnu U(0, 1) raspodelu. Zaista, pokaza�emo da
sluqajna veliqina M ima datu raspodelu. Imamo da je

FM (m) = P{M ≤ m} = P
{
e−S ≤ m

}
= P{S > − logm}

= 1− P{X ≤ − logm} = 1− (1− elogm)

= m, m ∈ (0, 1).

Kako su X,Y, V,W nezavisne sluqajne veliqine, to su i M i N tako�e nezavisne. Ostaje da
odredimo gustinu raspodele sluqajne veliqine Z = min

{
M, 1

2N

}
.

Za z ∈ (0, 1) dobijamo da je funkcija raspodele za Z data sa

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P

{
min

{
M,

1

2N

}
≤ z

}
= 1− P

{
min

{
M,

1

2N

}
> z

}
= 1− P

{
M > z,

1

2N
> z

}
= 1− P

{
M > z,N ≤ 1

2z

}
= 1− P {M > z} · P

{
N ≤ 1

2z

}
.

Razlikujemo slede�e sluqajeve:

1◦ za 0 < z ≤ 1
2 imamo da je FZ(z) = 1− (1− z) = z.

2◦ za 1
2 < z < 1 imamo da je FZ(z) = 1− (1− z) · 1

2z = 3
2 − 1

2z .



Da bismo odredili gustinu sluqajne veliqine, prvo moramo proveriti da li je ona apsolutno
neprekidna. Poxto je

F ′
Z(z) =


1, 0 < z ≤ 1

2 ,
1

2z2 ,
1
2 < z < 1,

0, z /∈ (0, 1),

xto je nenegativno na svakom od intervala i∫ 1
2

0

dz +

∫ 1

1
2

1

2z2
= 1.

Dakle, Z je apsolutno neprekidna sluqajna veliqina i �ena gustina je

fZ(z) =


1, 0 < z ≤ 1

2 ,
1

2z2 ,
1
2 < z < 1,

0, z /∈ (0, 1),


