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1. Ana u Tamapa cBako jyrpo npe ojgacka Ha dakynarer nujy kady y Kaderepuju. Oune momaze y
Kaderepujy nezaBucuo jenua oz apyre y ciay4dajuom rpenyrky udmehy 9:00 u 10:00 wacosa. Ha
UXOBOM cTogy ctoju 10 KyTuja Hymepucanux opojesnma oz 1 1o 10 ca 6e1uM u IPHAM KyTIIUIAMA,
YHYTDa, IIPU YeMy ce y KyTHju HyMepucaHnoj opojem k Hamazu k Gesnx u 10 — k 1pHUX KyTJIUIA.
Kazma mohy y Kaderepujy, cBaka o mux Ha CAydajaH HAIWH OMpPa jeaHy KYTHjy, Ta 3aTUM H3 T
KyTHje U3BJIAYH jeJHy O jeJHy KyTJuily, ca Bpahamem. AHa ce 3a cTosioM 3aapzkaBa 50 - py MUHYTA,
a Tamapa 20 - p3 MmunyTa, TO€ je p; BepoBaTHoha Ja y NIPBUX j U3BJIAYEba J00Ujy j Oemux Kyrauna.
Onpenuru BepoBarHohy ma ce Awa n Tamapa cperny 3a cBojum crosom y Kaderepuju.

2. Csaka o1 He3aBUCHUX CiIydajHnx Benmumua X u Y mvma reomerpujcky G(p) pacnomeny. Ucmnurarn
He3aBHCHOCT cayvajunx Benuunaa U u V, ako je U = min{X,Y}u V=X -Y.

3. Hekacy X,Y,V u W HesaBucHe ciiydajHe BeIMYNHE, CBaKa Ca eKCoHeHImjaganoM £ (1) pacnoaenom.
Axo je

7 — min {e—|X—Y|, % . eV—W} ’

OIPEINTH TYCTUHY PACIojiesie CaydajHe BeJunanHe 2.



BEPOBATHOTRA I CTATUCTUKA A (4MHJI) - IIucmenn ucuur 1. jyn 2024.

Pemrema 3aJlaTaKa

1. Heka je Hy, norabaj na je uzabpana kyruja ca 6pojem k, k =1,2,...,10. Heka je A, norahaj na jey
TMPBUX N U3BJIaUema H00ujeHa Oena kyrauna. [Ipumernom dpopmysie moTmyHe BepoBaTHONE 100MjamMo
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OupaBue cienu na je

B2 — ~
p2 = P(A;) = 1032 — A2 0.385,

121
k3 = ~
ps = P(A3) = 04 § 0.3025.

ITo ycnoBy 3amarka Ana ce 3aap:xkaa y Kaderepuju 50-py = 19.25 munyra, a Tamapa 20-ps = 6.05
munyra. Ckyn csux moryhux wmmoza je 2 = [0,60] x [0,60]. O3nauumo ca m Tpenyrak AHuHOD
JI0JIACKA, a Ca bl TPeHyTak TamMapuHOr /101acKa. YCJIOB /1a Ce BUX JiBe cperHy aat je ca y—x < 19.25
n x —y < 6.05, Tj, CKyTT TOBOJLHUX WIIONA je

A={(z,y) €Q: y—2<19.25 = —y < 6.05}.
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Ckym A je npuka3zan mpadupanom oomamnthy ua caumu. Tparkena BepoBaTHolia ce MOXKe U3padyHATH
Ka0 KOJMYHUK TIOBPIMHA 00acTu A u kBagpara §2.

160 — 19.25)2 + 1 (60 — 6.05)2
P(A):‘E;;:1—SI;;S2=1—2( )6(;2( ) ~ 0.365.

2. 3a 3akon pacnogese ciy4dajuor Bekropa (U, V) Baxu na je

P{U=u,V=v}=Pmin{X,Y}=u,X-Y =v}
=P{min{X, Y} =u4,X-Y =0, X <YV}+Pmin{X,Y}=u,X-Y=0,X>Y}
=P{X=uX-Y=0,X<Y}+PY=uX-Y=0X>Y}
=P{X=uY=u—v,u<u—v}+P{Y =u,X =u+v,ut+v>u}
=P{X=uY=u—v,v<0}+P{Y =u,X=u+v,0>0}
=p?(1—p)2tlI=2 yeN veZ



Cnyyajna Bemuumna U nMa 3aKOH pacrojiese

+o00 too
P{min{X,Y} =u} = Z P{min{X,Y}=u, X -Y =m} = Z p?(1 — p)rutimi=2
m=-—00 m=-—00
+oo 1
.2 o 2u—2 o Im| _ 2 o 2u—2 _
=p°(1—p 1—p =p°(1—p (2 1)
=p2-p)(1-p)*7% weN,
JIOK CJIyvajHA BeandnHa V MMa 3aKOH PaCHojesie
+00 +0oo
P{X -Y =v}=> P{min{X,Y} =k X -Y =0} => p°(1—p)*Hl=2
k=1 k=1
1
21—p |\ 2(’c D — (1—p \I 1-p?* =p*1-pll——rn
Y1 = Y 0
1 — p)lvl
= pi( ) , VEL.
2-p

Kaxo je P{U =,V =v} = P{U = u}- P{V = v} 3acBe u € N, v € Z, 10 3aKspyuyjemo na cy U u
V mezaBucHe cydajHe BeIUYINHE.

3. Heka je S = |X —Y|. Tana je
Fs(s) =P{S <s}=P{|IX-Y]|<s}
Paznmkyjemo cirenehe ciyuajere:

1° 3a s < 0 mmamo 1a je Fg(s) =0,

2° 3a s > 0 mmamo 1a je

Fs(s)=P{-s<X-Y<s}=P{X—-s<Y <X+5s}

// fXYzydydl'+/ / Ix.y(x,y)dyds

/ / ) fy (y ddeU—F/ / (y)dydx
:/ / e_m_ydyda;—I—/ / e *Ydydx

0 0 s r—s

=1—-e".

Hakie, S € £(1). Ananorno, Baxku na T € (1), rue je T = |V —W|. dame, NpuMeTHMO Ja CIIydajHe
pemamae M = e uw N = e~ T nmajy yamdopmny U(0,1) pacmogeny. 3amcra, mokazahemo ma
crnygajua senuanaa M mma mary pacmozeny. Umamo ma je



Fy(m) = P{M <m} = P{e"® <m} = P{S > —logm}
= 17P{X§ 710gm}: 17(17610gm)
=m, me(0,1).

Kako cy X,Y,V, W ue3aBucue ciyuajue Bejauuusue, 7o cy u M u N takohe mezapucue. Ocraje ma
OZIpeIMMO TYCTUHY PAaCHojiesie CaydajHe BeIMYuHe Z = min {M , ﬁ }

3a z € (0,1) mobujamo ma je dbyHKUMja pacnomene 3a Z nara ca

1 1
= < = 1 R < -1 — 1 _
Fy(z2) = P{Z < z} P{mln{M, 2N} z} 1 P{mln{M7 QN} >z}
1
1
=1—P{M>z}~P{N< }
Paznukyjemo cirenehe ciygajese:

1° 32 0 < z < 1 umamo na je Fz(2) =
1 . 1

2° 3a 5 < z < 1 mmamo ma je Fiz(z) = — 5

Jla 6ucMo oapeauIn IyCTHHY CJIyYajHe BeJIMYNHE, PBO MOPAMO MMPOBEPUTH 1A JIU j€ OHA arlCOJIyTHO

HenpekuaHa. IlomTo je

1
1, 0<z< bR
/ _ 1 1
Fp(z) =19 52, 3
LITO je HEHEraTMBHO HA CBAKOM OJi MHTEPBAaJA U

3 ]

Hakme, Z je alcoayTHO HEIMPEKHUIHA CAy4ajHA BEIUYUNHA W HEHA T'YCTUHA je

1, 0<z<4,
fz(z) = ﬁ, %<z<1,
0, =2¢(01),
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1. Ana u Tamapa cBako jyrpo npe ofjacka Ha dakynrer nujy kady y Kaderepuju. Oune momaze y

Kaderepujy mezaBucuo jenna oz apyre y ciaygdajuom tpenyrky udmehy 9:00 u 10:00 gacosa. Ha
BUXOBOM cTosy croju 10 Kyruja mymepucanux 6pojeBuma o 1 10 10 ca 6eiuM v IPHAM KyLJIAIamMa,
YHYTpa, MPU YeMy ce y KyTHju HyMepucanoj b6pojem k Hamazm k 6ennx m 10 — k 1pHUX KyTJIAIA.
Kana nobhy y Kaderepujy, cBaka o1 mUX Ha CaydajaH HAuYMH OWpa jelHy KyTHjy, I1a 3aTUM U3 Te
KyTHje U3BJIAYH jeJHy IO jeJHy KyTJauIly, ca pahameM. AHa ce 3a cTosoM 3aapikaBa 50 - po MUHYTA,
a Tamapa 20 - p3 MunyTa, TO€ je p; BepoBaTHONA Ja y IPBUX j U3BJIaYeHa J00ujy j Oemux Kyrauna.
Oxapenuru BepoBarHohy na ce Ana u Tamapa cperny 3a cBojum crosnom y Kaderepuju.

. Csaka o/ He3aBucHUX ciydajHux Bejauuduna X u Y uma reomerpujcky G(p) pacuogeny. Ucuuraru

He3aBuCHOCT cayvajunx Benuunaa U n V, ako je U = min{X,Y}nu V=X -Y.

. Ha xpykuumum nojgympednuka r Ha CJIydajaH HaunH ce Oupa tadka X. Bpoj a ce caydajuo O6mpa
U3 UHTEpBaJia (—%, %), a 3aTWM ce Kpo3 Tayky X TIOBJIAYM TTpaBa KOja cede KPYXKHUILY APYTH TyT

y Tauku Y M 3aKjana mOo3UTHBHO opujeHrTucanu yrao ZY X X' mepe «, rue je X' nujamerpasno
cynporHa Tadka Tadku X. Ako je Z pacrojame m3mebhy Tagaka Y m X', ompemuTm pacmomeny u
MATEMATUYIKO OYEKUBAE CIIydajHe BeJIuduHe 7.

Heka cy X, Y,V u W ne3aBucue ciaydajue Bejudune, cBaka ca ekcrnonenujaanom E(1) pacuozgesnom.

(a) Akoje S=|X —Y|uT = |V — W|, onpeauTu pacrnofieiy ciydajuux BeanduHa S u 1.

(6) Axko je
1
Z = mi —
m {6 5 2€7T } 5

OPEUTH TYCTUHY DPACIoJiesie CaydajHe BeJndanHe Z.



BEPOBATHOTRA I CTATUCTUKA A (3P) - Ilucmenn ucour 1. jyn 2024.

Pemrema 3aJlaTaKa

1. Heka je Hy, norabaj na je uzabpana kyruja ca 6pojem k, k =1,2,...,10. Heka je A, norahaj na jey
MPBUX N U3BJIaUema A00ujeHa Oena Kyrauna. [Ipumernom dpopmysie moTmyHe BepoBaTHONE 100MjamMo

10 10 1 E\" 1 10
P(A,) = ZP(Hk)P(An|Hk) = Z 0 (10> ~ q1ontt Zk
k=1 k=1 k=1
OupaBue cienu na je
k2 = ~
P2 = P(A2) = o Z —— ~0.385,
121
k3 = ~
p3 = P(A3) = 04 Z —— ~0.3025.

ITo ycnoBy 3amarka Ana ce 3aap:xkaa y Kaderepuju 50-py = 19.25 munyra, a Tamapa 20-ps = 6.05
munyra. Ckyn csux moryhux wmmoza je 2 = [0,60] x [0,60]. O3nauumo ca m Tpenyrak AHuHOD
JI0JIACKA, a Ca bl TPeHyTak TamMapuHOr /101acKa. YCJIOB /1a Ce BUX JiBe cperHy aat je ca y—x < 19.25
n x —y < 6.05, Tj, CKyTT TOBOJLHUX WIIONA je

A={(z,y) €Q: y—2<19.25 = —y < 6.05}.
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Ckym A je npuka3zan mpadupanom oomamnthy ua caumu. Tparkena BepoBaTHolia ce MOXKe U3padyHATH
Ka0 KOJMYHUK TIOBPIMHA 00acTu A u kBagpara §2.

160 — 19.25)2 + 1 (60 — 6.05)2
P(A):‘E;;:1—SI;;S2=1—2( )6(;2( ) ~ 0.365.

2. 3a 3akon pacnogese ciy4dajuor Bekropa (U, V) Baxu na je

P{U=u,V=v}=Pmin{X,Y}=u,X-Y =v}
=P{min{X, Y} =u4,X-Y =0, X <YV}+Pmin{X,Y}=u,X-Y=0,X>Y}
=P{X=uX-Y=0,X<Y}+PY=uX-Y=0X>Y}
=P{X=uY=u—v,u<u—v}+P{Y =u,X =u+v,ut+v>u}
=P{X=uY=u—v,v<0}+P{Y =u,X=u+v,0>0}
=p?(1—p)2tlI=2 yeN veZ



Cnyyajna Bemuumna U nMa 3aKOH pacrojiese

+oo too
P{min{X,Y}=u}= > Pmin{X,Y}=u,X-Y =m}= Y  p*(1-p)>tm=2
+oo 1
201 _ )2u—2 oonNIm| 209 o \2u—2 7
=p°(1—0p 1—p =p°(1—p (2 1)
( ) m;w( ) ( ) =1 —p)
=p2-p)(1-p)**? weN,
JIOK CJIy4ajHa BejndnHa V MMa 3aKOH PACIIO/IEsie
“+o0 “+oo
P{X-Y =0v}=> P{min{X,Y} =k X -Y =v}=)Y p*(1—p)*2
k=1 k=1
—+oo +oo 1
=p?(1—p)" Y (1 —pF D =p(1-p)" Y (1-p)* =p*Q-p)———
1-(1-p)
k=1 k=0
1 — p)lvl
= pi( ) , VEL.
2—-p

Kaxo je P{U =,V =v} = P{U = u}- P{V = v} 3acBe u € N, v € Z, 10 3aKspyIyjemo na cy U u
V mezaBucHe cIydajHe BeIUYINHE.

. Yrao a MOXKEMO CMATPATH CJIYIajHOM BETUIUHOM ca yHUDOPMHOM U (O, g) pacmoziesioM, jep moc-
MaTpaMoO caMO MO3UTHBHO OPHjEHTHCAH yrao. Tasma je TZT = sina. @yHKNOHja pacmoaene CIydajHe
BesmvInHe Z je:
. . z
Fz(z)=P{Z <z} =P{2rsina <z} = P{sma < 2—}
r
4 .z
=P {a < arcsin —} =F, (arcsm —)
2r 2r
4 .z
= Zarcsin—, 0<z<V2r,
T 2r
a je TycTuHa 3a Z:

92(2) = ————, 0<z< Vo

OuekuBaHa BpEIHOCT je:

\/57" 2r 472
2 1 1 4
EZ = / 297(2)dz = — S S - —/ —dt = —T(Q — \/5)
0 2 m




4. Heka je S = |X —Y|. Tazna je

Fs(s) = P{S <s}=P{|X-Y]|<s}.

Paznmkyjemo cirenehe ciygajese:

1° 3a s < 0 umamo zga je Fs(s) =0,

2° 3a s > 0 umamo 1a je

Fs(s)=P{-s<X-Y<s}=P{X—-5s<Y <X+s}

s rrts oo pxts
= / / fxy(@,y)dyde + / / fxy (@,y)dydx
/ / ) fy (y dyd:r—l—/ / (y)dydx
:/ / e*‘”*ydyder/ / e " Ydydx
0 0 s r—s

=1—e".

yexez

Haxne, S € £(1). Auasorno, Baxku a1 € £(1), rae je T = |V —W/|. dame, npuMeTrmMo aa ciydajHe
semmunne M = =% u N = e~ 7 umajy yaudopmny U(0,1) pacnogeny. 3aucra, nokaszahemo ma
caygajua Bennanaa M mma mary pacmogeny. Umamo 1a je

FM(m):P{Mgm}:P{e_SSm}ZP{S>—logm}
:l_P{XS_logm}:l_(l_elogm)
=m, me(0,1).

Kako cy X,Y,V, W ue3aBucue ciyuajue Beauuusue, 7o ¢y u M u N takohe mezapucue. Ocraje ma
OZIPEIMMO TYCTHHY pacmozene caydajue semuanne Z = min { M, 7 }-
Ba z € (0,1) pobujamo ja je dynkumja pacuomene 3a Z jgara ca

Fao iz ey fun{an kYo e L L))

1 1
{ >Z’2N>Z} { > % —2z}

—_

:1—P{M>z}-P{N§QZ}

Paznukyjemo cirenehe ciyuajese:

1° 320 < z < § mmamo gaje Fz(z) =1—(1-2) ==
2° 3a 1 <z<lumamogaje Fz(z)=1—(1—2) -5 =32 —



Jla 6ucMo ofpeIUIu IYCTUHY CJTydajHe BEJIUYWHE, IPBO MOPAMO IIPOBEPUTH 1A JIH je OHA AICOJLYTHO
menpekuaaa. IomTo je

1, 0<z<4,
/ 1 1
FZ(Z): 2229 §<Z<17

IITO je HEHEraTUBHO Ha CBAKOM O MHTEPBaJIa 1

3 L |
d — =1.
/0 Z+/% 222

Haxkye, Z je alcoyTHO HEMPEKUIHA CAyYajHA BEJUYUNHA U FHEHA T'YCTUHA je

1, 0<z<4,
fz(z) = ﬁ, %<z<1,



