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1. Andrej je u 
epu imao 6 plavih i 2 crvena klikera, ali je 1 kliker izgubio. Dva puta, sa
vra�a�em, vadi po jedan kliker iz 
epa i konstatuje boju svakog od izvuqenih klikera. Ako
su oba izvuqena klikera iste boje, izraqunati verovatno�u da je izgub	eni kliker plave boje.

2. Na detektoru qestica prouqavaju se vremena �ivota dve radioaktivne qestice do raspada.
Vreme �ivota α qestice do �enog raspada ima eksponencijalnu E(λ) raspodelu, a vreme �ivota
β qestice do �enog raspada ima eskponencijalnu E(µ) raspodelu. Ako su vremena �ivota do
raspada ove dve qestice me�usobno nezavisna, dokazati da je oqekivano vreme izme�u raspada
prve i raspada druge qestice bar dva puta ve�e od oqekivanog vremena do prvog raspada.

3. Aleksandar i Milox na sluqajan naqin, nezavisno jedan od drugog, biraju po jedan broj iz
skupa {1, 2, . . . , n}. Neka sluqajna veliqina X predstav	a broj koji je izabrao Aleksandar, a
sluqajna veliqina Z zbir brojeva koje su izabrali Aleksandar i Milox. Odrediti uslovnu
raspodelu sluqajne veliqine X pri uslovu Z = z.
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Rexe�a zadataka

1. Oznaqimo sa Z doga�aj da je izgub	eni kliker plave boje. Doga�aji Z i Z̄ oqigledno qine
potpun sistem doga�aja i verovatno�e ovih doga�aja su

P (Z) =
6

6 + 2
=

3

4
, P (Z̄) = 1− P (Z) =

1

4
.

Definiximo slede�e doga�aje:

• A doga�aj da su oba izvuqena klikera plave boje,

• B doga�aj da su oba izvuqena klikera crvene boje,

• C doga�aj da su oba izvuqena klikera iste boje.

Jasno, va�i da su doga�aji A i B disjunktni i da je C = A ⊔B. Kako je

P (C|Z) = P (A|Z) + P (B|Z) =

(
5

5 + 2

)2

+

(
2

5 + 2

)2

=
29

49
,

P (C|Z̄) = P (A|Z̄) + P (B|Z̄) =

(
6

6 + 1

)2

+

(
1

6 + 1

)2

=
37

49
,

koriste�i formulu potpune verovatno�e dobijamo

P (C) = P (Z)P (C|Z) + P (Z̄)P (C|Z̄) =
3

4

29

49
+

1

4

37

49
=

31

49
.

Koriste�i Bajesovu formulu dobijamo da je tra�ena verovatno�a

P (Z|C) =
P (Z)P (C|Z)

P (C)
=

3
4
29
49
31
49

=
87

124
≈ 0.7016.

2. Neka sluqajna veliqina X predstav	a vreme �ivota α qestice, a Y vreme �ivota β qestice.
Tada je prema uslovu zadatka X ∈ E(λ) i Y ∈ E(µ). Ako je Z vreme do prvog raspada, a W
vreme izme�u raspada prve i raspada druge cestice, tada je Z = min{X,Y } i W = |X − Y | =
max{X,Y } −min{X,Y }.. Odredimo funkciju raspodele sluqajne veliqine Z. Imamo da je

P{Z > z} = P{min{X,Y } > z} = P{X > z, Y > z} = P{X > z}P{Y > z}
= e−λze−µz = e−(λ+µ)z,

tj. Fz(z) = 1−P{Z > z} = 1−e−(λ+µ)z, za z ∈ (0, 1). Dakle, Z ∈ E(λ+µ), pa je EZ = 1
λ+µ . Da	e,

kako su X i Y nenegativne sluqajne veliqine, to va�i min{X,Y } +max{X,Y } = X + Y . Sa
druge strane, matematiqko oqekiva�e je linearni operator pa je oqekiva�e sluqajne veliqine
W jednako

EW = E(max{X,Y })− E(min{X.Y })
= EX + EY − 2E(min{X.Y })

=
1

λ
+

1

µ
− 2

λ+ µ

=
λ2 + µ2

λµ(λ+ µ)
.

Zaista, va�i da je EW ≥ 2 · EZ jer je

λ2 + µ2

λµ(λ+ µ)
≥ 2

λ+ µ
⇐⇒ (λ− µ)2 ≥ 0,

xto je oqigledno taqno.



Napomena 1 : Matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine W = |X − Y | odredi�emo direktno,
po definiciji. Va�i da je

E|X − Y | =
∫∫

R2
+

|x− y|λe−λx µe−µy dx dy = I1 + I2,

gde su

I1 =

∫∫
x>y

(x− y)λe−λx µe−µy dx dy, I2 =

∫∫
y>x

(y − x)λe−λx µe−µy dx dy.

Prvi sluqaj (x > y):

I1 =

∫ ∞

0

µe−µy

∫ ∞

x=y

(x− y)λe−λx dx dy

t=x−y
=

∫ ∞

0

µe−µye−λy

∫ ∞

0

t λe−λt dt dy

=

∫ ∞

0

µe−(λ+µ)y 1

λ
dy =

µ

λ(λ+ µ)
.

Drugi sluqaj (y > x) simetriqno daje

I2 =
λ

µ(λ+ µ)
.

Zato je

E|X − Y | = I1 + I2 =
µ

λ(λ+ µ)
+

λ

µ(λ+ µ)
=

1

λ
+

1

µ
− 2

λ+ µ
.

Napomena 2 : Za w ≥ 0 imamo da je

FW (w) = P (|X − Y | ≤ w) =

∫∫
{(x,y) : |x−y|≤w, x≥0, y≥0}

λe−λx µe−µy dy dx

=

∫ w

0

λe−λx

∫ x+w

0

µe−µy dy dx+

∫ ∞

w

λe−λx

∫ x+w

x−w

µe−µy dy dx.

Raqunamo unutrax�e integrale:∫ x+w

0

µe−µy dy = 1− e−µ(x+w),

∫ x+w

x−w

µe−µy dy = e−µ(x−w) − e−µ(x+w).

Konaqno, funkcija raspodele sluqajne veliqine W je

FW (w) =

∫ w

0

λe−λx
[
1− e−µ(x+w)

]
dx+

∫ ∞

w

λe−λx
[
e−µ(x−w) − e−µ(x+w)

]
dx

=
(
1− e−λw

)
− λ

λ+ µ
e−µw

(
1− e−(λ+µ)w

)
+

λ

λ+ µ

(
e−λw − e−(λ+2µ)w

)
= 1− µ

λ+ µ
e−λw − λ

λ+ µ
e−µw, w ≥ 0.

Diferencira�em po w ≥ 0, sledi da za gustinu raspodele sluqajne veliqine W va�i da je

fW (w) =
λµ

λ+ µ

(
e−λw + e−µw

)
, w ≥ 0.

3. Neka sluqajna veliqina X predstav	a broj koji je izabrao Aleksandar, a sluqajna veliqina
Y broj koji je izabrao Milox. Sluqajne veliqine X i Y su neavisne i imaju isti zakon
raspodele za koji va�i (

1 2 . . . n
1
n

1
n . . . 1

n

)
,



odakle sledi da je zakon raspodele sluqajnog vektora (X,Y ) dat sa

P{X = i, Y = j} = P{X = i}P{Y = j} =

{
1
n2 , (i, j) ∈ {1, 2, . . . , n}2

0, (i, j) /∈ {1, 2, . . . , n}2.

Odredimo sada zakon raspodele sluqajne veliqine Z = X + Y . Skup vrednosti sluqajne
veliqine Z je {2, 3, . . . , 2n}, a odgovaraju�e verovatno�e su

P{Z = k} = P{X + Y = k} =

k−1∑
i=1

P{X = i, Y = k − i} =

k−1∑
i=1

P{X = i}P{Y = k − i}

(a) za k ∈ {2, 3, . . . , n+ 1} (u ovom sluqaju je i, k − i ∈ {1, 2, . . . , n}):

P{Z = k} =

k−1∑
i=1

1

n
· 1
n
=

k − 1

n2
,

(b) za k ∈ {n+ 2, n+ 3, . . . , 2n} (u ovom sluqaju nije uvek zadovo	eno i, k − i ∈ {1, 2, . . . , n}):

P{Z = k} =

k−n−1∑
i=1

0 · 1
n
+

n∑
i=k−n

1

n
· 1
n
=

2n− k + 1

n2
.

Prema tome, za zakon raspodele sluqajne veliqine Z va�i da je(
2 3 . . . n n+ 1 n+ 2 n+ 3 . . . 2n− 1 2n
1
n2

2
n2 . . . n−1

n2
n
n2

n−1
n2

n−2
n2 . . . 2

n2
1
n2

)
Koriste�i zakon raspodele sluqajne veliqine Z nalazimo uslovni zakon raspodele sluqajne
veliqine X pri uslovu Z = k, za k ∈ {2, 3, . . . , 2n}. Odgovaraju�e verovatno�e su

(a) za k ∈ {2, 3, . . . , n+ 1} imamo

P{X = i|Z = k} =
P{X = i}P{Y = k − i}

k−1
n2

(a1) za i ∈ {1, 2, . . . , k − 1} je

P{X = i|Z = k} =
1
n · 1

n
k−1
n2

=
1

k − 1
,

(a2) za i ∈ {k, k + 1, . . . , n} je
P{X = i|Z = k} =

0
k−1
n2

= 0,

(b) za k ∈ {n+ 2, n+ 3, . . . , 2n} imamo

P{X = i|Z = k} =
P{X + i}P{Y = k − i}

2n−k+1
n2

(b1) za i ∈ {1, 2, . . . , k − n− 1} je

P{X = i|Z = k} =
0

2n−k+1
n2

= 0,

(b2) za i ∈ {k − n, k − n− 1, . . . , k − 1} je

P{X = i|Z = k} =
1
n · 1

n
2n−k+1

n2

=
1

2n− k + 1
.


