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JAHVAP 1 - 11. asrycr 2025. ronume

1. Annpej je y yeny umao 6 miaBux u 2 mpBeHa KJiaukepa, aau je 1 kimkep m3rybuo. [IBa myra, ca
ppahamemM, Bajy 110 jeJaH KJIMKEP U3 Liella U KOHCTaryje 00jy CBaKor OJ u3BYy4eHMX KJuKepa. AKo
cy oba m3ByUeHA KJIMKEpa UCTe O0je, n3padyHaTn BepoBaTHONY 1a je n3ryb/beHn KIMKep miase 0oje.

2. Ha merexTopy dWecTuila mpoydaBajy Ce BPEMEHa YKWBOTA JBE PATMOAKTUBHE UECTHUIE O PACTAIA.
Bpewme x)kuBoTa o yecTuiie J0 BEeHOr paciaa nuMa ekcrnorernujaany () pacnoeny, a BpeMe KuBora
£ decTuie 10 WHEHOr paciaja uMa eckinonenuujainy E(u) pacmogeny. AKO cy BpeMeHa KUBOTA JIO
pacmaga oBe aBe dectuiie MeljycoOHO He3aBHCHA, MOKA3aTH 13, je OUYeKHBaHO BpeMe m3Mehy pacmama
IpBE W pacraja apyre decture 0ap JBa myra Behe 01 O9eKHBAHOT BPEMEHA, /IO IPBOLr PACIAIA.

3. Anekcanmap u Muiomn Ha ciiydajaH HAYWH, HE3ABUCHO jeJlaH O Apyror, bupajy no jeman 6poj u3
ckyna {1,2,...,n}. Heka cnyuajua senrnunnra X mpezcraBiba 6poj Koju je m3abpao Asekcaniap, a
cayuajua BenuunHa Z 30up OpojeBa kKoje cy uzabpanu Ajexcangap u Muont. Ompeautu yCcaoBHY
pacmojiesty caydajue BeqnawHe X TPH YCIOBY 4 = 2.



BEPOBATHOTRA I CTATUCTUKA A (4MHJI) - IIucmenn ucuur 11. aBrycr 2025.

Pemrema 3aJlaTaKa

1. Ozmaummo ca Z norabaj ga je usrybspenu Kiaukep miase 6oje. [lorabaju Z u Z ouurienso dmme
MOTIIYH cucTeM gorahaja m BepoBaTHOhe oBuX morahaja cy

mm:ggizz P(Z)=1-P(Z) = .

Heduuumumo caeaehe morahaje:

e A norabaj na cy oba usBydeHa KiaukKepa iiase 0oje,
e B morafjaj ma cy oba m3BydeHa KJmKepa IpBene 0oje,

o (' nmorahaj na cy oba u3BydeHa KaukKepa ucre 6oje.

Jacno, Baxku na cy porabaju A u B nucjyakrau u jga je C' = AU B. Kako je

P =raz o2 = (725) + (523) =2

P(C|Z) = P(A|Z)+ P(B|Z) = <6f—1>2 + (6i1)2 = i—;,

xopuctehin dhopmyny normyne BepoBaruohe mobujamo
- - 329 137 31
P(C)=P(Z)P(C|Z)+ P(Z)P(C|Z) = 110 + 119 - 19°
Kopucrehu BajecoBy dopmyny mobujamo ma je TpazkeHa BepOBATHONA
P(Z)P(C|z) 3322 87
P(Z|C0) = POPIOZ) _ 3 _ 8T g 0.

P(C) ETR P

2. Heka ciyuajua pesimumna X 1npencraB/ba BpeME 2KHBOTA, (¢ YECTULE, a Y BpeMe KUBOTa [ 4ecTuue.
Tasga je mpema ycioBy 3amarka X € E(A) 'Y € £(u). Axo je Z Bpeme mo npsor pacmnazna, a W
BpeMe n3Meljy pacmasza npse u pacmaja apyre mecruie, taga je Z = min{X, Y} u W = | X - Y| =
max{X,Y} — min{X,Y}.. Ogpenumo dbyukuujy pacnomene ciyudajue senuuune Z. Nmamo xga je

P{Z >z} =P{min{X,Y} > 2} =P{X >2 Y >z} = P{X > 2} P{Y > 2}
_ e—)\ze—,uz — 6_()\_‘_‘”)2,

1j. Fo(2) = 1-P{Z > 2} = 1—e~ M2 332 € (0,1). Hdaxae, Z € E(A\u), naje EZ = ﬁ Hame,
Kako cy X u Y HeHeraTwBHe ciyuajHe BeanduHe, 7o Bakn min{X,Y} + max{X, Y} =X +Y. Ca
JIpyre CTpaHe, MaTeMaTUIKO OYEKUBAME je JIMHEAPHH OMEePATOP 11 j€ OUEKUBAHE CJIyYajHe BEJIUINHE
W jemmako

EW = E(max{X,Y}) — E(min{X.Y})
= EX + EY — 2E(min{X.Y})
1 1 2
DT
B A2 4 2
C A+ p)

Bawncra, Baxu na je EW > 2. EZ jep je

2,2
)\+u>2

— A—p)? >0,
Ap(A+p) — A4 p (A=w)7 2

LITO je OYUIJIEJIHO TAYHO.



Hanomena 1: Maremarudko ouekusame ciydajue sesuaune W = | X — Y| oupenuhiemo nupekrho,
o nedununuju. Baxwn 1a je

EX-Y|= // |z — y| Ae ™ pe M da dy = I + I,
vy
rae cy

I = // (z —y) Ae ™ pe M dx dy, I = // (y — ) Ae ™ pe™M da dy.
>y y>x

IpBu caygaj (v > y):
oo oo
I = / ue_”y/ (z —y) Ae ™ dx dy
0 x

=Y

o0 (o]
tzéfy/ Me_“ye_Ay/ t e M dt dy
0 0

o 1
= ~OHY gy = P
A He Y TN

Hpyru ciy4aj (y > x) CHMETPUYHO Jaje

3aro je
[ A 11 2
EX-Y|=DL+1I,= + S R
| I=h+1 AA+p) A +p) A p At

Hanomena 2: 3a w > 0 umamo z1a je

Fy(w)=P(X -Y|<w) = // e e dy da
{(z,y) : |lz—y|<w, 20, y=0}

w r+w o] T+w
:/ )\e_m/ pe MY dy dx—i—/ )\e_AI/ we MY dy dx.
0 0 w T—w

Pagynamo ynyrpaiime uaTerpade:

T4+w 4w
/ pe M dy =1 — e—u(w+w)7 / pe M dy = e~ HlE—w) _ o—p(ztw)
0 x

—w

Konauno, dynknuja pacmonesne ciygajue seqmaunnae W je

Fy(w) = / Ae M [1 — e_“(’”+w)] dx + / e N [e_“(’”_w) — e_“(a“r“’)] dx
0

w

_ o Aw) A —pw (1 _ ,—(A+p)w A 2w _ —(A2p)w

=(1-e"") e (1—e )+)\+M(e e )
o H —Aw A —pw

= S n Me S T , w>0.

Hudepennupamenm o w > 0, ciaeau 1a 3a TyCTHHY pacriojesie ciaydajue pejgundnue W Baxwu 1a je

_ v
At

(67)‘“’ + 67““’), w > 0.

Jw (w)

. Heka ciyuajua Besumumna X npeacraba Opoj Koju je uzabpao Ajiekcaniap, a CilydajHa BeJMYrHa,
Y 6poj xoju je mzabpao Mwuom. Cayuajue Besmumae X u Y Cy HEaBUCHE W WMAjy WCTH 3aKOH

pacmozene 3a KOju BaXKu
1 n
1 1)
n n

3=



oJlaKJIe CJIe/IU 1A je 3aKOH pacmojesie caydajuor sekropa (X, Y) nar ca

ERN c.,n)?
p{X_i,Y_j}_P{X—i}P{Y—j}—{gz’ E;j;;ﬁé”n;

Oxapenumvo cama 3akoH pacrnogerne caydajue Benumuude Z = X + Y. Ckyn BpeaHocTH ciaydajHe
sesmuune Z je {2,3,...,2n}, a onrosapajyhie seposaruolie cy

k—1 k—1

P{Z=k}=P{X+Y =k}=) P{X=iY=k—i}=)Y P{X=i}P{Y =k—i}

(a) 3a k €{2,3,...,n+ 1} (y oBom cay4ajy je i,k —i € {1,2,...,n}):
k—1
1 1 k—1
PiZ=k}=S -~ =
{Zz=k) ;n - ,

n2

(6) 3ake{n+2,n+3,...,2n} (y oBoM ciyuajy Huje yBex 3am0BosbeHO i,k —i € {1,2,...,n}):

k—m—1

P{Z=k}= > 0-

i=1 i=k—n

"1 1 2m—k+1
T ot T

S|

IIpema Tome, 3a 3aKOH pacIozesie CaydajHe BeJuduHe Z BaXKu Ja je

<2 3 ... n n+1l n+2 n+3 ... 2n-—1 2n>
1 2 n—1 n n—1 n—2 2 1
n?2 n2 e n2 n2 n2 n2 e n2 n?2

Kopucrehu 3akon pacmogene ciaydajHe BeJMIuHe / HAJTA3UMO YCJIOBHHU 3aKOH PACIIOEE CIIydajHe
sesnmunne X mpm yenoBy Z =k, 3a k € {2,3,...,2n}. Oxarosapajyhe seposarrohe cy

(a) 3a k €{2,3,...,n+ 1} nmamo
_ P{X =i}P{Y =k —i}

k-1
n2

P{X =i|Z =k}

(al) 3aie{l,2,...,k— 1} je

1.1 1
P{X=ilZ=k}=57T= 1
(a2) zai e {k,k+1,...,n} je
P{X =ilZ =k} = — =0,

n2

(6) 3ake{n+2,n+3,...,2n} umamo

_ P{X +i}P{Y =k — i}

P{X =i|Z = k} L
- a—
(61) zaie{l,2,...,k—n—1}je
. 0
-y a—

(62) saie{k—nk—n—1,....k—1} je

11
= . = 1
P{X=iZ=Fk}=-n_ = .
o=kl 9p — k41

n



