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1. Neka je M :=

{⋃
k∈I

[k, k + 1) | I ⊆ Z

}
i neka je funkcija µ : M → R definisana sa

µ(A) := card{k ∈ Z | [k, k + 1) ⊆ A}, A ∈ M.

(a) [3] Dokazati da je M jedna σ-algebra na R.
(b) [3] Dokazati da je µ mera na (R,M).

(v) [3] Ispitati da li je mera µ konaqna, σ-konaqna i kompletna.

(g) [3] Dati primer jedne nekonstantneM-mer	ive funkcije. Odrediti sveM-mer	ive funkcije.

2. a) [4] Na�i minimum i maksimum (ako postoje) funkcije f(t) =
t
3
2

1 + t2
na [0,+∞).

b) [9] Izraqunati lim
n→∞

π∫
0

n
3
2 sin (nx)

1 + n2x2
dx.

(Komentar: U originalnoj verziji sam �eleo da bude jox jedan x u brojiocu)

3. [13] Izraqunati integral

1∫
0

(
1

x
− arctg x

x2

)
ln x dx.

4. a) [6] Neka su f, g, h : [0, 1] → [0,∞] Lebeg-mer	ive funkcije takve da je f(x)2 ⩽ g(x)h(x) za skoro
svaki x ∈ [0, 1]. Dokazati da za sve Lebeg-mer	ive skupove E ⊆ [0, 1] va�i∫

E

f(x) dx

2

⩽

∫
E

g(x) dx

∫
E

h(x) dx

 .

(b) [6] Neka je (X,M, µ) prostor sa merom i neka su f, g, h : X → R mer	ive funkcije. Nada	e,
neka su p, q ∈ (1,∞) takvi da je 1

p
+ 1

q
= 1. Dokazati da za svaki E ∈ M va�i

∫
E

|fgh| dµ ⩽

∫
E

|f |p|h| dµ

 1
p
∫

E

|g|q|h| dµ

 1
q

.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki deo zadatka nosi bodova.


