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Hebojmra Ukonuaosuh

12. Bymnose onepanuje u /lekapToB Ipou3BoL

IIurama u 3amanm o0 jemHOCTABHUM OcoOMHAaMa Byio-
BUX onepalja u /lekapToBor mponu3BoIA.
JokazaTu ja 3a cBe cKynmoBe X U Y BaxKu

PXNY) =PX)NP(Y).

(u) VHumja, mpecek, pasiauKa CKyNoOBa W Be3e Ca MHKJIY3U-
jom; Jle MopranoBu 3akoHu; ypehen map, Tpojka, de-
TBODKA, ...; JlekapToB mpon3Bos (ers3ucreHnuja u je imH-
CTBEHOCT)

.

Jlema 1. 1. VAVB3YVz(z €Y < 2 € ANz € B)

2. VAVBIYVz(z €Y & x € ANz & B)
3. VAVBAYVz(x €Y &z € AVax € B)

JIokA3. Tephema 1) u 2) cy aupekTHe HOCJIEIUIE CXEME U3/Ba~
jama n akcuoMe eKcreH3uoHasHOCTH y3uMajyhn ma je ¢1(x, A, B)
dbopmyna x € B, onn. na je po(x, A, B) dopmyna z ¢ B:

VAVBAYVz(z €Y &z € ANz € B), onun. VAVBIYVa(z €Y < x € ANz ¢ B)
—_—

r€ANp1 (2,A,B) x€ANps(z,A,B)
3) Heka je Y = U{A, B}. 3a duio Koje x umano!: 'V eKkBHBaJICHIUjCKOM JIAHIYy KOpH-

ctuMo dhopMmyITy:
reY & z€ A, B
U4, B} Jt=AAzect) oz e A,

< Jt(te {A,B}hxet) S
KOJy HHJe TeIIKO JOKa3aTH, KOpHU-
& Jt((t=AVt=B)Azx€l) crehn npasmio:
& J((t=ANxet)V(t=BAx€t)) ole/u] u=v
& Jt=ANzet)VIH({t=BAzct) plz/v]
& r €AV e B.

Jlakie, 3a mare cKynoBe A u B, oCTOjarke U jeJUMHCTBEHOCT CKYTIa
Y cnemm m3 akcmoMa €KCTEH3MOHAJHOCTH, Iapa U yHH]e. O

Hedununuja 1. 1) Ilpecek ckynosa A u B jecre ckyn AN B A
KOJH CaAp>KH caMO OHE eJleMEeHTe KOjH IIPHIAaAajy W cKylmy A u
ckyny B, um npyrux eiremenara ocum oux Hema. IIpecek ckymoBa
A u B osmawasamo ANB: ANB = {x | « € ANz € B}.

ANB
CkymnoBu A u B cy aucjyukrHu ako je AN B = @.
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2) Pasimka ckynosa A u B jecre CKyIl KOju caJp:Ku CaMo OHe
eJleMeHTe KOjH Ipumnazajy ckymy A, a He mpumajajy ckyry B, u
JPYTHX ejeMeHaTa ocuM oBux HeMma. Crenmjasino, ako je B C A,
pazmky A\ B HazuBaMo KOMIIEMEHTOM cKyna B y omHocy Ha
A. Kaja je y HeKOM KOHTEKCTY jaCHO y OZHOCY Ha KOju cKyil A ce
onpelyjy kommrementn, ouga ymecto A\ B numemo B C.

3) Yuuja ckynosa A u B jecre ckyn AU B Koju caap>Ku caMo
OHE eJleMeHTe Koju npunaaajy ckyiy A mmm ckymy B (6ap jeanom
o1 ckynoBa A, B), u Apyrux esemeHaTa OCHM OBHX HeMa:

AUB=|J{A.B} ={z |z € AV e B}.

Teopema 1. 3a npoussossre ckynose A, B, C' Baxku:

1.ANA=A 2 AUA=A
3. ANB=BNA 4. AUB=BUA
5. AN(BNC) = (ANB)NC 6. AU(BUC) = (AUB)UC

A\ B

7.AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 8 AU(BNC)=(AUB)N(AUCQO)
9. A\ (BNC)=(A\B)U(A\C) 10.A\(BUC)=(A\B)N(A\C)

JlokA3. Cee HaBejieHe jeTHAKOCTH je THOCTABHO JOKa3yjeMo (hop-
MUpakheM eKBUBAJIEHITN]CKAX JIaHAIA Y KOjUMa KOPUCTUMO OJIIO-
Bapajyhe Teopeme npeaukaTckor padyHa. HaBoammo camo HEKO-
JINKO JIOKa3a, & OCTaJIe OCTaB/baMO 33 BEXKOY.

Jennakoct (1) AN A = A norsphyje caenehin snanar (y xome
KOpUCTHMO - a A a & a):

reANAsreANreAs e A
Jennakocr (8) AU (BNC) = (AUB)N(AUC) norsphyje

JIaHAaI:

r€AU(BNC) & z€AVeeBNCsxeAV(zeBAzxel)

& (r€AVzeB)AN(ze AVrel)

[FaVv(BAq) & (@Vp)AlaVp)]

& ze€e AUB Az e AUC
& e (AUB)N(AUC).
Jenmakocr (10) A\ (BUC) = (A\ B)N(A\ C) norephyje
JIAHAIL:

reA\(BUC) &
& z€AN(~z € BNz e ()
[F=(aVp) & —an-f]

& (reAN-ze€B)N(re AN—z e ()

[Fan(BAq) & (@Ap)A(any)]

r€A\B ANz e A\C
r e (A\B)N(A4\C).

T 0

r€EAN-2xE€BUCES e AN-(reEBVzel)
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Kopucho je npumernT Jia CBAKOM 0J1 HABEJIEHUX CKYIIOBHUX HJIEH-
TUTETA O/ITOBAPA jeJIHA CPOJIHA TayTOJOTH]ja. O

IMocnemuma 1. Axo je BC A uC C A, onja je:
(1) (Bnc)t=Bbuct » (BUC)E = BN Ct,
(2) w3 B C C corenn ct c B,

VYpebhen nap ckynosa a u b, y osnanu (a,b) npeacrasiba 1e-
JIMHY KOjy 9HMHE a W b, HaBeJIeHU ojpehenum pemocienom — 3Ha
ce Koju objekar je npBu (JIeBH) WIaH IIeJIMHE, a KOJU je JPyIH
(nmecan) unan nesmue. Kipyuna ocobuna ypelenux maposa jecre
na u3 (a,b) = (¢,d) cneqm a = cu b =d.

Hedununuja 2. Ypehen nap ckymosa a u b, y ozHanm (a,b)
jecre cxym {{a},{a,b}}, npu gemy je a nppa koopmuHara u b (a,b) < {{a}, {a,b}}
JIpyTa KOODJHHATA.

Teopema 2. Heka cy a, b, ¢ u d buso koju cxynosu. Taza:

(a,b) = (¢,d) & a=cNb=d. {a,b} = {c,d} & (a=cAb=d)V

. . V(a=bAb=c).
JIOKA3. Ilocebno moka3yjeMo CBaKy UMILIAKAIIA]Y. (a °)

(<) Ako jea =cu b=d, onna je {a} = {c} u {a,b} = {c,d},
ma je n {{a}, {a,b}} = {{c},{c,d}}, 1j. (a,0) = (c,d).

(=) Hexa je (a,b) = (c,d), 7j. {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}.
BHamo Ja Cy JBa CKyla jeJHaKa aKo UMajy UCTe eJIeMeHTe, IIa U3
[IPETIIOCTAB/LEHE JEJJHAKOCTH 3aKJbydyjeMO Ja BasKe jeJHAKOCTH
HaBezieHe y cBakoM oj cieneha napa cioydaja. Jlokazahemo ma y
oba caydaja mopa outu ¢ = cu b = d.

1. cayuaj: {a} = {c}, {a,b} = {c,d}. Uz {a} = {c} caequ na je
a =c, aonatne u u3 {a,b} = {c,d}, na je u b =d.

2. cayyaj: {a} = {c,d}, {a,b} = {c}. Uz {a} = {c,d} cnenu na
jea=c=4d,auns {a,b} = {c} naje a =b=c Camnm tum,
CBAaKaKO BaXu @ = c u b = d. O

Jlema 2. 3a cBaka jsBa ckyna A m B mocroju jequHCTBEHH CKYII
KOju caJpxku ypeheHne mapoBe dHje MpBe KOOPIAHHATE IIPHIIAA]Y
ckymmy A, a jgpyre koopaunare npunanajy ckymy B (u apyrux
esleMeHaTa HeMa):

VAVBIYVz(z € Y < Jadb(a € ANDE BAx = (a,b)))

W = ot
®
®
®
®
[ ]
[ ]

Joka3. Ckyn P(P(AU B)) canpxu cse ypehene nmapose qmje

® o .(3.2). ®
pBe KOOpPJMHATE TPUNaajy CKyly A, a Jpyre KOOPIUHATE IIPHU- 2 60 e 8 o o
majajy ckyny B. 3awncra, 11 © o o ¢ o o
akoa € Aub€ B, Tana a,be AU B, 0+ o 00§00
OAAKIE CIeA {a},{a,b} C AUB, W 3 T

Tj. {a},{a,b} € P(AUB).

na nawe umamo  {{a},{a,b}} C P(AUB),
OJIHOCHO (a,b) = {{a},{a,b}} € P(P(AU B)).
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Hapagno, ckyn P(P(AU B)) caap:u u cBakakse Jpyre eJeMeH-
re (koju Hucy ypehenu maposu, Kao u ypelene mapose duje Ko-
Op/IMHATE He WCIyIbaBajy IIOCTaB/EHH YCJIOB), Ia je HOTPeDHO
IPUMEHUTH aKCHOMY M3/Bajara Ja OMCMO (DOPMHUPATIH TParKeHN
(jeMHCTBEH) CKYII:

Y={x|ze€P(PAUB))AJadbla € ANbE BAxz = (a,b))}.

[Tocedro mcTudemo 1a cy y J0Ka3y OBOTI TBPhema ymorpediheHe
aKCHOME €KCTEH3MOHAJIHOCTH, 11apa, YHUje, TapTUTUBHOT CKYIa U
cxXeMa U3JIBajamba. [

Hedbununuja 3. lexkaproB nmpous3Boi ckymnoa A u B jecre
ckyn ypebennx mapoBa dmje mpBe KOOpAHHATE IIPHIAAAJY CKYILy
A, a apyre ckyny B. /lekaproB mpousBoz ckynoBa A u B o3Ha-
gyapamo A X B u nuiieMo:

Ax B={(a,b)|a€ ANb € B}.

ITpuMEP 1. Jlexapros npoussog ckynosa A = {0,1,2} u B =

10,1} jecre cxyn A x B = {(0,0), (0,1), (1,0), (1, 1), (2,0), (2, 1)}.
ITpumernmo 1a je B x A = {(0,0),(0,1),(0,2), (1,0),(1,1),(1,2)},

kao u ja je A X B # B x A.
Mozxkemo dopmupatu u ciiesehe lekapToBe mpou3Bojie:

Ax A=1{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)},

B x B = {(0,0),(0,1), (1,0), (1,1)}.

Bynyhu na mpaszan ckyn mema ejleMeHTe, He MOKEMO (POPMHU-
paTtu ypeheHe mapose 4uja jeaHa KOOPJAMHATA JOJA3U U3 TPA3HOT
ckyna. OnaBme ciiein Jia 3a CBaKu CKym A Bake jeTHAKOCTH

AXD =0 =0 x A.

3a npoussosbHe a, b, ¢, ypeheny Tpojky (a,b, ¢) nedunurmenmo
def

na caenehu wauun: (a,b,¢) = ((a,b),c), upu wemy a, b, ¢ pegom

Ha3WBaMO MPBOM, Jpyrom, Tpehom koopgumHaToMm ypehere Tpoj-

ke (a,b,c). Crenehn eKBUBAJIEHIM]CKY JIAHAIL JIOKA3yje OCHOBHY

ocoduHy ypeheHnx TpojKu:
(a,b,¢) = (a1,b1,¢1) < (a,b) = (a1,b1) Ne=1
&S a=a1 ANb=bj ANc=cq.

Ckym cBux ypeheHUX TpPOjKH UHja MpBa KOOPAWHATA MPUIIAIA
ckyny A, npyra ckyny B, u tpeha ckymy C jecre ckyn (A X B) X
C, xoju ce kpahe oznagaBa A X B x C. Cauwano Kao 3a ekaprose
npousBojie aBa ckyna, mumemo A X B x C = {(a,b,c) | a €
AANbe BAce C}.

[MoTmyHo aHaMOrHO yBOAMMO ypeheHe deTBOpKe, eTOPKe WTI:

(a,b,c,d) def ((a,b,¢),d), (a,b,c,d,e) def ((a,b,c,d),e), ...,

Pene [lexkapr (1596-1650), ciapHu
dpaHIycKH MaTemMaTndap W (UiIo-

300

Bpojese 0,1,2 MmoxkeMO CcXBaTUTH
Kao O3HaKe MelycodHO pazimauThx
ckymoBa; mmp. 0 = @, 1 = {Q},
2={0,{2}}.

(Ax B)xC u Ax (B xC) uucy
jeTHAKN CKYIIOBH, Ia 3aTO y 3alld-
cy A X B x C He m30CTaB/bAMO 3a-
rpaJie 300r aconujaruBHOCTH, Beh 110
norosopy. IIpema ormmrem g0oroBopy
0 U30CTaBjbaiby 3arpaja, MPUTUKOM
o3HavaBama JleKapToBOr IPOM3BOJIA
mosmpasymeBa ce ga je A X Ag X
Az X - -+ X A, xpahu 3amnmc 3a

(- ((A1 X Ag) X Ag) X -++) X Ap,

a He J1a ce 3arpajie MOy IOCTaB/baTH
[IPOU3BOJHHO.



u JlekapToBe POU3BOJIE BUIIE O TPU CKYyIIA:

AxBxCxD={(a,b,e,d)|a€ ANbe BAce CNd € D}, ...

Ako je A buso Koju ckym, JlekapToBe mponsBoie
AXA AXAXA AXxAXxAXxA, wurn

HasmBaMo JlekapToBuUM cTemeHMMa n Kpahe mX O3HAYABAMO

A2 A3, A* wrn

YMJI 5
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13. Pesranuje u dyHKIMje; KOMIO3UIIA]jE

Hedunuinje 1 OCHOBHU NMPUMEPH; KOMIIO3UIINja, Pejia-
muja; Komrosunuja ase gyHknuje (jgokas)

(u) ocobume Kommo3uIMje (KOMIIO3UNUjE CA JMjArOHAJIOM,
ACOIM]aTUBHOCT KOMITO3UIIL]E)

Penaiuje usmehy aBa ckyma: mpas3Ha peJjaiuja, IIyHa
peJiaiiija, AujaroHaja cCKyia

Jla ducMo mojeTHOCTABUIIN 3alMCUBaKEe (POPMYyJia, yCBajamo
ciiesiehe goroBope: 3a OUJI0 KOjy popMyIty «,
o (Vz € X)«a osnauasa Va(x € X = «a);
e (dz € X) a osnauasa Jx(x € X A a);
e (dlz € X) a o3navasa Ilz(z € X A «).
Huje Temko nokazaru cienehy eKBUBaJIEHIU]Y

IIpmvermmo ma ce 3a dusto kojy dop-
MYJIy ¢ jJeTHOCTABHO JIOKa3yje
(Vz € D).

Az e X)as (Iz € X)aA (Vo € X) (Vo € X)(alz/z1]| Aalz/xs] = 11 = x2).

Caenehe ckpahenuiie TpuMemyjeMO y OOMIHOM TEKCTY:
,3a cBaku x € X’ 3HaUM ,3a cBakd & Koju npunaia X'
Jroctoju © € X7  3HaYM  ,II0CTOjU & Koju mpuraia X
wryn X C A” 3HAYN ,CKyI X KOjH je moJcKym ckyma A”.

Hedunutuja 4. Cpaku noackym og X X Y HasuBa ce duHap-
Ha peqarmja usmehy X w Y. Crenujairao, mogackym oq X X X
Ha3uBa ce OmHapHa pejalidja cKymna X .

Hakme, P(X X Y) je ckyn cBux penammja nsmehy X u Y. ITo-
cedbro, @ je T3B. mpazma penaryja m3Mehy Omio Koja JaBa CKyTa
XuY (@C X xY); X XY je r3B. myna penanuja usmehy X u
Y (X xY CXxY).

I[TpPuMEP 2. Axko je A = {0,1,2} u B = {0,1}, onga je ckyn
R ={(0,0),(1,0),(2,0),(2,1)} jenna dunapua penanuja nsmely
A u B. VY jemHocTaBHHM CIydajeBUMa, Kao IITO je OBaj, TTOTOTHO
je penanujy R npukazaru rpaduyaku:

AXB
on  an  jenl)| B 4
R
(0,0) (1,.0) (2,.0) i
/
0 1 5
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Hagomumo jomr mekosmko penanmja msmehy An B: P = {(1,2)},

Q = {(070)7 (O’ 1)}7 S = {(O’ 1)7 (17 1)7 (27 1)} UTH.

I[TpuMEP 3. Heka je R meka penarmja ckyna A, R C A x A. [a
ducmo rpadguukn npukasaau R He MOpaMo JBa IIyTa IPTaTH CKYII

A. Ha npumep, penanujy R = {(0,0),(0,2),(2,1),(2,3),(2,4),(3,2)}
ckyna A = {0,1,2,3,4} rpaduuku MOKeMO NMpUKA3aTH Kao Ha
HapeIHUM CJIMKaMa.

Al o2 feo

) o)
b ii:><§'1 1s o4
2 < 1502
3./%*.3 \/
e _2e3

Ao o4

Penammja A4 = {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} C Ax A je

BaykaH MpUMep penarnmje ckymna A — Ha3uBa ce JJHjaroHaIa CKyTIa

A.
A 024670 )a ©)
le o]
. o | @ D
3e *3
4e °4 @ )

Hedbununuja 5. dujaronasna cxkymna X je ckymo
Ax ={(z,y) | (z,y) E X x X Nz =y} = {(z,2) |z € X}

Hedbunnnmuja 6. Penamnmja F' usmehy ckynmoa X n'Y, F C
X XY je pyaknuja uz X y Y, y osuarm F' : X — Y, ako 3a
cBako v u3 X nocroju jenuucrseno y u3 Y tako ja (x,y) € F,
Tj. Bazke caegehn ycoBu:

(F1) 3a cBako © € X nocrojuy € Y tako ga (x,y) € F,

(F2) 3a cako x € X mcBe y1,y2 €Y, u3 (z,y1) € F u (z,y2) €
F caenn y1 = ys.

IIpema nperxomuoj nedpununuju, 3amuc F' : X — Y je ckpaheme
sa dopmyny (Vo € X)(3ly € Y)(z,y) € F, 01HOCHO 3a KOH]yHKIH]Y
cienehe gBe dpopmyire:
(F1) (Vz € X)(Fy € Y)(x,y) € F,
(F2) (Vz e X)(Vyr € Y)Vy2 € Y)((z,11) € FA (2,92) € F = y1 = o).

ITPuMEP 4. Ha mapemnum camkama MPeJCTaB/HEHO je HEKOJIMKO
penanuja uzmehy ckynosa A = {0,1,2,3} u B = {a,b,¢,d}.
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Penanuje P, Q nu R uucy dbyuxnuje n3 A y B. Penannuja P
He ucnymasa yciaos (F2), npema koMe eleMeHT JJOMeHa He MOXKe
ourn nouerak sumte o jexue crpemune: (0,b) € P, (0,¢) € P u
b # c. Penanmja @) ue ucnymwasa ycios (F1), mpema kKome cBaku
eJIeMEeHT JIOMEeHa MOpa OUTH MOYeTaK HEKe CTPeNUIe: eleMeHT 1
HUje IpBa KoOpAWHATa HujeaHor ypehenor napa n3 (). Pemaruja
R ne 3anososbasa uu ycios (F1) uu (F2).

Pemanuje F'; G u H, npukasaHe Ha C/IMKaMa UCHOJ jecy PYyHK-
nuje u3 Ay B.

F

A
0
1
2
3

OBe dyukmmje kpalie onucyjemo ciempehum Tadberamas
01 2 3 01 2 3 01 2 3
F_<bcab)’G_<cdab>’H_<bbbb>’

Ako F : X — Y, ymecro (z,y) € F mumemo F(z) = y uim

x5 y. EstemenTn ckyna X Has3uBajy ce opHrHHAJIN WA APTyMEH-
T pyuknmje F'. 3a cBaku x u3 X, ejleMeHT y u3 Y TakaB Ja je
F(z) = y masusamo F-cimkom aprymenta x, npu 4emy npedukce
F' mzoctaB/baMoO Kaja je W3 KOHTEKCTA jaCHO O KO0joj (PyHKIUju
F je peu. B3a x w3 X, zarmc F'(x) KOPUCTHMO U CAMOCTAJIHO KAO
o3HaKy oaroBapajyher emementa u3 Y — o3uaky [-cimke eeMen-
Ta .

Pazmorpunmo kana npazraa pesanmja u myHa pesaligja IpeicTa-
BJbajy DYHKIH]jE.

(1) da su je @, nocMaTpaH Kao Ipas3Ha pesanuja u3mely cky-
moBa X u Y, dynkiuja u3 X y Y7 Oxrosop je:
— He, yxonuko je X # @, jep nuje 3an0sosben ycios (F1);
— Ha, ykonuko je X = @. Huje remko nokazaru na yciaosu (F1)
u (F2) Baxe xana ce ymecro X u F' crasu @:
(F1) (V2 € @)(Fy € Y)(z,y) € D,
(F2) <VSU € @)(\V,yl S Y)(Vyg S Y)((:B,yl) EDA (x,yg) ED=y = yg).

(2) Hda nm je nyna penamuja X X Y, uzmehy ckynosa X u Y,
dyurnmja u3z X y Y7 Oarosop je moTBpiaH camMo y Caydajy ga je



Y jenmowran ckyn mm je X = @ 12

Hajzam uzaBajamo u jegny BaxkHy DyHKIHM]Y OMIO KOT' CKyIIA.
Hujaronana Ay je dynknuja uz X y X, Ax : X — X u nasusa
ce HJEeHTHYKa (DYHKIHja. Y JINTepaTypu Ce KOPUCTHU JIOCTA Pas3-
JIMYUTUX O3HaKa 3a oBYy pyHKumjy: idyx, Ly, Idx, 1x wra, upu
qeMy ce mHAeKC X M30CTaB/ba KaJia je jacHO Ha Koju cKym X ce
omrocu. Mu hemo xkopuctutu o3naky idy : X — X. I[Ipumerumo
na je idx (z) = x, 3a cBako x € X.

Hedbununuja 7. Heka je R C X XY u @ CY X Z. Penanuja
mmehy X nZ, Qo R C X X Z nara ca
QoR={(z,2) eXxZ[(3yeY)((z,y) € RN (y,2) €Q)}

Ha3uBa ce KoMmo3unuja pejanuja R u Q).

ITpuMEP 5. Ha cimmm mose jieBo jgarte cy ase penaruje P C
AXx Bu @ C B x(C. Ogpenumo kommosutujy Q o P.
A B A

c

Ocnamajyhu ce na nare rpacdose pesanuja youasamo aa (z, z)
npunaya pejaanuju () o P ako MmocToju CTpesuiia U3 & y HEKH
eJIEMEHT CKylla B W cTpeJinIia U3 TOI' UCTOr €JIEMEHTa Y Z, Tj. aKO
Cy T ¥ z IOBE3aHU JBeMa HAJ[OBE3aHUM cTpesniama (Kpaj jesHe
CTDeJINIE TIOKJIAIA Ce Ca HOYETKOM JIPYre CTPEJIHIIE).

Teopema 3. Heka je RC X XY, QCYXxZuP C ZxU.
Tasa je:

(1) RoAx = R= Ay oR,

(2) Po(QoR)=(PoQ)oR.

JIokA3. (1) Ouursenno cy Ro Ax u Ay o R nojckynosu ox X X
Y. Jloxa3ze Ke/beHUX jeTHAKOCTH HABOJIUMO Yy OOJIMKY cjeiaehmx

eKBUBAJICHITN]CKUX JIaHAIA!
(z,y) € RoAx < (3te X)((z,t) € Ax A (t,y) € R)

JdeX)(x=tN(ty) €R)

<‘T7y) € AYOR

e O
AAG/\/‘\/\
~
m
=
®
=
m
=y
>
=
&

m
>
.
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2 [IpumeruMo Ja 3a CBaK#u CKyn X,
mmocToju camo jegHa dyaknuja uz X
y HEKH jeJIHOY/IaH CKYIL.

TToncehamo Ha mpasmo:

olx/u] u=wv
plz/v]
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(2)14 Heka je RC X XY, QCYXxZuP C ZxU. Taga je 4V noKazy KOpUCTHMO:
QoRC X xZ, majePo(QoR)C X xU. Taxohe, PoQ C (1) F 3v(a A ) & anFub, kana ce

Y XU, na je (PoQ)oR C X x U. Ocraje jom ja 3a cBaku EE??E;?;?;WCHOSO&
ypebern nap (z,u) uz X X U goKazKeMo eKBUBAJIEHIH]Y: (2) F Fv1Fvap < FuaTvrp, Kao u

(z,u) € Po(QoR) < (z,u) € (PoQ)oR: (3) aCOLL.I/IjaTI/IBIjIOCT M KOMYyTaTHB-
(x,u) cPo (Q . R) HOCT KOHjyHKIIHje.
(Fy eY)(z,y) € RA(y,2) €Q) A (2,u) €EP)
Jy eY)((z,y) € RA(y,2) € QN (z,u) € P)
dze€ Z)((z,y) € RA(y,2) € QN (z,u) € P)
z,y) E RANI2(2 € Z A (y,2) € QN (z,u) € P))
z,y) € RA(y,u) € PoQ)
(z,u) € (PoQ)oR

(=€ Z
(FJz€Z
(yeyY
(
(

P

to 0T Q

Hokazana ocoduna onpasaasa 3anuc P o () o R, 5e3 3arpaga. [J

Kowmmnozunuja ase dynkiumje rakohe je dyHKIMja.

Teopema 4. Hekaje F: X =Y uG:Y = Z. TagzaGo F : X — Z.

HOoKA3. Jacuo je ma mopa dutu Go F' C X x Z. Ilposepumo
ycaose (F1) u (F2).
(F1) Heka je x € X mnpousBosbHO m3adpan esemeHT. Bynyhu na
F : X — Y, nocroju enement y € Y rtakas ga je (v,y) € F.
Hame, momro G : Y — Z, mocroju ejeMeHT z € Z TakaB Ja je
(y,2) € G. Onagne, cneqn na (z,z) € Go F.
(F2) Hekacy x € X, 21,22 € Z UIPOU3BO/HHO N3a0PAHM €JIEMEHTH,
raksu Ja je (z,2z1) € GoF u (x,22) € Go F.

U3 (z,21) € Go F caequ na mocroju y; € Y rakas na (z,y1) €
Fu(y1,21) € G.

U3 (z,22) € Go F caean na nocroju ys € Y takas na (x,ys) €
Fn (yg,ZQ) €.

IMomro F : X — Y, u3 (z,41) € F u (x,y2) € F, 3akpydyjemo
ma y; = yo. Hajsax, momro G : Y — Z, w3 y1 = y2, (y1,21) € G

u (yo2,22) € G, 3ak/bydyjemMo na z1 = 2o. O
Ako f 1 X > Y uyg:Y — Z, tama 3a ¢ u3z X, ejleMedr XLY
(go f)(x), 1j. go f-ciuky enementa x ozHauasamo g(f(z)). B lg
go
Y/—‘q>Z ITpema Teopemu 3 (2), ako f : X — Y, VA

4

o g:Y - Zwuh:Z — U, jernakoct
(hog)of=ho(gof)

JIOIIYIIITA J1a KOMIIO3UIIU]Y OBe Tpu DYHKITU-

(gof) U je osHauaBamMo hogo f: X — U.



YMJI

14. usepsue penanuje; 1-1 u Ha dyHKIU]e; Oujekimje

(e) HedwuHunuje m OCHOBHU IIPUMEPU

Hedununuja 8. Heka je R C X x Y. Penarmja R~! C Y x
X nara ca R™' = {(y,z) | (z,y) € R} masusa ce mHBep3Ha
peJstangja penaruje R.

ITPUMEP 6. Heka je A ={0,1,2} u B = {0,1}.

Axo je RC AxBu R ={(0,0),(1,0),(2,0),(2,1)}, onga je
R'CBxAuR"'={00),(0,1),(0,2),(1,2)}. I'paduuxn
npuka3z pesarnuje R~ 106ujaMo IIpoMEHOM cMepa CBUX CTPEJIHILA
peﬂaL&je R.

A A _
Okié 0 0%&1 0 b
e 7
L ye 1 /c].

[TpuMEP 7. UuBep3Ha pesnanuja QyHKIMje HE MOpa OUTH (PyHK-

muja. Uusepsna penanuja dyuknuje F: A — B (npukasane Ha

nape;Hoj e jieso), F~1 C B x A, inje dynkuuja us By A.
B A B

Wusepsna penanuja dysakuje G : A — B (camka jioiie JieBo),

G~!' C B x A, jecre dyuknuja us By A.
B A B

Axo F: X =Y, peramja F~1 CY x X je dbynkmuja u3 Y y
X ako BaxKu:

(VyeY) 3z € X)(y,z) € F 1, 1j. (VyeY) 3z € X)(z,y) € F.

Tlocenmwa opmysta 3ampaBo odjenumyje cieneha gBa yciosa:

11
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(F1) (Vy € Y) (3w € X)(y,z) € F 1,

(F2) (Vy € Y)(Voy € X) (Voo € X)((y,21) € FYA(y,10) € F71 = 21 = 19).
Axo oBa gBa ycimoBa TpedOpPMYJIHITEMO HA MOTOJAH HAYWH, JO-

dujamo ycJioBe Koje Mopa Jia 3a0Bo/baBa (dyHKInja F' 1a 0 m0j
WHBEP3HA pejanuja Takohe ousa pyHKIHja:

(S) (Vy € Y)(Fz € X)(x,y) € F, 1j. 3a cBaKko y u3 Y mocroju

x u3 X takaB na (z,y) € F (cBaku y u3 Y jecre cimka HeEKOr
enemenTa u3 X );

(I) Vy € Y)(Vay € X)(Vaz € X)((21,y) € FA (22,y) € F = 21 = x29),
Tj. aKO 1 U T2 U3 X MMAjy UCTe CAUKE, OHJA CY OHU jeTHAKM.

Yeaos (I) moxkemo dbopmysucatu u 'y ciegehem 00/uKy:

(I) (Vl‘l EX)(V$2 EX)(F(JJl) :F(Ig) = I :J,‘Q),

OJIHOCHO, OCJIambajynu ce Ha 3aKOH KOHTPAIO3UIIHjE,

(I) (V:L‘l € X)(V:L’Q € X)($1 7é To = F(xl) 75 F(:L‘Q))

YriaBHoM heMo KOPHCTHTH jeJIHYy OJ OBE JBE MOCIeIHe PopMy-
Jarmje.

Hedbununuja 9. Heka F': X — Y.
e [ je Ha-pyHKuMja i cupjeknuja, y osuamn F : X =5 Y,

aKo 3aJJ0BOJbaBA YCJIOB (S).16 WAko F: X B Y, kaxemo na je F

. . . . 1-1 i
o [ je 1-1 ¢pyukmmja min uHjekuja, y ozuanqu F': X — Y, dymxnpuja u3 cxyna X na ckym Y.

ako 3a;10Bo/paBa yciaoB (I).
e [’ je dujeknuja uim obocTpaHo-je JHO3HAYHA KOPECIIO€H-

1-1 — na
nuja, y ozaamm F : X 1@ Y, ako F: X Sy uF: X2y,

Ha ocnoBy nperxomaux pa3zmaTparma U3BOAUMO cJejehn 3aKIby-
qaK.

Teopema 5. Hexka F': X — Y.

(1) UuBepsna penanuja dyuknuje F je dynknuja akko je F' ou-

Jjeknuja.

(2) Ako je F bujexnuja, oHza je u F-1 oujeximja. Axko FF: X = Y, 3a y u3 Y cmemo
kopucTuTi 3armic F1(y) camo axo
3Hamo ma je I’ dujeknmja, jep camo
TaJ[a TO NMa CMUCJIA.



15. Ocobune dUHAPHUX peJalyja;

Hedunnrmje: peditekcuBae, npedIeKCUBHE, CHMETPH-
qHe, aHTUCUMETPUIHEe, TDAH3UTUBHE, JINHEApHEe peJlallu-
je. 3ajarak: MCIATATH Ja JIU 3aJaTa pejalnja nMa Ha-
BeJIEHEe OCOOMHE. Wcnurarn ma jin je npuka3ana pe-
snanuja: pediiekcuBHa, npedIeKCUBHA, CHMETPUYIHA, AH-
TUCUMETPUIHA, TPAH3UTUBHA, JITHEAPHA.

Hedbununuja 10. Heka je R C X X X. Penanuja R je:
(R) pedparekcuBna axo je Ax C R, 1j. 3a cako x € X, (z,x) €
R;
(IR) mpecpirekcuBHa ako je Ax N R = @, 1j. 3a ceako x € X
Baxn (x,2) € R;
(S) cumerpuuna axo je R C R™!, 1j. 3a cBe z,y € X, us
(z,y) € R ciemn (y,x) € R;
aHTUCHUMeTpHU4YHAa akKo je - C Ax, 1). 38 cBEe X,y €
AS D je RNR™ ' C Ax, 1j y
X, un3 (z,y) € Ru (y,z) € R cienn z = y;
Tpan3uTHBHA aKko je Ro R C R, 1j. 3a cBe x,y,2 € X, u3
T je RoR C R, 1j X
(z,y) € Ru (y,2) € R caenn (z,z) € R;
(L) smuaeapna ako je RUR™! = X x X, 1j. 3a cBe x,y € X,
(z,y) € R wmu (y,z) € R.

Ha rpaduukum npukaszmma OMHAPDHUX pesialiyja HEeKOr CKyIIa:
(R) pedexcuBHOCT 3HAYN 1@ y3 CBAKU €JIEMEHT Tpeda HAIPTATH
HETJBY;

(IR) upedekcuBHOCT 3HAYN Ja TIeT/ba He Tpeda J1a Oy/ie HAlpTaHa
HU y3 jeJIaH eJIEMEHT;

(S) cumerpuunoCT 3HAUM Ja u3Mely cBaka JBa eJeMeHTa WM He
[IOCTOj¥ HUjEIHA CTPEJIUIA UJIH IIOCTOje JiBe CYIPOTHO OPHUjeHTH-
caHe CTPEeJINIIE;

(AS) amTucumerpuaHOCT 3HauM aa m3Mely aBa pasnmawmTa ese-
MeHTa MOXKEe IMOCTOjaT! HajBUINE je/THA CTPEIUIa; MPUCYCTBO WU
OJICyCTBO TET/bU HUje TOBE3AHO Ca OCOOMHOM AHTUCHMETPUIHO-
cru;

(T) TpaH3UTHBHOCT 3HA4M Ja 3a CBaKe JBE HAJOBE3aHE CTPEJIH-
e (Kpaj jeJlHe CTpeJuIle UCTH je KAO MOYeTaK JIPyre CTPEJHUIE),
IIOCTOjU CTPEJIUIIA KOja JUPEKTHO IOBE3Yje MOYeTaK IpBe U KPaj
JpyTe;

(L) smmreaprOCT 3HAUM Ja m3Mel)y cBaka JiBa €JIE€MEHTa MOCTOjU
dap jeaHa CTpeJINIA U CBe MeT/be.

yMma 13
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16. Pesranuje ekBuBaJieHIITj€e

Hedunnimja pesainje eKBUBAJEHIIN]€e; KJIaCe €KBUBA~
JIEHIINje; KOJUIHUIKHU CKYIl; OCOOMHE KJIaca €KBUBAJIECH-
[¥je U J0Ka3U TUX OCOOMHA,

JeaHakocT je OCHOBHA peJialidja CBAKOr HEIPA3HOI CKyIa. Y
YHUBEP3YMY CKYyIIOBa, OMHAPHU IIPEJINKAT = Ojipehyje Ha CBAKOM
Hempa3HoM cKyIry X peJianujy jeIHaKOCTH, KOjy CMO O3HaIaBa N
Ax; TpUPOIHUja je O3HAKA =x, MPU UEeMY je yoOmdajeHo ma ce
M30CTaB/ba UHIAEKC, jEP je YBEK JaCHO KOjU CKYN Ce ITOCMAaTpa.

Hedunnnmja 11. Bunapua pernanuja E ckyma X, F C X x X,
jecte peJiaiimja eKBUBaJIEHIIHje aKo je pehJIeKCUBHA, CHMETDH-
JHA U TPAH3UTHBHA.

Nudukcua HoTamuja je maoro vemiha 3a OuHapHE pesaluje; mo-
pes Tora, pejalije eKBUBAJIEHIIA]e ce YIJIABHOM O3HAJaBajy 3Ha-
~ A~

nuMa Koju mnogicehajy Ha 3HAK jeJHAKOCTH, MOIYT: RS, ~, = o~
=, =, UT.
Hedununuja 12. Heka je E C X x X pesianuja eKBUBAJICHIH]E.
3a cBaku esleMeHT ¥ € X CKYyII

[z]le ={y € X[ (z,y) € B}

Ha3uBa ce KJjlaca eKBUBAJIEHIHje eJleMEeHTa T Yy OJHOCY Ha pe-
garujy E. CKym cBux KJ1aca eKBHBAJICHITHje HA3UBA Ce KOJTUIHU-
gyku ckymn u obenexxaBa ce X / E. Jlake,

X/E=A{[z]g |z € X}.

ITPUMEP 8. Penanmja E ckyna {0, 1,2,3,4,5} 3aznara je rpadom
JIECHO.

Huje Temko yountu na je E penanuja exkBuBajenrmje. Omnpe-
JUMO KJIace eKBUBAJICHITHjE pesialldje:

0] = {0}, [1]g = [2]g = {1,2}, [3]r = [4]r = [5]r = {3,4,5}.

Kosmmaamyku ckyt je

T~T Y~T T~z

Kutace exBuBaseniuje ce y jurepa-
TYypu U Jipyradmje o3HadaBajy. Ha
IpEMep, yMecTo [r]gp mmme ce m
x/E, win Cy y ciyuajeBuMa KaJia je
jacHO 0 K0joj peJialiiji eKBUBAJICHIIH-
je je ped.

e i

{0,1,2,3,4,5}/ E = {[0]g, [1]g, [2], 3], [4] 5, 516} = {{0}, {1,2},{3,4,5}}.

Ounrsienuo g2 je kiaacama exksupasennmje ckyn {0,1,2,3,4,5}
pas3dujeH Ha Helpas3He JAMCjyHKTHE IIOACKYIOoBe 4Yhja je yHHja Ha-
BeJIeHU CKYII.

Teopema 6. Heka je E C X X X pesnalija eKBUBaJICHIH]eE.




1. Ba cako x € X, x € [z]g, na je camum tum [x]g # .
2. Bacsex,y € X, (z,y) € E akko [z]g = [y|B-

3. Bacsex,y€ X, [z|g # [ylg axxo [z|g N[yl = @.

4. X =UX/E = Uexlz]E.

HoKA3. 1. Tpheme cire/in TUPEKTHO U3 JePUHHUIH]E KIACE €KBU-
BaJIEHIIje U YUHEHUIE Ja je peJalyja eKBUBaJeHIuje pediiek-
CUBHA.

2. (=) Hpernocrasumo na (z,y) € E. Tpeda nokazaru jeaHa-
kocr [z]g = [y]&-

Ako z € [z]g, ouna (z,2) € E. 300r CUMETPUYHOCTH PEJIAIje
E, u3 (z,y) € E ciequ na (y,z) € E. Kako je F tpan3uTuBHa
penanmja u3 (y,z) € E u (z,z) € E cneqm (y,z) € E, 1j. z €
[y|p. Haxne, [z]g C [y]g. OOpHyTra unkiIy3uja ce mokasyje Ha
UCTH HAYNH.

(<) Ipernocrasumo na je [z]g = [y]g. 36or pedaekcuBHOCTH
peramuje E umamo na y € [ylg, ma y € [x]p mro 3Haum ga
(z,y) € E.

3. (=) Heka je [z|g # [y|E, 1. (x,y) ¢ E (upema tBphemy
nox 2). Tpeda nokasarn na je [x|p N [y|p = @. lpernocraBumo
cymnporro, 1a je [x]g N [ylg # @, 1j. ma nocroju z Takas ma je
z € [zlgNylp. Tana z € [z]p u z € [y]|g, 1j. (z,2) € En
(y,2z) € E. 3bor cumerpuanoctu penammje E nmamo na (z,y) €
E. Ysumajyhu y 003up TpamsurusHOCT penamuje F uz (x,z) €
E u (z2,y) € E zakmyayjemo na (z,y) € E mro je cynmpoTHO
MMOJIA3HO] TPETTIOCTABITH.

(<) IIpernocrasumo na je [z]g N [y]g = @. Ykomuko ou Smio
[z]g = [y]E, nmamu Sucmo ga je [z|p = [yl = [z]g N [y|lp = O,
mto je Hemoryhe npema Tephewy nox 1. Hakmne, [z]g # [y]g. O

yMJa 15



16 yma

17. Penanuje ypebema

Crpora, nmapiyjajHa, JuHeapHa ypehema; Be3a uzmehy
CTPOrMX U mapijannux ypehema (moka3); najsehn, Haj-
Marb!, MAKCHUMAJIHU, MAHAMAJIHA €JIeMEHTH

Hedbunnnnuja 13. Pesanuja R C X X X je:

® peJiarjyja cTpPoOror Moperka, 0OJ[HOCHO cTporo ypeheme ako
Jje upecpyieKCuBHA U TPAH3UTHBHA;

e peJianpja moperka, ojHocHo (mapnujajHo) ypebeme ako
je pecpiiekcuBHa, AaHTHCUMETPHYHA U TPAH3UTHBHA;

e peJiallyja JIMHEAPHOI IMOPETKA, OJHOCHO JINHeapHO (To-
TasiHO) ypeheme ako je pediiekcuBHA, AaHTHCUMETPHYIHA, TPAH-
BUTUBHa W JIMHeapHa.

Teopema 7. 23 1) Axko je < ypebeme ckyna X, onzga je penainmja
< Jgara ca:
x <y akko T X YNz # vy,

crporo ypebeme ckyma X.
2) Ako je < crporo ypebheme ckyna X, onna je peranuja < jgara
ca:

Ty akko r <yVax =y,

ypebeme ckyma X.

JokA3. 1) (IR) Penanuja < je upediekcusHa, jep je KOHjyHKITja
T < T AT # T HeTauHa 3a CBAKO .
(T) Heka je z <y my < 2. Tana je

TRY, TFEY, YS25Y F 2

Kaxko je < TpamsutuBHa, 3 ¢ Xy u y < 2, cjaeau Ja je r <X 2.
Ocraje jour ja ce jiokaxke jia je © 7 z. [IpernocraBuMo cympoTHO,
majex =z Tama je x <Xy m y < x, ma 300 AHTUCUMETPUIHOCTH
penanyje < BaxKu r = ¥, mTo HUje Moryhe jep je x # y.

2) (R) Penanuja < je pedrekcuBna, jep 3a CBaKO T BaKu T =
Tr,acaMuM TUM U T < TV & = Z.

(AS) IpernocraBumo ja je x < y uy < x. Tpeda ga gokazeMo
na je x = y. lpernocrasumo cynporHo ja je x # y. Taga mopa
outn r < y u y < x. Mehyrum, u3 TpaH3UTUBHOCTHU peJiaryje —
cieqan ja je x < x, mro Huje moryhe, jep je < upediiekcuBna
penamnuja.

(T) IlpernocraBumo na je © < y u y < 2. Tpeba nokasaru na
je * % z. Pagnukyjemo HEKOMMKO cityvajeBa.

1. ciyuaj. Ako je x =y u y = 2z, OHJA je T = z, Tla BAXKU T < 2.
2. cnydaj. Akojer <yuny =z, 0808 je u T < z, Ia je T < 2.

» AKo je Heka pejanygja IOpeT-
Ka IpuKa3aHa rpaduvku, dpucameM
CBUX IIETJBH JI00HjaMO ojroBapajyhy
pesianujy cTporor moperka. Baxu u
OOPHYTO, JI0/IaBAEM CBUX IIET/bU HA
[IPUKA3 peJialldje CTPOror IOPeTKa,
J00WjaMo TIpUKa3 ojiroBapajyhe pe-
JIaIyje MOpeTKa.



3.caydaj. Akojex =yuny <z, 0Hma jeu r < 2z, Ma je T X 2.
4. cnygaj. Axo je * < y u y < z, OHJA 300T TPAH3UTUBHOCTU
penanyje < BaXKd T < z, & CAMUM TUM U T <3 2. O

Penanuje crporor moperka yriaBHOM ce O3HAYaBajy 3HAINMA
monyT <, <, <, C ¥ CJIUYHO, a BUMa oJroBapajyhe penaruje 1mo-
perka JlofaBameM pruie ucnox 3uaka: < (wm <), X (wm <),
<, E. ¥V nacraBky heMo 0Baj JOrOBOp O O3HAYABAILY IIOIPA3YMe-
BaTH.

[TpuMEP 9. 3a dwmio xoju ckyn X, wHKIy3uja oxapebhyje jeaHy

pestanujy noperka Ha ckymny P(X):

(R) 3acee A € P(X) Baku A C A,

(AS) sacBe A,B€P(X),u3 AC BuBC Acnem A=B,

(T)sacee A,B,C € P(X), u3 AC BuBCC crequ ACC.
Crpora unkiysuja (C) je crporo ypebeme na P(X).

Hedbununuja 14. Heka je < pesaruja nmopetka Ha ckymy X.

o Enement a € X je <-Hajmarsu ako 3a cBako r € X Baxku
a<x.

e Fjpemenr a € X je <-mHajBehm arko 3a ceako x € X Baxku
T < a.

o Fyement a € X je <-MumHHMaJaH ako He roctoju r € X
rakaB Ja je v < a. (HapaBHo, < o3Ha4YaBa CTPOrH IOpEIaK KOjU
oAroBapa MOpeTKy < ).

o Enement a € X je <-MakcuMmaJsiaH ako He nocroju x € X
TakaB Ja je a < .

YV ciaydajeBuMa KaJa je jaCHO 3a KOjy pesalujy IMopeTka <
ompebhyjeMo ejieMeHTe yBeeHe MPETXOIHOM TeUHUIIjOM, Y Ha-
3UBUMA THX €JIEMEHATA M30CTaB/HAMO MPEePUKC ,<-".

yMJa 17
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18. JlupekTHe U UHAUPEKTHE CIUKE

Samarak: OxapeauTn OUPEKTHE W UHIUPEKTHE CJIAKE
Jare QyHKIHje OipenTi TUPEKTHE U UHINPEKTHE
cmuke dyukumje f @ {0,1,2} — {a,b,c} nare ca f =

0 1 2
a ¢ a )

(u) /IupeKTHe U UHJUPEKTHE CJIMKE; OCOOMHE U JJOKA3H OCO-

OuHa

Buso xoja dpyuknuja f : X — Y, onpebhyje nBe HOBe dyHKIH]E:
e jenny u3 P(X) y P(Y), xojy nasusamo Ko-f ('ko ed’), u 3a
KOjy KOPHCTHUMO HCTY O3HaKy f, agu apryMeHT (mojackym of X)
HABOJIUMO y YIJIACTUM 3arpajama;

fIAIE {yeY | (3ac A)f(a) =y}, 3a AC X.

e sipyry u3 P(Y) y P(X), xojy masuBamo KoHTpa-f (’KOHTpa
ed’), u 3a Kojy KopucTHMO 03HaKY f ' (KOja y OBOM KOHTEKCTY
HeMa HHUKaKBe Be3e Ca II0jJMOM MHBep3He (DYHKIIWje), a apryMeHT
(mozckyt o1 Y) HABOAMMO y YIVIACTHM 3arpajiama:

fB]

Cryn f[A] = {y € Y | (3a € A)f(a) = y} C Y nasusamo
mupekTHa cimka ckyna A C X; f[A] je noackyn ox Y koju

déf{xeX|f(ac)€B}, 3a BCY.

caJIpXKU caMO OHe eJleMeHTe KOju Cy f-CauKe ejeMeHaTa u3 A.
Byayhu na cy cu emementn ckyna f[A] odbmmka f(a), a € A,
numenmo u f[A] = {f(a) | a € A}.

Cxyn f~YB] = {z € X | f(z) € B} C X nasuBamo uH M-
pekTHa ciauka ckynma B C Y; f71[B] je moackym on X koju
CaJpKU CAMO OHE ejieMeHTe 3 X umje f-C/IMKe IPUIaaajy CKyIy

B.

ITpuMEP 10. Heka f: {0,1,2} — {a,b,c}:

01 2
f= ( b a a > '
OpeauMo IUpeKTHE CJIUKE CBAX IIOACKYIOBa, JJOMEHA!
flel=o fo ={e}r  f{1}] ={a} fi{2}] = {a}
f[{()? 1}] = {a7 b} f[{172}] = {a} f[{072}] = {a7 b} f[{()? 172}] = {a7 b}

Oipe Mo 1 MHAUPEKTHE CJIMKE CBUX HOJCKYIIOBA KOJTOMEHA!
fAllel=9 e}l ={12y o ={0} f[{}]=02
T Ha b} ={0,1,2}  f~'{a, el ={1,2} fH{b,cH ={0} f~'[{a,b,c}] ={0,1,2}



ITocedHo Harmamasamo Ja ce, Ha nmpumep, f[{a}] durHo pa-
samKyje o 3ammca f1(a), Koju y 0BOM ciIydajy HeMa cMHCTIa jep
f Huje dumjexmmja.

Teopema 8. Heka f: X — Y. 3a npousosbre A, A1, A3 C X u
B, By, By CY Baxku:

1[ 2;

(1) AC fHfIA]; (2) fIf*B]] € B;

(3) A1 C Ay = f[A1] C flA2]; (4) B1C Ba= f~ [Bl]gf '[Ba];
(5) fIAL N As] C AN f[A]; (6) fHBIN By = fH BN f~
(7) fFlALU Ag] = fIA1]U f[As];  (8) f7HB1UBs) = fHBi|U f~

JIoKA3. (1) Ako = € A, onna je ounrnenno f(x) € f[ ]. Kaxo
je f(z) € f[A] exsuBanentno ca x € f~![f[A]], menocpemno
U3BOJIUMO YKE/beHH 3aK/byaK.

(2) Axo y € f[f![B]], ouna je y = f(x), 3a mexo x € f1[B].
Kako je x € f![B] exsusanentno ca f(z) € B, cieqm y =
f(z) € B.

(3) Heka je Ay C Aj. Ilpermocrasumo na y € f[A;]. Tana je
y = f(z),3a neko x € Ay. Bynyhn na je Ay C Ay, m3y = f(x) n
x € A1 C Ay 3akibyuyjemo na y € f[As].

(4) Heka je By C By. Ilpernocrasumo ma x € f~1[B;], omrocHo
f(x) € By. Us f(x) € By C By, 3akmbyuyjemo 1a x € f~1[Bs).
(5) OBa unkIy3uja qupekTHO ciaean u3 (3). Kako je Ay N Ay C Ay
u A1 NAy C A, u3 (3) ciemm f[A1 N Ag] C f[A1] m f[A1 N Ag] C
f[AQ], a OJaB/ie " f[Al N AQ] g f[Al] N f[AQ]

(6) Unxmysujy f~1[B1N Bg] C fL[B1] N f1[By] aupexrro mo-
dujamo m3 (4). Joxawmmo ma je u f~1[B1 N By 2 fYBi]N
[ YBs]. Axo z € f7YBi N f1[Bs], onma x € flBiuzx €
fY[Bs], ommoco f(z) € By u f(x) € Bs. Hakne, f(z) €
B1 N By, mTo je expuBasentHo ca x € f~1[B; N By).

(7) Jennakoct jmokasyje cienehu eKBUBAJICHIIM]CKY JIAHALL:

y € f]A1U Ag] Jz(z € A1UA Ny = f(x))
Jx((x € A1 Ve € A) Ny = f(z))
Jz((z € Ay Ny = f(z))V(z € Aa Ny = f(x))
Jr(z € Ay Ay = f(z))V3Iz(z € Ay Ay = f(x))
y € flA] Vy € f[A]
y € flA]U f[As].
(8) Jemmaxoct /oKasyje cieaehn eKBHBAJICHIIN]CKH JaHATL:
z € f'[B1U By f(z) € B1U B,
f(z) € B1V f(z) € By
r€ fUB| Ve e f 1By
ze fTBUf B O

te o0

to e

[Ba].
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19. Cxema 3aMeHe; aKCHOMa, PEryJIaApHOCTH; aKCHOMa, Oec-
KOHAYHOCTH; CKYTI MTPUPOIHUX OpOjeBa

(u) Cxema 3aMeHe; aKCHOMa PEryJAapHOCTH; aKCHOMa Oec-
KOHaQYIHOCTU] I/IHILyKTI/IBa.H CKyH, HajMa,I‘I)I/I I/IHﬂyKTI/IBaH
CKYII; JIOKa3 U IPUMeHa IIPUHIIAIA MaTeMaTHIKe WHLyK-
muje

¥ Cxema 3aMeHe

Baxxan meron nedwunucama dynkiuja omoryhaBa mHam HOBa
cxema — cxeMa 3amMmeHe. lIpe Hero 1mro je HaBememo, omucahemo
cuTyangje y Kojuma je Kopuctumo. lIpermocraBumo na cmo, 3a
Heky dopmyny ¢(z,y), nokazamu Vrlyp(z,y). Axo je A duio
KOju CcKyI, Taja Mopa na Baxu u (Vo € A)Ilyp(z,y), mro 3sHaun
Ja 3a cBaku x u3 A mocroju jequHeTBeH Yy 3a Koju je o(x,y). Cee

0BO ykazyje Ha Moryhnoct ma ce dhopmysoMm ¢ neduHulne jesHa
dyurnmja ca gomenom A. Mehyrum, na 6u Ha oBaj HaunH OuJIa
nedurncana GpyHKIMja, HEOIXOTHO je 18 3HAMO y KOM CKYILy Ce
Hajia3e Te jeMHCTBeHe ,canKe’ ememenara u3 A. Cxema 3amMere
Hac ocjodaha cBake Opure 1Mo OBOM IHTAKY, jep TBPAU A 3a
cBaky dopmyiny p(z,y) 3a Kojy ce moxe yrepautu VrIlyp(z,y)
U CBaKHU CKyll A MOCTOjU CKYII KOjU CaJp:KU CaMO OHE CKYIIOBE Y
3a koje (Jx € A)p(z,y).

CXEMA 3AMEHE

Vadlyp(z,y) = VAIBVy(y € B < Jx(z € AN p(z,y)))

¥V AKcuoma peryjapHOCTH

AKCHOMOM peryiapHOCTH Ce TBPJAU Jia CBAKM HEMpa3aH CKYI Ca-
JpKU eJIEMEHT ca KOjUM HeMa 3ajeTHUYIKIX eJIeMEHATA.
AKCUOMA PETYJIAPHOCTHU

VX(X#Q=Je(ze X Na2NX =0Q))

Teopema 9. (1) He mocroju ckyn x TakaB Jja x € T.
(2) He nocroje ckymoBu x uy TakBu Ja T € y 0y € T.

JTOKA3. (1) Ako &u 1mocTojao CKyIl & TakaB Jia & € X, OHJIa CKYII
{z} He Oum caapKao eIeMEHT ca KOjUM HeMa 3ajeTHUIKUX eJIeMe-
Hata, jep € x N {x}, MITO je CynpOTHO AKCHMOME DEryJIapHOCTH.
(2) IIpermocTaBuMO J1a TIOCTOje CKYIIOBH & U Y TAKBU JIa je T € Y
uy € z. Tama, cynporHo akcmomu perymapHocTH, cKyn {z,y}
He CaJIp:KH eJIeMEHT ca KOJUM HeMa 3ajeIHHYKHUX ejJeMeHaTa: T )
{z,y} # @, jep y € xN{z,y}, myN{r,y} # O, jep x € yN
{z,y}. O

vealy ¢(x,y)




Teopema 10. 3a éuso koje ckynose x uy, uz U {z} = yU{y}
caenn x = y.

JTokA3. Heka je 2z U{z} = yU {y}. [IpernocraBumo cynporHo
oHOMe mTO Tpeda JoKasaTu ga je ¥ # y. Kako z € yU {y} u
x # y, 3akmyayjemo na x € y. Comano tome, u3 y € x U {z} n
x # y cneqm y € x. Mehyrum, nuje moryhe na x € y u y € x,
npeMa 1peTxoHoj reopemu (2). Jakie, z = y. O

Ckyn 2 U {z} HasuBaMo ciieaBeHUK CKyla T U 00esIesKaBaMo
ra x’. Ilorasehn o Impa3HOr CKyIa, PeIOM YBOIUMO CJCJOCHHKE
JIOOMjEHNX CKYIIOBa KOje U3 PasyMJbUBUX PA3JIOra MOXKEMO HIEH-
TuUKOBATH €A IPUPOJTHUM OPOjeBHMA:

0=0 1=0=0U{®}={0}
2=1=1uU{1} ={0}u{1} ={0,1}
3=2'=2u{2} ={0,1} u{2} ={0,1,2}
4=3=3U{3}={0,1,2} u{3} ={0,1,2,3}

MaTynTuBHO je jacHO Ja TeHepHcameé HOBUX CKYIOBa Ha OIM-
CaHU HAYMH HEOTPAHUYIEHO MOXKEMO IMPOJYKaBaTU — 38 CBAKU J0-
OMjeHn CKyI, MOCTYIIAK MOYXKEMO HACTABHUTU yBODEIbeM IHeroBOr
ciendennka. Hapesina akcrnoma 3alpaBo TBP/U Jia ITOCTOJU CKYII
y KoMme he ce Hahm cBM CKyIIOBH KOjH c€ MOT'Y JIOOUTH Ha OIIMCAHU
nauyuH. Byayhu na je ommcanum mocTyImak BeoMma OJIM3akK Opojamby,
HapeHa akcuoMa he OuTy KJbydHa 3a yBOheme CKyla IPUPOIHIX
Opojesa.

V¥V Akcuoma deckonaunoctu. CKyIn mpupoJHuUxX Opojesa

AKCHUOMA BECKOHAYHOCTH
[Tocroju ckyn koju cagpxu 0 (1j. @) u ciaendeHMKa CBAKOr CBOT
eJIeMEeHTA.

A0 INVe(z el =azU{a}e))

Craku ckym Koju caapxu 0 u cie0eHNKa CBAKOT CBOT €JIeMeH-
Ta HA3MBAMO MHIAYKTUBHHUM CKYIIOM. AKCHOMOM OeCKOHATHO-
CTH Cce TBP/M Jla OCToju dap jeaan nHIyKTHBaH cKyi. He Mmoxkemo
TBPAUTH J1a MOCTOjU jeIMHCTBEH WHJIYKTHUBAH CKYI, &JI KOJIUKO
rOJ[ JIa UX MMa CBU CAJIPKe KAO MOJCKYI jeJIlaH MCTU MH/LyKTUBAH
CKYTI, T3B. HajMarmd HHIYKTHBAH CKYII.

Ako je I Heku mHIAyKTUBaH CKyIl, o3Haunmo ca J(I) Hempasan
CKYTI CBUX WHJYKTUBHUX TOJCKYIIOBa O [:

II)={X|X CIA X jeunaykrusan”}
— (X |XCINOEXAVa(ze X =2’ € X)),

. def .
Heka je w = NI(I). dokazahemo na je w MHIAYKTHBAH CKyI U
To HajMamu y ciaenehem cmucty: ako je S mHnykruBaH u S C w,
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oA je S = w, OHOCHO HE TIOCTOJU CTPOTH MOJCKYI OJT W KOJU je
UH/IYKTUBaH.

Teopema 11. (1) w je HHAYKTHBAH CKYIL
(2) Ako je S C w u Bakm:

(BH1) 0 € S,
(UK) ako x € S, onyma a’ € S,
oHJAa je S = w

JokA3. (1) Bynyhu na 3a ceaku X € I(I), 0 € X, cienn na
mopa dutu u 0 € NI(I) = w.

Ocraje jomr jma ce mOKazke Ja w CaJAPXKU CIEADEHUKA CBAKOD
cBor esemenTa. Heka je 2 € w npoussospan. Uz x € w = (NI(1),
caemu ga x € X, 3a ceaku X € J(I). Kaxo je csaku X € J(I)
MHJIYKTUBaH, CBaku ojf iblx caapxu u x'. axme, 2’ € NI(I) = w.
(2) Heka je S C w rakas ja Baxe yciaosu (BI1) u (UK) — 3naun
S je mHaykTHBaH TOJCKYH o w. Kako je w C I, ckyn S je u
uHAyKTUBaH 1oAckyn o I, tj. S € I(I), ma je NI(I) C S, j.
w C S, omakie caenu 1a je S = w. O

Ocraje jomr s1a IOKaXKeMo Jia 3a OUIIo Koju (JApyru) UHIyKTHBAH
ckyn [y Baxkn w C [, mim ekBuBasieHTHO w N [1 = w. Ouuriesso
je wNI C w. JeguocrasHo je yBepuTu ce na ckym w (M [; 3aj0-
BospaBa yeiaose (BU) n (1K), na npema nperxosmoj Teopemu (2)
mopa outn w N I; = w. Onase HEMOCPETHO 3aKIbyIyjeMO U JIa je
w = NJ(I1). Ckyn w nasuBaMoO CKyIOM NPUPOJAHUX OpojeBa
u obenexkaBamo ra u IN. Byayhu ma je oBa apyra o3Haka MHOIO
yoOmUajeHnja, yriaBHOM NeMO by KOPUCTUTH Y HACTABKY. JHa-
Mo ma IN camgpxku 0, 1, 2, 3, 4, utn. u na pyHKIHUja CIeAOEHHK
"IN — N uma cienehe ocoduse:

e 3a cBako n € IN, n/ # 0 (cienbennk nuje Ha dyHKIHMja);

e 3a cee m,n € N, us m’ = n’ ciemu m = n (crendbenux jecre

1-1 dbyuknuja).

OCHOBHO CBOjCTBO CKYTIa IIPUPOIHUX OPOjeBa U3PAKEHO je 0CO-
Sunom (2) reopeme 11 — NPUHIMIIOM MaTeMaTU4Ke UH/LYK-
muje.. [lpunnun MaTemMaTnake WHIYKITje KOPUCTUMO 38 JOKA3U-
Bame dhopmyia odiuka (Yn € IN) ¢(n). IIpso dopmupanmo oaro-
Bapajyhu ckyn S = {n € IN | ¢(n)} n macrojumo 1a jgokazkemo:

(B) 6a3y unaykmuje, tj. 0 € S u

(UK) ungykTusHu Kopak, Tj. na uz n € S ciequ n’ € S. IomTo
y UMHJYKTUBHOM KOpakKy Tpeda JIOKa3aTH UMILTMKAIIU]y, [IpeT-
ocrap/baMo n € S, MTO ce HA3UBA HHJYKTHBHA HPETIIOCTABKA
U HACTOjUMO Jia jloKaxkemo n’ € S.



Jloka3 TpUMEHOM MPUHITUIA MATEMATHYKE WHIYKIIHjE MOXKEMO
CKPATHUTHU TAKO IITO He (popMupamo cKym S Beh mokasyjemo ¢op-
MyJIe:

(B1) ¢ (n/0)
(UK) (Vn € N)(¢ = ¢(n/n')).

Hexkonmko mHaumHa mpuMeHe OBOT TMPUHITUIA WIYCTPYjEMO JT0-
KasuBameM ciesehinx BaxkHux TBphema.

Teopema 12. (1) Ba cBe npuposue bpojee m,n, m € n = m C
n.

(2) Ba cBe npupoane dpojese m,n, m € n < m C n.

(3) Ba cBe npupoane dpojese m,n, m € nNVm =n\Vn € m.

JoKA3. (1) da ducmo gokazasm
(Vn e N)(Vm € N)(m € n = m C n),
dopMupaMo CKyI
S={neN|(VmeN)(men=mCn)}

u jnokasyjemo fa je S = IN, npuMeHOM NIPHUHIIAIIA MATEMATHIKE
UHIYKITH]€.

(BU) Hokaxumo ma 0 € S, 1j. (Ym € N)(m € 0 = m C 0).
Kako je 0 = @ u 31amo j1a 3a cBako m Baxku m ¢ 0, oHja ce u3
upernocraske m € 0 uzBoau omio mra (L), maum C 0. Jake,
0es.

(UK) IpermnocraBumo ja n € S, 1j.

(11I) (Ym € N)(m € n=m Cn).

Tpeda ma nokaxemo n' € S, 1j. (Vm € N)(m € n' = m Cn').
Usmen =nU{n} crem nam € n wm m = n. Y ciyqajy na
je m € n, upema (UII) zaksmyuayjemo m C n,majem CnU{n} =
n'. ¥ caygajy m = n, HemocpenHo 3aksbydyjemo ma m =n C n/'.
Haxme, S = IN.
(2) 1 y oBoM ciry9ajy KOPUCTHMO IIPHHIAI MATEMATHIKE HHIYK-
nuje, ajgn hemMo MOCTYIUTH MAJO Apyraduje y OJHOCY Ha JI0Ka3
tBphema (1).
Hexka je m npousBosban npupogan Opoj u

Sm={n€N|men<mdcn}.

Ioxkazahemo ma je S, = IN.

(B) 3uamo ma m ¢ 0 mw m ¢ 0 (mpasam CKyn Hema IIpaBe
MOJICKYIIOBE), OJIaKje jemHocTaBHO uzBogumo m € 0 < m C 0.
Haxme, 0 € Sp,.

(MK) IIpernocraBumo na n € Sy,, 7j. (UII) m € n < m C n.
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Hoxaxxumo m € n' < m C n/.

Akom € n' = nU{n}, onma m € n wm m = n. YV cayqajy
na m € n, npema (UII) ciequ m C n, a Tume u m C n', jep je
n Cn'. Y caydajy aa je m = n, oHza je ounriaemno m C n'.

Heka je m C n' = nU {n}. okaxumo najupe ga n ¢ m. Axo
ou dwno n € m, nmamm Sucmo {n} C m u, npema (1), n C m,
onaxie cieiu n' =nU{n} C m C n/, mro je nemoryhe. /lakie,
ngm,mausmCnU{n}, cnequ m Cn, tj. m Cnumm = n.
Y cayuajy na je m C n, upema (UII) 3akspyayjemo ga m € n, a
camum M 1 m € n'. Y ciyuajy na je m = n, IUPeKTHO J00HjaMo
m=mn¢€n.

Hakne, Sy, = IN 3a cBaku npupoman 0poj m, OfakJie Ciean
JKeJbeHO TBpheme.

(3)Hekaje S={meN | (Vn e N)(menVm=nVnecm)}.
(BI) Hokaxumo (Vn € N)(0 €nV0O=nVne€Do).

Ounrnenno je ma 3a omno Koje n € IN Baxku n = 0 wau n # 0.
Y cay4gajy n = 0, aupektno uzBogumo 0 € nV 0 =nVn € 0.
Ykommko je n # 0, tama je @ = 0 C n, na npema TBphemy (2)
zakspyuyjemo 0 € n, a tume u 0 € n V0 = nVn € 0. Hakie,
0es.

(UK) Ilpermocrasumo ga m € S, Tj.
(UII) (Vn e N)(m € nVm =nVn € m).

Ha ducmo jokazaim

(%) (VneN)(m' envm/ =nvVnen),

u3adepumo npoussosban n € IN. Taga npema (UIT) Bazku m € n

wim m = n uin n € m. Paziukyjemo Tpu ciaydaja.

1. ciyqaj: m € n. Tazma je, npema (2), m C n, na je m' =

mU{m} C n. Ykomuxko je m' C n, oHma, monoso npema (2),

Baxku m’ € n, na camum TuM Baxku (*). @opmysta (k) cBakako

BasKH M YKOJUKO je m' = n.

2. cuyqaj: m = n. Tepheme (x) Baxu jep n € n’ = m/'.

3. cayuaj: n € m. Hemocpenno nodujamo n € m/, ma Baxku ().
O



20. Ypeheme u apurmerudke oneparuje ckymna IN

(u) Vpeheme npupomnux OpojeBa; NPUHIMMI MOTILyHE WH-
Jykrmje u nocseauiie (106po ypeheme); mpuHIuI pekyp-
suje (be3 Jokaza); MHAYKTUBHE neduHUIje cabupamba,
MHOKEHa U CTEIEHOBAIbA

[Tperxo/na TeopeMa 1mokasyje j1a npumna/iaeme (€ ), OJHOCHO CTPO-
ra nakiysuja (C) Ha yobuuajeHu HauuH ypehyjy CKyIl mpupoIHux
Opojesa:

0ele2eld3ec4eb---, ommocho 0 C1C2C3C4ChH---

3ancra, 3HaMO Ja:

e 3a CBakW IPUPOJAH Opoj n Baxku n € n (0BO je mocseauna
akcroMe perysapHoctu — Teopema 9 (1), anm ce MoxKe U3BECTH
u Oe3 oBe akcuoOMe, MaTeMaTHIKOM MHIYKIIUjOM );

® 3a cBe mpupojgHe Opojese k, m, n, ako k € m u m € n, oOHIAA
k € n (0BO je qUpeKTHA MOCJIEIUIA IPETXOIHe TeopeMe (2)).

Hakne, dunapra penammja {(m,n) € N x N | m € n} jecre
crporo ypeheme cKyma OpHpOJHHX OpojeBa W odejexkaBa ce <.
Penamujy <, 138. ypeheme ckymna IN yBoaumo Ha cienehn HadmmH:

def
m<n<§>m<n\/m:n.

Iocaenuria 2. 3a cBe npuposue dpojese m,n BaKHZO

(I)m<nsmCn;

(2) m < nVn < m (mopegak < je quHeapa);

(3) m<nsm <n;

(4) m<n < m<n;

(5) m <n<m' <n (pyakumja crenbenux je MOHOTOHA).

JIokA3. (1) IIpema nperxomnoj Teopemu (2) umamo Ja je:
m<né&sm<nVm=n& mcCnVm=n< mCn.

(2) dupekTHo u3 TBphema (3) mperxoiaHe Teopeme.
(3) Ako je m < m, Tj. m € n, ouga je {m} C n u, npema Teopemn
12(1), m Cn,majem =mU{m} Cn, tj. m <n.

Uz m' < ncaemmm’ < nwmwmm' = n, ny oda cayuaja, oymyhn
na je m < m’, sakibydyjemo m < n.
(4) u (5) dokaze ocraB/baMo 3a BexkOy. O

Teopema 13. [IIpunnun normyHe mHaykmuje| Heka je S C
IN. Ako Baxkmn

(VneN)((VE<n)keS=necb),
orga je S = IN.

e 1N

» HapagHo,
na csojcTBa mHKIy3mje C. 3a cse
k,m,n € N:

YMJI
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JIOKA3. 26 Dopmyay (Vk < n) k € S MoXkeMO 3ammcaTu W Ha * Yommreno rosopelin, ,06maHOM”
caepehu naaun: (Vk € n)k € S. unAyKIujon (1o n) goxasyjenmo ¢op-
. MyJTy
IIpumerumo Hajupe Ha BaxKu (¥ < n)k € 5.
(B1) (Vk <0)k € S. s (Vn € N)(Vk < n)k € S cien

Osa dopmyna je 3anpaso ckpaheme 3a Vk(k € 0 = k € S) n S=N.

jeaHoCTaBHO ce JIoKa3syje, jep 3HaMo Jia 3a cBako k Baxku k ¢ 0.
Huje Temko younTn, a au popmaIHo J0Ka3aTH, 1a je hopmysia

(Vk<n)keS=neSsS

€KBUBaJICHTHA (DOPMYJIH

(UK) (Vk<n)keS= (Vk<n)kes.
Nz (BU) n (MK), npemMa NpWHIMIY MaTeMaTHYKe HWHJYKIIH]E,
caien

(Vn e N)(Vk <n)k € S.

Hajsan, uz nocaeame ¢popmyie u npernocraske S C IN 3ak/byay-
jemo S = IN. O

Teopema 14. Cbaku HempasaH HOJCKYI CKYIIa IPHPOJIHHX Opo-
jeBa uMa HajMarmHu eJeMEHT.

JloKA3. Heka je X momackym on IN Koju Hema HajMarbu €IEMEHT.
Hokazahemo na X mopa dutn npasan, tj. ga je IN \ X = IN. Oy
jeTHAKOCT JIOKa3yjeMO IPUMEHOM IPUHITUIIA, TOTIyHE WHYKITH]E.

Heka je n mpupogan 6poj takas na je (Vk < n)k € N\ X. Axo
ou Opoj n npunamao X, OHJIA OM OH OMO HAJMAFHU €JIEMEHT CKYyTIIa
X, jep caku k mamu o n upunaga IN \ X. Hakne, n € N\ X.
[Tpema npuHnUIly nornyHe uHAyKImje 3aksbyayjemo N\ X = N,
oxunocuo X = @. O

[Ipunnun noTmyHe MHAYKIIAje 3aIpaBo TBPAX ja 3a cBaku S C
IN Baxku:

(VneN)(VkE<n)keS=neS)= (VneN)neS.
Hapasno, 3a ceaku S C IN Baxkun u
(Vn € N)((Vk <n)k € S® = n e 5% = (Vne N)n e S,
OJH. IIPUMEHOM 3aKOHa KOHTpaHOZSI/H_[I/Ijef
~(Vn € N)n € S® = =(Vn € N)((Vk < n)k € SC = n € SP).

Ilocnenmwa dopmyna ce jemnoctaBHO TpaHCHOPMUIE Y €KBUBA-
JIEHTHY (DOPMYJTY
(IneN)neS= (FneN)(VE<n)k g SAneS),

S je HempaszaH S mMa HajMarmby eJIeMEeHT

KOJOM ce TBPJM Jia CBaKW HempasaH 1ojckyn oi IN uma Hajmamn
eJIEMEHT.



Hedbununmja 15. VYpeheme < meror ckyma X je m4ob6po ako
CBAKH HeEMpasaH MOoACKyHI ox X HMa HajMamH €JIEeMEHT y OJHOCY
Ha <.

Jaxkie, ckyIl IpUPOIHUX OpojeBa je 100po ypeheH ckyir.
Teopema pexypsuje omoryhasa ma gedununeMo QyHKIHje qu-
ju je nomen IN, Ha HAYUH KOjU TOTIIYHO OTOBAapa ,,[IPUPOIN’ CKYIIa

IN.

Teopema 15. [IIpunuun pexkypsuje| Heka je X Hexn ckym,
g € X mwh: X — X. Taga nocroju jemuuncrBena yHKIIHja
f:IN — X raksa na je

(0) =g

f
(Rec) | () = h(f(n)). n € N.

BE3 JOKABA.

Kopucrehu nperxomny Tteopemy, yBOANMO OCHOBHE apUTMETH-
uke omneparyje. Ako je m € IN Hexku dpurcHpanu mpupojan opoj,
IIpeMa TeopeMHU PEeKyp3Huje, IOCTOJU jeAUHCTBEHa (PYHKIU]A fr, :
IN — IN, raksa ma je:

fm(0) =m
fm(n) = fm(n)'

Yumecro fr,(n) mumemo m 4+ n. Y3 0BAKBO O3HAYABAIGE, TOPHHE
JETHAKOCTH TIOCTajy:

m+0=m
m+n' = (m+n)

Huje Temko yountn 1a je n’ = n -+ 1, 3a cBaxu npupoad o6poj n.
AHaJOrHO ce YBOJe MHOXKEIHE U CTEITEHOBAIHE:

m-0=0, m0 =1,
m-n' =m+ (m-n). m" = m.-m".

CBa mo3HaTa CBOjCTBa OBHUX OIEpallija U HBIXOBE Be3e ca ypehemem
JIOKA3yjeMO MaTeMaTHIKOM WMHIYKIMjOM (BHJIETH 3aJarke 77 u
??, Ha crpanu 77).

Ckyn npupomuux opojesa IN je cymruHCcKH ojpeheH CBOjuM
(mowernum) enementom 0 u dynkmujom (cmendennk) ' : IN — IN.
Teopema pexkypsuje TBpau ma 3a OmI0 Koju cKyn X, m3adpaHu
eremenr a € X u dbynkmujy h : X — X, jenmaxoctu (Rec)
onpebyjy jemuncrseny byukiujy f: IN — X.

0€e N—%IN £(0) =

/ f — .
| k\— | f(') =n(f(n)), 7j. fo'(n)=hof(n)

CLGXh—>X

Ykomuko je X meku ckyn, cBaka ¢pyuknuja u3 N y X nazusa
ce n Hu3 y ckymny X. HuzoBu cy BeoMa BaXKHU y CBUM 0DJIACTUMA,

yMJI 27

HNctnuemo 12 je cBako J100po
ypebeme Takohe smHeapro. 3awncra,
3a CBaKa JiBa eJIEMEHTa X U Y J100pOor
ypebema, nogckyn {z,y} nma najma-
IbU €JIEMEHT, [a MOpa outu T < Y
wm y < x. Hapasno, odparHo Huje
TAYHO Yy OIIITEM CJIy4ajy: JIMHEAPHO
ypebeme He Mopa OuTH 100PO.

0EN——N

Lok My
anh—>X

f(0)=g
fol(n)=ho f(n)

0EN——IN

AN

me N——IN
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MaTeMaTHKe, I1a Ce yCBajajy pa3HHU JONOBOPH O O3HaKama. Apry-
ment ¢yukuuje (Hu3a) f: IN — X uecro ce 3anmcyje Kao HHIEKC
cyoBa KojuM je dbyHKnuja o3Hadena: ymecro f(n) mume ce fn. Y
cKyIaIy ca TuM, Hekaga ce ymecto o f 1 IN — X7 mume ,( f),)neN”
ITopen Tora, Kaxo je n’ = n + 1, y3 IpeTXoIHe JOroBope, TeopeMa,
pPeKyp3uje TBpau ja 3a m3adpane a € X u h : X — X, mocroju
jemuncrsenn Hu3 (fn)peN Oapeber jeanakocTuMa:

fo=a,
(Rec) { foir = h(f2), n € N.

3a uu3 onpebhen jeanakocruma (Rec) kaxkeMo ja je peKyp3UBHO
(peKypEeHTHO, UH/IyKTUBHO) JIe(OUHICAH.
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21. Konaunu ckymosu; JIupuxieoB IpuHITAILT

Hupuxieos npunmui (opmymanuja) i HOCIeuIe; mo-
jaM KOHAYHOI' CKyIla U OCHOBHE OCOOMHE

(u) Hoka3z Tupuxyie0BOr MPUHIAIIA

Je,[[‘aH O, OCHOBHUX KOMSHHaTOpHI/IX IIPpUHIIAIIA ITO3HAT je 18(018

HA3WUBOM MPHHIUII KyTJIANA U KyTHja Wi /{upux/ie0B MpUHITHIL: Tycras Jlexxen [upuxse (1805

. . 1859), memauku MaremMaTuIap
AKo m Kyrimiia pacmopeinMo y n KyTHja, IPH 9eMy je m >

n, OHIA ce y Oap jelHoj KyTHUju HaJia3e dap JABe KYIJIHIIE;
JIDYTHM pednMa, pacropehusarbe Kyriuia ne Moxke outn 1-1
(jerHOBHAYHO).

Teopema 16. [/IupuxieoB npuHiuil| 3a cBaka J[Ba IPUPOTHA
b6poja m u n, ako je m > n, onga He nocroju 1-1 ¢pyukiuja u3 m
v n.

JOKA3. Jloka3 u3BOAMMO UHIYKIIHjOM IO 7.
(B) Ako je m > 0, taga yommre He noctoju dyHKIHja U3 My
0 (m # @ u 0= Q), ua TBpheme TPUBHjAIHO BAXKIL.
(UK) (UII) Heka je n upupojan Opoj TakaB Ja 3a OMJIO Koje
m > n He nocroju 1-1 dyunkiuja u3 m y n. Hokazahemo ma Tama
3a cBako m > n’, Takohe e mocroju 1-1 dyuxmja uz m y n'.

[TpeTnocTaBuMO CyIpoTHO: HeKa je m > n' u f :m =
Opnaggie cien 1a n (n € n') Mopa OuTH f-CIMKa HEKOT ejleMeHTa
u3 m, jep ou y cyuporHom rnocrojasa 1-1 dyHkiumja u3 m y n, mro
nuje moryhe. Takobe, uz m > n', cieau jga nocroju mpuposian
opoj k taxkas ma je m = k'; f : kU {k} Sau {n}. Kaxo je
k' > n', npema nociemuiu 2 (5) (crpana 25) umamo ma je k > n,
ma, He octoju 1-1 dyuknuja u3 k y n. Pasiukyjemo mqsa ciaydaja:
f(k) =nmn f(k) #n.
1. cayuaj: f(k) =n. Tana f |x: k = n, mTo je Hemoryle mpema
(A1I).
2. ciyuaj: f(k) # n. Taga je f(¢) = n, 3a neko £ € k, 1j. £ < k.
Hedunumumo dbyuxnujy h: k' — n’ na crenehu nauun:

flz), x€kna#L
ha) =4 f(k), z=¢

n, x=2=%.

Huje Temxo younTu ma h : k' S wona je h(k) = n. MehyTuwm,
tajga h | k 5!, mro Huje moryhe mpema (UII). O
Iocnenumia 3. Heka cy m u n npou3BOJbHH ITPHPOJHE OPOjEBH.

(1) Ilocroju 1-1 ¢pyHKIHja ©3 M y N aKO H caMO ako je m < n.
(2) Iocroju bujeknmja usmehy m u n ako u camMo ako je m = n.
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Kao mrro je m00po mozHaTo, mpupoaHnM OpOjeBIMa M3PaAXKABa-
MO ,,0p0j” (,Kommuauny”) ejleMeHaTa KOHAIHUX CKYIOBA.

Hedbununuja 16. Ckymn X je KoHaYaH akKo MOCTOjU OHjeKIIHja
uzmehy X u HeKor mpuUpOJHOr Opoja N, Uy TOM CJAYUajy MUIIEMO
| X| =n.

ITpema mocennmum 3 (2), 3a cBakM KOHa4YaH CKyl X I[OCTOjH
JjeamHCcTBeH IpUpoal 0poj n Takas Ja je | X | = n u Taga kaxkemo
na je n Opoj ememernara cKyma X, OIH. KADAHHAJIHOCT CKyia X
jennaxa je n. Ouuraenno je |n| = n 3a Smno Koju npupogan opoj
n.

Teopema 17. Hexka cy X u Y Heku womauuum ckymoBu. Tasa

BazKH:
(1) |X|=0& X =0;
(2) | X| = |Y| ako u camo axo nocroju dujexumja uzmehy X n'Y.

(3) | X| < |Y| ako camo axo nocroju 1-1 ¢pynknmja nz X y Y.

JIokA3. (1) Tepheme qupexTHO cieau U3 pasMarpama o QyHK-
jama U3 Ipas3HOr U y [pa3aH CKyIl ca CTpaHe 8.
(2) Byayhu na cy X u Y koHauHU CKYIIOBH, II0CTOj€ HPUPOHA

opojeBu m u n u omjekmuje f : X 1%1 mug:Y lél n.

(=) IIpernocrasumo ga je m = n. Tpeba na nedbunumemo Su-

jeknmjy m3mehy X m Y. Ha mapesnoj cauium, 3HaKOM ~ HU3HAJ

cTpesuile O3HAYaBaMoO Ja je ojropapajyha dyHKIMja OujekIimja.
Oynkmmja h: X — Y, mara ca h(x) = g~ o f(z), jecre Gujek-

nuja.

(<) Heka je h : X 1ﬁ1 Y neka dujeknuja nsmehy X n Y. Tana

ce, aHAJIOTHO IIPETXOHOM CJIy4ajy, nedunuire dujekiuja namehy

m u n, mWTo npeMa mnociaexury 3 (2) 3HAUM Ja je m = n, Tj.

| X] = [Y].

(3) Ioka3 ocraBibaMo 3a BeXKOy. O

~

X—Y

AR
m

Xy
SN
M7y



22. Beckonaunu ckynosy; reopema |A| < |P(A)|

(u) VYunopebupame CKyloBa 110 KapIMHAJIHOCTH; OCHOBHA
cBojerBa; goka3 ga je |A| < |P(A)|; upebpojusu u He-
pedpOojuBU CKYIIOBU

Hucy cBu ckynosu konaunu. Ha npumep, ckyn IN Huje konadaH:
aKo OM 3a HEeKU IPUPOIaH Opoj n mocrojasa oujeknuja f : IN lﬁl
n, OHJa OW FheHa pecTpuKImja Ha ckyn n' omma 1-1 ¢ynkunja,
flpn/ S, cynporHo Jupuxaeosom npunmmny. CKymose Koju
HUCY KOHAYHN HA3UBAMO DECKOHAYHUIM.

VYuopehusarme DeCKOHAYHUX CKYIIOBA 110 ,,0pojy”’ ejeMeHaTa, jie-
dbunumemo no ysopy Ha TBpame (2) u (3) Teopeme 17, koje ce
OJTHOCE Ha KOHAYHE CKYITOBE.

Hedbununuja 17. (1) Crkynosu A u B cy mcre KapauHaJl-
HocTu (umajy mucru Opoj enemenara), y osnamu |A| = |B| ako
rnocroju dbujekrnuja uamehy A u B.

(2) Kapaunanuoct ckyna A je Mara 0 HIH jeJIHAKA KapIHHAJ-
Hoctu ckyna B, y osmamu |A| < |B| ako nocroju 1-1 dbyrkmuja
uz Ay B.

Teopema 18. 3a npoussospte ckynose A, B, C Baxxu:
(1) |A] = |Al;

(2) axo je |A| = | B, omza je |B| = |Al;

(3) axo je |A] = |B] u |B| = |C|, onma je | 4] = |C].

1-1
JTOKA3Z. (1) ida : A o7 A.

1-1 1-1
(2) Ako f: A 72 B,onma f~': B 1@ A.

1-1 1-1 1-1
(3)Ako f: A 3¢ Bug:B ng C,onmagof:A oz C. O
Teopema 19. 3a npowmsposbHe ckymnose A, B, C' Baxku:
(1) [Al < |A[;
(2) ako je |A| < |B| u |B| < |C|, onza je |A| < |C].
JIokA3. Tephemwe (1) AUpEKTHO cJiegu U3 TPETXOIHE TEOpEMeE.
Tephemwe (2) je mocienuna yumenuie aa u3 f : A ' Bu g:
Bl;lccﬂemlgof:Al;lc. O
Teopema 20. [Kanrop-BepHiurajuoBa reopema| Heka cy A

u B 6uno koju ckynosu. Axo je |A| < |B| u |B| < |A|, onga je
Al = [B].

BE3 ITOKABA.
YuopehuBame OeCKOHAYHUX CKYIIOBA 110 KapAUHAJIHOCTH (Ho
opojy eJIeMeHaTa) UMa, CMHCJIA, jep Ce HUCIOCTaB/ba Ja TOCTOje

Qemukce Beprmraju
HEMAaYKU MaTeMaTHIap
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(1878-1956),
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pasHe BpcTe DECKOHAYHOCTH M J1a OJf CBAKOI OECKOHATHOI CKYIIa
IIOCTOjU HEKH ,,0eCKOHAYHU)U , Tj. Behe KapIumHATHOCTH.

Hedbunnnuja 18. Kapaunaaaocr ckyma A je mama o7 Kap/d-
Hamaoctn ckyna B, y osmamu |A| < |B|, ako je |A| < |B| u

Al # |BJ.
Teopema 21. 3a ceaku ckyn A, |A| < |P(A)].

JTokA3. Huje Temko yountu na je |A| < |P(A)|. 3ancra, bynk-
mja f: A — P(A), f(z) = {z}, x € A, jecre 1-1 dbyukuuja.
Ocraje jomr ja moKaykeMo Jia He MoCToju oujekimja uamehy A
1-1
u P(A). Ilpernocrasumo cynporro, ga h: A 7z P(A). Hedunu-
MINMO CKYTI

K={zcAl|z¢h)))

Ounrneno K € P(A), ma nomro je h ma dynkmmja, mocroju
k € A rakas na je h(k) = K. Jla sm k npunaga nim He npunaja
ckymy K7
1. moryhnocr: k € K. U3 h(k) = K cnequ k € h(k), mro upema
nedunnnmju ckyna K, snaun na k ¢ K. Konrpaaukiuyja.
2. moryhuocr: k ¢ K. U3 h(k) = K cnenu k ¢ h(k), mro upema
nedbununuju ckyna K, suaun na k € K. Kourpaaukiuja.

M3 nodujernx KOHTPAUKIIAja 3aK/byIyjeMO /1 He IMOCTOjU Ou-
jekmmja namehy A u P(A). O

Jlokas mocyenme TeopeMe je ctap mpeko cro romgwHa. Ha ocmo-
By JIOKa3aHe HejeJJHAKOCTH MOXKEMO KOHCTPYUCATH OECKOHAYAH,
CTpOro pacTyhu 1Mo Kap/IMHAJIHOCTU, HA3 DECKOHATHUX CKYIIOBa!
IN| < [P(IN)[ < [P(P(N))| <--- <[P(---P(P(N))---)[ < -

~————

n



