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Bulove algebre

Definicija Bulove algebre

Uop{teno govore}i, Bulove algebre treba zami{qati kao strukture ~ije

se operacije �pona{aju� poput dobro poznatih skupovnih operacija, tj. zado-

voqavaju ista svojstva kao skupovne operacije. Zato najpre navodimo osnovne

primere Bulovih algebri, koji }e nam ujedno biti i polazi{te skoro svih

daqih razmatrawa.

PRIMER 1. Neka je U proizvoqan skup. Ako partitivni skup P(U), tj. skup svih

podskupova skupa U , posmatramo zajedno sa operacijama:

• unije, ∪ : P(U)× P(U)→ P(U), (X,Y ) 7→ X ∪ Y , X,Y ∈ P(U),

• preseka, ∩ : P(U)× P(U)→ P(U), (X,Y ) 7→ X ∩ Y , X,Y ∈ P(U) i

• komplementirawa, c : P(U)→ P(U), X 7→ Xc = U \X , X ∈ P(U).

i elementima ∅ i U , koji svakako imaju poseban status me|u ostalim elementima iz

P(U), dobijamo tipi~an primer Bulove algebre. Ovu Bulovu algebru ozna~avamo sa

(P(U),∪,∩, c, ∅, U) (pri ~emu zapravo nabrajamo sve ono {to je sa~iwava).

Ve} smo napomenuli da }e nas zanimati osobine navedenih operacija. Kao poseb-

no zna~ajne isti~emo slede}e poznate jednakosti1:

A∪ X ∪ (Y ∪ Z) = (X ∪ Y ) ∪ Z A∩ X ∩ (Y ∩ Z) = (X ∩ Y ) ∩ Z
K∪ X ∪ Y = Y ∪X K∩ X ∩ Y = Y ∩X
D∪

∩ X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z) D∩
∪ X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z)

N∪ X ∪ ∅ = X N∩ X ∩ U = X
C∪ X ∪Xc = U C∩ X ∩Xc = ∅
koje va`e za sveX,Y, Z ∈ P(U).

1Jednakosti su ozna~ene po~etnim slovomustaqenih termina koji se koriste za odgovaraju}e

osobine operacija, pri ~emu uz slova stoje i oznake operacija na koje se osobine odnose. U

skladu sa tim i ~itamo oznake: A∪ � asocijativnost unije;D∪
∩ � distributivnost unije prema

preseku,N∩ � neutralni element za presek,C∪ � odnos komplementirawa i preseka, itd.

7
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Ove identiteti nisu slu~ajno izabrani jer se ispostavqa da su ostali skupovni

identiteti posledice navedenih. Za sada navodimo samo jedan primer. Iz navedenih

osobina izve{}emo identitetX ∩X = X , X ∈ P(U).

X ∩X (N∪)
= (X ∩X)∪ ∅ (C

∩)
= (X ∩X)∪ (X ∩Xc)

(D∩
∪)
= X ∩ (X ∪Xc)

(C∪)
= X ∩U (N∩)

= X

Posebno je va`an slede}i specijalan slu~aj algebre (P(U),∪,∩, c, ∅, U). Ako je

U jedno~lan skup, na primer U = {∅}, onda je P(U) = {∅, {∅}} = {∅, U} i operacije
mo`emo prikazati slede}im tablicama.

∪ ∅ U
∅ ∅ U
U U U

∩ ∅ U
∅ ∅ ∅
U ∅ U

c

∅ U
U ∅

Ako ∅ ozna~imo sa 0 i interpretiramo kao neta~no, {∅} sa 1 i interpretiramo kao

ta~no, i preozna~imo operacije, ∪ sa ∨, ∩ sa ∧ i c sa ¬, dobijamo redom tablice

poznatih logi~kih operacija na skupu {0, 1}: disjunkcije, konjunkcije i negacije.

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

¬
0 1
1 0

Oznake operacija koje koristimo za ovu specijalnu Bulovu algebru uglavnom se

koriste prilikom op{tih razmatrawa o Bulovim algebrama. Mi }emo u narednoj

definiciji slediti taj princip, pri ~emu }emo pomenute oznake malo stilizovati

da bi se razlikovale od ovih koje }emo koristiti za logi~ke operacije. ◃

Osobine skupovnih operacija istaknute u prethodnom primeru uzimamo

za aksiome Bulovih algebri.

Definicija 1. Bulova algebra je struktura (B,g,f,′ , 0, 1) koju ~ine neki skup
B, dve binarne operacije2 g, f : B × B → B, jedna unarna ′ : B → B i dva

razli~ita elementa 0 i 1 iz B, pri ~emu proizvoqni elementi x, y, z iz B
ispuwavaju slede}e uslove:

Ag xg (y g z) = (xg y)g z Af xf (y f z) = (xf y)f z
Kg xg y = y g x Kf xf y = y f x
Dg

f xg (y f z) = (xg y)f (xg z) Df
g xf (y g z) = (xf y)g (xf z)

Cg xg x′ = 1 Cf xf x′ = 0
Ng xg 0 = x Nf xf 1 = x
Skup B se naziva domen ili skup nosa~ Bulove algebre B.

2Na srpskom jeziku, binarne operacije Bulove algebre uglavnom se nazivaju kao i odgo-

varaju}e skupovne, odnosno logi~ke operacije: g � unija, odn. disjunkcija, f � presek, odn.

konjunkcija. Na engleskom jeziku, koji se danas smatra univerzalnim jezikom i nau~ne komu-

nikacije, pomenute operacije imaju nova imena: g � meet (a ne union, odn. disjuntion), f �

join (a ne intersection, odn. conjunction).
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Primeri Bulovih algebri

PRIMER 2. Sa osnovnim primerima Bulovih algebri ve} smo se upoznali. Re~ je o

takozvanim algebrama partitivnog skupa (P(U),∪,∩, c, ∅, U), gde je U bilo koji skup.

Kada jeU jedno~lan skup, odgovaraju}u algebru partitivnog skupa nazivamo alge-

bromiskaznog ra~una. Uzimaju}i uobzirrazmatrawaioznake iz prethodnogprimera,

algebru iskaznog ra~una ozna~avamo sa 2 = ({0, 1},∨,∧,¬, 0, 1). Primetimo da se

operacije Bulove algebre 2 mogu opisati i na jo{ jedan na~in ukoliko 0 i 1 shvatimo
kao brojeve. Naime, za x, y ∈ {0, 1}, imamo da je x∨ y = max{x, y}, x∧ y = min{x, y},
(pri ~emu se oslawamo na uobi~ajeni poredak 0 < 1), kao i da je ¬x = 1 − x (�−� je

znak za oduzimawe). Dakle, mo`emo pisati i da je 2 = ({0, 1},max,min, 1−, 0, 1), pri
~emu �1−� shvatamo kao oznaku funkcije koja o~ekuje argument zdesna. Jednakosti iz

prethodne definicije u ovoj notaciji postaju:

Ag max{x,max{y, z}} = max{max{x, y}, z}
Af min{x,min{y, z}} = min{min{x, y}, z}

Kg max{x, y} = max{y, x} Kf min{x, y} = min{y, x}
Dg

f max{x,min{y, z}} = min{max{x, y},max{x, z}}
Df

g min{x,max{y, z}} = max{min{x, y},min{x, z}}
Cg max{x, 1− x} = 1 Cf min{x, 1− x} = 0
Ng max(x, 0) = x Nf min{x, 1} = x

i direktno se mo`e proveriti da va`e za bilo kojex, y ∈ {0, 1}. Mi }emo se u nastavku

povremeno oslawati i na ove opise operacija algebre 2. ◃

PRIMER 3. Zanimqiv primer Bulove algebre dobijamo razmatraju}i skup Dn svih

prirodnih delilaca nekog prirodnog broja n koji je proizvod razli~itih prostih

brojeva (dakle,nnije deqiv kvadratomnekog prostog broja). Nije te{kopokazati, ko-
riste}i elementarna svojstva najmaweg zajedni~kog sadr`aoca i najve}eg zajedni~kog

delioca, da je Dn = (Dn, nzs, nzd, n/, 1, n) jedna Bulova algebra (komplement ele-

menta x ∈ Dn je n/x), tj. da za bilo koje x, y, z va`e slede}e jednakosti:

Ag nzs(x,nzs(y, z)) = nzs(nzs(x, y), z)
Af nzd(x,nzd(y, z)) = nzd(nzd(x, y), z)

Kg nzs(x, y) = nzs(y, x) Kf nzd(x, y) = nzd(y, x)
Dg

f nzs(x,nzd(y, z)) = nzd(nzs(x, y), nzs(x, z))
Df

g nzd(x,nzs(y, z)) = nzs(nzd(x, y), nzd(x, z))

Cg nzs
(
x,
n

x

)
= n Cf nzd

(
x,
n

x

)
= 1

Ng nzs(x, 1) = x Nf nzd(x, n) = x

Kompletan dokaz navedenih jednakosti prepu{tamo ~itaocima. Ovde navodimo

samo detaqnije uputstvo. Neka su p1, . . . , pk me|usobno razli~iti prosti brojevi

i neka je n = p1 · · · pk. Tada se svaki element x ∈ Dn mo`e zapisati u obliku

x = pa1
1 · · · p

ak

k , za neke a1, . . . , ak ∈ {0, 1}. Ako je x = pa1
1 · · · p

ak

k i y = pb11 · · · p
bk
k ,

ai, bi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , k, onda je nzs(x, y) = p
max{a1,b1}
1 · · · pmax{ak,bk}

k i nzd(x, y) =

p
min{a1,b1}
1 · · · pmin{ak,bk}

k . Komplement elementa x jeste
n

x
= p1−a1

1 . . . p1−ak

k . Sada

je jednostavno proveriti svaku od navedenih jednakosti kori{}ewem odgovaraju}ih

jednakosti iz prethodnog primera. ◃
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PRIMER 4. Ako je U bilo koji skup, Bulovu algebru obrazuje i bilo koji neprazan

podskup B od P(U) koji je zatvoren za uniju, presek i komplement: ako X,Y ∈ B,

onda X ∪ Y,X ∩ Y,Xc ∈ B. Primetimo da iz zatvorenosti skupa B za navedene

operacije, sledi da ∅, U ∈ B. Bulove algebre dobijene na ovaj na~in nazivaju se poqa

skupova ili algebre skupova. Uobi~ajeno je da se saB ozna~ava i odgovaraju}a Bulova

algebra, kada se podrazumeva da su wene operacije zapravo skupovne operacije. Al-

gebra partitivnog skupa je specijalan slu~aj poqa skupova. Navodimo jo{ nekoliko

primera poqa skupova.

PodskupX od U je kokona~an (kofinitan) ako je wegov komplementXc = U \X
kona~an. Skup svih podskupova odU koji su kona~ni ili kokona~ni predstavqa jedno

poqe skupova, koje se naziva i Fre{eova algebra ili algebra kona~no-kokona~nih

skupova i obele`ava se sa F(U). Nije te{ko proveriti da je skup F(U) zatvoren
za uniju, presek i komplement. Zaista, ako X,Y ∈ F(U), da bismo dokazali da

X ∪ Y ∈ F(U) razlikujemo slede}e slu~ajeve.
1. slu~aj: i X i Y su kona~ni. Tada jeX ∪ Y kona~an pa pripada F(U).
2. slu~aj: iX i Y su kokona~ni. Tada suU \X iU \Y kona~ni, pa je kona~an i wihov

presek (U\X)∩(U\Y ). PremaDeMorganovom zakonu je (U\X)∩(U\Y ) = U\(X∪Y ),
odakle zakqu~ujemo da jeX ∪ Y kokona~an skup pa pripada F(U).
3. slu~aj: X kona~an i Y je kokona~an3. Kako jeU \(X∪Y ) = (U \X)∩(U \Y ) ⊆ U \Y
i U \ Y je kona~an skup, zakqu~ujemo da jeX ∪ Y kokona~an, pa pripada F(U).
Prepu{tamo ~itaocima da doka`u da je F(U) zatvoren za presek i komplement.

Ako je U kona~an skup, onda je F(U) = P(U). Me|utim, ako je U beskona~an skup,

onda se Fre{eova algebra razlikuje od P(U). Va`no je primetiti da je |F(U)| = |U |
ukoliko je U beskona~an skup (za{to?), {to zna~i da postoje Bulove algebre bilo

koje beskona~ne kardinalnosti4.

Razmotrimo i jedno poqe podskupova skupa realnih brojeva R. Pod levo-poluza-
tvorenim intervalima podrazumevamo podskupove odR koji su oblika (−∞, b), b ∈ R,
ili [a, b), a, b ∈ R, a < b, ili [a,+∞), a ∈ R, ili (−∞,+∞) = R. Kona~ne unije
levo-poluzatvorenih intervala obrazuju poqe skupova (proverite!). ◃

PRIMER 5. Ako su B1 = (B1,g1,f1,
′1 , 01, 11) i B2 = (B2,g2,f2,

′2 , 02, 12) dve
Bulove algebre, na prirodan na~in defini{emo Bulovu algebru nad B1 × B2. Neka

su g i f binarne operacije na B1 ×B2 date redom sa:

(x1, x2)g (y1, y2) = (x1 g1 y1, x2 g2 y2) i (x1, x2)f (y1, y2) = (x1 f1 y1, x2 g2 y2),

i neka je komplementirawe ′ definisano sa (x1, x2)
′ = (x′11 , x

′2
2 ). Jednostavno se

proverava da je (B1×B2,g,f, ′, (01, 02), (11, 12))Bulova algebra. Ova Bulova algebra
naziva se proizvod algebriB1 iB2, i obele`ava se saB1×B2. Na primer, operacije

Bulove algebre 2× 2 date su slede}im tablicama.

3Mogli smo pretpostaviti i da je X kokona~an, a Y je kona~an i do{li bismo do istog

zakqu~ka.
4Stvari stoje druga~ije kada su u pitawu kona~ne Bulove algebre. Naime, kardinalnost

kona~ne Bulove algebre, kao {to }emo videti, mo`e biti samo stepen broja 2.
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g (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)
(0, 0) (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)
(0, 1) (0, 1) (0, 1) (1, 1) (1, 1)
(1, 0) (1, 0) (1, 1) (1, 0) (1, 1)
(1, 1) (1, 1) (1, 1) (1, 1) (1, 1)

f (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)
(0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)
(0, 1) (0, 0) (0, 1) (0, 0) (0, 1)
(1, 0) (0, 0) (0, 0) (1, 0) (1, 0)
(1, 1) (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

x x′

(0, 0) (1, 1)
(0, 1) (1, 0)
(1, 0) (0, 1)
(1, 1) (0, 0)

◃

PRIMER 6. Neka je I proizvoqan neprazan skup. Na skupu 2I , svih funkcija iz I u
skup 2 = {0, 1} koji je ure|en tako da je 0 < 1, definisa}emo dve binarne operacije,
f ⊔ g(x) = max{f(x), g(x)} i f ⊓ g(x) = min{f(x), g(x)}, i jednu unarnu operaciju,
f ′(x) = 1 − f(x). Ako su 0,1 : I → 2 funkcije definisane sa 0(x) = 0 i 1(x) = 1,
onda je (2I ,⊔,⊓, ′,0,1) Bulova algebra, tj. za proizvoqne f, g, h ∈ 2I va`e jednakosti:

Ag f ⊔ (g ⊔ h) = (f ⊔ g) ⊔ h Af f ⊓ (g ⊓ h) = (f ⊓ g) ⊓ h
Kg f ⊔ g = g ⊔ f Kf f ⊓ g = g ⊓ f
Dg

f f ⊔ (g ⊓ h) = (f ⊔ g) ⊓ (f ⊔ h) Df
g f ⊓ (g ⊔ h) = (f ⊓ g) ⊔ (f ⊓ h)

Cg f ⊔ f ′ = 1 Cf f ⊓ f ′ = 0
Ng f ⊔ 0 = f Nf f ⊓ 1 = f

Umesto detaqnog obrazlo`ewa za{to va`e navedene jednakosti, upu}ujemo ~i-

taoca na primer 2, uz napomenu da, na primer, dokaz jednakosti Kg podrazumeva

dokaz da za svako x ∈ I va`i f ⊔ g(x) = g ⊔ f(x), tj. da za svako x ∈ I , va`i
max{f(x), g(x)} = max{g(x), f(x)} ({to je trivijalno). ◃

Izomorfizam Bulovih algebri

Iako smo se trudili da definiciju Bulovih algebri ilustrujemo {to

ve}imbrojem razli~itih primera, me|u navedenimBulovim algebrama postoje

one koje su razlikuju samoprividno, {to}emo detaqnije objasniti u narednom

primeru.

PRIMER 7. Posmatrajmo dve �prividno� razli~ite Bulove algebre: algebru par-

titivnog skupa (P({a, b}),∪,∩, c, ∅, {a, b}) i Bulovu algebru (D6, nzs, nzd, 6/ , 1, 6), o
kojoj smo uop{teno pisali u primeru 3. Primetimo najpre da obe algebre imaju isti

broj elemenata: P({a, b}) = {∅, {a}, {b}, {a, b}} i D6 = {1, 2, 3, 6}. Ako pa`qivije

pogledamo odgovaraju}e tablice operacija, uo~i}emo da su u su{tini istog oblika.

∪ ∅ {a} {b} {a, b}
∅ ∅ {a} {b} {a, b}

{a} {a} {a} {a, b} {a, b}
{b} {b} {a, b} {b} {a, b}

{a, b} {a, b} {a, b} {a, b} {a, b}

∩ ∅ {a} {b} {a, b}
∅ ∅ ∅ ∅ ∅

{a} ∅ {a} ∅ {a}
{b} ∅ ∅ {b} {b}

{a, b} ∅ {a} {b} {a, b}

x xc

∅ {a, b}
{a} {b}
{b} {a}
{a, b} ∅

nzs 1 2 3 6

1 1 2 3 6
2 2 2 6 6
3 3 6 3 6
6 6 6 6 6

nzd 1 2 3 6

1 1 1 1 1
2 1 2 1 2
3 1 1 3 3
6 1 2 3 6

x 6/x

1 6
2 3
3 2
6 1

Obostrano-jednozna~nu korespondenciju ∅ ↔ 1, {a} ↔ 2, {b} ↔ 3, {a, b} ↔ 6mo`emo
shvatiti i kao preozna~avawe elemenata jedne algebre elementima druge algebre,
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pri ~emu to preozna~avawe �~uva� i tablice operacija: kada se sadr`aj svakog

poqa tablice jedne algebre preozna~i na pomenuti na~in, dobija se odgovaraju}a

tablica druge algebre. Izlo`imo ova zapa`awa malo stro`e. Naime, navedena

korespondencija jeste zapravo jedna bijekcija f : P({a, b})→ D6,

f =

(
∅ {a} {b} {a, b}
1 2 3 6

)
.

^iwenica da se preozna~avawem svih poqa tablice za ∪ dobija tablica za nzs,
jednostavno se opisuje jednakostima f(x∪y) = nzs(f(x), f(y)), za sve x, y ∈ P({a, b}).

∪ · · · x · · ·
.
.
.

y x ∪ y
.
.
.

f7−→

f ◦ ∪ · · · f(x) · · ·
.
.
.

f(y) f(x ∪ y)
.
.
.

=

nzs · · · f(x) · · ·
.
.
.

f(y) nzs(f(x), f(y))
.
.
.

Analogno dolazimo i do jednakosti f(x∩ y) = nzd(f(x), f(y)) i f(xc) = n/f(x). Iz
upravo navedenih razloga, date Bulove algebre identifikujemo kao algebre �istog

oblika�, tj. kao izomorfne5 algebre. Funkcija f naziva se izomorfizam izme|u ovih

Bulovih algebri. Da li postoji jo{ neki izomorfizam izme|u navedenih Bulovih

algebri? ◃

Definicija 2. B1 = (B1,g1,f1,
′1 , 01, 11) i B2 = (B2,g2,f2,

′2 , 02, 12) su

izomorfne Bulove algebre ako postoji bijekcija f : B1
1-1−→na B2 takva da za sve

x, x1, x2 ∈ B1 va`i:

1. f(x1 g1 x2) = f(x1)g2 f(x2);

2. f(x1 f1 x2) = f(x1)f2 f(x2);

3. f(x′1) = f(x)′2 ;

4. f(01) = 02;

5. f(11) = 12.

Bijekcija koja zadovoqava nabrojane osobine naziva se izomorfizam.

Da su B1 i B2 izomorfne, ozna~avamo sa B1
∼= B2. Ako `elimo da

istaknemo da je f : B1
1-1−→na B2 izomorfizam odgovaraju}ih Bulovih algebri,

pi{emo f : B1
∼= B2.

5Re~ izomorfan je gr~kog porekla: izos = neizmewen, stalan, jednak; morfe = oblik.
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PRIMER 8. Neka je U kona~an skup koji ima k elemenata, k > 2 i neka je n proizvod
k me|usobno razli~itih prostih brojeva. Tada su Bulove algebre (P(U),∪,∩, c, ∅, U)
iDn = (Dn, nzs, nzd, n/, 1, n) izomorfne. Da bismo to dokazali, potrebno je uo~iti
izomorfizam me|u wima. Oslawaju}i se na razmatrawa iz primera 3, nije te{ko

otkriti funkciju koja }e biti izomorfizam. Neka jeU = {u1, . . . , uk} i n = p1 · · · pk.
Defini{imo funkciju f : P(U)→ Dn, na slede}i na~in:

f(A) = p
χA(u1)
1 · · · pχA(uk)

k ,

gde je χA : U → {0, 1} karakteristi~na funkcija skupa A ∈ P(U). Ostavqamo

~itaocima da doka`u da je f tra`eni izomorfizam. ◃

Dokaze naredne dve teoreme prepu{tamo ~itaocima.

Teorema 1. Ako je |U | = |V |, onda su Bulove algebre (P(U),∪,∩, c, ∅, U) i
(P(V ),∪,∩, c, ∅, V ) izomorfne.

Uputstvo. Ako je |U | = |V |, onda postoji bijekcija f : U
1-1−→na V . Pokazati

da je funkcija F : P(U) → P(V ), data sa F (X) = f [X] = {f(x) | x ∈ X},
X ∈ P(U), tra`eni izomorfizam.

Teorema 2. Neka su B1, B2 i B3 Bulove algebre. Tada je

• B1
∼= B1;

• ako je B1
∼= B2, onda je B2

∼= B1;

• ako je B1
∼= B2 i B2

∼= B3, onda je B1
∼= B3.

Uputstvo. Dokazi navedenih svojstava zasnovani su na slede}im ~iwenicama:

• identi~ko preslikavawe6 je izomorfizam;

• inverzna funkcija izomorfizma tako|e je izomorfizam;

• kompozicija dva izomorfizma tako|e je izomorfizam.

Nekoliko izvedenih Bulovih zakona

Iako smo na po~etku ovog poglavqa istakli da operacije Bulove algebre

imaju ista svojstva kao skupovne operacije, to se ne mo`e direktno videti

na osnovu izabranih aksioma budu}i da su izabrana samo neka od svojstava

skupovnih operacija. Na kraju odeqka }emo pokazati da su aksiome dobro

6id : B1 → B1, id(x) = x, x ∈ B1
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izabrane. Za sada }emo samo delimi~no u~vrstiti ovo uverewe, dokazuju}i

neka dodatna svojstva analogna dobro poznatim svojstvima skupovnih opera-

cija. Dokaza}emo pre svega one zakonitosti koje }e nam u nastavku zna~ajno

olak{ati ra~un u Bulovim algebrama.

Lema 1. Neka je (B,g,f,′ , 0, 1) Bulova algebra. Za proizvoqne elemente x i

y iz B va`i:

[Ig] xg x = x, [If] xf x = x, [zakoni idempotentnosti];
[1g] xg 1 = 1, [0f] xf 0 = 0;
[Ag

f] xg (xf y) = x, [Af
g] xf (xg y) = x, [zakoni apsorpcije].

DOKAZ.7

xg x xf x
= (xg x)f 1 [Nf] = (xf x)g 0 [Ng]
= (xg x)f (xg x′) [Cg] = (xf x)g (xf x′) [Cf]
= xg (xf x′) [Dg

f] = xf (xg x′) [Df
g]

= xg 0 [Cf] = xf 1 [Cg]
= x [Ng] = x [Nf]

xg 1 = xg (xg x′) [Cg] xf 0 = xf (xf x′) [Cf]
= (xg x)g x′ [Ag] = (xf x)f x′ [Af]
= xg x′ [Ig] = xf x′ [If]
= 1 [Ng] = 0 [Ng]

xg (xf y) xf (xg y)
= (xf 1)g (xf y) [Nf] = (xg 0)f (xg y) [Ng]
= xf (1g y) [Df

g] = xg (0f y) [Dg
f]

= xf (y g 1) [Kf] = xg (y f 0) [Kg]
= xf 1 [1g] = xg 0 [0f]
= x [Nf] = x [Ng]

Naredna teorema je veoma korisna prilikom dokazivawa nekih zakona

Bulovih algebri. Ona zapravo tvrdi da je komplementirawepotpunoodre|eno

zakonima Cg i Cf.
7Ako pa`qivije analiziramo identitete leme 1 i wihove dokaze, uo~i}emo izvesne

analogije koje su posledica takozvanog principa dualnosti. Naime, ako u nekom Bulovom

identitetu simbole g, f, 0 i 1 zamenimo redom simbolima f, g, 1 i 0, dobijamo tzv. dualni
identitet. Princip dualnosti ka`e: ako se neki identitet mo`e izvesti iz aksioma Bulovih

algebri, onda se mo`e izvesti i wemu dualni identitet. Obrazlo`ewe je jednostavno: svaka

aksioma Bulove algebre ima svoj dual, pa ako u dokazu nekog identiteta, svako pozivawe na

neku aksiomu zamenimo pozivawem na dulanu aksiomu, dobijamo dokaz dualnog identiteta.
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Teorema 3. [Teorema o jedinstvenosti komplementa] Neka je (B,g,f,′ , 0, 1)
Bulova algebra i x i y proizvoqni elementi iz B. Ako je x g y = 1 i

xf y = 0, onda je y = x′.

DOKAZ. Neka je (1) xg y = 1 i (2) xf y = 0.

x′ = x′ f 1 [Nf] y = y f 1 [Nf]
= x′ f (xg y) [(1)] = y f (xg x′) [Cg]
= (x′ f x)g (x′ f y) [Df

g] = (y f x)g (y f x′) [Df
g]

= (xf x′)g (x′ f y) [Kf] = (xf y)g (y f x′) [Kf]
= 0g (x′ f y) [Cf] = 0g (y f x′) [(2)]
= (x′ f y)g 0 [Kg] = (y g x′)g 0 [Kg]
= x′ f y [Ng] = y f x′ [Ng]

= x′ f y [Kf]

Iz dokazanih jednakosti zakqu~ujemo da je x′ = y.

Lema 2. Neka je (B,g,f,′ , 0, 1) Bulova algebra. Za proizvoqne elemente x i

y iz B va`i:

1. (x′)′ = x [zakoni involucije];

2. 0′ = 1, 1′ = 0;

3. (xg y)′ = x′ f y′, (xf y)′ = x′ g y′ [De Morganovi zakoni].

DOKAZ.Svi navedeni zakoni su jednostavne posledice prethodne teoreme. Kao

ilustraciju navodimo dokaz De Morganovog zakona (xg y)′ = x′ f y′. Prema
teoremi o jedinstvenosti komplementa dovoqno je dokazati da za proizvoqne

x i y iz B va`e jednakosti

(xg y)g (x′ f y′) = 1 i (xg y)f (x′ f y′) = 0.

Nave{}emo samo osnovne korake dokaza ovih jednakosti:

(xg y)g (x′ f y′) (xg y)f (x′ f y′)
= ((xg y)g x′)f ((xg y)g y′) = (xf (x′ f y′))g (y f (x′ f y′))

...
...

= (y g (xg x′))f (xg (y g y′)) = (y′ f (xf x′))g (x′ f (y f y′))
= (y g 1)f (xg 1) = (y′ f 0)g (x′ f 0)
= 1f 1 = 0g 0
= 1 = 0
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Na osnovu dokazanih identiteta, izdvajamo dva va`na zapa`awa. Prvo,

ra~un sa konstantama 0 i 1 isti je u svakoj Bulovoj algebri i obavqa se u

skladu sa tablicama8 algebre 2 navedenim u primeru 1. Drugo zapa`awe se

odnosi na primenuDeMorganovih zakona.Naime, DeMorganov zakon je veoma

koristan identitet kojim je uspostavqena veza me|u svim operacijama neke

Bulove algebre. Kao ilustraciju wegove primene, pokazujemo da je bijekcija

f : B1
1-1−→na B2 izomorfizam Bulovih algebri B1 = (B1,g1,f1,

′1 , 01, 11) i
B2 = (B2,g2,f2,

′2 , 02, 12) ukoliko zadovoqava uslove 1 i 3 definicije 2, jer
su preostali uslovi posledice ova dva:

f(x1 f1 x2) = f
(
(x′11 g1 x

′1
2 )

′1
)
= (f(x1)

′2 g2 f(x2)
′2)′2 = f(x1) f2 f(x2);

f(01) = f(xf1 x
′1) = f(x)f2 f(x)

′2 = 02;
f(11) = f(xg1 x

′1) = f(x)g2 f(x)
′2 = 12.

Analogno se pokazuje da je bijekcija f : B1
1-1−→na B2 izomorfizam ukoliko va`e

uslovi 2 i 3 definicije 2.

Lema 3. Neka su B1 = (B1,g1,f1,
′1 , 01, 11) i B2 = (B2,g2,f2,

′2 , 02, 12)

Bulove algebre. Bijekcija f : B1
1-1−→na B2 je izomorfizam Bulovih algebriB1 i

B2 ukoliko za sve x, x1, x2 ∈ B1 va`i:

1. f(x1 g1 x2) = f(x1)g2 f(x2);

2. f(x′1) = f(x)′2 .

Da bismo jednostavnije formulisali jo{ jedno korisno tvr|ewe, uvodimo

slede}e oznake: neka x0 ozna~ava x′, a x1 ozna~ava x. Pored toga, koristi}emo
uobi~ajeni na~in kra}eg zapisivawa izraza x1 g · · · g xk i x1 f · · · f xk

redom zapisima
k∨

i=1
xi i

k∧
i=1

xi, pri ~emu izostavqamo zagrade imaju}i na umu

asocijativnost odgovaraju}ih operacija.

Lema 4. Neka je (B,g,f,′ , 0, 1) proizvoqna Bulova algebra. Tada za svako

n > 1 i proizvoqne x1, . . . , xn ∈ B va`i:∨
(a1,...,an)∈2n

(xa11 f · · ·f xann ) = 1.

DOKAZ. Dokaz izvodimo indukcijom po n.

Ako je n = 1, onda je
∨

a∈2 x
a = x0 g x1 = x′ g x = 1.

8Tablice mo`emo izvesti iz aksioma Kg, Kf, Ng, Nf, jednakosti [1g], [0f] (lema 1) i

jednakosti 0′ = 1, 1′ = 0 (lema 2).
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Dokaz zavr{avamo slede}im nizom jednakosti, pri ~emu polazimo od jed-

nakosti koja zapravo predstavqa induktivnu pretpostavku. Pored toga, ko-

ristimo i o~iglednu posledicu distributivnosti:

(
k∨

i=1
xi

)
fx =

k∨
i=1

(xifx).

1 =
∨

(a1,...,an)∈2n
(xa11 f · · ·f xann )

=

 ∨
(a1,...,an)∈2n

(xa11 f · · ·f xann )

f (x0n+1 g x1n+1)

=
∨

(a1,...,an)∈2n

(
xa11 f · · ·f xann f x0n+1

)
g

∨
(a1,...,an)∈2n

(
xa11 f · · ·f xann f x1n+1

)
=

∨
(a1,...,an,an+1)∈2n+1

(
xa11 f · · ·f xann f x

an+1

n+1

)

Odeqak zavr{avamo tvr|ewem koje daje svojevrsnu algebarsku karakteri-

zaciju jednakosti u Bulovim algebrama.

Lema5. Neka je (B,g,f,′ , 0, 1)proizvoqnaBulova algebra. Tada zaproizvoqne
x, y ∈ B va`i: x = y akko (xf y)g (x′ f y′) = 1.

DOKAZ. (→) Ako je x = y, onda je

(xf y)g (x′ f y′) = (xf x)g (x′ f x′) = xg x′ = 1.

(←) Pretpostavimo da je (xf y)g (x′ f y′) = 1. Tada je

x = xf 1 y = y f 1
= xf [(xf y)g (x′ f y′)] = y f [(xf y)g (x′ f y′)]
= (xf xf y)g (xf x′ f y′) = (y f xf y)g (y f x′ f y′)
= (xf y)g 0 = (xf y)g 0
= xf y = xf y

odakle sledi da je x = y.

Bulovi izrazi i logi~ki veznici

Uop{teno govore}i, Bulove funkcije jesu funkcije definisane algebar-

skim izrazima svojstvenim Bulovim algebrama. Iako }emo se kasnije de-

taqnije, stro`e i uop{tenije baviti algebarskim izrazima, smatramo da
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}e biti vi{estruko korisno (i za prou~avawe Bulovih algebri i za sadr`aje

narednih poglavqa) pone{to precizirati na ovom mestu. Precizirajmo naj-

pre pojamizraza u kontekstuBulovih algebri, tj. pojamBulovog izraza. Bulove

izraze gradimo kao i bilo koju drugu vrstu izraza: pomo}u promenqivih, kon-

stanti (0 i 1) i odgovaraju}ih operacija (g,f i ′), koriste}i pri tome zagrade
kada je potrebno. Iako su izrazi zapisani pomo}u kona~no mnogo pomenutih

simbola, ne `elimo da ograni~imo broj razli~itih promenqivih koje se mogu

pojavqivati u nekom izrazu, pa zato pretpostavqamo da nam je na raspola-

gawu prebrojivo mnogo promenqivih. Promenqive }emo ozna~avati malim

slovima latinice, sa ili bez indeksa: x, y, z, x1, y1, z1, x2, . . . Bulove izraze
gradimo primenom narednih pravila kona~an broj puta9:

• svaka promenqiva, kao i konstanta 0 i 1 jeste jedan Bulov izraz;

• ako je α Bulov izraz, onda je i α′ Bulov izraz;

• ako su α i β Bulovi izrazi, onda su i (αg β) i (αf β) Bulovi izrazi.

Navodimo nekoliko primera Bulovih izraza:

x, (xf 0), x′, (1f 0)′, ((xg y′)′ f z), . . . 10

Bulove izraze ozna~ava}emo malim gr~kim slovima: α, β, γ, . . . Zapis
α(x1, . . . , xn) koristimo kada `elimo da istaknemo da su sve promenqive

koje se pojavquju u izrazu α neke od promenqivih x1, . . . , xn. Vrednost nekog
Bulovog izraza mo`emo odrediti u bilo kojoj Bulovoj algebri B ako znake

g, f, ′, 0 i 1 interpretiramo odgovaraju}im operacijama, odnosno kon-

stantama iz B i ako promenqivama dodelimo neke vrednosti iz domena te

Bulove algebre. Vrednost izraza α(x1, . . . , xn) u Bulovoj algebri B kada se

promenqivama x1, . . . , xn redom dodele vrednosti a1, . . . , an ∈ B ozna~avamo

sa αB(a1, . . . , an), pri ~emu }emo izostavqati gorwi indeks kada se podrazu-
meva o kojoj Bulovoj algebri B je re~.

PRIMER 9. U narednoj tabeli izra~unate su vrednosti Bulovog izraza x′gy u nekim
konkretnim Bulovim algebrama, za konkretne vrednosti promenqivih.

9Definicija Bulivih izraza je induktivna: najpre su odre|eni najjednostavniji Bulovi

izrazi (promenqive i konstante su Bulovi izrazi), a zatim je opisano kako se formiraju

slo`eniji Bulovi izrazi. Tako, polaze}i od najjednostavnijih Bulovih izraza pomo}u ovih

pravila gradimo nove izraze, koje daqe koristimo za izgradwu jo{ slo`enijih izraza.
10Potreba za zagradama prilikom zapisivawa izraza je poznata. Me|utim, da bi se pojedno-

stavilo zapisivawe, uobi~ajeno je da se usvajaju razne konvencije o brisawu suvi{nih zagrada

(tj. onih ~ije izostavqawe ne uti~e na ~itqivost izraza). Mi ove konvencije ne}emo navoditi,

jer }e ih ~italac svakako uo~iti u nastavku teksta.
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(P({a, b}),∪,∩, c, ∅, {a, b}) 2 = ({0, 1},∨,∧,¬, 0, 1) (D6, nzs,nzd, 6/, 1, 6) · · ·
xc ∪ y ¬x ∨ y nzs

(n
x
, y
)

· · ·
x = {a}, y = {b} x = 0, y = 0 x = 2, y = 6 · · ·
xc ∪ y = {b} ¬x ∨ y = 1 nzs

(n
x
, y
)
= 6 · · ·

x = {b}, y = {a, b} x = 1, y = 0 x = 3, y = 1 · · ·
xc ∪ y = {a, b} ¬x ∨ y = 0 nzs

(n
x
, y
)
= 3 · · ·

◃

Bulovi zakoni (identiteti), od koji su neki uzeti za aksiome, a neki su iz

wihizvedeni, jesu zapravo jednakosti dvaBulova izraza koje su uvek ta~ne, koju

god Bulovu algebru da izaberemo i koje god elemente iz te algebre da dodelimo

promenqivama. U narednim tvr|ewima dokaza}emo neke op{te rezultate koji

se odnose na Bulove zakone. Pre toga uvodimo nekoliko oznaka.

Neka je α bilo koji Bulov izraz i x promenqiva. Ozna~imo sa α(x/0)
(odnosno α(x/1)) izraz koji se dobija iz α kada sva pojavqivawa promenqive

x zamenimo konstantom 0 (odnosno 1). O~igledno je da ukoliko se promenqiva
x ne pojavquje u izrazu α, onda je α(x/0) = α(x/1) = α.

Lema 6. Ako je α bilo koji Bulov izraz, onda jednakost

α = (α(x/0)f x′)g (α(x/1)f x)

va`i u bilo kojoj Bulovoj algebri.

DOKAZ. Dokaz sprovodimo indukcijom po slo`enosti izraza, {to zna~i

da }emo najpre dokazati da tvr|ewe va`i za najjednostavnije Bulove izraze

(promenqive i konstante), a zatim da va`i i za slo`enije, pod pretpostavkom

da je ta~no za izraze od kojih je taj izraz sastavqen.

Ako je α promenqiva razli~ita od x, ili konstanta 0 ili 1, onda je

α(x/0) = α(x/1) = α, pa va`i:

(α(x/0)f x′)g (α(x/1)f x) = (αf x′)g (αf x) = αf (xg x′) = αf 1 = α.

Ako je α promenqiva x, onda je α(x/0) = 0 i α(x/1) = 1, pa je

(α(x/0)f x′)g (α(x/1)f x) = (0f x′)g (1f x) = 0g x = x = α.

Neka je α oblika θ′. Prema induktivnoj pretpostavci tvr|ewe va`i za θ
pa je θ = (θ(x/0)f x′)g (θ(x/1)f x), odakle dobijamo:
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α = θ′ =
(
(θ(x/0)f x′)g (θ(x/1)f x)

)′
= (θ(x/0)′ g x)f (θ(x/1)′ g x′)

=
(
θ(x/0)′ f θ(x/1)′

)
g
(
θ(x/0)′ f x′

)
g
(
θ(x/1)′ f x

)
g
(
xf x′

)
=

(
θ(x/0)′ f θ(x/1)′ f (xg x′)

)
g
(
θ(x/0)′ f x′)g (θ(x/1)′ f x

)
=

(
θ(x/0)′ f θ(x/1)′ f x

)
g
(
θ(x/0)′ f θ(x/1)′ f x′

)
g

g
(
θ(x/0)′ f x′

)
g
(
θ(x/1)′ f x

)
= (θ(x/0)′ f x′)g (θ(x/1)′ f x)

= (θ′(x/0)f x′)g (θ′(x/1)f x)

= (α(x/0)f x′)g (α(x/1)f x).

Neka je α oblika θ1 g θ2. Prema induktivnoj pretpostavci tvr|ewe va`i
za θi, pa je θi = (θi(x/0)f x′)g (θi(x/1)f x), i = 1, 2. Odavde dobijamo:

α = θ1 g θ2

= (θ1(x/0)f x′)g (θ1(x/1)f x)g (θ2(x/0)f x′)g (θ2(x/1)f x)

=
(
(θ1(x/0)g θ2(x/0))f x′

)
g ((θ1(x/1)g θ2(x/1))f x)

=
(
(θ1 g θ2)(x/0)f x′

)
g ((θ1 g θ2)(x/1)f x)

=
(
α(x/0)f x′

)
g (α(x/1)f x) .

Slu~aj kada je α oblika θ1 f θ2, prepu{tamo ~itaocima.

Iz prethodne leme izvodimo veoma va`nu teoremu poznatu kao teorema o

kanonskoj disjunktivnoj normalnoj formi.

Teorema 4. Ako je α(x1, . . . , xn) Bulov izraz, onda jednakost

(KDNF ) α(x1, . . . , xn) =
∨

(a1,...,an)∈2n
(α(a1, . . . , an)f xa11 f · · ·f xann )

va`i u svakoj Bulovoj algebri.

DOKAZ. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Slu~aj n = 1 neposredna je

posledica prethodne leme. Pretpostavimo da je tvr|ewe ta~no za izraze

sa n promenqivih.
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α(x1, . . . , xn, xn+1)

=
(
α(x1, . . . , xn, 0)f x0n+1

)
g
(
α(x1, . . . , xn, 1)f x1n+1

)
=

 ∨
(a1,...,an)∈2n

(α(a1, . . . , an, 0)f xa11 f · · ·f xann )f x0n+1

g

g

 ∨
(a1,...,an)∈2n

(α(a1, . . . , an, 1)f xa11 f · · ·f xann )f x1n+1


=

∨
(a1,...,an,an+1)∈2n+1

(
α(a1, . . . , an, an+1)f xa11 f · · ·f xann f x

an+1

n+1

)

Izraz sa desne strane jednakosti iz prethodne teoreme naziva se kanonska

disjunktivna normalna forma izraza α(x1, . . . , xn). Imaju}i na umu upravo

dokazanu jednakost, zakqu~ujemo da je svaki Bulov izraz su{tinski odre|en

svojim vrednostima na skupu {0, 1}. Podse}amo da je nebitno iz koje Bulove
algebre dolaze konstante 0 i 1, jer je ra~un sa wima uvek isti i obavqa se u

skladu sa tablicama operacija algebre 2. Ovaj zakqu~ak isti~e centralnu

ulogu algebre 2 u teoriji Bulovih algebri, bar kada su u pitawu Bulovi

zakoni.

Teorema 5. Neka su α i β proizvoqni Bulovi izrazi. Zakon α = β va`i u

svakoj Bulovoj algebri akko va`i u Bulovoj algebri 2.

DOKAZ. Na osnovu leme 5, umesto jednakosti α = β mo`emo posmatrati

(α f β) g (α′ f β′) = 1. Drugim re~ima, dokaza}emo da za svaki Bulov izraz

θ, zakon θ = 1 va`i u svakoj Bulovoj algebri akko va`i u Bulovoj algebri 2.
(→) Trivijalno.

(←)Pretpostavimoda θ = 1 va`iuBulovoj algebri2. Neka su sve promenqive
koje se pojavquju u izrazu θ neke od promenqivih x1, . . . , xn. Tada za sve

(a1, . . . , an) ∈ 2n, va`i θ(a1, . . . , an) = 1. Ako uzmemo u obzir kanonsku dis-
junktivnu normalnu formu izraza θ, zakqu~ujemo da je

θ(x1, . . . , xn) =
∨

(a1,...,an)∈2n
(θ(a1, . . . , an)f xa11 f · · ·f xann )

=
∨

(a1,...,an)∈2n
(1f xa11 f · · ·f xann )

=
∨

(a1,...,an)∈2n
(xa11 f · · ·f xann ) = 1
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Posledwa jednakost dokazana je u lemi 4.

PRIMER 10. Prema prethodnoj teoremi, da bismo dokazali da u svakoj Bulovoj

algebri va`i zakon x g (y′ f (y′ g x)) = (x′ f y)′, dovoqno je proveriti da li on

va`i u algebri 2.

x y y′ y′ g x y′ f (y′ g x) xg (y′ f (y′ g x)) x′ x′ f y (x′ f y)′

0 0 1 1 1 1 1 0 1
0 1 0 0 0 0 1 1 0
1 0 1 1 1 1 0 0 1
1 1 0 1 0 1 0 0 1

Upore|uju}i rezultate u odgovaraju}im kolonama, zakqu~ujemo da navedeni zakon

va`i u Bulovoj algebri 2. ◃

Teorema 4 ima jo{ dosta zna~ajnih posledica. Izdvajamo neke od wih.

Ako je B bilo koja Bulova algebra, onda svaki Bulov izraz α(x1, . . . , xn) od-
re|uje jednu funkciju iz Bn u B, odnosno jednu n-arnu operaciju skupa B:
Bn ∋ (a1, . . . , an) 7→ αB(x1, . . . , xn) ∈ B. Ovakvih funkcija ukupno ima 22

n
,

jer toliko ima n-arnih operacija na skupu {0, 1}. Na primer, ako je α(x1, x2)
neki Bulov izraz sa dve promenqive, onda se funkcija (x1, x2) 7→ αB(x1, x2),
mo`e prikazati u slede}em obliku:

αB(x1, x2) = (f(0, 0)f x′1 f x′2)g (f(0, 1)f x′1 f x2)g
g(f(1, 0)f x1 f x′2)g (f(1, 1)f x1 f x2),

gde je f jedna od slede}ih 16 binarnih operacija skupa {0, 1} (oznake u nared-
nim tabelama objasni}emo u primeru 12).

0 1
0 0 0
1 0 0

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

0 1
0 0 0
1 1 0

0 1
0 0 1
1 0 0

↓ 0 1
0 1 0
1 0 0

0 1
0 0 0
1 1 1

0 1
0 0 1
1 0 1

⇔ 0 1
0 1 0
1 0 1

Y 0 1
0 0 1
1 1 0

0 1
0 1 0
1 1 0

0 1
0 1 1
1 0 0

↑ 0 1
0 1 1
1 1 0

⇒ 0 1
0 1 1
1 0 1

⇐ 0 1
0 1 0
1 1 1

0 1
0 0 1
1 1 1

0 1
0 1 1
1 1 1

Iz prethodnih razmatrawa zakqu~ujemo da posebno zna~ajno mesto zauz-

imaju funkcije α2 : 2n → 2, 2n ∋ (x1, . . . , xn) 7→ α2(x1, . . . , xn) ∈ 2.
Svaka ovakva funkcija naziva se istinitosna funkcija ili n-arni logi~ki

veznik. O~igledno, svaka funkcija f : 2n → 2 se mo`e shvatiti kao jedan

n-arni logi~ki veznik, jer postoji Bulov izraz α(x1, . . . , xn) takav da je

f(x1, . . . , xn) = α2(x1, . . . , xn), za sve x1, . . . , xn ∈ 2.
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PRIMER 11. Neka je f : 23 → 2, funkcija (du`ine tri) data slede}om tabelom.

x1 x2 x3 f(x1, x2, x3)

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

Uo~avaju}i za koje vrednosti argumenata funkcija f ima vrednost 1 jednostavno

nalazimo Bulov izraz α(x1, x2, x3) koji odre|uje ovu funkciju:

α(x1, x2, x3) = (x′1 f x′2 f x3)g (x′1 f x2 f x3)g (x1 f x2 f x′3)g (x1 f x2 f x3).

Sre|ivawem izraza sa desne strane, dobijamo da je

α(x1, x2, x3) = (x1 f x2)g (x′1 f x3).

Ovaj Bulov izraz odre|uje jedan va`an ternarni veznik: if x1 thenx2 elsex3. ◃
PRIMER 12. Navode}i tablice za svih {esnaest binarnih logi~kih veznika, poseb-
nim znacima su ozna~eni samo neki od wih. Pored konjunkcije (∧) i disjunkcije (∨),
istaknuti su i slede}i veznici:

• ↓ � nili, Luka{ijevi~eva strelica (ni · · · ni ∗ ∗ ∗);
• ⇔ � ekvivalencija (· · · ako i samo ako ∗ ∗ ∗);
• Y � iskqu~na disjunkcija (ili · · · ili ∗ ∗ ∗, ali ne oba);
• ↑ � ni,[eferova strelica (nije · · · ili nije ∗ ∗ ∗);
• ⇒ � implikacija (ako · · · , onda ∗ ∗ ∗; · · · je dovoqan uslov za ∗ ∗ ∗);
• ⇐ � obratna implikacija (· · · ako ∗ ∗ ∗; · · · je potreban uslov za ∗ ∗ ∗).

Ovi binarni veznici su izdvojeni zbog svog zna~aja u iskaznoj logici, o ~emu }emo

dataqnije pisati u narednom poglavqu. ◃

Ure|ewe Bulove algebre

Za bilo koji skup U , inkluzija je jedno ure|ewe skupa P(U). Nije te{ko
pokazati da za proizvoqne X,Y ∈ P(U) va`i:

X ⊆ Y akko X ∪ Y = Y akko X ∩ Y = X.

Navedene ekvivalencije ukazuju na to kako se mo`e definisati ure|ewe bilo

koje Bulove algebre. Pre nego {to ga defini{emo, dokaza}emo da va`i tvr-

|ewe analogno drugoj ekvivalenciji.
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Lema 7. Neka je (B,g,f,′ , 0, 1) Bulova algebra. Za proizvoqne elemente x i

y iz B va`i: xg y = y akko xf y = x.

DOKAZ. (→) Ako je x g y = y, onda je x f y = x f (x g y) = x, pri ~emu

posledwa jednakost va`i na osnovu zakona apsorpcije.

(←) Obrnuto dokazujemo potpuno analogno: ako je xf y = x, onda je xg y =
(xf y)g y = y.

Ako je (B,g,f,′ , 0, 1) proizvoqna Bulova algebra, binarnu relaciju4 na

B defini{emo na slede}i na~in: x 4 y akkox g y = y. Pri tome, prema

prethodnoj lemi, imamo na umu da je:

x 4 y akkoxg y = y akko xf y = x.

Lema 8. Relacija 4 je relacija poretka (ure|ewe) domena Bulove algebre.

DOKAZ. (Refleksivnost) Za bilo koji element x izB va`i xgx = x, tj. x 4 x.
(Antisimetri~nost) Pretpostavimo da je x 4 y i y 4 x. Tada je xg y = y (jer
je x 4 y) i y g x = x (jer je y 4 x), odakle sledi x = y zbog (Kg).
(Tranzitivnost) Neka je x 4 y i y 4 z, tj. x g y = y i y g z = z. Tada je:
xg z = xg (y g z) = (xg y)g z = y g z = z, tj. x 4 z.

Strogo ure|ewe odre|eno relacijom 4 ozna~ava}emo sa ≺.

Lema 9. U Bulovoj algebri (B,g,f,′ , 0, 1), element 0 je najmawi, a 1 najve}i u
odnosu na 4.

DOKAZ. Za svako x ∈ B va`i: xg 0 = x, tj. 0 4 x, i xg 1 = 1, tj. x 4 1.

Lema 10. Ako je (B,g,f,′ , 0, 1) proizvoqna Bulova algebra, za bilo koje

elemente x, y i z iz B va`i:

1.1. x 4 xg y i y 4 xg y;

1.2. ako je x 4 z i y 4 z, onda je xg y 4 z;

2.1. xf y 4 x i xf y 4 y;

2.2. ako je z 4 x i z 4 y, onda je z 4 xf y.

DOKAZ. 1.1. Iz jednakosti x g (x g y) = (x g x) g y = x g y, sledi da je

x 4 xg y. Analogno se dokazuje da je y 4 xg y.
1.2. Neka je x 4 z i y 4 z, tj. x g z = z i y g z = z. Tada je (x g y) g z =
xg (y g z) = xg z = z, odnosno xg y 4 z.
Tvr|ewa 2.1 i 2.2 analogno se dokazuju i dokaze prepu{tamo ~itaocima.
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Tvr|ewe 1.1 prethodne leme ka`e da je x g y gorwe ograni~ewe skupa

{x, y} u odnosu na 4, dok 2.1 tvrdi da je x g y i najmawe gorwe ograni~ewe.

Drugim re~ima, x g y je supremum (najmawe gorwe ograni~ewe) skupa {x, y},
x g y = sup{x, y}. Analogno tome, prema 2.1 i 2.2, x f y je infimum (najve}e

dowe ograni~ewe) skupa {x, y}, xf y = inf{x, y}.

Atomi Bulove algebre i reprezentacija kona~nih Bulovih algebri

U bilo kojoj algebri partitivnog skupa (P(U),∪,∩, c, ∅, U), jedno~lani
skupovi, tj. singltoni {u}, u ∈ U , jesu minimalni elementi skupa P(U) \ {∅}
u odnosu na inkluziju, i kao takvi poseduju niz karakteristi~nih osobina.

[tavi{e, oni predstavqaju i svojevrsni �gradivni materijal� od koga su

�sastavqeni� svi drugi elementi izP(U)\{∅}. Ovo zapa`awe donekle potkre-
pquje ~iwenica da singltoni reprezentuju elemente skupa U , odnosno da je

{u} ⊆ X akko u ∈ X , za bilo koje u ∈ U i bilo koje X ∈ P(U) \ {∅}. U

proizvoqnoj Bulovoj algebri sli~nu ulogu ima}e tzv. atomi, naravno uko-

liko ih razmatrana algebra uop{te ima.

Definicija 3. Element a je atom Bulove algebre B, ako je 0 ≺ a i ne postoji
elementx ∈ B\{0} takav da je x ≺ a. Drugim re~ima, atom je svakiminimalni
element skupa B \ {0} u odnosu na 4.

PRIMER 13. Atomi Bulove algebre (P(U),∪,∩, c, ∅, U) jesu singltoni {u}, u ∈ U .
Postoje i Bulove algebre koje nemaju atoma. U primeru 4 naveli smo da kona~ne

unije levo-poluzatvorenih intervala skupa R obrazuju jedno poqe skupova. Ova

Bulova algebra nema atoma, jer za svaki levo-poluzatvoreni interval, postoji drugi

takav inteval koji je strogo sadr`an u prvom. ◃

U narednoj lemi izdvajamo neke zna~ajne osobine atoma.

Lema 11. Neka je B = (B,g,f,′ , 0, 1) Bulova algebra i a bilo koji wen atom.

1. Za svaki element x ∈ B va`i a f x = 0 ili a f x = a. Specijalno, ako
je a1 atom u B razli~it od a, onda je af a1 = 0.

2. Ako je a 4 x1 g x2 g · · · g xn, za neke x1, x2, . . . , xn ∈ B, onda postoji
k ∈ {1, . . . , n} takav da je a 4 xk. Specijalno, za svaki element x ∈ B
va`i a 4 x ili a 4 x′, ali ne oba.

DOKAZ. 1. Za bilo koji element x va`i 0 4 a f x 4 a, odakle sledi da je

a f x = 0 ili a f x = a, jer je a atom, pa ne mo`e biti 0 ≺ a f x ≺ a. Neka
su a i a1 razli~iti atomi. Kako je a atom, prema upravo dokazanom imamo da

je a f a1 = 0 ili a f a1 = a. Po{to je i a1 atom, dobijamo i da je a f a1 = 0
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ili a f a1 = a1. Kako je a ̸= 0, a1 ̸= 0 i a ̸= a1, zakqu~ujemo da mora biti
af a1 = 0.

2. Neka je a 4 x1 g x2 g · · ·g xn. Ako bi za svako k ∈ {1, . . . , n} bilo a ̸4 xk,
imali bismo (prema 1) da je af xk = 0. Me|utim, tada je

a = af(x1gx2g· · ·gxn) = (afx1)g(afx2)g· · ·g(afxn) = 0g0g· · ·g0 = 0,

{to je nemogu}e, jer je a atom. Kako za bilo koje x va`i a 4 1 = xg x′, prema
upravo dokazanom imamo da je a 4 x ili a 4 x′. Naravno da ne mo`e biti

a 4 x i a 4 x′, jer bi tada bilo i a 4 xf x′ = 0.

Definicija 4. Bulova algebra (B,g,f,′ , 0, 1) je atomi~na ako za svaki element
x ∈ B \ {0} postoji atom a takav da je a 4 x.

PRIMER 14. Algebre partitivnog skupa (P(U),∪,∩, c, ∅, U), gde je U bilo koji skup,

jesu atomi~ne Bulove algebre.

Kona~ne unije levo-poluzatvorenih intervala skupa R obrazuju poqe skupova

koje ne mo`e biti atomi~na Bulova algebra, jer uop{te nema atoma. ◃

Teorema 6. Svaka kona~na Bulova algebra je atomi~na.

DOKAZ. Neka je B = (B,g,f,′ , 0, 1) kona~na Bulova algebra ({to zna~i da je
B kona~an skup). Pretpostavimo da B nije atomi~na. To zna~i da postoji

element x ∈ B \ {0} za koji ne postoji atom a takav da je a 4 x. Specijalno,
x nije atom, {to zna~i da postoji x1 ∈ B takav da je 0 ≺ x1 ≺ x. Tako|e, ni
x1 nije atom, pa postoji x2 ∈ B da je 0 ≺ x2 ≺ x1. O~igledno, ovaj postupak
mo`emo neograni~eno nastaviti. Me|utim, to nije mogu}e ako je B kona~na

Bulova algebra.

Ve} smo rekli da atomi u atomi~nimBulovim algebrama u izvesnom smislu

predstavqaju �gradivni materijal� pomo}u koga se dobijaju svi drugi ele-

menti razli~iti od 0. To se najboqe vidi na primeru kona~nih algebri

partitivnog skupa. Ako je U kona~an skup, onda je svaki X iz P(U) \ {∅}
zapravo unija singltona (atoma) {u}, u ∈ X . Ovo zapa`awe se prirodno

prenosi na sve kona~ne Bulove algebre ({to }e pokazati naredna teorema):

ako operaciju g neke kona~ne Bulove algebre nazovemo unijom, onda je svaki

element x ove algebre unija atoma koji se nalaze ispod wega. Ova analogija

nas navodi na pomisao da su kona~ne Bulove algebre zapravo izomorfne sa

kona~nim algebrama skupova.

Teorema 7. Neka je (B,g,f, ′, 0, 1) kona~na Bulova algebra i A ⊆ B skup

wenih atoma. Tada su Bulove algebre (B,g,f, ′, 0, 1) i (P(A),∪,∩, c, ∅, A)
izomorfne.
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DOKAZ. Primetimo najpre da je Bulova algebra B atomi~na, jer je kona~na

(teorema 6). Uzimaju}i u obzir razmatrawe pre formulacije teoreme, pri-

rodno je pretpostaviti da }e tra`eni izomorfizam predstavqati funkcija

f : B → P(A), definisana sa f(x) = {a ∈ A | a 4 x}, x ∈ B. To }emo u

nastavku i dokazati.

f je 1-1 funkcija. Neka su x1 i x2 razli~iti elementi iz B. Tada je x1 ̸4 x2
ili x2 ̸4 x1 (jer bi u suprotnom elementi morali biti jednaki). Nije te{ko

pokazati da je tada x1fx′2 ̸= 0 ili x′1fx2 ̸= 0. Zaista, ako bi bilo x1fx′2 = 0
i x′1 f x2 = 0, imali bismo

x1 = x1f 1 = x1f (x2gx′2) = (x1fx2)g (x1fx′2) = (x1fx2)g 0 = x1fx2,

tj. x1 4 x2, kao i

x2 = x2f 1 = x2f (x1gx′1) = (x2fx1)g (x2fx′1) = (x2fx1)g 0 = x2fx1,

tj. x2 4 x1. Ukoliko je x1fx′2 ̸= 0, onda postoji a ∈ A takav da je a 4 x1fx′2,
jer jeB atomi~na Bulova algebra. Tada je a 4 x1, pa a ∈ f(x1), ali je i a 4 x′2,
pa a ̸4 x2, tj. a ̸∈ f(x2). Dakle, f(x1) ̸= f(x2). Analogno se dobija da iz

x′1 f x2 ̸= 0, sledi f(x1) ̸= f(x2).
f je na funkcija. Neka je Y ∈ P(A) proizvoqan skup atoma. Ako je Y = ∅, onda
je f(0) = Y . Pretpostavimo da je Y ̸= ∅. Kako je B kona~an skup, kona~an

je i skup A, pa mo`emo uzeti da je Y = {a1, . . . , an}, za neke a1, . . . , an ∈ A.
Neka je x = a1 g · · · g an. Dokaza}emo da je f(x) = Y . S obzirom na to da je

ai 4 x = a1 g · · ·g an, za svako i ∈ {1, . . . , n}, zakqu~ujemo da je Y ⊆ f(x). Da
bismo dokazali i obrnutu inkluziju, izabra}emo proizvoqan atom a ∈ f(x),
tj. atom takav da je a 4 a1 g · · · g an. Tada, prema osobini 2 leme 11, imamo
da je a 4 ai, za neko i ∈ {1, . . . , n}. Po{to su i a i ai atomi, zakqu~ujemo da
mora biti a = ai, tj. a ∈ Y . Dakle, f(x) ⊆ Y .
f je izomorfizam. Na osnovu leme 3, dovoqno je dokazati da za proizvoqne

x, x1, x2 ∈ B va`i f(x1 g x2) = f(x1) ∪ f(x2) i f(x′) = f(x)c.

f(x1 g x2) = {a ∈ A | a 4 x1 g x2}
(!)
={a ∈ A | a 4 x1 ili a 4 x2}

= {a ∈ A | a 4 x1} ∪ {a ∈ A | a 4 x2} = f(x1) ∪ f(x2)

Jednakost (!) va`i na osnovu osobine 2 leme 11, kao i iz ~iwenice da je

x1 g x2 = sup{x1, x2}.

f(x′) = {a ∈ A | a 4 x′} = {a ∈ A | a ̸4 x} = A \ {a ∈ A | a 4 x} = f(x)c

Ove jednakosti slede iz ~iwenice da za svaki atom a i bilo koji element x
va`i ili a 4 x ili a 4 x′, ali nikako oba.
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Posledica 1. Svaka kona~na Bulova algebra ima 2n elemenata, za neki priro-
dan broj n.

Posledica 2. Izomorfne su svake dve kona~ne Bulove algebre sa istim brojem

elemenata.

Stonova teorema reprezentacije Bulovih algebri

U prethodnom odeqku pokazali smo da se svaka kona~na Bulova algebra

mo`e shvatiti kao algebra partitivnog skupa nekog kona~nog skupa (preciz-

nije, skupa svojih atoma). Prirodno se name}e pitawe da li mo`emo dokazati

sli~an rezultat za bilo koju Bulovu algebru. Ne mo`emo o~ekivati da }e

svaka Bulova algebra biti izomorfna nekoj algebri partitivnog skupa, iz

jednostavnog razloga, jer postoje prebrojive Bulove algebre11, dok su algebre

partitivnog skupa kona~ne ili neprebrojive. Ipak, mo`emo poku{ati da ih

opi{emo (do na izomorfizam) kao poqa skupova. Ve} na prvi pogled se vidi

da dokaz kojim su okarakterisane kona~ne Bulove algebre ne mo`emo direktno

uop{titi na sve Bulove algebre (jer postoje one koje nisu atomi~ne). Ipak

neka zajedni~ka nit se mo`e prona}i. U slu~aju kona~nih Bulovih algebri,

svakiwen element je shva}en kao �skup� atoma, a znamoda je svaki skuppotpuno

odre|en elementima koje sadr`i. U op{tem slu~aju, razmi{qa}emo dualno:

elemente neke Bulove algebre B poku{a}emo da reprezentujemo skupovima

(podskupovima od B) koji sadr`e taj element. Nastoja}emo da odredimo

kolekciju U ⊆ P(B) pogodnu da bilo koji element a iz B reprezentujemo

skupom svih skupova izU koji sadr`e a, tj. skupom {X ∈ U | a ∈ X}. Pritom,
potrebno je da navedena reprezentacija elemenata ~uva operacije i konstante

odgovaraju}ih Bulovih algebri � Bulove algebre B i algebre partitivnog

skupa nadP(U). Preciznije, funkcija f : B → P(U), f(a) = {X ∈ U | a ∈ X},
a ∈ B, treba da zadovoqava slede}e uslove:

1. f(ag b) = f(a) ∪ f(b), tj.
{X ∈ U | ag b ∈ X} = {X ∈ U | a ∈ X} ∪ {X ∈ U | b ∈ X};

2. f(af b) = f(a) ∩ f(b), tj.
{X ∈ U | af b ∈ X} = {X ∈ U | a ∈ X} ∩ {X ∈ U | b ∈ X};

3. f(a′) = f(a)c, tj. {X ∈ U | a′ ∈ X} = {X ∈ U | a ∈ X}c;

4. f(0) = ∅, tj. {X ∈ U | 0 ∈ X} = ∅;
11Na primer, Fre{eova algebra F(N) (algebra kona~no-kokona~nih skupova) nad skupom

prirodnih brojeva N je prebrojiva (videti primer 4).
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5. f(1) = U, tj. {X ∈ U | 1 ∈ X} = U.

Da li mo`emo da odredimo (tj. da li postoji) skup U koji ostvaruje sve na{e

zamisli? Navedeni zahtevi bi}e ispuweni ako svaki X iz U zadovoqava

slede}e uslove12:

1.1. ako ag b ∈ X , onda a ∈ X ili b ∈ X ;

1.2. ako a ∈ X , onda za bilo koji b ∈ B, ag b ∈ X ;

2.1. ako af b ∈ X , onda a ∈ X i b ∈ X ;

2.2. ako a ∈ X i b ∈ X , onda af b ∈ X ;

3. a′ ∈ X akko a ̸∈ X ;

4. 0 ̸∈ X ;

5. 1 ∈ X .

Neki od navedenih uslova su posledice ostalih, pa se ovaj spisak mo`e

skratiti.

1.2 ∧ 2.2 ∧ 3 ∧ 4︸ ︷︷ ︸ ∧ 5

⇓ ⇓
2.1 1.1

Primetimo najpre da je uslov 1.2 ekvivalentan uslovu:

(∗) ako a ∈ X i a 4 b, onda b ∈ X.

Zaista, pretpostavimo da va`i 1.2, da a ∈ X i a 4 b. Kako je b = a g b,
odmah dobijamo da b ∈ X . Obrnuto, pretpostavimo da va`i (∗), da a ∈ X
i da je b ∈ B proizvoqan. Kako je a 4 a g b, zakqu~ujemo da a g b ∈ X .

Lako se uo~ava i da je uslov 2.1 posledica uslova (∗). Uslov 1.1 posledica

je uslova 2.2, 3 i 4. Zaista, pretpostavimo da a g b ∈ X , ali da a ̸∈ X i

b ̸∈ X . Tada prema uslovu 3 sledi da a′ ∈ X i b′ ∈ X , i daqe, prema 2.2,
da a′ f b′ = (a g b)′ ∈ X . Pozivaju}i se jo{ jednom na uslov 2.2 dobijamo

da (a g b) f (a g b)′ = 0 ∈ X , {to protivre~i uslovu 4. Primetimo da se

umesto uslova 5 mo`e postaviti slabiji zahtev da skup X bude neprazan, i

da }e tada iz (∗) slediti 5. Sumiraju}i prethodna razmatrawa, u narednoj

definiciji izdvajamo kakve bismo podskupove od B `eleli da sadr`i U. Re~

je tzv. ultrafilterima.

12Na osnovu navedenih uslova vidimo da zamisao ne mo`emo ostvariti za U = P(B).
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Definicija 5. Neka je B proizvoqna Bulova algebra. Skup X ⊆ B je ultra-

filter u B ukoliko va`e slede}i uslovi:

F1 1 ∈ F ;

F2 0 ̸∈ F ;

F3 ako a ∈ F i a 4 b, onda b ∈ F ;

F4 ako a ∈ F i b ∈ F , onda af b ∈ F ;

F5 a′ ∈ F akko a ̸∈ F .

Skup X je filter ako zadovoqava uslove F1�F4.

Naravno, odmah se name}e pitawe da li u svakoj Bulovoj algebri uop{te

postoje ultrafilteri. Naredna teorema daje potvrdan odgovor. [tavi{e,

pokaza}emoda svakipodskupodB kojiima svojstvokona~nogpreseka generi{e

po jedan ultrafilter u B.

Definicija 6. Podskup K ⊆ B ima svojstvo kona~nog preseka, ako za svaki

izbor kona~no mnogo elemenata x1, . . . , xn izK va`i x1 f · · ·f xn ̸= 0.

Teorema 8. [Teorema o ultrafilteru] Za svaki podskup K ⊆ B koji ima

svojstvo kona~nog preseka, postoji ultrafilter FK u B koji ga sadr`i, tj.

K ⊆ FK .

Dokaz teoreme je naizgled duga~ak, ali samo zato {to }emo tri puta prove-

ravati pojedine uslove definicije 5. Savetujemo ~itaocu da najpre pro~ita

dokaz preska~u}i provere pomenutih uslova.

DOKAZ. Defini{imo najpre skup

F = {x ∈ B | x1 f · · ·f xn 4 x, za neko n ∈ N i neke x1, . . . , xn ∈ K}.

O~igledno je K ⊆ F . Jednostavno je proveriti da skup F zadovoqava uslove

F1�F4 prethodne definicije, dok uslov F5 ne mora zadovoqavati.
F1 O~igledno 1 ∈ F , jer je 1 najve}i element Bulove algebre.

F2 Po{to K ima svojstvo kona~nog preseka, ne postoje n ∈ N i

x1, . . . , xn ∈ K takvi da je x1 f · · ·f xn 4 0. Dakle, 0 ̸∈ F .

F3 Pretpostavimo da a ∈ F i a 4 b. Iz a ∈ F sledi da postoje n ∈ N
i x1, . . . , xn ∈ K takvi da je x1 f · · · f xn 4 a. Kako je tada i

x1 f · · ·f xn 4 b, sledi da b ∈ F .

F4 Ako a, b ∈ F , onda postoje n,m ∈ N i x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ K
takvi da je x1 f · · · f xn 4 a i y1 f · · · f ym 4 b. Iz ove dve

nejednakosti dobijamo da je x1 f · · ·f xn f y1 f · · ·f ym 4 af b,
pa af b ∈ F .
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Kqu~nu ideju za nastavak dokaza dobijamo ako uo~imo da se ultrafilteru

ne mo`e dodati nijedan novi element iz B, a da dobijeni nadskup i daqe

bude ultrafilter. Zaista, uslov F5 je ekvivalentan slede}em uslovu: za

svaki element a ∈ B, ili a ili a′ pripada ultrafilteru, a nikako ne mogu

pripadati oba, zbog uslova F2 i F4. Jednostavno se uo~ava da je ultrafilter
maksimalan, u smislu inkluzije, podskup odB koji zadovoqava uslove F1�F4.
Dakle, o~ekivana je primena Cornove leme13 (tj. aksiome izbora) u nastavku

dokaza.

Neka je F = {X ⊆ B | F ⊆ X i X zadovoqava uslove F1 − F4}. Tada je
F ̸= ∅, jer F ∈ F. Dokaza}emo da ure|ewe (F,⊆) zadovoqava uslov Cornove
leme, tj. da svaki lanac ima gorwe ograni~ewe. Neka je L ⊆ F lanac, tj.

za proizvoqne X1, X2 ∈ L va`i X1 ⊆ X2 ili X2 ⊆ X1. Pokaza}emo da

XL
def
= ∪L ∈ F. Po{to za svako X ∈ L, va`i F ⊆ X , zakqu~ujemo da je

F ⊆ XL.

F1 Za svako X ∈ L va`i 0 ̸∈ X , odakle sledi da 0 ̸∈ XL.

F2 Za svako X ∈ L va`i 1 ∈ X , odakle sledi da 1 ∈ XL.

F3 Pretpostavimo da a ∈ XL i a 4 b. Iz a ∈ XL = ∪L, sledi da

postoji X ∈ L tako da je a ∈ X , pa po{to X zadovoqava uslov

F3, zakqu~ujemo da b ∈ X , a samim tim i da b ∈ XL.

F4 Neka su a, b ∈ XL proizvoqni. Tada postoje X1, X2 ∈ L takvi

da a ∈ X1 i b ∈ X2. Kako je X1 ⊆ X2 ili X2 ⊆ X1, imamo da

a, b ∈ X1 ili a, b ∈ X2, odakle sledi da af b ∈ X1 ili af b ∈ X2.

Koji god slu~aj da nastupi, bi}e af b ∈ XL.

Dakle, XL ∈ F. Kako je za svako X ∈ L, X ⊆ XL, zakqu~ujemo da

je XL gorwe ograni~ewe u (F,⊆) lanca L. Prema Cornovoj lemi, postoji

maksimalan element FK u (F,⊆). Ostaje jo{ da se poka`e da FK zadovoqava

svojstvo F5 (jer svojstva F1�F4 trivijalno zadovoqava budu}i da FK ∈ F).

Da bismo dokazali da FK zadovoqava svojstvo F5, pretpostavi}emo su-

protno, da postoji z ∈ B takav da z ̸∈ FK i z′ ̸∈ FK . Neka je

F z
K = {x ∈ B | uf z 4 x, za neko u ∈ FK}.

Primetimo najpre da je F ⊆ FK ⊆ F z
K i z ∈ F z

K . Nije te{ko proveriti da

F z
K zadovoqava uslove F1− F4.

13Cornova lema: Ako u nekom parcijalno ure|enom skupu svaki lanac ima gorwe ograni~ewe

(majorantu), onda u tom parcijalnom ure|ewu postoji maksimalan element. Cornova lema je

ekvivalentna aksiomi izbora.



32

F1 O~igledno je da 1 ∈ F z
K , jer je 1f z 4 1 i 1 ∈ FK .

F2 Tako|e, 0 ̸∈ F z
K , jer bi u suprotnom postojao u ∈ FK takav da je

ufz 4 0, odakle bismo imali u 4 z′, pa bi moralo biti i z′ ∈ FK

suprotno pretpostavci da z′ ̸∈ FK .

F3 Ako a ∈ F z
K i a 4 b, onda postoji u ∈ FK takav da je ufz 4 a 4 b,

pa b ∈ F z
K .

F4 Ako a, b ∈ F z
K , onda postoje u1, u2 ∈ FK takvi da je u1 f z 4 a i

u2 f z 4 b, pa kako je (u1 f z)f (u2 f z) = (u1 f u2)f z 4 af b i
u1 f u2 ∈ FK , sledi da af b ∈ F z

K .

Dakle, F z
K ∈ F i pri tome FK $ F z

K , {to nije mogu}e jer je FK maksimalan.

Da zakqu~imo, FK je ultrafilter Bulove algebre B koji sadr`i skup

K.

Posledica 3. Za svaki element a ∈ B \ {0}, postoji ultrafilter u B koji ga

sadr`i.

Vratimo se sada na po~etak. Neka je B proizvoqna Bulova algebra i U

skup svih ultrafiltera ove algebre. Sada znamo da funkcija f : B → P(U),
f(a) = {X ∈ U | a ∈ X}, a ∈ B, zadovoqava slede}e uslove:

1. f(ag b) = f(a) ∪ f(b);

2. f(af b) = f(a) ∩ f(b);

3. f(a′) = f(a)c;

4. f(0) = ∅, tj. {X ∈ U | 0 ∈ X} = ∅;

5. f(1) = U, tj. {X ∈ U | 1 ∈ X} = U.

[tavi{e, ova funkcija je i 1-1. Zaista, ako su a, b ∈ B razli~iti, a ̸= b,
onda je a′ f b ̸= 0 ili a f b′ ̸= 0. U slu~aju da je a′ f b ̸= 0, prema prethodnoj
posledici, postoji ultrafilter F{a′,b} koji sadr`i i a′ i b, a samim tim ne

sadr`i a. Dakle, F{a′,b} ̸∈ f(a) i F{a′,b} ∈ f(b), odakle sledi da je f(a) ̸= f(b).
Do istog zakqu~ka dolazimo polaze}i od pretpostavke af b′ ̸= 0.

Skup f [B] = {f(a) | a ∈ B} ⊆ P(U) predstavqa jedno poqe skupova koje
je izomorfno sa B. Na ovaj na~in je dokazana teorema koja je uzeta za naslov
ovog odeqka.

Teorema 9. [Stonova teorema reprezentacije]SvakaBulova algebra izomorfna
je nekom poqu skupova.

Ova teorema zapravo u potpunosti opravdava tvrdwu sa po~etka poglavqa

da su Bulovim algebrama okarakterisana sva algebarska svojstva skupovnih

operacija.
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Zadaci

1. Zbog ~ega struktura Dn = (Dn,nzs,nzd, n/, 1, n) nije Bulova algebra uko-
liko je n deqiv kvadratom nekog prostog broja? Koji zakoni iz definicije 1

ne va`e u ovoj strukturi?

2. Dokazati da podskupovi skupa realnih brojeva R koji su najvi{e prebro-

jivi ili su koprebrojivi14 obrazuju jedno poqe skupova.

3. Neka je 2N skup parnih, 2N+ 1 skup neparnih prirodnih brojeva i

A = {X ⊆ 2N | X je kona~an } ∪ {X ⊆ 2N+ 1 | N \X je kona~an }.

Ispitati da li je A poqe skupova.

4. Neka je P skup prostih brojeva i B skup svih onih i samo onih podskupova

X od N za koje je X ∩ P = ∅ ili X ∩ P = P . Dokazati da je B poqe skupova.

5. Neka je Z skup celih brojeva i m neki fiksirani ceo broj. Podskup X od

Z jem-periodi~an ako jeX = X +m, pri ~emu jeX +m
def
= {x+m | x ∈ X}.

O~igledno je da su ∅ i Z m-periodi~ni. Dokazati da je skup Zm svih m-

periodi~nih podskupova od Z poqe skupova.

NAPOMENA. Primetite da je Z0 = P(Z) i Z1 = {∅,Z}. Odredite Z2 i Z3.

6. Dokazati da suBulove algebre (P({a, b}),∪,∩, c, ∅, {a, b})i2×2izomorfne.

7. Na skupu S = {a, b, c, d} definisati (odgovaraju}im tablicama) dve op-

eracije ⊕,⊙ : S × S → S i jednu unarnu ∗ : S → S, tako da struktura

(S,⊕,⊙, ∗, a, b) bude Bulova algebra.

8. Neka je (B,g,f, ′, 0, 1) Bulova algebra. Dokazati da za sve a, b, c ∈ B va`i:

(a) ag (a′ f b) = ag b;

(b) (ag b)f (a′ g c) = (af c)g (a′b);

(v) (af b)g (bf c)g (cf a) = (ag b)f (bg c)f (cg a).

9. Neka je (B,g,f, ′, 0, 1) proizvoqna Bulova algebra. Dokazati slede}a tvr-
|ewa:

(a) ako za neko x ∈ B va`i ag x = bg x i ag x′ = bg x′, onda je a = b;

(b) ako za neko x ∈ B va`i af x = bf x i af x′ = bf x′, onda je a = b.

10. Neka je (B,g,f, ′, 0, 1) proizvoqna Bulova algebra. Simetri~na razlika
elemenata x i y iz B definisana je sa x△y = (xf y′)g (x′ f y). Dokazati da
za proizvoqne x, z, y ∈ B va`i:

14PodskupX od R je koprebrojiv ako je wegov komplementXc = R \X najvi{e prebrojiv.
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(a) x△y = y△x; (b) x△0 = x;
(v) x△x′ = 1; (g) x△(y△z) = (x△y)△z;
(d) xf (y△z) = (xf y)△(xf z); (|) x△x = 0;
(e) x△1 = x′; (`) x = y akko x△y = 0.

Definicija. Prsten je struktura (R,+,−, ·, 0, 1) koju ~ine neki skup R, dve
binarne operacije +, · : R×R→ R, jedna unarna − : R→ R i dva razli~ita

elementa 0 i 1 iz R, pri ~emu proizvoqni elementi x, y, z iz R ispuwavaju

slede}e uslove:

A+ x+ (y + z) = (x+ y) + z;
K+ x+ y = y + x;
N+ x+ 0 = x;
I+ x+ (−x) = 0;
A· x · (y · z) = (x · y) · z;
K· x · y = y · x;
N· x · 1 = x;
D·

+ x · (y + z) = (x · y) + (x · z).
Prsten (R,+,−, ·, 0, 1) je Bulov prsten ako za svako x ∈ B va`i x · x = x.

11. Neka je (B,g,f, ′, 0, 1) Bulova algebra. Dokazati da je (B,△,−,f, 0, 1)
Bulov prsten, pri ~emu je △ simetri~na razlika definisana u zad 10, a − je

unarna operacija definisana kao identi~ko preslikavawe, tj. sa −x = x.

12. Neka je (R,+,−, ·, 0, 1) Bulov prsten. Dokazati da je (B,g, ·, ′, 0, 1) Bulova
algebra, pri ~emu jeg binarna operacija definisana sa xgy = x+y+(x ·y),
a ′ unarna operacija definisana sa x′ = 1 + x.

13. Ako je α bilo koji Bulov izraz, dokazati da jednakost

α = (α(x/0)g x)f (α(x/1)g x′)

va`i u bilo kojoj Bulovoj algebri.

UPUTSTVO. Videti lemu 6 (strana 19)

14. Ako je α(x1, . . . , xn) Bulov izraz, dokazati da jednakost

(KKNF ) α(x1, . . . , xn) =
∧

(a1,...,an)∈2n

(
α(a1, . . . , an)

′ g xa11 g · · ·g xann
)

va`i u svakoj Bulovoj algebri. Izraz sa desne strane jednakosti naziva se

kanonska konjunktivna normalna forma izraza α(x1, . . . , xn).

UPUTSTVO. Videti lemu 4 (strana 20).
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DNFiKNF.Bulov izraz je u disjunktivnoj (konjunktivnoj) normalnoj formi

ako je oblika
∨

i∈I
∧

j∈Ji x
aij
ij

(∧
i∈I
∨

j∈Ji x
aij
ij

)
, za neke kona~ne skupove I i

Ji, i neke aij ∈ {0, 1}, pri ~emu su xij promenqive. Primeri izraza u DNF

su: xf y′, (x1 f x2 f x3)g (x′1 f x3), itd. Primeri izraza u KNF su: xf y′,
(x1 g x2 f x3)f (x′1 g x3), z g z′ itd.
Na osnovu teoreme 4 i zadatka 14, zakqu~ujemo da se svaki Bulov izraz mo`e

transformisati u DNF i KNF. Osim direktne primene pomenutih tvr|ewa,

neki izrazα mo`emo transformisati u dnf, odnosno knf, sprovode}i slede}e
korake:

1. dok god je mogu}e primewivati DeMorganove zakone (tj. dok god se svi kom-

plementi ne �spuste� do promenqivih i konstanti), elimini{i}u dvostruke

komplemente zakonom involucije i primewuju}i odgovaraju}e jednakosti za

komplemente konstanti; u ovom koraku izraz α se transformi{e u izraz iz-

gra|en od konstanti, promenqivih i komplemenata promenqivih, pri ~emu

se pojavquju samo g i f (i zagrade, naravno);

2. primewivati distributivni zakon Df
g (kao i asocijativnost, i komuta-

tivnost) na izraz dobijen u prethodnom koraku, uz odgovaraju}u eliminaciju

konstanti, dok god se ne dobije izraz u dnf; odnosno primewivati distribu-

tivni zakon Dg
f (kao i asocijativnost, i komutativnost) na izraz dobijen

u prethodnom koraku, uz odgovaraju}u eliminaciju konstanti, dok god se ne

dobije izraz u knf.

15. Transformisati izraz u dnf:

(a) (xg y)f (x′ g y′); (b) (xg y)′ g (xf y′); (v) (x′ g (y f z′)′)′ g z′.

16. Transformisati izraz u knf:

(a) (xf y)g (x′ f y′); (b) (xg y)′ g (xf y′); (v) (x′ g (y f z′)′)′ g z′.

17. Neka je (B,g,f, ′, 0, 1) Bulova algebra i4 ure|ewe ove algebre. Dokazati

da za sve a, b ∈ B va`i:

(a) a 4 b akko b′ 4 a′;
(b) ako je a 4 b, onda za svako c ∈ B va`i ag (bf c) = bf (ag c).
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Iskazna logika

Sintaksa i semantika iskazne logike

Najpre }emo nekim jednostavnim primerima ilustrovati ideje koje su u

osnovi iskaznog ra~una.

PRIMER 1. O~igledno je da re~enice:

1. Zemqa se okre}e oko Sunca ili se Zemqa ne okre}e oko Sunca.

2. Broj 1, 41 jeste re{ewe jedna~ine x2 = 2 ili 1, 41 nije re{ewe jedna~ine x2 = 2.

imaju istu strukturu �· · · ili ne · · · �, i da ih upravo zbog toga smatramo ta~nim bez

obzira na to da li je iskaz koji se nalazi na mestu ta~kica ta~an ili neta~an. Odavde

se jasno vidi zna~aj logi~kih veznika ili i ne u strukturi navedenih re~enica.

Naravno, jo{ mnogo analognih primera mo`emo sastaviti. Analizirajmo daqe i

slede}a dva zakqu~ivawa.

Ako nekome ka`emo Ako si ti u pravu, onda sam ja lud.

i dodamo Ja nisam lud.

sagovornik }e znati da smo rekli Ti nisi u pravu.

Znamo da va`i Ako je ~etvorougao ABCD kvadrat, onda je ABCD pravougaonik.

i ako uo~imo da ^etvorougao ABCD nije pravougaonik.

zakqu~ujemo da ^etvorougao ABCD nije kvadrat.

Ova dva zakqu~ivawa, iako dolaze iz potpuno razli~itih okolnosti, su{tinski se

ne razlikuju.

PRETPOSTAVKE: Ako · · · , onda ∗ ∗ ∗.
Ne ∗ ∗ ∗.

ZAKQU^AK: Ne · · · .
I ovoga puta, ispravnost navedenih zakqu~ivawa opravdavamo logi~kim veznicima

�Ako · · · , onda ∗∗∗� i �Ne ∗∗∗� ne obaziru}i se mnogo na smisao re~enica koje stoje
umesto · · · i ∗ ∗ ∗. ◃
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Uiskaznoj logici centralnomesto zauzimaju tzv. logi~ki veznici: i, ili,

ne, ako . . . , onda . . . , ako i samo ako. Pomo}u wih gradimo slo`ene iskaze

polaze}i od nekih jednostavnih ~iji smisao nas ne zanima, ve} je jedino va`no

da li su oni ta~ni ili neta~ni. Istinitost slo`enijih iskaza odre|ujemo na

osnovu tzv. istinitosnih tablica pridru`enih veznicima.

∧ 0 1

0 0 0
1 0 1

∨ 0 1

0 0 1
1 1 1

¬
0 1
1 0

⇒ 0 1

0 1 1
1 0 1

⇔ 0 1

0 1 0
1 0 1

U tablicama su navedene standardne oznake za veznike: ∧ � i, ∨ � ili, ¬ �

ne, ⇒ � ako . . . , onda . . . , ⇔ � ako i samo ako. Ako neke jednostavne iskaze

ozna~imo slovima p, q, r, onda je (p ∧ q) ⇒ r primer slo`enog iskaza (koji

~itamo ako p i q, onda r). Drugi primer slo`enog iskaza je p ∨ ¬p sa kojim
smo se sreli u prethodnom primeru. Neformalno, slova p, q i r se mogu

zami{qati kao neki jednostavni iskazi, ali po{to nam smisao tih iskaza

nije va`an ve} samo to da li su ta~ni ili neta~ni, slo`ene iskaze shvatamo

kao algebarske izraze prilago|ene tzv. iskaznoj algebri ({0, 1},∨,∧,¬,⇒,⇔
, 0, 1). Ova algebra je pro{ireweBulove algebre2dvemanovimoperacijama⇒
i⇔. Primetimo da pro{irewe nije od nekog zna~aja, jer se dodate operacije

jednostavno defini{u pomo}u operacija Bulove algebre 2:

x⇒ y = ¬x ∨ y i x⇔ y = (¬x ∨ y) ∧ (x ∨ ¬y), za sve x, y ∈ {0, 1}.

Navedene jednakosti se direktno mogu proveriti i to prepu{tamo ~itaocima.

Algebarske izraze, pomenute u prethodnompasusu, nazivamoiskaznimfor-

mulama i defini{emo ih kao i bilo koju drugu vrstu izraza15, tj. kao re~i

zapisane upotrebom unapred izabranih simbola i po odre|enim pravilima.

Skup izabranih simbola nazivamo alfabetom iskazne logike.

Iskazne formule

Alfabet iskazne logike ~ine slede}i simboli:

• iskazna slova kojih ima prebrojivo mnogo; iskazna slova ozna~ava}emo

malim latini~nim slovom p koje je indeksirano prirodnim brojevima;

skup svih iskaznih slova uglavnom }emo ozna~avati sa P ; dakle P =
{pk | k ∈ N} = {p0, p1, p2, p3, . . .}.

• logi~ki veznici: unarni logi~ki veznik¬ (negacija) i binarni logi~ki
veznici ∧ (konjunkcija), ∨ (disjunkcija),⇒ (implikacija) i⇔ (ekviva-

lencija);

15analogno, na primer, Bulovim izrazima
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• logi~ke konstante: ⊤ i ⊥;

• pomo}ni znaci: leva �(� i desna zagrada �)�.

Definicija 1. Skup iskaznih formula For jeste najmawi (u smislu inkluzije)
skup re~i nad alfabetom iskazne logike takav da va`i:

• P ∪ {⊤,⊥} ⊆ For (iskazna slova i logi~ke konstante su iskazne for-

mule);

• ako α ∈ For, onda ¬α ∈ For;

• ako α, β ∈ For, onda (α ∧ β), (α ∨ β), (α⇒ β), (α⇔ β) ∈ For.

Skupiskaznihformula jeinduktivno definisan. Najpre su uvedene najjed-

nostavnije iskazne formule: svako iskazno slovo i svaka logi~ka konstanta

predstavqa jednu iskaznu formulu. Zatim je precizirano kako se formiraju

slo`enije iskazne formule: polaze}i od najjednostavnijih iskaznih formula,

pomo}u navedenih pravila gradimo nove formule, koje daqe koristimo za iz-

gradwu jo{ slo`enijih formula. Pritom, iskazne formule se mogu graditi

samo na ovaj na~in, {to je posledica zahteva da For bude najmawi skup re~i sa
navedenim osobinama (Skup iskaznih formula For jeste najmawi skup . . . ).

Verujemo da su ~itaocima

poznate uobi~ajene konvencije o

brisawu zagrada, pa ih ovde ne}emo

sve navoditi. Isti~emo samo

dogovor o prioritetu logi~kih

veznika: ¬ je veznik najve}eg pri-

oriteta, za wim slede ∨ i ∧ koji su
podjednakog prioriteta, a za wima

⇒ i⇔, tako|e jednakog prioriteta.

Na ilustraciji iznad jasno se mogu uo~iti nivoi slo`enosti iskaznih

formula. Slo`enost iskaznih formula �meri}emo� funkcijom koja svakoj

formuli dodequje jedan prirodan broj shva}en kao slo`enost te formule.

Iako je boqe bilo da slo`enost formula defini{emo zajedno sa samim for-

mulama, tj. da je uvedemo u okviru prethodne definicije, uvodimo je novom

definicijom.

Definicija 2. Slo`enost iskazne formule je prirodan broj koji toj formuli

dodequje funkcija s : For→ N data sa:

• s (p) = s (⊤) = s (⊥) = 0, p ∈ P ,
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• s (¬α) = s (α) + 1,

• s (α ∗ β) = max{s (α) , s (β)}+ 1, ∗ ∈ {∧,∨,⇒, ⇔}.

Ako je s(θ) > 0 formulu θ nazivamo slo`enom iskaznom formulom. Ako

je θ slo`ena iskazna formula, onda je ona ili negacija neke druge iskazne

formule, tj. θ = ¬θ1, za neku formulu θ1 (mawe slo`enosti), ili je θ = θ1 ∗θ2,
za neke formule θ1 i θ2 (mawe slo`enosti) i neki veznik ∗ ∈ {∧,∨, ⇒, ⇔}.

Defini{imo jo{ dve korisne funkcije ~iji su domeni For, pre svega da
bismo jo{ jednom istakli definicije induktivnog karaktera.

Za zadatu formulu α, intuitivno je jasno kako bismo odredili skup P (α)
svih iskaznih slova koja se pojavquju u formuli α. Stroga definicija

funkcije α 7→ P (α) jeste induktivna:

• P (p) = {p}, p ∈ P ;

• P (⊤) = P (⊥) = ∅;

• P (¬α) = P (α);

• P (α ∗ β) = P (α) ∪ P (β), ∗ ∈ {∧,∨, ⇒, ⇔}.

Analogno uvodimo skup F(α) svih potformula formule α, tj. skup svih

podre~i od α koji su tako|e iskazne formule. Funkcija α 7→ F(α) data je sa:

• F(p) = {p}, p ∈ P ;

• F(⊤) = {⊤}, F(⊥) = {⊥};

• F(¬α) = F(α) ∪ {¬α};

• F(α ∗ β) = F(α) ∪ F(β) ∪ {α ∗ β}, ∗ ∈ {∧,∨, ⇒, ⇔}.

PRIMER 2. Na osnovu definicija funkcija α 7→ P (α) i α 7→ F(α), za svaku formulu
α jednostavno �izra~unavamo� skup iskaznih slova koja se u woj pojavquju, kao i skup
wenih potformula.

P (p1 ∧ ¬(p2 ⇒ p3)) = P (p1) ∪ P (¬(p2 ⇒ p3))

= {p1} ∪ P (p2 ⇒ p3)

= {p1} ∪ P (p2) ∪ P (p3)
= {p1} ∪ {p2} ∪ {p3}
= {p1, p2, p3}
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F(p1 ∧ ¬(p2 ⇒ p3))

= F(p1) ∪ F(¬(p2 ⇒ p3)) ∪ {p1 ∧ ¬(p2 ⇒ p3)}
= {p1} ∪ F(p2 ⇒ p3) ∪ {¬(p2 ⇒ p3)} ∪ {p1 ∧ ¬(p2 ⇒ p3)}
= {p1} ∪ F(p2) ∪ F(p3) ∪ {p2 ⇒ p3} ∪ {¬(p2 ⇒ p3)} ∪ {p1 ∧ ¬(p2 ⇒ p3)}
= {p1} ∪ {p2} ∪ {p3} ∪ {p2 ⇒ p3} ∪ {¬(p2 ⇒ p3)} ∪ {p1 ∧ ¬(p2 ⇒ p3)}
= {p1, p2, p3, p2 ⇒ p3,¬(p2 ⇒ p3), p1 ∧ ¬(p2 ⇒ p3)}

◃

Unarednoj lemiisti~emoneka o~igledna tvr|ewakoja se odnose na uvedene

funkcije.

Lema 1. Za svaku iskaznu formulu α va`i:

• skupovi P (α) i F(α) su kona~ni;

• α ∈ F(α);

• P (α) ⊆ F(α).

DOKAZ. Bez obzira na o~iglednost navedenih tvr|ewa, dokaza}emo jedno od

wih, pre svega da bismo ilustrovali dokaze indukcijom po slo`enosti for-

mule, koje }emo u nastavku ~esto koristiti (naravno, sa mawe detaqa nego

ovoga puta). Dokaza}emo da je za svako α, skup P (α) kona~an.

BI Neka je s(α) = 0. Tada je α iskazno slovo ili logi~ka konstanta, pa je

P (α) jedno~lan ili prazan skup, a samim tim i kona~an.

IK [IP] Pretpostavimo da je n prirodan broj takav da je za svaku formulu
θ slo`enosti ne ve}e od n, s(θ) 6 n, skup P (θ) kona~an.

Neka je α formula slo`enosti n+ 1, s(α) = n+ 1. Tada je α oblika ¬θ,
gde je θ neka formula slo`enosti ne ve}e od n ili je α oblika θ1 ∗ θ2,
∗ ∈ {∧,∨, ⇒, ⇔}, gde su θ1 i θ2 neke formule slo`enosti ne ve}e od n.
U prvom slu~aju je P (α) = P (θ), pa po induktivnoj pretpostavci [IP]
sledi da jeP (α) kona~an skup. U drugom slu~aju je P (α) = P (θ1)∪P (θ2),
a kako su po induktivnoj pretpostavci skupovi P (θ1) i P (θ2) kona~ni,
takav mora biti i skup P (α).

Dokaze preostalih tvr|ewa prepu{tamo ~itacima.
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Istinitosne vrednosti iskaznih formula

Uop{te, ako je neki algebarski izraz sastavqen od promenqivih i kon-

stanti i operacija koje se pojavquju u nekoj konkretnoj algebarskoj strukturi,

onda se vrednost tog izraza mo`e izra~unati kada se promenqivama dodele

konkretne vrednosti iz domena te strukture. Pritom, dodeqivawe konkret-

nih vrednosti promenqivama naziva se valuacija16. Sve ovo va`i i za iskazne

formule, tj. algebarske izraze koji odgovaraju iskaznoj algebri.

Definicija 3. Valuacija je svaka funkcija koja skup iskaznih slova pres-

likava u skup {0, 1}, tj. v : P → {0, 1}.

Ako je zadata valuacija, onda svakoj formuli odgovara ta~no jedna istini-

tosna vrednost. Drugim re~ima, svaka valuacija v : P → {0, 1} se prirodno
pro{iruje do funkcije ~iji je domen skup svih iskaznih formula.

Definicija 4. Ekstenzija (pro{irewe) valuacije v : P → {0, 1} na skup svih
iskaznih formula jeste funkcija v̂ : For→ {0, 1} data sa:

• v̂(p) = v(p);

• v̂(⊤) = 1, v̂(⊥) = 0;

• v̂(¬α) = ¬v̂(α), pri ~emu¬ sa leve strane jednakosti predstavqa simbol
za logi~ki veznik, a ¬ sa desne strane odgovaraju}u interpretaciju

pomenutog veznika, tj. unarnu operaciju ¬ skupa {0, 1};

• v̂(α ∗ β) = v̂(α) ∗ v̂(β), ∗ ∈ {∧,∨, ⇒, ⇔}, pri ~emu ∗ sa leve strane

jednakosti predstavqa simbol za logi~ki veznik, a ∗ sa desne strane

odgovaraju}u binarnu operaciju skupa {0, 1}.

Nije te{ko uo~iti da svaka valuacija ima jedinstveno pro{irewe na

skup For. Ako uzmemo u obzir uobi~ajeni poredak na skupu {0, 1} (0 < 1),
zakqu~ujemo i da je:

• v̂(α ∧ β) = min{v̂(α), v̂(β)};

• v̂(α ∨ β) = max{v̂(α), v̂(β)};

• v̂(α⇒ β) = 1 akko v̂(α) 6 v̂(β);

• v̂(α⇔ β) = 1 akko v̂(α) = v̂(β).

16 evaluatio � odre|ivawe vrednosti ne~ega
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PRIMER 3. Neka je data formula p2 ∧ (¬p7 ⇒ p8) i valuacija v : P → {0, 1}:

v(pi) =

{
1, i je paran broj,
0, i je neparan broj.

Tada je

v̂(p2 ∧ (¬p7 ⇒ p8)) = v̂(p2) ∧ v̂(¬p7 ⇒ p8) = v(p2) ∧ (v̂(¬p7)⇒ v̂(p8))

= v(p2) ∧ (¬v̂(p7)⇒ v(p8)) = v(p2) ∧ (¬v(p7)⇒ v(p8))

= 1 ∧ (¬0⇒ 1)

= 1.

Dakle, istinitosna vrednost formule pri datoj valuaciji jednaka je 1. ◃

O~igledno je da istinitosna vrednost neke formule zavisi samo od is-

tinitosnih vrednosti koje su dodeqene slovima koja se u toj formuli po-

javquju. Ovu ~iwenicu strogo dokazujemo u narednoj lemi.

Lema 2. Neka su v1 i v2 dve valuacije. Tada za svaku formulu α va`i: ako je

v1(p) = v2(p), za svako p ∈ P (α), onda je v̂1(α) = v̂2(α).

DOKAZ. Dokaz izvodimo indukcijom po slo`enosti formule α.
Neka je α iskazno slovo p. Tada je P (α) = {p}, pa je v1(p) = v2(p). Prema

definiciji 4 imamo da je v̂1(p) = v1(p) = v2(p) = v̂2(p).
Neka je α logi~ka konstanta ⊤. Po{to ekstenzija bilo koje valuacije for-

muli ⊤ dodequje vrednost 1 imamo da je v̂1(⊤) = 1 = v̂2(⊤). Analogno

postupamo ako je α logi~ka konstanta ⊥.
Neka je α formula oblika ¬θ, za neku formulu θ. Ako je v̂1(p) = v̂2(p), za

p ∈ P (α), s obzirom na to da je P (α) = P (θ), prema induktivnoj pretpostavci
zakqu~ujemo da je v̂1(θ) = v̂2(θ). Dakle,

v̂1(α) = v̂1(¬θ) = ¬v̂1(θ) = ¬v̂2(θ) = v̂2(¬θ) = v̂2(α).

Neka je α formula oblika θ1 ∗ θ2, za neke formule θ1 i θ2, i ∗ ∈ {∧,∨, ⇒, ⇔}.
Ako je v̂1(p) = v̂2(p), p ∈ P (α) = P (θ1) ∪ P (θ2), prema induktivnoj pret-

postavci je v̂1(θ1) = v̂2(θ1) i v̂1(θ2) = v̂2(θ2). Dakle,

v̂1(α) = v̂1(θ1 ∗ θ2) = v̂1(θ1) ∗ v̂1(θ2) = v̂2(θ1) ∗ v̂2(θ2) = v̂2(θ1 ∗ θ2) = v̂2(α).

Ovim je tvr|ewe u potpunosti dokazano.

Prema prethodnoj lemi, da bismo odredili istinitosnu vrednost neke

formule α za neku valuaciju v dovoqno je uzeti u obzir samo restrikciju

valuacije v na skup P (α). Drugim re~ima, dovoqno je da znamo samo koje su
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istinitosne vrednosti dodeqene slovima iz P (α). Ako se u formuli α po-

javquje n slova, tj. ako je |P (α)| = n, onda postoji ukupno 2n funkcija iz P (α)
u {0, 1}. Ako izra~unamo istinitosne vrednoste formule α za svaku od ovih

2n funkcija, prakti~no smo odredili istinitosne vrednosti formule α pri

bilo kojoj valuaciji iskaznih slova. Ovakva izra~unavawa najjednostavnije

prikazujemo u obliku tablice poznate pod nazivom istinitosna tablica.

U narednom primeru opisa}emo uobi~ajeni na~in formirawa istinitosne

tablice neke formule.

PRIMER 4. Istinitosna tablica formule α takve da |P (α)| = n, ima 2n + 1 vrsta
i |F(α)| kolona. U poqima prve vrste navode se potformule od α tako da gledano

sleva na desno ne opadaju wihove slo`enosti. Tada }e u prvih n poqa prve vrste biti
upisana iskazna slova koja se pojavquju u α. Poqa ispod iskaznih slova popuwavamo
istinitosnim vrednostima (0 i 1) tako da u prvih 2n−1 poqa ispod prvog slova

upisujemo 0, a u preostalih 2n−1 poqa upisujemo 1, zatim u prvih 2n−2 poqa ispod

drugog slova upisujemo 0, u slede}ih 2n−2 poqa upisujemo 1, pa u narednih 2n−2 poqa

ponovo 0, i najzad u preostala poqa druge kolone 1, i tako daqe, do n-te kolone u
kojoj po~ev odozgo naizmeni~no popuwavamo poqa sa 0 i 1. Nakon toga sleva nadesno
popuwavamo kolonu po kolonu uzimaju}i u obzir potformulu koja je navedena na vrhu

kolone i odgovaraju}e vrednosti iz kolona levo od we.

Formirajmo istinitosnu tablicu formule p1 ∧ ¬(p2 ⇒ p3) ~ije smo skupove

iskaznih slova i potformula odredili (�izra~unali�) u primeru 2.

p1 p2 p3 p2 ⇒ p3 ¬(p2 ⇒ p3) p1 ∧ ¬(p2 ⇒ p3)

0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0

Formirawe istinitosnih tablica je prili~no zamorno, i mi }emo ih koris-

titi iskqu~ivo u jednostavnim slu~ajevima da bismo objasnili neke nove pojmove.

Neprakti~nost istinitosnih tablica najboqe uo~avamo pri poku{aju da formiramo

tablicu formule koja ima mnogo iskaznih slova. Na primer, neka je α neka iskazna

formula u kojoj se pojavquje 25 iskaznih slova. Da bismo procenili veli~inu wene
istinitosne tablice, iskoristi}emo najgrubqu mogu}u procenu broja wenih pot-

formula: |F(α)| > |P (α)| = 25. Istinitosna tablica ove formule ima}e vi{e od
(225 + 1) · 25 = 838860825 poqa. Ako bismo svake sekunde popuwavali jedno weno

poqe, onda bismo celu tabelu kompletirali za vi{e od 26 godina. ◃
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Zadovoqive formule i tautologije

Definicija 5. Ka`emo da je valuacija v model (realizacija) formule α i

pi{emo v |= α, ako je v̂(α) = 1. Naravno, ako je v̂(α) = 0, onda v nije model za
α i pi{emo v ̸|= α.

Definicija 6. Iskazna formula α je

• zadovoqiva ako ima model, tj. postoji valuacija v takva da je v |= α;

• tautologija ako je svaka valuacija wen model, tj. za svaku valuaciju v
va`i v |= α. Da jeα tautologija ozna~avamo sa |= α (ostavqaju}i prazno
mesto sa leve strane znaka |= ~ime ukazujemo da se tu mo`e upisati bilo

koja valuacija).

PRIMER 5. Da je formula ¬p1 ⇒ ¬(p2 ⇒ ¬p1) zadovoqiva jednostavno uo~avamo

formirawem wene istinitosne tablice.

p1 p2 ¬p1 p2 ⇒ ¬p1 ¬(p2 ⇒ ¬p1) ¬p1 ⇒ ¬(p2 ⇒ ¬p1)
0 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 0
1 0 0 1 0 1
1 1

Datu formulu zadovoqava svaka valuacija v takva da je v(p1) = 1, v(p2) = 0. Prime-
timo da popuwavawe tablice mo`emo prekinuti kada u posledwem poqu neke vrste

dobijemo vrednost 1. Kao {to smo ve} istakli, upotreba istinitosnih tablica je

neefikasna i prakti~no je korisna samo u nekim jednostavnim slu~ajevima.

Formirawe istinitosne tablice svakako bismo izbegavali u slu~aju da treba

ispitati zadovoqivost formule

(p1 ∨¬p2 ∨ p3)∧ (p2 ∨ p4 ∨ p5)∧ (¬p1 ∨¬p3 ∨¬p5)∧ (¬p1 ∨ p2 ∨ p4)∨ (¬p1 ∨ p3 ∨ p5).

Navedena formula jeste zadovoqiva, a ~itaocima ostavqamo da otkriju koje istini-

tosne vrednosti treba dodeliti slovima koja se u formuli pojavquju. ◃

PRIMER 6. Mnogi (prakti~ni) problemi17 ekvivalentni su problemu ispitivawa

zadovoqivosti iskaznih formula18. Kao ilustraciju ove tvrdwe navodimo jedan

jednostavan primer.

17nala`ewe optimalnog re{ewa nekih problema, {ifrovawe (za{tita) podataka, teorijsko

ra~unarstvo itd.
18Problem zadovoqivosti iskaznih formula kra}e se naziva i SAT-problem (eng. satisfia-

bility � zadovoqivost). Preporu~ujemo ~itaocu da se putem interneta detaqnije informi{e

o ovom problemu i wegovom zna~aju u matematici na{eg doba.
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Za svaku od mapa navedenih na slikama

desno, treba odrediti najmawi broj ra-

zli~itih boja potrebnih da se oboje oblasti

a, b, c, d tako da bilo koje dve susedne oblasti
ne budu obojene istom bojom. ^itaocima

prepu{tamo re{avawe postavqenog prob-

lema, uz preporuku da se detaqnije upoz-

naju, putem interneta, sa ~uvenom teoremom

o ~etiri boje. Mi }emo ukratko opisati

kako se ovi problemi svode na problem zado-

voqivosti odgovaraju}ih iskaznih formula.

Primetimo najpre da je za re{avawe postavqenog problema jedino va`no koliko

ima oblasti i koje dve su susedne, pa je prirodno mape reprezentovati grafovima

~iji ~vorovi odgovaraju oblastima i pri ~emu su dva ~vora spojena ivicom akko su

odgovaraju}e oblasti susedne. Uop{te, svaku mapu mo`emo reprezentovati parom

(G,E), gde jeG neki neprazan skup iE ⊆ G×G irefleksivna i simetri~na binarna

relacija skupa G. Na osnovu ove reprezentacije, problem da li se neka mapa mo`e

obojiti u k boja tako da su svake dve susedne oblasti obojene razli~itim bojama,

svodimo na problem da li je odgovaraju}i graf (G,E) k-obojiv, {to zna~i da li se

G mo`e razbiti na k disjunktnih podskupova Ci ̸= ∅, i = 1, . . . , k (G = C1 ∪ · · · ∪Ck,

Ci ∩ Cj = ∅, 1 6 i < j 6 k)19 tako da susedni ~vorovi nisu obojeni istom bojom, tj.

za sve razli~ite a i b iz Ci va`i (a, b) ̸∈ E. Druga~ije re~eno, graf (G,E) je k-obojiv
ako postoji funkcija f : G→ {1, 2, . . . , k} takva da za sve a, b ∈ G, iz (a, b) ∈ E sledi

f(a) ̸= f(b).
Ako je G kona~an skup, bojewe grafa (G,E) u k boja mo`emo opisati i jednom

formulom iskaznog ra~una. Svakom paru (a, i) ∈ G × {1, . . . , k} pridru`imo jedno

iskazno slovo pa,i. Tada za bilo koji ~vor a iz G, formula αa =
∨

16i6k pa,i zna~i
da je a obojen bar jednom od k datih boja, dok formula βa =

∧
16i<j6k ¬(pa,i ∧ pa,j)

ozna~ava da a nije obojen dvema bojama. Za svaka dva razli~ita ~vora a i b iz G,
formula γa,b =

∧
16i6k ¬(pa,i ∧ pb,i) zna~i da a i b nisu obojeni istom bojom. Neka je

δk(G,E) =
∧
a∈G

αa ∧
∧
a∈G

βa ∧
∧

(a,b)∈E

γa,b.

Tvrdimo da je graf (G,E) je k-obojiv akko je formula δk(G,E) zadovoqiva.

(→) Ako je graf (G,E) k-obojiv, onda postoji funkcija f : G → {1, 2, . . . , k}
takva da za sve a, b ∈ G, iz (a, b) ∈ E sledi f(a) ̸= f(b). Koriste}i funkciju f
defini{imo valuaciju v : {pa,i | (a, i) ∈ G× {1, . . . , k}} → {0, 1} na slede}i na~in:

v(pa,i) =

{
1, f(a) = i,
0, f(a) ̸= i.

Nije te{ko uo~iti da v |= δk(G,E).

19Skup Ci predstavqa elemente iz G koji su obojeni bojom i.
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(←) Pretpostavimo da je δk(G,E) zadovoqiva formula, tj. da postoji valuacija

v : {pa,i | (a, i) ∈ G× {1, . . . , k}} → {0, 1} takva da v |= δk(G,E). Neka je

f = {(a, i) | v(pa,i) = 1} ⊆ G× {1, 2, . . . , k}.

Iz v |= αa i v |= βa, za svako a iz G, sledi da je f jedna funkcionalna relacija, tj.

da f : G→ {1, 2, . . . , k}. Iz v |= γa,b, za sve a i b iz G takve da (a, b) ̸∈ E, sledi da je
f jedno k-bojewe grafa (G,E). ◃

Na osnovu definicije 6 jednostavno zakqu~ujemo da neka formula nije

zadovoqiva ako i samo ako je wena negacija tautologija. Samim tim, problem

ispitivawa da li je neka formula tautologija zna~ajan i u svim kontekstima

pomenutim u prethodnom primeru. Pored toga, tautologije u izvesnom smislu

reprezentuju i zakone mi{qewa, o ~emu }emo pisati kasnije.

PRIMER 7. Doka`imo da je |= p1 ∧ (p1 ⇒ p2) ⇒ p2. Formirawem istinitosne

tablice jednostavno proveravamo da data formula jeste tautologija.

p1 p2 p1 ⇒ p2 p1 ∧ (p1 ⇒ p2) p1 ∧ (p1 ⇒ p2)⇒ p2

0 0 1 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Da je data formula tautologija mo`emo dokazati na jo{ jedan na~in, tzv. metodom

svo|ewa na protivre~nost. Pretpostavimo da data formula nije tautologija, tj. da

postoji valuacija v takva da je v̂(p1 ∧ (p1 ⇒ p2) ⇒ p2) = 0. Tada mora biti

(1) v̂(p1∧(p1 ⇒ p2)) = 1 i (2) v̂(p2) = 0. Iz (1) sledi da je v̂(p1) = 1 i v̂(p1 ⇒ p2) = 1.
Iz posledwe jednakosti dobijamo da je v̂(p1) = 1 i v̂(p2) = 1. Na ovaj na~in, dolazimo
do kontradikcije, jer nije mogu}e da bude v̂(p2) = 0 i v̂(p2) = 1. Dakle, data formula
jeste tautologija. ◃

PRIMER 8. Ako su α i β bilo koje iskazne formule, onda je |= α∧ (α⇒ β)⇒ β. Ovo
tvr|ewe jednostavno dokazujemo metodom svo|ewa na protivre~nost, postupaju}i kao

u prethodnom primeru. ◃

Prethodna dva primera ilustruju slede}e op{te tvr|ewe: ako u tau-

tologiji iskazna slova istovremeno zamenimo bilo kojim formulama tako

{to svako slovo mewamo uvek istom formulom, onda }e dobijena formula

tako|e biti tautologija. Pre nego {to strogo doka`emo navedeno tvr|ewe,

indukcijom po slo`enosti formule α defini{emo formulu α(p/θ) koja se
dobija iz α istovremenom zamenom svih pojavqivawa slova p u formuli α
formulom θ:

• ako je α logi~ka konstanta ili iskazno slovo q razli~ito od p, onda je

α(p/θ)
def
= α;
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• ako je α iskazno slovo p, onda je α(p/θ)
def
= θ;

• ako je α = ¬φ, za neku formulu φ, onda je α(p/θ) def
= ¬(φ(p/θ));

• ako je α = φ ∗ ψ, za neke formule φ i ψ i ∗ ∈ {∧,∨, ⇒, ⇔}, onda je
α(p/θ)

def
= φ(p/θ) ∗ ψ(p/θ).

Uvedimo jo{ jednu oznaku. Ako je v : P → {0, 1} valuacija, p ∈ P i i ∈ {0, 1},
onda sa v(p/i) ozna~avamo valuaciju koja svimiskaznim slovima dodequje iste
vrednosti kao i v, osim slovu p kome dodequje vrednost i. Drugim re~ima,

v(p/i) : P → {0, 1} pri ~emu je:

v(p/i)(x) =

{
v(x), x ̸= p,
i, x = p.

Lema 3. Neka su α i θ proizvoqne formule i p bilo koje iskazno slovo. Tada
za svaku valuaciju v va`i v̂(α(p/θ)) = ŵ(α), gde je w = v(p/v̂(θ)).

DOKAZ. Dokaz izvodimo indukcijom po slo`enosti formule α.

Ako je α logi~ka konstanta ili iskazno slovo q razli~ito od p, onda je

α(p/θ)
def
= α. Po{to p ̸∈ P (α), prema lemi 2 imamo da je v̂(α(p/θ)) = v̂(α) =

ŵ(α).

Neka je α iskazno slovo p. Tada je α(p/θ) = θ, pa je v̂(α(p/θ)) = v̂(θ).
Pored toga, imamo da je ŵ(α) = ŵ(p) = w(p) = v(p/v̂(θ))(p) = v̂(θ), pa je
tvr|ewe u ovom slu~aju dokazano.

Pretpostavimo da jeα = ¬φ, za nekuformuluφ. U ovom slu~aju koristimo

induktivnu pretpostavku prema kojoj je v̂(φ(p/θ)) = ŵ(φ), pa je

v̂(α(p/θ)) = ¬v̂(φ(p/θ)) = ¬ŵ(φ) = ŵ(α).

^itaocima prepu{tamo slu~aj kada je α = φ ∗ ψ, za neke formule φ i ψ i

∗ ∈ {∧,∨, ⇒, ⇔}.

Posledica 1. Ako je |= α, onda je |= α(p/θ), za bilo koje slovo p i bilo koju

formulu θ.

DOKAZ. Neka je v proizvoqna valuacija. Treba da doka`emo da v |= α(p/θ).
Prema prethodnoj lemi je v̂(α(p/θ)) = ŵ(α), gde je w = v(p/v̂(θ)). Kako je α
tautologija, imamo da je ŵ(α) = 1, pa je i v̂(α(p/θ)) = 1, tj. v |= α(p/θ).

U nastavku, oslawa}emo se na prethodnu posledicu bez eksplicitnog pozi-

vawa na wu. Na primer, ako znamo da je |= (p1 ∨ p2) ∨ p3 ⇔ p1 ∨ (p2 ∨ p3),
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podrazumeva}emo i da je |= (α ∨ β) ∨ γ ⇔ α ∨ (β ∨ γ), za bilo koje formule
α, β, γ.

Poduga~ak je spisak tautologija koje ve} poznajemo jer ih dobijamo na os-

novu Bulovih zakona o kojima je bilo re~i u prethodnom poglavqu. Ve} smo

vi{e puta istakli da iskazne formule mo`emo posmatrati i kao algebarske

izraze, kao i da je istinitosna vrednost formule pri zadatoj valuaciji za-

pravo vrednost izraza u iskaznoj algebri pri toj valuaciji. Budu}i da je

iskazna algebra jednostavno pro{irewe Bulove algebre 2, direktno dobijamo
tautologije nabrojane u narednoj lemi.

Lema 4. Za bilo koje formule α, β, γ, slede}e formule su tautologije:
(A∨) α ∨ (β ∨ γ)⇔ (α ∨ β) ∨ γ; (A∧) α ∧ (β ∧ γ)⇔ (α ∧ β) ∧ γ;
(K∨) α ∨ (β ∨ γ)⇔ (α ∨ β) ∨ γ; (K∧) α ∧ β ⇔ β ∧ α;
(D∨

∧) α ∨ (β ∧ γ)⇔ (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ); (D∧
∨) α ∧ (β ∨ γ)⇔ (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ);

(C∨) α ∨ ¬α⇔ ⊤; (C∧) α ∧ ¬α⇔ ⊥;
(N∨) α ∨ ⊥ ⇔ α; (N∧) α ∧ ⊤ ⇔ α.

Ako uzmemo u obzir i Bulove zakone dokazane u lemama 1 i 2 prethodnog

poglavqa, dobijamo jo{ tautologija.

Lema 5. Za bilo koje formule α, β, γ, slede}e formule su tautologije:
α ∨ α⇔ α; α ∧ α⇔ α; [zakoni idempotentnosti]
α ∨ ⊤ ⇔ ⊤; α ∧ ⊥ ⇔ ⊥;
α ∨ (α ∧ β)⇔ α; α ∧ (α ∨ β)⇔ α; [zakoni apsorpcije]
¬¬α⇔ α; [zakoni dvojne negacije]
¬(α ∨ β)⇔ ¬α ∧ ¬β; ¬(α ∧ β)⇔ ¬α ∨ ¬β. [De Morganovi zakoni]

Lindenbaumova algebra

Sve tautologije nabrojane u prethodne dve leme govore o ekvivalenciji

nekih formula, i kao takve posebno su va`ne za prou~avawe iskazne logike.

Zato isti~emo neka op{ta zapa`awa. Ako je |= α ⇔ β, onda se α i β se-

manti~ki ne razlikuju u smislu da za svaku valuaciju v va`i v̂(α) = v̂(β), pa
ka`emo da su α i β semanti~ki ekvivalentne20. Umesto |= α ⇔ β, kra}e se
pi{e α ≡ β. Nije te{ko uo~iti da je ≡ relacija ekvivalencije na skupu svih

formula:

(R) α ≡ α, tj. |= α⇔ α, za svaku formulu α;

(S) ako je α ≡ β, onda je i β ≡ α, za bilo koje formule α, β (o~igledno je da
iz |= α⇔ β sledi |= β ⇔ α);

20Izrazi α i β imaju iste vrednosti za sve vrednosti promenqivih iz {0, 1}
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(T) ako je α ≡ β i β ≡ γ, onda je i α ≡ γ, za bilo koje formule α, β, γ (iz
|= α⇔ β i |= β ⇔ γ, sledi |= α⇔ γ).

Neka je ∥α∥ = {φ ∈ For | α ≡ φ} klasa ekvivalencije odre|ena formulom
α u odnosu na relaciju ≡, tj. skup svih formula koje su semanti~ki ekviva-

lentne formuli α. Naravno, ∥α∥ = ∥β∥ akko α ≡ β. Ozna~imo sa BP skup

svih klasa ekvivalencije odre|enih iskaznim formulama sa slovima iz skupa

P , BP = {∥α∥ | α ∈ For}. Na ovom skupu defini{emo dve binarne operacije

g i f, i jednu unarnu ′ na slede}i na~in:

∥α∥g ∥β∥ = ∥α ∨ β∥, ∥α∥f ∥β∥ = ∥α ∧ β∥, ∥α∥′ = ∥¬α∥.

Nije te{ko proveriti da su operacije dobro definisane:

(g) ako je ∥α∥ = ∥α1∥ i ∥β∥ = ∥β1∥, onda je ∥α∥ g ∥β∥ = ∥α1∥ g ∥β1∥, {to
direktno sledi iz tvr|ewa koje se jednostavno dokazuje: ako je α ≡ β i

α1 ≡ β1, onda je α ∨ α1 ≡ β ∨ β1;

(f) ako je ∥α∥ = ∥α1∥ i ∥β∥ = ∥β1∥, onda je ∥α∥ f ∥β∥ = ∥α1∥ f ∥β1∥, {to
direktno sledi iz slede}eg tvr|ewa: ako je α ≡ β i α1 ≡ β1, onda je
α ∧ α1 ≡ β ∧ β1;

(′) ako je ∥α∥ = ∥α1∥, onda je ∥α∥′ = ∥α1∥′, {to sledi iz slede}eg tvr|ewa:
ako je α ≡ α1, onda je ¬α ≡ ¬α1.

Ozna~imo ∥⊥∥ sa 0 i ∥⊤∥ sa 1. Primetimo da je:

• α tautologija akko je ∥α∥ = 1;

• α zadovoqiva akko je ∥α∥ ̸= 0.

Tada je BP = (BP ,g,f, ′, 0, 1) Bulova algebra, tj. za proizvoqne formule α,
β, γ va`i:

Ag ∥α∥g (∥β∥g ∥γ∥) Af ∥α∥f (∥β∥f ∥γ∥)
= (∥α∥g ∥β∥)g ∥γ∥ = (∥α∥f ∥β∥)f ∥γ∥

Kg ∥α∥g ∥β∥ = ∥β∥g ∥α∥ Kf ∥α∥f ∥β∥ = ∥β∥f ∥α∥
Dg

f ∥α∥g (∥β∥f ∥γ∥) Df
g ∥α∥f (∥β∥g ∥γ∥)

= (∥α∥g ∥β∥)f (∥α∥g ∥γ∥) = (∥α∥f ∥β∥)g (∥α∥f ∥γ∥)
Cg ∥α∥g ∥α∥′ = 1 Cf ∥α∥f ∥α∥′ = 0
Ng ∥α∥g 0 = ∥α∥ Nf ∥α∥f 1 = ∥α∥

Dokaz navedenih osobina prepu{tamo ~itaocima. Umesto uputstva, navo-

dimo dokaz osobineAg.

∥α∥g (∥β∥g ∥γ∥) = ∥α ∨ (β ∨ γ)∥
= ∥(α ∨ β) ∨ γ∥ [jer je α ∨ (β ∨ γ) ≡ (α ∨ β) ∨ γ]
= (∥α∥g ∥β∥)g ∥γ∥
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Bulova algebraBP naziva seLindenbaumova algebra iskazne logike. Ure-

|ewe Lindenbaumove algebre defini{e se kao i u svakoj drugoj Bulovoj alge-

bri (strana 23): ∥α∥ 4 ∥β∥ akko ∥α∥ g ∥β∥ = ∥β∥, odnosno ∥α ∨ β∥ = ∥β∥.
Nije te{ko uo~iti da va`i: α∨ β ≡ β akko |= α⇒ β. Dakle, ∥α∥ 4 ∥β∥ akko
|= α⇒ β.

Normalne forme

Svaka iskazna formula α(p1, . . . , pn) defini{e jedan n-arni logi~ki

veznik21: fα : 2n → 2, pri ~emu je za (a1, . . . , an) ∈ 2n, fα(a1, . . . , an) is-
tinitosna vrednost formule α za valuaciju v takvu da je v(pi) = ai, 1 6 i 6 n,
tj. fα(a1, . . . , an) = v̂(α) (podse}amo na lemu 2). Zapravo, fα je funkcija defi-
nisana istinitosnom tablicom formule α. O~igledno, dve semanti~ki ekvi-
valentne formule α(p1, . . . , pn) i β(p1, . . . , pn) odre|uju isti n-arni logi~ki
veznik. Na osnovu rezultata iz prethodnog poglavqa (strana 20) imamo i da

za bilo koje (x1, . . . , xn) ∈ 2n va`i

fα(x1, . . . , xn) =
∨

(a1,...,an)∈2n
(fα(a1, . . . , an) ∧ xa11 ∧ · · · ∧ x

an
n )

gde x0 ozna~ava ¬x, a x1 ozna~ava x. Odavde direktno izvodimo slede}i

zakqu~ak.

Lema 6. Svaka zadovoqiva formula α(p1, . . . , pn) semanti~ki je ekvivalentna
iskaznoj formuli

(KDNF)
∨

v̂(α)=1

(
p
v(p1)
1 ∧ · · · ∧ pv(pn)n

)
,

pri ~emu je broj disjunkata posledwe formule jednak broju ure|enih n-torki
(a1, . . . , an) ∈ 2n, takvih da za valuaciju v, v(pi) = ai, 1 6 i 6 n, va`i
v̂(α) = 1 (iz pretpostavke da je α zadovoqiva formula, sledi da postoji bar

jedna ovakva valuacija).

Formula (KDNF) iz prethodne leme naziva se kanonska disjunktivna nor-
malna formaformuleα. ^esto se po dogovoru uzima da je formula⊥ kanonska
disjunktivna normalna forma nezadovoqive formule. Analogno dolazimo i

do slede}eg zakqu~ka (videti zadatak 14 na strani 34).

21tj. jedan n-arnu operaciju skupa 2 = {0, 1} (videti stranu 22)
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Lema 7. Svaka formula α(p1, . . . , pn) koja nije tautologija semanti~ki je ek-

vivalentna iskaznoj formuli

(KKNF)
∧

v̂(α)=0

(
p
v(¬p1)
1 ∨ · · · ∨ pv(¬pn)n

)
,

pri ~emu je broj konjukata posledwe formule jednak broju ure|enih n-torki
(a1, . . . , an) ∈ 2n, takvih da za valuaciju v, v(pi) = ai, 1 6 i 6 n, va`i
v̂(α) = 0 (iz pretpostavke da α nije tautologija, sledi da postoji bar jedna

ovakva valuacija).

Formula (KKNF) iz prethodne leme naziva se kanonska konjunktivna

normalna forma formule α. Po dogovoru se uzima da je formula ⊤ kanon-

ska konjunktivna normalna forma tautologije. Grubo govore}i, kanonske

normalne forme neke formule jesu zapravo opisi istinitosne tablice te

formule. Ako je data istinitosna tablica formule, onda iz wih direktno

~itamo i kanonske normalne forme te formule (videti primer 11 na strani

23). Tako|e, ako poznajemo kanonsku disjunktivnu ili konjunktivnu normalnu

formu formule, onda jednostavno konstrui{emo i wenu tablicu. Po{to je

formirawe istinitosnih tablica neefikasno (podse}amo na komentare iz

primera 4 ovog poglavqa), uglavnom se traga za normalnim formama koje

nisu kanonske.

Definicija 7. Formula je u disjunktivnoj (konjunktivnoj) normalnoj formi

ako je oblika
∨

i∈I
∧

j∈Ji p
aij
ij

(∧
i∈I
∨

j∈Ji p
aij
ij

)
, za neke kona~ne skupove I i

Ji, i neke aij ∈ {0, 1}, pri ~emu su pij iskazna slova.

Primeri formula u dnf su: p1 ∧ ¬p2, (p1 ∧ p2 ∧ p3) ∨ (¬p1 ∧ p3), itd.
Primeri formula u knf su: p1 ∧ ¬p2, (p1 ∨ p2 ∧ p3) ∧ (¬p1 ∨ p3), p0 ∨ ¬p0
itd. O~igledno, svaka iskazna formula je semanti~ki ekvivalentna nekoj

formuli koja je u dnf, kao i nekoj formuli koja je u knf. U narednom primeru

opisa}emo jednostavan postupak kako se mogu dobiti ove forme.

PRIMER 9. Disjunktivnu (konjunktivnu) normalnu formu neke formule jednostavno
nalazimo sprovode}i slede}i postupak:

1. eliminisati veznik⇔ koriste}i semanti~ku ekvivalenciju:

α⇔ β ≡ (α⇒ β) ∧ (β ⇒ α);

2. eliminisati veznik⇒ koriste}i semanti~ku ekvivalenciju:

α⇒ β ≡ ¬α ∨ β;

3. dok god je mogu}e primewivati DeMorganove zakone (tj. dok god se sve negacije

ne �spuste� do iskaznih slova i logi~kih konstanti),

¬(α ∨ β) ≡ ¬α ∧ ¬β i ¬(α ∧ β) ≡ ¬α ∨ ¬β;
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4. eliminisati vi{estruke negacije i negacije konstanti koriste}i logi~ke ek-

vivalencije:

¬¬α ≡ α, ¬⊥ ≡ ⊤ i ¬⊤ ≡ ⊥;

5. na formulu dobijenu u prethodnom koraku primewivati semanti~ke ekviva-

lencije koje proizlaze iz distributivnog D∧
∨ (odnosno D∨

∧), asocijativnog i

komutativnog zakona, uz odgovaraju}u eliminaciju konstanti, dok god se ne

dobije izraz u dnf (odnosno knf).

Naravno, redosled koraka mo`emo po potrebi modifikovati i prilagoditi ga datoj

situaciji. Pored toga, forme dobijene prethodnim postupkom mo`emo dodatno po-

jednostaviti primenom semanti~kih ekvivalencija: α∨α ≡ α, α∧α ≡ α, α∨¬α ≡ ⊤,
α ∧ ¬α ≡ ⊥ itd.

Na|imo opisanim postupkom normalne forme formule ¬(p1 ⇒ p2)⇒ (¬p1∧p3).
DNF KNF

¬(p1 ⇒ p2)⇒ (¬p1 ∧ p3) ¬(p1 ⇒ p2)⇒ (¬p1 ∧ p3)
≡ ¬¬(¬p1 ∨ p2) ∨ (¬p1 ∧ p3) ≡ ¬¬(¬p1 ∨ p2) ∨ (¬p1 ∧ p3)
≡ ¬p1 ∨ p2 ∨ (¬p1 ∧ p3) ≡ (¬p1 ∨ p2) ∨ (¬p1 ∧ p3)

≡ (¬p1 ∨ p2 ∨ ¬p1) ∧ (¬p1 ∨ p2 ∨ p3)
≡ (¬p1 ∨ p2) ∧ (¬p1 ∨ p2 ∨ p3)

Dobijene normalne forme prili~no su informativne. Tako, iz dnf jednostavno

nalazimo valuaciju koja zadovoqava datu formulu (na primer, bilo koja valuacija

za koju je p1 7→ 0), a iz knf valuaciju koja je ne zadovoqava (na primer, p1 7→ 1, p2 7→ 0).
Prepu{tamo ~itaocima da prona|u jo{ neke valuacije koje (ne) zadovoqavaju datu

formulu. ◃

U prethodnom primeru smo videli da je dnf neke formule pogodna da se

utvrdi da li je neka formula zadovoqiva, a knf poma`e da se otkrije da

formula nije tautologija. U op{tem slu~aju, dnf formule nije pogodna da

se ispita da li je formula tautologija, dok knf nije pogodna za ispitivawe

zadovoqivosti formule22.

PRIMER 10. Bez mnogo detaqa, pokaza}emo kako se problem zadovoqivosti neke for-
mule u knf mo`e svesti na problem ispitivawa da li neki graf ima tzv. Hamiltonov

ciklus. Neka je G = (G,E), E ⊆ G × G, neki kona~an graf, G = {v1, v2, . . . , vk}.
Hamiltonov ciklus grafa G jeste put koji kroz svaki ~vor prolazi ta~no jedanput

i zavr{ava se tamo odakle je po~eo, tj. permutacija ~vorova vi1 , vi2 , . . . , vik takva da

(vi1 , vi2), . . . , (vik−1
, vik), (vik , vi1) ∈ E.

Neka je α formula u knf, pri ~emu se svako iskazno slovo u svakom konjunktu

pojavquje najvi{e jednom. Opisa}emo kako se konstrui{e grafGα takav da va`i

(∗) α je zadovoqiva formula akkoGα sadr`i Hamiltonov ciklus.

22Tragawe za efikasnim postupkom za ispitivawe da li je zadovoqiva formula u

konjunktivnoj normalnoj formi predstavqa va`nu oblast istra`ivawa. Naravno postoji

i mogu}nost da takav postupak ne postoji.
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Pretpostavimo da se uα pojavquje n iskaznih slova, p1, . . . , pn i daα ima k konjukata,
K1, . . . ,Kk. Dakle, α je oblika K1 ∧ · · · ∧Kk, i svako Kj je oblika p

aj1
j1
∨ · · · ∨ pajℓ

jℓ
,

za neke aj1 , . . . , ajℓ ∈ {0, 1} i neke razli~ite j1, . . . , jℓ ∈ {1, . . . , n}.
GrafGα sadr`i 2nk+k+2 ~vora koji su povezani kao{to je opisano u nastavku.

Svakom slovu pi, i = 1, . . . , n odgovara 2k ~vorova koje }emo ozna~avati sa p+ij i

p−ij , j = 1, . . . , k. Pored ovih ~vorova dodajemo jo{ dva ~vora s i t. Navedene ~vorove
povezujemo kao na narednoj slici.

Nacrtanoj slici dodajemo jo{ k ~vorova ozna~enih saK1,. . . ,Kk, pri ~emu svaki

Kj povezujemo sa p+ij i p−ij samo ako se slovo pi pojavquje u konjunktu Kj vode}i

ra~una da li se u Kj pojavquje pi ili ¬pi. Nove ivice crtamo u skladu sa narednom
ilustracijom.

ако се
појављује у

ако се
појављује у

Prepu{tamo ~itaocima da se uvere u ta~nost tvr|ewa (∗). Preporu~ujemo da

najpre formirate odgovaraju}e grafove nekih jednostavnih formula od kojih jedna

jeste zadovoqiva (kao na primer, p1∧¬p2), a jedna nije (na primer, p1∧¬p2∧(¬p1∨p2)),
a zatim i potra`ite Hamiltonove cikluse u tim grafovima. ◃

Potpuni sistemi veznika

Nije te{ko zakqu~iti na osnovu dosada{wih razmatrawa da smo u alfabet

iskazne logike, pored iskaznih slova i pomo}nih simbola, mogli da stavimo

samo znake za disjunkciju, konjunkciju inegaciju. Uop{te, smatraju}ilogi~ke

konstante ⊤ i ⊥ logi~kim veznicima du`ine 0, ako sa C ozna~imo neki

kona~an skup logi~kih veznika, skup formula For(C) nad alfabetom A(C) =
P ∪ {(, )} ∪ C (koji sadr`i iskazna slova iz P , levu i desnu zagradu i znake za
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veznike iz C) defini{emo na o~ekivani na~in: For(C) je najmawi skup re~i
nad alfabetom A(C) takav da va`i:

• iskazna slova izP i logi~ki veznici du`ine 0, ukoliko su uC, pripadaju
For(C);

• ako je F ∈ C logi~ki veznik du`ine n > 1 i α1, . . . , αn ∈ For(C), onda
F (α1, . . . , αn) ∈ For(C).

Primetimo da je ranije definisan skup iskaznih formula For jednak

For({⊥,⊤,¬,∨,∧,⇒,⇔}).
Bilo koja valuacija v : P → {0, 1} prirodno se pro{iruje do funkcije

v̂ : For(C)→ {0, 1}: v̂(p) = v(p), v̂(⊥) = 0, v̂(⊤) = 1 (ako ⊥,⊤ ∈ C),

v̂(F (α1, . . . , αn)) = F (v̂(α1), . . . , v̂(αn)), F ∈ C \ {⊤,⊥}.

Samim tim, svaka formula α(p1, . . . , pn) iz For(C), na prirodan na~in, odre-
|uje jedan n-arni logi~ki veznik koji }emo ozna~iti sa fα.

Definicija 8. Skup logi~kih veznika C je potpun, ako za svaku funkciju

f : 2n → 2, postoji formula α(p1, . . . , pn) ∈ For(C) takva da je f = fα.

Kao {to smo videli, primer potpunog sistema veznika jeste {¬,∨,∧}. To
zna~i da se, prilikom prou~avawa iskazne logike, mo`emo ograni~iti samo

na formule skupa For({¬,∨,∧}). U tom slu~aju, ⊥ uvodimo kao skra}ewe

formule p ∧ ¬p, za neko iskazno slovo p, ⊤ kao skra}ewe za ¬⊥, α ⇒ β kao

skra}ewe za ¬α ∨ β, i najzad α ⇔ β kao skra}ewe za (α ⇒ β) ∧ (β ⇒ α),
odnosno (¬α ∨ β) ∧ (¬β ∨ α).

Ako se setimo De Morganovog zakona, jednostavno uo~avamo da je i {¬,∨}
potpun sistem veznika, te da semogu uzeti u obzir samoformule izFor({¬,∨}),
pri ~emu bi se, na primer, α ∧ β shvatilo kao skra}ewe za ¬(¬α ∨ ¬β).

U literaturi se ~esto pod iskaznim formulama podrazumevaju samo for-

mule skupa For({¬,⇒}), {to je opravdano ~iwenicom da je {¬,⇒} potpun
sistem veznika. Pri tome se podrazumevaju slede}a skra}ewa:

⊤ za p⇒ p, gde je p neko iskazno slovo,
⊥ za ¬⊤, tj. ¬(p⇒ p),
α ∨ β za ¬α⇒ β,
α ∧ β za ¬(α⇒ ¬β),
α⇔ β za (α⇒ β) ∧ (β ⇒ α), tj. ¬((α⇒ β)⇒ ¬(β ⇒ α)).

Primetimo najzad, da se mo`emo ograni~iti i na skup For({⊥,⇒}), jer
¬α mo`emo shvatiti kao skra}ewe formule α⇒ ⊥.
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PRIMER 11. Ispitajmo da li je {⊤,⇒} potpun sistem veznika. Da bismo dokazali

da je navedeni skup veznika potpun, dovoqno je formulama koje odgovaraju tom skupu

veznika predstaviti sve funkcije koje reprezentuju veznike nekog potpunog sistema.

Ili, naspuprot ovome, prona}i istinitosnu funkciju koju nije mogu}e predstaviti

formulom iz For({⊤,⇒}). Budu}i da znamo da negacija i implikacija obrazuju

potpun sistem veznika, ispitajmo da li se funkcija ¬ : 2 → 2, ¬0 = 1, ¬1 = 0
mo`e predstaviti nekom formulom α(p) ∈ For({⊤,⇒}). Poku{aji da se prona|e

`eqena formula23 neuspe{no se zavr{avaju jer takva formula ne postoji. Da bismo

to i dokazali, treba da uo~imo kakva mo`e biti istinitosna funkcija odre|ena

formulomα(p). Nije te{ko primetiti da mogu da nastupe dve slu~aja, ili jeα(p) ≡ ⊤
ili je α(p) ≡ p. Dokaz izvodimo indukcijom po slo`enosti formule.

Ako je α(p) slo`enosti nula, onda je α(p) zapravo iskazno slovo p i na{e je

tvr|ewe o~igledno ta~no.

Pretpostavimo da je tvr|ewe ta~no za sve formule slo`enosti mawe od n, za neko
n > 0, i neka je α(p) slo`enosti n. Tada je α(p) oblika φ(p) ⇒ ψ(p). Pozivaju}i se
na induktivnu pretpostavku razlikujemo ~etiri slu~aja.

1. slu~aj: φ(p) ≡ ⊤ i ψ(p) ≡ ⊤. Tada je α(p) ≡ (⊤ ⇒ ⊤) ≡ ⊤;
2. slu~aj: φ(p) ≡ p i ψ(p) ≡ ⊤. Tada je α(p) ≡ (p⇒ ⊤) ≡ ⊤;
3. slu~aj: φ(p) ≡ ⊤ i ψ(p) ≡ p. Tada je α(p) ≡ (⊤ ⇒ p) ≡ p;
4. slu~aj: φ(p) ≡ p i ψ(p) ≡ p. Tada je α(p) ≡ (p⇒ p) ≡ ⊤.

Dakle, ako α(p) ∈ For({⊤,⇒}), onda je ili α(0) = α(1) = 1, ili je α(0) = 0 i
α(1) = 1, {to zna~i da se negacija ne mo`e predstaviti ovakvim formulama. ◃

Semanti~ka posledica

Pojam semanti~ke posledice najpre }emo ilustrovati primerom.

PRIMER 12. Doka`imo da iz |= α i |= α⇒ β, sledi da je i |= β. Neka je v proizvoqna
valuacija. Tada v |= α i v |= α ⇒ β, tj. v̂(α) = 1 i v̂(α ⇒ β) = 1. Iz posledwe dve
jednakosti jednostavno zakqu~ujemo da mora biti i v̂(β) = 1, tj. v |= β.

Primetimo da smo dokazali i op{tije tvr|ewe: za svaku valuaciju v, iz v |= α i

v |= α⇒ β sledi da v |= β. Drugim re~ima, ako su pri nekoj valuaciji ta~ne formule

α i α⇒ β, pri istoj valuaciji mora biti ta~na i formula β. Prirodno je smatrati
da je β svojevrsna posledica formula α i α⇒ β. ◃

Kao {to je nagove{teno u prethodnom primeru, zanima}e nas kada je neka

formula posledica (zakqu~ak) nekog skupa pretpostavki (premisa). Ina~e,

izvla~ewe zakqu~ka iz nekog skupa pretpostavki jeste misaona radwa, tzv. de-

duktivno zakqu~ivawe, kojoj se posve}uje velika pa`wa jo{ od tradicionalne

logike pa sve do savremene matemati~ke logike. Davno je formulisan op{ti

uslov koji mora ispuwavati svako deduktivno zakqu~ivawe. Uslov je poz-

nat pod nazivom salva veritate i glasi prilikom izvo|ewa zakqu~aka ne sme

23⊤ ⇒ p, p ⇒ ⊤, p ⇒ (⊤ ⇒ p), (p ⇒ ⊤) ⇒ p, . . .
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se nanositi {teta istinitosti, odnosno ako su premise istinite, onda je i

zakqu~ak istinit.

Definicija 9. Valuacija v zadovoqava skup iskaznih formula Γ, Γ ⊆ ForL,
ili v je model skupa Γ, u oznaci v |= Γ, ako v |= γ, za svako γ ∈ Γ.

Definicija 10. Neka je Γ neki skup iskaznih formula (Γ ⊆ ForL) i α neka

formula. Formula α je semanti~ka posledica skupa Γ, u oznaci Γ |= α, ako
za svaku valuaciju v : P → {0, 1}, iz v |= Γ sledi v |= α.

Skup Γ u prethodnoj definiciji mo`e biti bilo kakav skup formula

(kona~an ili beskona~an). Semanti~ka posledica |= jeste zapravo relacija

koja povezuje skup formula sa nekom formulom, |=⊆ P(For)× For.
Da bismo pojednostavili zapisivawe, umesto {γ1, . . . , γk} |= α (tj. u

slu~aju da je Γ kona~an skup {γ1, . . . , γk}), pisa}emo γ1, . . . , γk |= α. Tako|e,
umesto Γ ∪ {γ} |= α, pisa}emo kra}e Γ, γ |= α. Primetimo i da ∅ |= α zna~i

da je α tautologija, tj. |= α.

PRIMER 13. Iz prethodnog primera zakqu~ujemo da je p1, p1 ⇒ p2 |= p2.
Da je p1 ⇒ p3, p2 ⇒ p3 |= p1 ∨ p2 ⇒ p3 mo`emo dokazati kao u prethodnom

primeru, ili formirati istinitosnu tablicu i uo~iti da kada god su obe formule

p1 ⇒ p3 i p2 ⇒ p3 ta~ne, tada je ta~na i formula p1 ∨ p2 ⇒ p3.

p1 p2 p3 p1 ⇒ p3 p2 ⇒ p3 p1 ∨ p2 p1 ∨ p2 ⇒ p3

0 0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 0
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1

Prepu{tamo ~itaocima da obrazlo`e naredne ~iwenice:

• p1 |= p2 ⇒ p1;

• p1,¬p2 ⇒ ¬p1 |= p2;

• p1,¬p1 |= p2;

• p1 ∨ ¬p1 |= p1 ⇒ p1;

• p1,¬p1 ∨ (p2 ⇒ ¬p1) |= ¬(p1 ⇒ p2).

◃

Unarednoj teoremiizdvajamoneke o~igledne osobine semanti~keposledice.
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Teorema 1. Neka je Γ proizvoqan skup formula i α neka formula.

1. Ako α ∈ Γ, onda Γ |= α.

2. Ako Γ |= α i Γ ⊆ ∆, onda ∆ |= α.

3. Ako Γ |= α i |= τ , onda Γ \ {τ} |= α.

4. Ako je |= α, onda Γ |= α, za svaki skup formula Γ.

5. Ako Γ |= ⊥, onda Γ |= α, za svaku formulu α.

DOKAZ. Dokazi navedenih tvr|ewa veoma su jednostavni, pa dokazujemo,

primera radi, samo 3 i 5, a ostala tvr|ewa ostavqamo ~itaocima.

3. Neka je Γ |= α i |= τ . Da bismo dokazali da je Γ \ {τ} |= α, pret-
postavqamo da je v valuacija takva da v |= Γ\{τ} i nastojimo da doka`emo da
v |= α. Po{to je τ tautologija po pretpostavci, mora biti v |= τ . Iz v |= τ
i v |= Γ \ {τ}, sledi da v |= Γ = {τ} ∪ (Γ \ {τ}), pa zbog Γ |= α, zakqu~ujemo
da v |= α.

5. Da je Γ |= ⊥ zapravo zna~i da skup Γ nema model, tj. da ne postoji

valuacija v takva da v |= Γ. Odavde trivijalno sledi da svaka valuacija koja
zadovoqava Γ mora zadovoqavati i bilo koju formulu α, tj. da Γ |= α.

Teorema kompaktnosti

Sada }emo dokazati jednu od najzna~ajnijih teorema ovog poglavqa. Izme|u

ostalog, wen zna~aj se ogleda i u brojnim primenama ne samo u matemati~koj

logici, ve} i u ostalim matemati~kim disciplinama.

Teorema 2. [Teorema kompaktnosti] Neka je Γ ⊆ ForL. Ako za svaki kona~an

podskup Γ′ skupa Γ postoji valuacija v takva da v |= Γ′, onda postoji i

valuacija w takva da w |= Γ.

Dajemo dva dokaza teoreme kompaktnosti.

DOKAZ I. Ozna~imo sa V skup svih valuacija,

V = {0, 1}P = {v | v : P → {0, 1}}.

Neka je Pfin(Γ) skup svih kona~nih podskupova od Γ. Pretpostavku teoreme
formulisa}emo u slede}em obliku:

(P) za svako Γ′ ∈ Pfin(Γ) postoji v ∈ V tako da v |= Γ′.



59

Tra`enu valuaciju w definisa}emo tako {to }emo redom slovima p1,
p2, p3, . . . dodeqivati vrednosti iz {0, 1}. Odredimo najpre istinitosnu

vrednost slova p1. Da bismo se opredelili koju vrednost treba da dodelimo
slovu p1, podelimo sve valuacije u dva disjunktna skupa:

V0 = {v ∈ V | v(p1) = 0} i V1 = {v ∈ V | v(p1) = 1}.

O~igledno je V0 ∪ V1 = V i V0 ∩ V1 = ∅. Dokaza}emo da mora biti istinito
bar jedno (mo`da i oba) od slede}a dva tvr|ewa:

(P0) za svako Γ′ ∈ Pfin(Γ) postoji v ∈ V0 tako da v |= Γ′

ili

(P1) za svako Γ′ ∈ Pfin(Γ) postoji v ∈ V1 tako da v |= Γ′.

Pretpostavimo suprotno, da nije ta~no (P0) niti je ta~no (P1). Tada, po{to
(P0) nije ta~no, va`i

(ne-P0) postoji Γ0 ∈ Pfin(Γ) tako da za svako v ∈ V0 va`i v ̸|= Γ0.

Kako i (P1) nije ta~no, va`i i

(ne-P1) postoji Γ1 ∈ Pfin(Γ) tako da za svako v ∈ V1 va`i v ̸|= Γ1.

Neka je Γ′ = Γ0 ∪Γ1. Skup Γ′ je kona~an podskup od Γ, pa prema pretpostavci
(P) postoji neka valuacija v′ ∈ V takva da v′ |= Γ′. Primetimo da v′ |= Γ0

i v′ |= Γ1. O~igledno, ili v
′ ∈ V0 ili v

′ ∈ V1. U oba slu~aja, dolazimo do

kontradikcije:

• ako v′ ∈ V0, onda v
′ |= Γ0 protivre~i tvrdwi (ne-P0),

• ako v′ ∈ V1, onda v
′ |= Γ1 protivre~i tvrdwi (ne-P1).

Iz dobijenih kontradikcija, zakqu~ujemo da je ta~no (P0) ili je ta~no (P1).
Neka je

w(p1) = i1 =

{
0, ako je (P0) ta~no,
1, ina~e.

Da bismo se opredelili koju vrednost treba da dodelimo slovu p2, postupamo
sli~no. Podelimo sve valuacije skupa Vi1 na dva disjunktna skupa:

Vi10 = {v ∈ Vi1 | v(p2) = 0} i Vi11 = {v ∈ Vi1 | v(p2) = 1}.
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Tada je Vi1 = Vi10 ∪ Vi11 i Vi10 ∩ Vi11 = ∅. Podse}amo da je ta~no slede}e

tvr|ewe

(Pi1) za svako Γ′ ∈ Pfin(Γ) postoji v ∈ Vi1 tako da v |= Γ′.

Kaoi ranije zakqu~ujemo damora biti ta~no bar jedno od slede}a dva tvr|ewa:

(Pi10) za svako Γ′ ∈ Pfin(Γ) postoji v ∈ Vi10 tako da v |= Γ′

ili

(Pi11) za svako Γ′ ∈ Pfin(Γ) postoji v ∈ Vi11 tako da v |= Γ′.

Dokaz da je ta~no bar jedno od tvr|ewa (Pi10) ili (Pi11) sprovodi se kao u

prethodnom koraku. Neka je

w(p2) = i2 =

{
0, ako je (Pi10) ta~no,
1, ina~e.

Definicija valuacijew se daqeodvija nao~ekivanina~in: da bismoodredili

w(p3), sve valuacije skupa Vi1i2 delimo na dva disjunktna skupa itd.

Uop{te, ako je valuacija w definisana za sva slova p1, p2, . . . , pn, pri
~emu je w(pk) = ik, k = 1, . . . , n, onda defini{emo w(pn+1) tako {to skup

valuacija Vi1i2...in razbijamo na Vi1i2...in0 = {v ∈ Vi1i2...in | v(pn+1) = 0} i
Vi1i2...in1 = {v ∈ Vi1i2...in | v(pn+1) = 1}. Daqe, na osnovu tvrdwe

(Pi1i2...in) za svako Γ′ ∈ Pfin(Γ) postoji v ∈ Vi1i2...in tako da v |= Γ′

dokazujemo da je ta~no bar jedno od tvr|ewa:

(Pi1i2...in0) za svako Γ′ ∈ Pfin(Γ) postoji v ∈ Vi1i2...in0 tako da v |= Γ′

ili

(Pi1i2...in1) za svako Γ′ ∈ Pfin(Γ) postoji v ∈ Vi1i2...in1 tako da v |= Γ′.

Opisanim postupkom, za svako iskazno slovo pk nakon k koraka defin-

isana je istinitosna vrednost w(pk) = ik, pa je induktivno definisana i

~itava valuacija w : P → {0, 1}.
Da li je w tra`ena valuacija? Primetimo najpre da za svako n:

• ako v ∈ Vi1i2...in , onda je v(pk) = ik, k = 1, 2, . . . , n,

• w ∈ Vi1i2...in .
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Neka je γ ∈ Γ proizvoqna formula. Po{to je P (γ) kona~an skup, postoji

prirodan broj n > 0 takav da je P (γ) ⊆ {p1, p2, . . . , pn}. Tvr|ewe (Pi1i2...in)
ka`e da za svako Γ′ ∈ Pfin(Γ) postoji v ∈ Vi1i2...in tako da je v |= Γ′, pa
specijalno, za Γ′ = {γ} postoji v ∈ Vi1i2...in tako da je v |= γ. Po{to

w ∈ Vi1i2...in i w(pk) = v(pk) = ik, k = 1, 2, . . . , n, imamo da je w(p) = v(p), za
svako p ∈ P (γ), odakle, prema lemi 2, sledi da w |= γ.

Navodimo jo{ jedan dokaz teoreme kompaktnosti. Ovaj dokaz je ne{to

op{tiji jer je u wemu pretpostavka o prebrojivosti skupa iskaznih slova

neva`na, pa je na taj na~in dokazano da teorema kompaktnosti va`i i u slu~aju

da alfabet sadr`i neprebrojivo mnogo iskaznih slova.

DOKAZ II. Pretpostavimo da je svaki kona~an podskup od Γ zadovoqiv. Tada

skup Γ = {∥γ∥ | γ ∈ Γ} u Lindenbaumovoj algebri BP ima svojstvo kona~nog

preseka. Zaista, ako su ∥γ1∥, . . . , ∥γn∥ proizvoqni elementi iz Γ, onda je

∥γ1∥ f · · · f ∥γn∥ = ∥γ1 ∧ · · · ∧ γn∥ ≠ 0, jer su skup {γ1, . . . , γn}, a samim tim

i formula γ1 ∧ · · · ∧ γn zadovoqivi.
Prema teoremi o ultrafilteru (strana 30), postoji ultrafilter U Bulove

algebreBP takav da Γ ⊆ U . Neka je vU : P → {0, 1} valuacija definisana sa:

vU (p) =

{
1, ∥p∥ ∈ U,
0, ∥p∥ ̸∈ U.

Dokaza}emo da vU |= Γ, tako {to }emo dokazati da za svaku formulu α va`i:

(∗) v̂U (α) = 1 akko ∥α∥ ∈ U.

Tvr|ewe (∗) dokazujemo indukcijom po slo`enosti formule α.
Ako je α iskazno slovo, (∗) va`i po definiciji valuacije vU . Ukoliko je

α logi~ka konstanta ⊤ ili ⊥, (∗) va`i jer 1 = ∥⊤∥ ∈ U i 0 = ∥⊥∥ ̸∈ U .
Neka je α formula ¬θ.

v̂U (α) = 1 akko v̂U (θ) = 0

akko ∥θ∥ ̸∈ U [ind. pretpostavka]

akko ∥θ∥′ ∈ U [osobina F5 strana 30]

akko ∥¬θ∥ = ∥α∥ ∈ U

Neka je α formula θ1 ∧ θ2.

v̂U (α) = 1 akko v̂U (θ1) = 1 i v̂U (θ2) = 1

akko ∥θ1∥ ∈ U i ∥θ2∥ ∈ U [ind. pretpostavka]

akko ∥θ1∥f ∥θ2∥ ∈ U [osobine F3 i F4 strana 30]

akko ∥θ1 ∧ θ2∥ = ∥α∥ ∈ U
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Ovo je dovoqno za dokaz tvr|ewa (∗), jer je ∥α ∨ β∥ = ∥¬(¬α ∧ ¬β)∥,
∥α⇒ β∥ = ∥¬(α ∧ ¬β)∥ i ∥α⇔ β∥ = ∥¬(α ∧ ¬β) ∧ ¬(¬α ∧ β)∥.

Teorema 3. Γ |= α akko postoji kona~an podskup Γ0 od Γ takav da Γ0 |= α.

DOKAZ. (←) Trivijalno.

(→)Neka je Γ |= α. Ako postoji kona~an podskupΓ0 odΓ za koji ne postoji
valuacija v takva da v |= Γ0, onda trivijalno va`i Γ0 |= α.

Pretpostavimo zato da za svaki kona~an podskupΓ0 odΓ postoji valuacija
v takva da v |= Γ0. U ovom slu~aju, pretpostavimo i da ne va`i ono {to treba

dokazati, tj. da za svaki kona~an podskup Γ0 od Γ va`i Γ0 ̸|= α. Tada, za

svaki kona~an podskup Γ0 od Γ postoji valuacija v takva da v |= Γ0 ∪ {¬α}.
Dakle, za svaki kona~an podskup Γ′ od Γ ∪ {¬α} postoji valuacija v takva da
v |= Γ′. Prema teoremi kompaktnosti sledi da postoji valuacija w takva da

w |= Γ ∪ {¬α} {to nije mogu}e zbog Γ |= α.

Primetimo da su prethodne dve teoreme ekvivalentne. Dokazali smo da iz

teoreme 2 sledi teorema 3. Lako se vidi da je ta~no i obrnuto: ako u teoremi

3, za α uzmemo ⊥, dobijamo teoremu 2. Zato se i teorema 3 naziva teoremom

kompaktnosti.

U narednim primerima, dokaza}emo nekoliko va`nih matemati~kih tvr|-

ewa primenom teoreme kompaktnosti.

PRIMER 14. Bojewe grafa. Setimo se primera 6 (strana 45) u kome smo problem bo-

jewa nekog kona~nog grafova sveli na problem zadovoqivosti odgovaraju}e iskazne

formule. Analogno tome, problem bojewa bilo kog (mo`da beskona~nog) grafa (G,E)
u k boja24 svodimo na problem zadovoqivosti skupa formula25

Γk
(G,E) = {αa | a ∈ G} ∪ {βa | a ∈ G} ∪ {γa,b | (a, b) ∈ E}.

Postupaju}i kao u primeru 6, zakqu~ujemo da va`i slede}a teorema.

Teorema. Graf (G,E) je k-obojiv akko skup Γk
(G,E) ima model.

Podgraf grafa (G,E) jeste graf (G0, E ∩G2
0), za bilo koji podskup G0 ⊆ G.

Teorema. Graf (G,E) je k-obojiv akko je svaki wegov kona~an podgraf k-obojiv.

DOKAZ. (→) Dokaz ove implikacije je trivijalan. Neka je (G,E) k-obojiv, tj. neka
postoji funkcija f : G → {1, 2, . . . , k} takva da za sve a, b ∈ G, iz (a, b) ∈ E sledi

f(a) ̸= f(b). Tada je za bilo koji (ne samo kona~an) podskup G0 ⊆ G, podgraf

24Graf (G,E) je k-obojiv ako postoji funkcija f : G → {1, 2, . . . , k} takva da za sve a, b ∈ G,

iz (a, b) ∈ E sledi f(a) ̸= f(b).
25Podse}amo da αa =

∨
16i6k pa,i zna~i da je a obojen bar jednom od k datih boja, βa =∧

16i<j6k ¬(pa,i ∧ pa,j) ozna~ava da a nije obojen dvema bojama i γa,b =
∧

16i6k ¬(pa,i ∧ pb,i)
zna~i da a i b nisu obojeni istom bojom.
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(G0, E∩G2
0) tako|e k-obojiv i odgovaraju}e bojewe je odre|eno restrikcijomfunkcije

f na G0, tj. funkcijom f � G0 : G0 → {1, 2, . . . , k}.
(←) Pretpostavimo da je k-obojiv svaki kona~an podgraf grafa (G,E). Dokaza-

}emo da je skupΓk
(G,E) zadovoqiv, odakle }e prema prethodnoj teoremi slediti`eqeni

zakqu~ak. Zadovoqivost skupa Γk
(G,E) dokaza}emo primenom teoreme kompaktnosti.

Neka je Γ0 neki kona~an podskup od Γk
(G,E). Ozna~imo sa G0 skup svih ~vorova iz G

koji su indeksi formula iz Γ0. O~igledno je skup G0 kona~an i va`i:

Γ0 ⊆ Γk
(G0,E∩G2

0)
= {αa | a ∈ G0} ∪ {βa | a ∈ G0} ∪ {γa,b | (a, b) ∈ E ∩G2

0}.

Kako je po pretpostavci graf (G0, E∩G2
0) k-obojiv, zakqu~ujemo da je skupΓ

k
(G0,E∩G2

0)

zadovoqiv, a samim tim zadovoqiv je i skup Γ0. ◃

PRIMER 15. Kenigova lema. Ukratko }emo opisati vrstu struktura na koje se odnosi
Kenigova lema. Ure|en skup (T,4) je drvo ukoliko

1. postoji4-najmawi element skupa T , koji se naziva koren drveta � ozna~imo ga
sa t0,

2. za svako t iz T po~etni segment (·, t] = {x ∈ T : x 4 t} je dobro ure|en

relacijom 4.
Ako je T kona~an skup ka`emo da je drvo (T,4) kona~no, a u suprotnom da je

beskona~no. Elemente skupa T nazivamo ~vorovima drveta (T,4). Ka`emo da je

t′ sledbenik ~vora t ako je t ≺ t′ (tj. t 4 t′ i t ̸= t′). ^vor t′ je neposredni sledbenik
~vora t ako je t ≺ t′ i ne postoji ~vor s takav da je t ≺ s ≺ t′. Nije te{ko videti da
~vor ili nema sledbenike i u tom slu~aju ga nazivamo list, ili ima neposredne sled-

benike i tada ka`emo da je to unutra{wi ~vor drveta. Slojeve drveta defini{emo

induktivno: S0 = {t0} i Sk+1 je skup svih neposrednih sledbenika ~vorova sa sloja

Sk, k ∈ N. Mi }emo se u nastavku ograni~iti samo na drveta za koja je T = ∪n∈NSn,

tj. ona ~iji se svaki ~vor nalazi u nekom sloju Sn, n ∈ N.
Ukoliko svaki ~vor drveta ima kona~no mnogo neposrednih sledbenika to drvo

nazivamo drvetom sa kona~nim granawem. Svi slojevi ovakvog drveta su kona~ni.
Drvo (T,4) crtamo tako {to najpre

nacrtamo wegov koren, a zatim iznad

wega docrtavamo wegove neposredne

sledbenike, tako da oni budu ras-

pore|eni kolinearno, i svaki docr-

tani ~vor spajamo sa t0. Nakon toga,

dodajemo neposredne sledbenike svih

neposrednih sledbenika korena drveta

trude}i se da svi oni (drugo koleno ko-

rena) budu kolinearni itd.

лист

слој

пут

слој

слој

слој

слој

корен

Nije te{ko uo~iti da svaki ~vor t koji nije koren drveta ima samo jednog

neposrednog prethodnika, kao i da postoji kona~an niz ~vorova koji povezuje t sa
korenom t0, tj. postoje tm, . . . , t1, t0, za neko m > 1, takvi da je tm = t i ti−1 ≺ ti,
1 6 i 6 m. Ovaj niz naziva se put od ~vora t do korena t0.
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Kenigova lema: U svakom beskona~nom drvetu (T,4) sa kona~nim granawem postoji

niz t : N→ T takav da je t0 koren drveta i ti ≺ ti+1, za svako i ∈ N, odnosno postoji
beskona~an put.

DOKAZ. Za svaki ~vor drveta (T,4) uve{}emo po jedno iskazno slovo: pt, t ∈ T . Neka
Γ(T,4) sadr`i slede}e formule:

•
∨

t∈Sk
pt, k ∈ N,

• ¬(pt ∧ ps), t, s ∈ Sk, t ̸= s, k ∈ N,

• pt ⇒ ps, t, s ∈ T , t 4 s.

Dokaza}emo da je proizvoqno izabran kona~an podskup Γ0 ⊆ Γ(T,4) zadovoqiv. Neka

je kmax najve}i prirodan broj takav da se na sloju Skmax pojavquje ~vor koji je indeks

nekog iskaznog slova u formulama iz Γ0. O~igledno je da ovakav prirodan broj

postoji. Ako je kmax = 0, tada je Γ0 = {pt0} pa je ovaj skup trivijalno zadovoqen.

Pretpostavimo da je kmax > 1. Ozna~imo sa Γ skup formula

•
∨

t∈Sk
pt, k 6 kmax,

• ¬(pt ∧ ps), t, s ∈ Sk, t ̸= s, k 6 kmax,

• pt ⇒ ps, t, s ∈
∪

k6kmax
Sk, t 4 s.

O~igledno je Γ0 ⊆ Γ. Neka je tmax proizvoqan ~vor (sa najvi{eg) nivoa Skmax . Tada

postoji niz ~vorova tmax, tmax−1, . . . , t0 (po jedan na svakom nivou Si, i 6 kmax) takav

da je ti−1 ≺ ti, 1 6 i 6 kmax. Defini{imo valuaciju v : {pt | t ∈ T} → {0, 1}:

v(pa) =

{
1, t = ti, za neko i ∈ {0, . . . ,max},
0, ina~e.

Nije te{ko zakqu~iti da v |= Γ, pa time i v |= Γ0. Prema teoremi kompaktnosti

i skup Γ(T,4) je zadovoqiv, tj. postoji valuacija v : {pt | t ∈ T} → {0, 1} takva da
v |= Γ(T,4). Po{to za svako k ∈ N, v |=

∨
t∈Sk

pt i za sve t, s ∈ Sk, t ̸= s, v |= ¬(pt∧ps),
zakqu~ujemo da za svako k ∈ N postoji ta~no jedan ~vor tk ∈ Sk takav da je v(ptk) = 1.
Za sve ostale ~vorove drveta, t ∈ T \{tk | k ∈ N} va`i v(pt) = 0. Uo~eni niz ~vorova
je tra`eni, jer za sve t, s ∈ T , t 4 s, imamo da v |= pt ⇒ ps. ◃

PRIMER 16. Holova teorema sparivawa. Neka je S neki skup i S = {Si | i ∈ I}
familija (ne nu`no razli~itih) podskupova od S. Sistem razli~itih predstavnika

familije S jeste svaka 1-1 funkcija f : I → S takva da je f(i) ∈ Si, za svako i ∈ I .
Na primer, ako je S = N i Sn = {n, n + 1}, n ∈ N, onda je identi~na funkcija

idN : N → N, idN(n) = n, n ∈ N, jedan sistem razli~itih predstavika. Holova

teorema sparivawa odgovara na pitawe kada za kona~nu familiju podskupova nekog

skupa S postoji sistem razli~itih predstavnika.

Holova teorema sparivawa: Neka je S bilo koji skup i n > 1. Za kona~an niz

S1, . . . , Sn podskupova od S postoji sistem razli~itih predstavnika akko

(Hn) za svako k ∈ {1, . . . , n} i svaki izbor k indeksa 1 6 i1, . . . , ik 6 n, va`i
|Si1 ∪ · · · ∪ Sik | > k.
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DOKAZ. Ako za kona~an niz S1, . . . , Sn podskupova od S postoji sistem razli~itih

predstavnika, onda o~igledno va`i (Hn). Obrnuto dokazujemo indukcijom. Ako je

n = 1, tvr|ewe trivijalno va`i. Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za svaki prirodan
broj koji nije ve}i od nekog n, n > 1. Neka je S1, . . . , Sn, Sn+1 niz podskupova skupa

S takav da va`i (Hn+1). Razlikujemo dva slu~aja.
1. slu~aj. Za svako k ∈ {1, . . . , n} i sve 1 6 i1, . . . , ik 6 n, va`i |Si1 ∪ · · · ∪ Sik | > k.
Izaberimo iz Sn+1 bilo koji element a. Neka je S′

i = Si \ {a}, i = 1, . . . , n. Tada

za kona~an niz S′
1, . . . , S

′
n va`i uslov (Hn), pa po induktivnoj pretpostavci postoji

sistem razli~itih predstavnika, tj. funkcija f : {1, . . . , n} 1-1→ S, takva da f(i) ∈ S′
i.

Pro{irewe f̂ : {1, . . . , n, n+1} 1-1→ S dato sa f̂(i) = f(i), i = 1, . . . , n, i f(n+1) = a,
jeste sistem razli~itih predstavnika za S1, . . . , Sn, Sn+1.

2. slu~aj. Postoji k ∈ {1, . . . , n} takav da za neke indekse 1 6 i1, . . . , ik 6 n,
va`i |Si1 ∪ · · · ∪ Sik | = k. Po{to niz podskupova Si1 , . . . , Sik ima mawe od n + 1

~lanova, prema induktivnoj pretpostavci postoji funkcija f1 : {1, . . . , k} 1-1→ S,
takva da f1(j) ∈ Sij , j = 1, . . . , k. Neka je S′ = Si1 ∪ · · · ∪ Sik i S′

ℓ = Sℓ \ S′, za

ℓ ̸∈ {i1, . . . , ik}. Skupova S′
ℓ, ℓ ̸∈ {i1, . . . , ik}, ima ukupno n + 1 − k, i obrazuju jedan

novi niz S′
ℓ1
, . . . , S′

ℓn+1−k
podskupova od S. Za ovaj niz va`i (Hn+1−k). Zaista, za

svakom ∈ {1, . . . , n+ 1− k} i bilo koje indekse 1 6 s1, . . . , sm 6 n+ 1− k va`i

m+ k 6 |Sℓs1
∪ · · · ∪ Sℓsm

∪ S′| = |S′
ℓs1
∪ · · · ∪ S′

ℓsm
|+ k,

odakle sledi da je |S′
ℓs1
∪ · · · ∪ S′

ℓsm
| > m. Prema induktivnoj pretpostavci, postoji

funkcija f2 : {ℓ1, . . . , ℓn+1−k}
1-1→ S takva da f2(ℓ) ∈ Sℓ, ℓ ∈ {ℓ1, . . . , ℓn+1−k}. Nije

te{ko definisati pomo}u funkcija f1 i f2 sistem razli~itih predstavnika polaznog
niza S1, . . . , Sn, Sn+1.

Primenom teoreme kompaktnosti jednostavno dokazujemo teoremu poznatu kao

beskona~na verzija Holove teoreme. Neka je S bilo koji skup i S1, . . . , Sn, . . . niz
kona~nih26 podskupova od S. Za ovaj niz postoji sistem razli~itih predstavnika

akko

(H) za svako k > 1 i svaki izbor k indeksa 1 6 i1, . . . , ik 6 n, va`i |Si1∪· · ·∪Sik | > k.

Za svako n > 1 i svaki element x ∈ Sn uvedimo po jedno iskazno slovo pn,x. Neka
Γ sadr`i slede}e formule:

• ¬(pm,x ∧ pn,x),m,n > 1,m ̸= n i x ∈ Sm ∩ Sn;

• ¬(pn,x ∧ pn,y) , n > 1, x, y ∈ Sn, x ̸= y;

•
∨

x∈Sn

pn,x, n > 1.

Treba dokazati da postoji valuacija v : {pn,x | n > 1, x ∈ Sn} → {0, 1} koja

zadovoqava sve formule skupa Γ. Ovakva valuacija nam daje sistem razli~itih

predstavnika f : N+ → S, koji defini{emo slede}om ekvivalencijom: f(n) = x
akko v(pn,x) = 1. Ostavqamo ~itaocu da proveri korektnost ovakve definicije.

Pored toga, za ve`bu ostavqamo i dokaz da pomenuta valuacija uop{te postoji. ◃
26Da li se ova pretpostavka mo`e izostaviti?
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Sintaksna posledica

Pored va`nih svojstava semanti~ke posledice koje smo naveli u prethod-

nom odeqku, ova relacija ima niz specifi~nih osobina koje se odnose na

logi~ke veznike. U narednoj teoremi navodimo jednu takvu osobinu za imp-

likaciju.

Lema 8. Neka je Γ ⊆ For i α ∈ For. Ako Γ, α |= β, onda Γ |= α⇒ β.

DOKAZ. Pretpostavimo da je Γ, α |= β. Neka je v proizvoqna valuacija takva
da v |= Γ. Dokaza}emo da mora va`iti i v |= α⇒ β. Razlikujemo dva slu~aja.

Prvi slu~aj: v̂(α) = 0. Tada direkno na osnovu tablice za implikaciju
zakqu~ujemo da mora biti v̂(α⇒ β) = 1, tj. v |= α⇒ β.

Drugi slu~aj: v̂(α) = 1. Tada v |= Γ, α, pa zbogΓ, α |= β mora biti i v |= β,
tj. v̂(β) = 1. Iz v̂(α) = 1 i v̂(β) = 1, sledi v̂(α⇒ β) = 1, tj. v |= α⇒ β.

Prethodna lema zapravo odslikava na~in na koji dokazujemo implikaciju

iz nekih pretpostavki. Ako `elimo da doka`emo da iz pretpostavki Γ sledi

α⇒ β, prvo }emo formuluα prikqu~iti pretpostavkama Γ i zatim nastojati
da doka`emo β.

PRIMER 17. Doka`imo da je formula φ ⇒ (ψ ⇒ φ) tautologija, tj. da je ova

formula semanti~ka posledica praznog skupa formula, |= φ ⇒ (ψ ⇒ φ). Prema

prethodnoj lemi, dovoqno je dokazati da va`i φ |= ψ ⇒ φ, odnosno nakon jo{ jednog

pozivawa na istu lemu, da jeφ,ψ |= φ. Ovo posledwe je jednostavna posledica tvrdwe
koju smo ve} dokazali (teorema 1): ako neka formula pripada skupu pretpostavki,

onda je ta formula i semanti~ka posledica tog skupa.

Analogno dokazujemo, na primer: |= φ⇒ φ, |= φ⇒ (ψ ⇒ (θ ⇒ ψ)) itd. ◃

Na osnovu prethodnog primera vidimo da se tvr|ewe leme 8 mo`e shvati-

ti i kao pravilo za dokazivawe implikacije koje }emo zapisati u slede}em

obliku:
Γ, α |= β

Γ |= α⇒ β
(⇒U).

Navedeno pravilo nazavamo pravilo uvo|ewa implikacije i ozna~avamo ga

sa (⇒U). Pravilo ka`e: ako smo dokazali da je Γ, α |= β, onda zakqu~ujemo
i da je Γ |= α ⇒ β. U istom primeru smo koristili jo{ jedno pravilo: ako

neka formula pripada skupu pretpostavki, onda je ta formula i semanti~ka

posledica tog skupa. Ovo pravilo }emo nazvati aksiomom i skra}eno ga

zapisati u obliku

Γ, α |= α
(ax).

Iznad horizontalnecrte ni{tanije navedeno jer zakqu~akΓ, α |= αneposredno
izvodimo.
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PRIMER 18. Dokaz iz prethodnog primera, da je |= φ⇒ (ψ ⇒ φ), mo`emo zapisati
i na slede}e na~ine:

a

ili

1. φ,ψ |= φ (ax)
2. φ |= ψ ⇒ φ iz 1. primenom (⇒U)
3. |= φ⇒ (ψ ⇒ φ) iz 2. primenom (⇒U).

Primetimo da u navedenom dokazu ne pomiwemo nikakve valuacije, ve} samo

analiziramo strukturu formula. ◃

Nakon prethodnih razmatrawa prirodno je postaviti pitawe da li je

mogu}e uvo|ewem sli~nih pravila za ostale logi~ke veznike potpuno okarak-

terisati pojam semanti~ke posledice. U nastavku }emo uvesti novu relaciju

kojom se uspostavqa veza izme|u nekog skupa formula Γ i neke formule α, pri
~emu }emo uzimati u obzir samo strukture formula iz Γ, odnosno strukturu
formule α. Po{to se u definiciji ove nove relacije ne}e pomiwati valu-

acije, ve} }e biti va`ni samo zapisi odgovaraju}ih formula, naziva}emo je

relacijom sintaksne posledice i ozna~avati sa ⊢ (znak ⊢ ~itamo �rampa�).

Zapis Γ ⊢ α nazivamo sekventom.

Prirodna dedukcija

Definicija 11. Formula α je sintaksna posledica skupa formula Γ, ako se

sekvent Γ ⊢ α mo`e dobiti primenom slede}ih pravila kona~an broj puta.

Aksioma Slabqewe

Γ, φ ⊢ φ
(ax)

Γ ⊢ φ
Γ, γ ⊢ φ

(slab)

Uvo|ewe implikacije Eliminacija implikacije
Γ, φ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ⇒ ψ
(⇒U)

Γ ⊢ φ⇒ ψ Γ ⊢ φ
Γ ⊢ ψ

(⇒E)

Uvo|ewe konjunkcije Eliminacija konjunkcije
Γ ⊢ φ Γ ⊢ ψ
Γ ⊢ φ ∧ ψ

(∧U)
Γ ⊢ φ ∧ ψ
Γ ⊢ φ

(∧lE)
Γ ⊢ φ ∧ ψ
Γ ⊢ ψ

(∧dE)

Uvo|ewe disjunkcije Eliminacija disjunkcije
Γ ⊢ φ

Γ ⊢ φ ∨ ψ
(∨lU)

Γ ⊢ ψ
Γ ⊢ φ ∨ ψ

(∨dU)
Γ ⊢ φ ∨ ψ Γ, φ ⊢ θ Γ, ψ ⊢ θ

Γ ⊢ θ
(∨E)

Uvo|ewe negacije Eliminacija negacije
Γ, φ ⊢ ⊥
Γ ⊢ ¬φ

(¬U)
Γ ⊢ ¬φ Γ ⊢ φ

Γ ⊢ ⊥
(¬E)
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Klasi~na protivre~nost

Γ,¬φ ⊢ ⊥
Γ ⊢ φ

(⊥c)

Analizirajmo pravila iz prethodne definicije. Svako pravilo ~ine:

• skup (mogu}e i prazan) sekvenata koje nazivamo premise pravila i koji

su zapisani iznad horizontalne linije i

• jedan sekvent koji nazivamo zakqu~ak pravila i koji je zapisan ispod

horizontalne linije.

Pored horizontalne linije, koja razdvaja premise i zakqu~ak pravila, stoji

sugestivna oznaka pravila. Svako pravilo shvatamo na slede}i na~in: ako

su dokazane premise pravila, onda se iz wih direktno izvodi i zakqu~ak

pravila.

Pravilo (ax) ve} smo komentarisali. Pravilo (slab) naziva se slabqewe
jer izra`ava slede}e: ako je dokaziv sekvent Γ ⊢ φ, onda je φ posledica i

oslabqenog skupa pretpostavki Γ ∪ {φ}, odnosno pri dodavawu novih pret-

postavki sve posledice izvedene bez te nove pretpostavke jesu posledice i

novog, {ireg skupa pretpostavki. Svakom logi~kom vezniku odgovaraju dve

vrste pravila.

� Svako pravilo uvo|ewa omogu}ava dokazivawe sekvenata ~iji je zakqu-

~ak formula koja kao glavni ima odre|eni logi~ki veznik. Tako, prav-

ilo (⇒U) govori o tome kada je implikacija φ ⇒ ψ posledica nekih

pretpostavki Γ, pravilo (∧U) kada je konjunkcija φ∧ψ posledica nekih

pretpostavki Γ, itd.

� Svako pravilo eliminacije omogu}ava kori{}ewe formula koje imaju

kao glavni odre|eni logi~ki znak. Tako, pravilo (⇒E) govori o tome
kako se u dokazima koristi ~iwenica da je implikacija φ⇒ ψ posled-

ica nekih pretpostavki Γ, dok pravila (∧lE) i (∧dE) govore o tome kako
se u dokazima koristi ~iwenica da je konjunkcija φ∧ψ posledica nekih

pretpostavki Γ itd.

Posledwe navedeno pravilo ozna~eno je sa (⊥c) i naziva se pravilo klasi~ne
protivre~nosti. Ovo pravilo odgovara uobi~ajenom na~inu dokazivawa u

matematici koje zapo~iwemo re~ima �pretpostavimo suprotno . . . �. Zaista,

da bismo dokazali da je φ posledica pretpostavki Γ, dovoqno je da skupu Γ
pridru`imo ¬φ i izvedemo kontradikciju. Posebno isti~emo da se pravila

(¬U) i (⊥c) bitno razlikuju, jer prvo govori o tome kada su negacije formula
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posledice nekih pretpostavki, a drugo, slobodnije re~eno, daje jedan op{ti

metod izvo|ewa sekvenata.

Sva pravila mo`emo ~itati (shvatiti) na dva na~ina:

� odozgo nadole: ako smo dokazali hipoteze pravila, mo`emo dokazati i

sekvent koji se nalazi ispod horizontalne linije; ovako ~itamo pravilo

kada treba napisati dokaz nekog sekventa (SINTEZA);

� odozdo nagore: da bismo dokazali sekvent koji je zakqu~ak pravila, do-

voqno je dokazati hipoteze pravila; ovako ~itamopravilo kada tragamo

za dokazom nekog sekventa (ANALIZA).

Primetimo najzad da se u navedenim pravilima ne pomiwe ekvivalencija.

Iako smo mogli da dodamo odgovaraju}a pravila i za ovaj veznik, jednos-

tavnije je da usvojimo dogovor da formula φ ⇔ ψ bude skra}eni zapis za

(φ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ φ). Sli~no tome, neka je ⊤ skra}eni zapis za ¬⊥.

Definicija 12. Formula σ je dokaziva, tj. jeste teorema iskazne logike, u

oznaci ⊢ σ, ako je dokaziv sekvent ∅ ⊢ σ.

PRIMER 19. Doka`imo da je ¬α ⇔ (α ⇒ ⊥) teorema iskazne logike, tj. da je

⊢ ¬α ⇔ (α ⇒ ⊥). Najpre navodimo odgovaraju}u analizu, tj. opisujemo kako

razmi{qamo pri tragawu za dokazom navedenog sekventa. Kao{to smo ve} naglasili,

razmi{qamo �unazad� ~itaju}i pravila odozdo nagore i biraju}i ona pravila koja

nam odgovaraju.

ANALIZA. Da bismo dokazali sekvent ⊢ ¬α ⇔ (α ⇒ ⊥), u skladu sa navedenim

pravilima analiziramo (�rastavqamo�) formule sa desne strane:

1. prema napomeni ispred definicije 12, sekvent ⊢ ¬α⇔ (α⇒ ⊥) bi}e dokazan,
ako doka`emo sekvent ⊢ (¬α⇒ (α⇒ ⊥)) ∧ ((α⇒ ⊥)⇒ ¬α);

2. kako je formula sa desne strane posledweg sekventa konjunkcija, tra`imo pra-

vilo koje dokazuje konjunkcije; to je (∧U), pa zakqu~ujemo da }emo `eqenu

konjunkciju dokazati ako doka`emo ⊢ ¬α⇒ (α⇒ ⊥) i ⊢ (α⇒ ⊥)⇒ ¬α;

3. da bismo dokazali sekvent ⊢ ¬α⇒ (α⇒ ⊥)

3.1. tra`imo pravilo koje dokazuje implikacije; to je (⇒U) i zakqu~ujemo da
treba dokazati ¬α ⊢ α⇒ ⊥,

3.2. a prema istom pravilu, posledwi sekvent }e biti dokazan ako doka`emo

¬α, α ⊢ ⊥;
3.3. prema pravilu (¬E) posledwi sekvent dobijamo iz sekvenata ¬α, α ⊢ α i

¬α, α ⊢ ¬α koje dobijamo primenom pravila (ax);

4. da bismo dokazali sekvent ⊢ (α⇒ ⊥)⇒ ¬α

4.1. prema pravilu (⇒U) potrebno je dokazati α⇒ ⊥ ⊢ ¬α;
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4.2. uo~avaju}i pravilo (¬U), koje daje negacije, zakqu~ujemo da }emo posled-
wi sekvent dokazati ako doka`emo α⇒ ⊥, α ⊢ ⊥;

4.3 da bismo dokazali posledwi sekvenet tra`imo pravilo koje nam ka`e

kako da koristimo implikacije; to je (⇒E), pa prema ovom pravilu treba

dokazati sekvente α ⇒ ⊥, α ⊢ α i α ⇒ ⊥, α ⊢ α ⇒ ⊥ koje dobijamo

primenom pravila (ax).

Analizu zavr{avamo kada stignemo do pravila (ax) koje nema premise. Na osnovu

analize nije te{ko sastaviti tra`eni dokaz, tj. izvr{iti sintezu.

SINTEZA

E

U

U

E

U

U

U

Iako je izvo|ewe `eqenog sekventa prikazano kao drvo, {to je dosta ilustra-

tivno, uobi~ajenije i jednostavnije je dokaz zapisati linearno u numerisanim re-

dovima, pri ~emu se u svakom redu navodi kako je odgovaraju}i sekvent dobijen. U

nastavku }emo koristiti ovaj drugi na~in zapisivawa.

1. ¬α, α ⊢ ¬α (ax)

2. ¬α, α ⊢ α (ax)

3. ¬α, α ⊢ ⊥ iz 1 i 2 prema (¬E)
4. ¬α ⊢ α⇒ ⊥ iz 3 prema (⇒U)

5. ⊢ ¬α⇒ (α⇒ ⊥) iz 4 prema (⇒U)

6. α⇒ ⊥, α ⊢ α⇒ ⊥ (ax)

7. α⇒ ⊥, α ⊢ α (ax)

8. α⇒ ⊥, α ⊢ ⊥ iz 6 i 7 prema (⇒E)

9. α⇒ ⊥ ⊢ ¬α iz 8 prema (¬U)
10. ⊢ (α⇒ ⊥)⇒ ¬α iz 9 prema (⇒U)

11. ⊢ (¬α⇒ (α⇒ ⊥)) ∧ ((α⇒ ⊥)⇒ ¬α) iz 5 i 10 prema (∧U)
◃

PRIMER 20. Dokaza}emo da je ⊢ (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β) ⇒ (γ ⇒ α ∨ β). Savetujemo

~itaocima, pre nego {to nastave sa ~itawem, da po ugledu na prethodni primer obave

odgovaraju}u analizu.

SINTEZA

1. (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β), γ ⊢ (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β) (ax)
2. (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β), γ, γ ⇒ α ⊢ γ ⇒ α (ax)
3. (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β), γ, γ ⇒ α ⊢ γ (ax)
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4. (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β), γ, γ ⇒ α ⊢ α iz 2 i 3 prema (⇒E)
5. (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β), γ, γ ⇒ α ⊢ α ∨ β iz 4 prema (∨lU)
6. (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β), γ, γ ⇒ β ⊢ γ ⇒ β (ax)
7. (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β), γ, γ ⇒ β ⊢ γ (ax)
8. (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β), γ, γ ⇒ β ⊢ β iz 6 i 7 prema (⇒E)
9. (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β), γ, γ ⇒ α ⊢ α ∨ β iz 8 prema (∨dU)
10. (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β), γ ⊢ α ∨ β iz 1, 5 i 9 prema (∨E)
11. (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β) ⊢ γ ⇒ α ∨ β iz 10 prema (⇒U)
12. ⊢ (γ ⇒ α) ∨ (γ ⇒ β)⇒ (γ ⇒ α ∨ β) iz 11 prema (⇒U)

◃

PRIMER 21. Nasuprot prethodnom primeru, ovoga puta }emo izvr{iti analizu koja

prethodi dokazu sekventa ⊢ ¬(α ∧ β)⇒ ¬α ∨ ¬β prepu{taju}i ~itaocima sintezu.

ANALIZA

1. Da bismo dokazali `eqeni sekvent, dovoqno je, prema pravilu (⇒U), dokazati
¬(α ∧ β) ⊢ ¬α ∨ ¬β.

2. Prvo {ta nam pada na pamet jeste da tra`imo pravilo koje dokazuje dis-

junkcije27, ali prema pravilu (⊥c) mo`emo tragati i za dokazom sekventa

¬(α∧β),¬(¬α∨¬β) ⊢ ⊥. Zbog jednostavnijeg zapisivawa, ozna~imo sa Γ skup

koji sadr`i formule ¬(α ∧ β) i ¬(¬α ∨ ¬β).

3. Da bismo dokazali Γ ⊢ ⊥, nije te{ko zakqu~iti da je dovoqno dokazati

Γ ⊢ α ∧ β ili Γ ⊢ ¬α ∨ ¬β. Poku{ajmo da doka`emo ovaj posledwi.

4. Prema pravilima (∨lU) i (∨dU), sekvent Γ ⊢ ¬α ∨ ¬β }e biti dokazan ako

doka`emo Γ ⊢ ¬α ili Γ ⊢ ¬β. Poku{ajmo da doka`amo sekvent Γ ⊢ ¬α.

5. Sekvnet Γ ⊢ ¬α dobijamo primenom pravila (¬U) na sekvent Γ, α ⊢ ⊥.

6. Tragawe za dokazom sekventa Γ, α ⊢ ⊥ navodi nas na pravilo (¬E), a po{to sa
leve strane rampe imamo tri formule, uo~avamo da na razne na~ine mo`emo

poku{ati da doka`emo ovaj sekvent. Jedan od tih poku{aja jeste tragawe za

dokazom sekventa Γ, α ⊢ ¬α ∨ ¬β.

7. Za dokaz posledweg sekventa prirodno se name}e primena jednog od pravila

(∨lU) i (∨dU). Poku{ajmo da doka`emo sekvent Γ, α ⊢ ¬β. Ovaj sekvent }emo

dobiti iz Γ, α, β ⊢ ⊥ primenom pravila (¬U).

8. SekventΓ, α, β ⊢ ⊥ se jednostavno dobija izΓ, α, β ⊢ ¬(α∧β) (ax) i iz sekventa
Γ, α, β ⊢ α∧β dobijenog dvostrukom primenom pravila (ax) i jednom primenom
(∧U).

Po{to o~ekujemo da }e se pa`qiv ~italac osetiti prevarenim ponu|enom anali-

zom, poku{a}emo nekim dodatnim obja{wewima da se opravdamo. Naime, navedena

analiza obiluje nedeterministi~kim uputstvima, tj. uputstvima posle kojih se mo`e

27Savetujemo ~itaocu da poku{a i sa ovom strategijom nakon {to pro~ita onu koja je ovde

izlo`ena.
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krenuti razli~itim pravcima, {to je jasno i istaknuto u analizi. Opredequju}i se

za po jednu alternativu u svakom ovakvom koraku, mi smo uspe{no zavr{ili analizu

na osnovu koje je jednostavno konstruisati odgovaraju}i sinteti~ki dokaz. Prirodno

se name}e pitawe {ta bi se dogodilo da smo u jednom trenutku krenuli nekim drugim

putem. Postoji vi{e mogu}ih odgovora: dokaz bi se znatno zakomplikovao ili

pak pojednostavio, ili bismo se �zaglavili� uvi|aju}i da izabranim pravacem ne

mo`emo sti}i do `eqenog kraja. Savetujemo ~itaocu da krene nekim razli~itim

pravcima nazna~enim u na{oj analizi i otkrije {ta ga sve na izabranim putevima

~eka. Ovo je ujedno i najboqi na~in da se ja~a intuicija, podsti~e ma{ta i sti~e

iskustvo, {to su neophodne ve{tine ne samo za dokazivawe sekvenata ve} za bavqewe

matematikom uop{te. ◃

PRIMER 22. Potra`imo dokaz sekventa ⊢ α ∨ ¬α prepu{taju}i ~itaocima sintezu.

ANALIZA. Nije te{ko uo~iti da nas do `eqenog sekventa ne mogu dovesti pravila

(∨lU) ili (∨dU). Poku{ajmo, imaju}i na umu pravilo (⊥c) da doka`emo¬(α∨¬α) ⊢ ⊥.
Posledwi sekvent dobi}emo ako uspemo da doka`emo¬(α∨¬α) ⊢ α∨¬α (¬E). Prema
(∨dU), poku{a}emo da doka`emo ¬(α ∨ ¬α) ⊢ ¬α, odnosno, uzimaju}i u obzir (¬U),
¬(α ∨ ¬α), α ⊢ ⊥. Ovaj sekvent dobijamo iz ¬(α ∨ ¬α), α ⊢ α ∨ ¬α (ax) + (∨lU) i
¬(α ∨ ¬α), α ⊢ ¬(α ∨ ¬α) (ax). ◃

Nakraju, izdvajamoi jednu op{tu osobinu relacije⊢, tj. tvr|ewe analogno
teoremi kompaktnosti.

Lema 9. Γ ⊢ α akko postoji kona~an podskup Γ0 od Γ, takav da Γ0 ⊢ α.

DOKAZ. (→) Za dokaz sekventa Γ ⊢ α zna~ajne su samo one formule iz Γ
koje su aktivirane pravilom (ax). S obzirom na to da pravilo (ax) mo`e
biti primeweno samo kona~no mnogo puta, sledi da i �aktivnih� formula

ima samo kona~no mnogo. Ako sa Γ0 ozna~imo skup svih aktivnih formula,

zakqu~ujemo da mora biti i Γ0 ⊢ α.
(←) Trivijalno.

Izvo|ewe sekvenata znatno olak{ava i skra}uje kori{e}ewe tzv. izve-

denih pravila. U narednoj lemi izdvojeno je nekoliko takvih pravila.

Lema10. (1)
Γ, α ⊢ β Γ ⊢ α

Γ ⊢ β
(cut)28 (2)

Γ, α,¬α ⊢ ⊥
(¬L)29 (3)

Γ ⊢ ⊥
Γ ⊢ α

(⊥i)
30

28engl. cut � se~ewe
29Indeks L ukazuje na to da se pravilo odnosi na negaciju sa leve strane rampe
30Indeks i ukazuje na tzv. intuicionisti~ku logiku. Prirodna dedukcija ove logike umesto

pravila (⊥c) (koje se izbacije) podrazumeva pravilo (⊥i), dok su sva ostala pravila dozvoqena.
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DOKAZ.

(1)

1. Γ, α ⊢ β [pretpostavka]
2. Γ ⊢ α⇒ β iz 1 prema (⇒U)
3. Γ ⊢ α [pretpostavka]
4. Γ ⊢ β iz 3 prema (⇒E)

...

Γ, α ⊢ β
Γ ⊢ α⇒ β

(⇒U)

...

Γ ⊢ α
Γ ⊢ β

(⇒E)

(2)

1. Γ, α,¬α ⊢ α (ax)

2. Γ, α,¬α ⊢ ¬α (ax)

3. Γ, α,¬α ⊢ ⊥ iz 1, 2 prema (¬E)
(3)

1. Γ ⊢ ⊥ [pretpostavka]

2. Γ,¬α ⊢ ⊥ iz 1 prema (slab)

3. Γ ⊢ α iz 2 prema (⊥c)

Hilbertov sistem za dedukciju

Postoje i drugi na~ini da se uvede pojam sintaksne posledice. Jedan od

wih je tzv. Hilbertov formalni sistem koji ~ine slede}e sheme aksioma:
(H1) φ⇒ (ψ ⇒ φ), (H2) (φ⇒ (ψ ⇒ θ))⇒ ((φ⇒ ψ)⇒ (φ⇒ θ)),
(H3) φ ∧ ψ ⇒ φ, (H4) φ ∧ ψ ⇒ ψ,
(H5) φ⇒ (ψ ⇒ φ ∧ ψ), (H6) φ⇒ φ ∨ ψ,
(H7) ψ ⇒ φ ∨ ψ, (H8) (φ⇒ θ)⇒ ((ψ ⇒ θ)⇒ (φ ∨ ψ ⇒ θ)),
(H9) ¬φ⇒ (φ⇒ ⊥), (H10) (φ⇒ ⊥)⇒ ¬φ,

(H11) ⊥ ⇒ φ, (H12) φ ∨ ¬φ,
i praviloMP poznato kao modus ponens:

(MP) ψ je neposredna posledica formula φ i φ⇒ ψ, {to kra}e zapisujemo u
obliku

φ φ⇒ ψ

ψ
(MP),

pri ~emu su φ,ψ, θ proizvoqne iskazne formule.

Definicija 13. Γ ⊢H φ ako i samo ako postoji kona~an niz formula φ1, φ2,

. . . , φn sa slede}im svojstvima:

1. φn je formula φ;

2. svaka formula φk, 1 6 k 6 n, zadovoqava jedan od slede}ih uslova:

2.1. φi je aksioma, ili
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2.2. φi ∈ Γ, ili

2.3. φi je dobijena primenom pravila MP na neke dve odgovaraju}e

formule koje prethode ovoj formuli u navedenom nizu.

PRIMER 23. Dokaz da je ⊢H ¬α⇔ (α⇒ ⊥) predstavqa slede}i niz:
1. ¬α⇒ (α⇒ ⊥) aksiomaH9
2. (α⇒ ⊥)⇒ ¬α aksiomaH10
3. (¬α⇒ (α⇒ ⊥))⇒ (((α⇒ ⊥)⇒ ¬α)⇒ (¬α⇒ (α⇒ ⊥))∧((α⇒ ⊥)⇒ ¬α))

aksiomaH531

4. ((α⇒ ⊥)⇒ ¬α)⇒ (¬α⇒ (α⇒ ⊥)) ∧ ((α⇒ ⊥)⇒ ¬α) iz 1, 3 premaMP
5. (¬α⇒ (α⇒ ⊥)) ∧ ((α⇒ ⊥)⇒ ¬α) iz 2, 4 premaMP

◃

Teorema 4. Γ ⊢ α akko Γ ⊢H α.

Dokaz da je Hilbertov sistem za dedukciju ekvivalentan prirodnoj deduk-

ciji sprovodi se indukcijom po du`ini izvo|ewa sekvenata u jednom, odn.

drugom sistemu. Dokaz izostavqamo.

Teorema potpunosti

U dosada{wim razmatrawima nije bilo te{ko uo~iti da relacija se-

mati~ke posledice (|=) i relacija sintaksne posledice (⊢) poseduju niz za-
jedni~kih osobina, bez obzira na to {to su definisane na potpuno razli~ite

na~ine (pa su i dokazi tih zajedni~kih osobina potpuno razli~iti). Kao

ilustraciju ove tvrdwe navodimo slede}u lemu.

Lema 11. Ako su α, β, γ proizvoqne formule, tada

1. α, β |= γ akko |= α ∧ β ⇒ γ;

2. α, β ⊢ γ akko ⊢ α ∧ β ⇒ γ.

DOKAZ. (1) (→)Pretpostavimoda jeα, β |= γ. Neka je v proizvoqna valuacija.
Ako je v̂(α ∧ β) = 0, onda mora biti i v̂(α ∧ β ⇒ γ) = 1, tj. v |= α ∧ β ⇒ γ.
Ako je v̂(α ∧ β) = 1, onda je v̂(α) = 1 i v̂(β) = 1, tj. v |= α, β, pa prema

pretpostavci v |= γ, odnosno v̂(γ) = 1. Najzad, iz v̂(α ∧ β) = 1 i v̂(γ) = 1,
zakqu~ujemo da je v̂(α ∧ β ⇒ γ) = 1, tj. v |= α ∧ β ⇒ γ.
(←) Pretpostavimo da je |= α ∧ β ⇒ γ. Neka je v valuacija takva da je

v |= α, β, tj. v̂(α) = v̂(β) = 1. Kako je tada i v̂(α ∧ β) = 1, a po pretpostavci
je v̂(α ∧ β ⇒ γ) = 1, zakqu~ujemo da mora biti i v̂(γ) = 1, tj. v |= γ.

31(¬α ⇒ (α ⇒ ⊥))︸ ︷︷ ︸
φ

⇒ (((α ⇒ ⊥) ⇒ ¬α)︸ ︷︷ ︸
ψ

⇒ (¬α ⇒ (α ⇒ ⊥))︸ ︷︷ ︸
φ

∧ ((α ⇒ ⊥) ⇒ ¬α)︸ ︷︷ ︸
ψ

)
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(2) (→) Pretpostavimo da je α, β ⊢ γ.
1. α, β ⊢ γ [pretpostavka]
2. α ∧ β, α, β ⊢ γ (slab)
3. α ∧ β, α ⊢ β ⇒ γ iz 2 prema (⇒U)
4. α ∧ β ⊢ α⇒ (β ⇒ γ) iz 3 prema (⇒U)
5. α ∧ β ⊢ α ∧ β (ax)
6. α ∧ β ⊢ α iz 5 prema (∧lE)
7. α ∧ β ⊢ β iz 5 prema (∧dE)
8. α ∧ β ⊢ β ⇒ γ iz 4, 6 prema (⇒E)
9. α ∧ β ⊢ γ iz 8, 7 prema (⇒E)
10. ⊢ α ∧ β ⇒ γ iz 9 prema (⇒U)

(←) Pretpostavimo da je ⊢ α ∧ β ⇒ γ.
1. ⊢ α ∧ β ⇒ γ [pretpostavka]
2. α, β ⊢ α ∧ β ⇒ γ iz 1 prema 2× (slab)
3. α, β ⊢ α (ax)
4. α, β ⊢ β (ax)
5. α, β ⊢ α ∧ β iz 3, 4 prema (∧U)
6. α, β ⊢ γ iz 2, 5 prema (⇒E).

Matemati~kom indukcijom jednostavno se pokazuje i slede}e tvr|ewe.

Lema 12. Ako su α1, . . . , αn, β proizvoqne formule, tada

1. α1, . . . , αn |= β akko |= α1 ∧ · · · ∧ αn ⇒ β;

2. α1, . . . , αn ⊢ β akko ⊢ α1 ∧ · · · ∧ αn ⇒ β.

Setimo se da je na{a polazna namera prilikom uvo|ewa pojma sintaksne

posledice (⊢) bila da na jedan drugi na~in, nezavisno od valuacija, okarak-
teri{emo semanti~ku posledicu (|=). Da smo u tome uspeli dokazuju teoreme
u ovom poglavqu. Najpre }emo formulisati sve va`ne teoreme ovog odeqka,

prokomentarisati wihov odnos, a zatim i svaku od wih dokazati.

Naime, `elimo da doka`emo slede}u teoremu

(⋆) Γ ⊢ α akko Γ |= α.

Od posebnog zna~aja je i wena direktna posledica

(⋆) ⊢ α akko |= α.

Iako se ~ini da je ova posledica slabija od navedene teoreme, teorema (⋆),
zajedno sa teoremom kompaktnosti i lemom 9, implicira (⋆). Primetimo
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najpre da iz (⋆) jednostavno dokazujemo, primenom leme 12, da za svaki kona~an
skup formula Γ va`i: Γ ⊢ α akko Γ |= α. Zaista, ako je Γ kona~an skup32, onda

Γ ⊢ α akko ⊢
∧

Γ⇒ α
(⋆)
akko |=

∧
Γ⇒ α akko Γ |= α.

Ukoliko je Γ beskona~an skup, tada se moramo pozvati na teoremu kompaktno-

sti i lemu 9.

Γ ⊢ α akko Γ0 ⊢ α za neki kona~an Γ0 ⊆ Γ [ prema lemi 9]

akko Γ0 |= α za neki kona~an Γ0 ⊆ Γ

akko Γ |= α [ prema teoremi kompaktnosti]

U nastavku, najpre }emo dokazati tzv. teoremu saglasnosti: ako je Γ ⊢ α,
onda je Γ |= α. Specijalno, ako je ⊢ α, onda je |= α. Jo{ jedna posledica

teoreme saglasnosti je zanimqiva; re~ je o tzv. teoremi o neprotivre~nosti:

ako skup Γ ima model (Γ ̸|= ⊥), onda se iz Γ ne mo`e izvesti kontradikcija

(Γ ̸⊢ ⊥), tj. Γ je neprotivre~an (konzistentan) skup.

Nakon dokaza teoreme saglasnosti, ostaje da doka`emo i wen obrat tzv.

teoremu jake potpunosti: iz Γ |= α, sledi Γ ⊢ α. Uobi~ajeno je da se umesto
teoreme jake potpunosti dokazuje jedna wena varijanta tzv. teorema o pos-

tojawu modela: Ako je Γ neprotivre~na teorija (Γ ̸⊢ ⊥), onda ima model

(Γ ̸|= ⊥), tj. postoji valuacija koja zadovoqava sve formule iz Γ. Naredna
lema uspostavqa vezu izme|u ove dve teoreme.

Lema 13. Slede}a dva tvr|ewa su ekvivalentna:

(1) za svaku formulu α, iz Γ |= α, sledi Γ ⊢ α;

(2) iz Γ ̸⊢ ⊥, sledi Γ ̸|= ⊥.

DOKAZ. (1)→ (2) Trivijalno.
(2) → (1) Pretpostavimo da va`i (2) i da je Γ |= α. Pretpostavimo i,

suprotno onome {to treba dokazati, da je Γ ̸⊢ α. Tada Γ,¬α ̸⊢ ⊥, jer bismo u
suprotnom imali

Γ,¬α ⊢ ⊥
Γ ⊢ α

(⊥c).

Na osnovu (2), zakqu~ujemo da Γ,¬α ̸|= ⊥, tj. da postoji valuacija v takva da
v |= Γ,¬α, {to je u suprotnosti sa Γ |= α. Dakle, Γ ⊢ α.

Kao {to smo ve}i istakli, teorema jake potpunosti, zbog teoreme kompak-

tnosti, bi}e posledica teoreme slabe potpunosti: iz |= α, sledi ⊢ α.
32Ako je Γ = {γ1, . . . , γn}, onda je

∧
Γ formula γ1 ∧ · · · ∧ γn.
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Slede obe}ani dokazi svih pomenutih teorema. Nakon teoreme saglas-

nosti dokaza}emo nezavisno sve tri teoreme: teoremu slabe potpunosti, teo-

remu o postojawu modela i teoremu jake potpunosti. Razlog je taj {to svaki

dokaz donosi neke korisne ideje i specifi~an pristup. Uzimaju}i u obzir

prethodna razmatrawa, dokazivawem ove tri teoreme zapravo dokazujemo teo-

remu (⋆) na tri na~ina.

акко

теорема
сагласности

теорема јаке
потпуности

ако , онда ако , онда

теорема слабе
потпуности

ако , онда

ако , онда компактност за
компактност за

теорема о постојању
модела

ако , онда

теорема о
непротивречности

ако , онда

Teorema saglasnosti

Teorema 5. [Teorema saglasnosti] Ako je Γ ⊢ α, onda je Γ |= α.

DOKAZ. Ako je sekvent Γ ⊢ α dokaziv, onda odgovaraju}e izvo|ewe mo`emo

predstaviti kao kona~an niz sekvenata Γ1 ⊢ α1, . . . , Γn ⊢ αn, za neko n > 1,
pri ~emu je Γn = Γ i αn = α i svaki sekvent Γk ⊢ αk, 1 6 k 6 n, dobijen je ili
primenom pravila (ax) ili primenom nekog drugog pravila na sekvente koji

mu prethode u nizu. Va`no je primetiti da je tada dokaziv i svaki sekvent

navedenog niza i da wegovo izvo|ewe daju sekventi koji mu prethode u nizu.

Pod du`inom izvo|ewa nekog sekventa podrazumevamo du`inu niza kojim je

to izvo|ewe predstavqeno.

Dokaz teoreme saglasnosti izvodimo indukcijom po du`ini izvo|ewa za

Γ ⊢ α.
Pretpostavimo da je du`ina izvo|ewa za Γ ⊢ α jednaka 1. Neka je v

valuacija takva da je v |= Γ. Treba da doka`emo da je tada i v |= α. Iz

pretpostavke da je du`ina izvo|ewa za Γ ⊢ α jednaka 1, zakqu~ujemo da je

Γ ⊢ α dobijen primenom pravila (ax), tj. da α ∈ Γ. Dakle, ako v |= Γ, onda u
ovom slu~aju trivijalno sledi da v |= α.

Pretpostavimo da je tvr|ewe koje `elimo da doka`emo ta~no za sve pri-

rodne brojeve mawe od nekog n, n > 1. Neka je du`ina izvo|ewa sekventa Γ ⊢ α
jednaka n. Pretpostavimo da je v valuacija takva da v |= Γ. Razlikova}emo
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slu~ajeve u zavisnosti od toga kojim pravilom je dobijen posledwi sekvent

Γ ⊢ α.

(slab) Ako je Γ ⊢ α dobijen primenom pravila (slab), onda mu u izvo|ewu

prethodi sekvent oblika Γ \ {γ} ⊢ α, za neku formulu γ. Iz v |= Γ,
sledi da v |= Γ \ {γ}, a kako je du`ina dokaza za Γ \ {γ} ⊢ α mawa od n,
prema induktivnoj pretpostavci zakqu~ujemo da je v |= α.

(⇒U) Ako je Γ ⊢ α dobijen primenom pravila (⇒U), onda α mora biti oblika
φ ⇒ ψ, za neke formule φ i ψ. Pored toga, u odgovaraju}em izvo|ewu

sekventu Γ ⊢ φ ⇒ ψ (tj. Γ ⊢ α), prethodi sekvent Γ, φ ⊢ ψ. Ukoliko
v |= φ, onda v |= Γ, φ, pa prema induktivnoj pretpostavci sledi da

v |= ψ, a samim tim i v |= φ⇒ ψ, tj. v |= α. Ukoliko v ̸|= φ, onda odmah
dobijamo da v |= φ⇒ ψ, tj. v |= α.

Preporu~ujemo ~itaocu da dokaz samostalno kompletira i da na kraju

sopstveni dokaz uporedi sa nastavkom dokaza datim ovde.

(⇒E) Ako jeΓ ⊢ α dobijen primenompravila (⇒E), ondamu prethode sekventi
Γ ⊢ φ iΓ ⊢ φ⇒ α, za neku formuluφ. Po{to v |= Γ, prema induktivnoj
pretpostavci dobijamo da v |= φ i v |= φ ⇒ α, odakle jednostavno
dobijamo v |= α.

(∧U) Ako je Γ ⊢ α dobijen primenom pravila (∧U), onda α mora biti oblika

φ ∧ ψ, za neke formule φ i ψ. Pored toga, u odgovaraju}em izvo|ewu,

sekventu Γ ⊢ φ ∧ ψ (tj. Γ ⊢ α) prethode sekventi Γ ⊢ φ i Γ ⊢ ψ. Iz

v |= Γ, prema induktivnoj pretpostavci sledi da v |= φ i v |= ψ, a
samim tim i v |= φ ∧ ψ, tj. v |= α.

(∧lE) Ako je Γ ⊢ α dobijen primenom pravila (∧lE), onda mu prethodi sekvent
Γ ⊢ α ∧ φ, za neku formulu φ. Po{to v |= Γ, prema induktivnoj

pretpostavci dobijamo da v |= α ∧ φ, odakle sledi da v |= α.

(∧dE) Analogno prethodnom slu~aju.

(∨lU) Ako je Γ ⊢ α dobijen primenom pravila (∨lU), onda α mora biti oblika

φ ∨ ψ, za neke formule φ i ψ. U odgovaraju}em izvo|ewu, sekventu

Γ ⊢ φ ∨ ψ (tj. Γ ⊢ α) prethodi sekvent Γ ⊢ φ. Iz v |= Γ, prema
induktivnoj pretpostavci sledi da v |= φ, odakle dobijamo v |= φ ∨ ψ,
tj. v |= α.

(∨dU) Analogno prethodnom slu~aju.
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(∨E) Ako je Γ ⊢ α dobijen primenom pravila (∨E), onda mu prethode sekventi
Γ ⊢ φ ∨ ψ, Γ, φ ⊢ α i Γ, ψ ⊢ α, za neke formule φ i ψ. Iz v |= Γ prema

induktivnoj pretpostavci sledi da v |= φ ∨ ψ, tj. v |= φ ili v |= ψ,
pa samim tim v |= Γ, φ ili v |= Γ, ψ. Bilo koji od ova dva slu~aja da

nastupi, pozivawem na induktivnu pretpostavku dobijamo da v |= α.

(¬U) Ako je Γ ⊢ α dobijen primenom pravila (¬U), onda je α oblika ¬φ, za
neku formulu φ. U odgovaraju}em izvo|ewu, sekventu Γ ⊢ ¬φ (tj. Γ ⊢ α)
prethodi sekvent Γ, φ ⊢ ⊥. Ako bi za valuaciju v takvu da v |= Γ bilo i

v |= φ, prema induktivnoj pretpostavci imali bismo v |= ⊥, {to nije
mogu}e. Dakle, v ̸|= φ, pa v |= ¬φ, tj. v |= α.

(¬E) Ako je Γ ⊢ α dobijen primenom pravila (¬E), onda je α zapravo logi~ka

konstanta ⊥ i u odgovaraju}em izvo|ewu navedenom sekventu prethode

sekventi Γ ⊢ φ i Γ ⊢ ¬φ, za neku formulu φ. U ovom slu~aju treba

pokazati da ne postoji valuacija koja zadovoqava sve formule iz Γ.
Ako bi postojala valuacija v takva da je v |= Γ, onda bismo prema

induktivnoj pretpostavci imali da v |= φ i v |= ¬φ, {to nije mogu}e.

(⊥c) Ako je Γ ⊢ α dobijen primenom pravila (⊥c), onda u odgovaraju}em

izvo|ewu ovom sekventu prethodiΓ,¬α ⊢ ⊥. Ako bi za valuaciju v takvu
da v |= Γ bilo i v ̸|= α, tj. v |= ¬α, prema induktivnoj pretpostavci
imali bismo v |= ⊥, {to nije mogu}e. Dakle, v |= α.

Teorema slabe potpunosti

Teoremu slabe potpunosti izvodimo kao posledicu naredne dve leme.

Lema 14. Ako ▹ ozna~ava jednu od relacija |= (semanti~ku posledicu) ili ⊢
(sintaksnu posledicu), onda va`i:

(D¬
¬) Γ ▹ ¬¬α akko Γ ▹ α;

(D∨) Γ ▹ α ∨ β akko Γ,¬α ▹ β;

(D¬
∨) Γ ▹ ¬(α ∨ β) akko Γ ▹ ¬α i Γ ▹ ¬β;

(D∧) Γ ▹ α ∧ β akko Γ ▹ α i Γ ▹ β;

(D¬
∧) Γ ▹ ¬(α ∧ β) akko Γ, α ▹ ¬β;

(D⇒) Γ ▹ α⇒ β akko Γ, α ▹ β;
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(D¬
⇒) Γ ▹ ¬(α⇒ β) akko Γ ▹ α i Γ ▹ ¬β;

(D⇔) Γ ▹ α⇔ β akko Γ, α ▹ β i Γ, β ▹ α;

(D¬
⇔) Γ ▹ ¬(α⇔ β) akko Γ,¬α ▹ β i Γ,¬β ▹ α;

(L¬
¬) Γ,¬¬α ▹ φ akko Γ, α ▹ φ;

(L∨) Γ, α ∨ β ▹ φ akko Γ, α ▹ φ i Γ, β ▹ φ;

(L¬
∨) Γ,¬(α ∨ β) ▹ φ akko Γ¬α,¬β ▹ φ;

(L∧) Γ, α ∧ β ▹ φ akko Γ, α, β ▹ φ;

(L¬
∧) Γ,¬(α ∧ β) ▹ φ akko Γ,¬α ▹ φ i Γ,¬β ▹ φ;

(L⇒) Γ, α⇒ β ▹ φ akko Γ,¬α ▹ φ i Γ, β ▹ φ;

(L¬
⇒) Γ,¬(α⇒ β) ▹ φ akko Γ, α,¬β ▹ φ;

(L⇔) Γ, α⇔ β ▹ φ akko Γ, α, β ▹ φ i Γ,¬α,¬β ▹ φ;

(L¬
⇔) Γ,¬(α⇔ β) ▹ φ akko Γ,¬α, β ▹ φ i Γ, α,¬β ▹ φ.

DOKAZ. Dokazi svih navedenih tvr|ewa predstavqaju korisnu ve`bu, te ih

ostavqamo~itaocu. Primeraradi, navodimo samodokaz tvr|ewa (D∨). Treba
da doka`emo:

(1) Γ |= α ∨ β akko Γ,¬α |= β i (2) Γ ⊢ α ∨ β akko Γ,¬α ⊢ β.

Doka`imo (1).

(→) Pretpostavimo da je Γ |= α∨ β. Neka je v proizvoqna valuacija takva da
v |= Γ,¬α. Iz v |= Γ i Γ |= α ∨ β zakqu~ujemo da v |= α ∨ β, tj. v̂(α ∨ β) = 1.
Iz v |= ¬α, sledi da je v̂(α) = 0. Kako je v̂(α ∨ β) = 1 i v̂(α) = 0, dobijamo da
je v̂(β) = 1, tj. v |= β.

(←) Pretpostavimo da je Γ,¬α |= β. Neka je v proizvoqna valuacija takva da
v |= Γ. Razlikujemo dva slu~aja: v̂(α) = 1 ili v̂(α) = 0. Ako je v̂(α) = 1, onda
mora biti i v̂(α ∨ β) = 1, tj. v |= α ∨ β. Ako je v̂(α) = 0, onda v |= Γ,¬α,
pa zbog Γ,¬α |= β, zakqu~ujemo da je v |= β, tj. v̂(β) = 1, odakle dobijamo
v̂(α ∨ β) = 1, odnosno v |= α ∨ β.

Doka`imo (2).

(→) Pretpostavimo da je Γ ⊢ α ∨ β.
1. Γ ⊢ α ∨ β [pretpostavka]

2. Γ,¬α ⊢ α ∨ β iz 1. prema (slab)
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3. Γ,¬α, α ⊢ β (¬L) + (⊥i)

4. Γ,¬α, β ⊢ β (ax)

5. Γ,¬α ⊢ β iz 2, 3, 4 prema (∨E)
(←) Pretpostavimo da je Γ,¬α ⊢ β.

1. Γ,¬α ⊢ β [pretpostavka]

2. Γ,¬α,¬(α ∨ β) ⊢ β iz 1. prema (slab)

3. Γ,¬α,¬(α ∨ β) ⊢ α ∨ β iz 2. prema (∨dU)
4. Γ,¬α,¬(α ∨ β) ⊢ ¬(α ∨ β) (ax)

5. Γ,¬α,¬(α ∨ β) ⊢ ⊥ iz 3, 4 prema (¬E)
6. Γ,¬(α ∨ β) ⊢ α iz 5 prema (⊥c)

7. Γ,¬(α ∨ β) ⊢ α ∨ β iz 6 prema (∨lU)
8. Γ,¬(α ∨ β) ⊢ ¬(α ∨ β) (ax)

9. Γ,¬(α ∨ β) ⊢ ⊥ iz 7, 8 prema (¬E)
10. Γ ⊢ α ∨ β iz 9 prema (⊥c)

Na osnovu osobina navedenih u prethodnoj lemi, zakqu~ujemo da se ispi-

tivawe da li je formula θ teorema (tautologija) iskaznog ra~una, odnosno da
li je ⊢ θ (|= θ), mo`e svesti na �sistem� veoma jednostavnih problema oblika:

pa1i1 , . . . , p
am
im
⊢ pajj (pa1i1 , . . . , p

am
im
|= p

aj
j ),

gde su pi1 , . . . , pim , pj neka iskazna slova, ai1 , . . . , aim , aj ∈ {0, 1}, pri ~emu p0
ozna~ava ¬p, a p1 ozna~ava p, za bilo koje iskazno slovo p. Ovo zapa`awe

ilustrujemo u narednom primeru.

PRIMER 24. Osobine navedene u prethodnoj lemi mo`emo posmatrati kao pravila

pomo}u kojih se neki sekvent mo`e �svoditi� na sekvente u kojima u~estvuju formule

sve mawe slo`enosti.

Doka`imo, na pomenutina~in, da je⊢ (p0 ⇒ p1∨p2)⇒ (p0∧¬p2 ⇒ ¬(p0 ⇒ ¬p1)).
⊢ (p0 ⇒ p1 ∨ p2)⇒ (p0 ∧ ¬p2 ⇒ ¬(p0 ⇒ ¬p1))

akko p0 ⇒ p1 ∨ p2 ⊢ p0 ∧ ¬p2 ⇒ ¬(p0 ⇒ ¬p1) (D⇒)
akko p0 ⇒ p1 ∨ p2, p0 ∧ ¬p2 ⊢ ¬(p0 ⇒ ¬p1) (D⇒)
akko p0 ⇒ p1 ∨ p2, p0 ∧ ¬p2 ⊢ p0,

p0 ⇒ p1 ∨ p2, p0 ∧ ¬p2 ⊢ ¬¬p1 (D¬
⇒)

akko p0 ⇒ p1 ∨ p2, p0 ∧ ¬p2 ⊢ p0,
p0 ⇒ p1 ∨ p2, p0 ∧ ¬p2 ⊢ p1 (D¬

¬)
akko p0 ⇒ p1 ∨ p2, p0,¬p2 ⊢ p0,

p0 ⇒ p1 ∨ p2, p0,¬p2 ⊢ p1 (L∧)
akko ¬p0, p0,¬p2 ⊢ p0,

p1 ∨ p2, p0,¬p2 ⊢ p0,
¬p0, p0,¬p2 ⊢ p1,
p1 ∨ p2, p0,¬p2 ⊢ p1 (L⇒)
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akko ¬p0, p0,¬p2 ⊢ p0,
p1, p0,¬p2 ⊢ p0,
p2, p0,¬p2 ⊢ p0,
¬p0, p0,¬p2 ⊢ p1,
p1, p0,¬p2 ⊢ p1
p2, p0,¬p2 ⊢ p1 (L∨)

U datom izvo|ewu, polazni sekvent je sveden na �sistem� sekvenata u kojima se

pojavquju samo iskazna slova i negacije iskaznih slova. O~igledno je da se svi

sekventi �sistema� mogu izvesti, pa je na taj na~in dokazan i polazni sekvent. ◃

Lema 15. Ako su pi1 , . . . , pim , pj neka iskazna slova i ai1 , . . . , aim , aj ∈ {0, 1},
tada su slede}a tvr|ewa ekvivalentna:

(1) pa1i1 , . . . , p
am
im
⊢ pajj ;

(2) pa1i1 , . . . , p
am
im
|= p

aj
j ;

(3) postoji k ∈ {1, . . . ,m} takav da je pj = pik i aj = ak ili postoje

k, ℓ ∈ {1, . . . ,m}, k ̸= ℓ, takvi da je pik = piℓ i ak ̸= aℓ.

DOKAZ. (1)→ (2) Direktno iz teoreme saglasnosti.
(2)→ (3) Ako postoje k, ℓ ∈ {1, . . . ,m}, k ̸= ℓ, takvi da je pik = piℓ i ak ̸= aℓ,
tvr|ewe je dokazano. Pretpostavimo zato da ovakvi k i ℓ ne postoje. U tom

slu~aju, ako bi slovo pj bilo razli~ito od svakog slova pi1 , . . . , pim , onda
bi za valuaciju v takvu da je v(pik) = ak (primetimo da ako me|u slovima

pi1 , . . . , pim ima istih, onda i �izlo`ioci� tih slova moraju biti jednaki) i

v(pj) = 1− aj , va`ilo v |= pakik , 1 6 k 6 m, i v ̸|= p
aj
j , suprotno tvr|ewu (2).

Dakle, slovo pj mora biti jednako nekom slovu pik , 1 6 k 6 m. Samim tim,

zbog (2), mora biti i aj = ak.
(3) → (1) Ako postoji k ∈ {1, . . . ,m} takav da je pj = pik i aj = ak, onda
prema pravilu (ax) va`i (1) . . . , p

aj
j , . . . ⊢ p

aj
j . Ako postoje k, ℓ ∈ {1, . . . ,m},

k ̸= ℓ, takvi da je pik = piℓ i ak ̸= aℓ, onda prema pravilu (¬L) sledi

. . . , pik , . . . ,¬pik , . . . ,⊢ ⊥, odakle primenompravila (⊥i) zakqu~ujemo da va`i
(1).

Posledica prethodne dve leme je teorema slabe potpunosti.

Teorema 6. [Teorema slabe potpunosti] Ako |= α, onda ⊢ α.

Teorema o postojawu modela

Teorema 7. [Teorema o postojawu modela] Ako je neki skup formula nepro-

tivre~an, onda ima model (tj. postoji valuacija koja zadovoqava sve formule

tog skupa).
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IDEJA DOKAZA. Neka je Γ neprotivre~an skup formula, tj. Γ ̸⊢ ⊥. Treba da
doka`emo da postoji valuacija v : P → {0, 1} takva da v |= Γ, tj. v̂(γ) = 1,
za sve γ ∈ Γ. Drugim re~ima, ako je χΓ : For → {0, 1} karakteristi~na
funkcija podskupa Γ ⊆ For, onda treba pokazati da postoji valuacija v takva
da je χΓ(α) 6 v̂(α), za svaku formulu α. Najva`nija dosetka u dokazu teoreme
potpunosti jeste posmatrati funkciju v̂ : For → {0, 1} kao karakteristi~nu
funkciju nekog podskupa od For. Naime, svaka valuacija v odre|uje jedan

neprotivre~an skup ∆v = {α ∈ For | v̂(α) = 1}. Pored toga, skup ∆v je i

maksimalan (u smislu inkluzije) neprotivre~an skup formula jer mu se ne

mo`e dodati nijedna formula a da se sa~uva neprotivre~nost. Zaista, ako je

δ bilo koja formula koja ne pripada ∆v, onda je ∆v ∪ {δ} protivre~an skup:
iz δ ̸∈ ∆v, sledi da je v̂(δ) = 0, pa je v̂(¬δ) = 1, i shodno tome ¬δ ∈ ∆v,

{to daqe zna~i da δ i ¬δ pripadaju ∆v ∪ {δ} odakle zakqu~ujemo da je ovaj

skup protivre~an. Od su{tinske va`nosti za dokaz teoreme potpunosti bi}e

obrat: ako je ∆ maksimalno neprotivre~an skup, onda postoji valuacija

v takva da je ∆ = ∆v. Karakteristi~na funkcija bilo kog maksimalno

neprotivre~nog skupa jeste ekstenzija neke valuacije. Osnovna ideja dokaza

teoreme potpunosti sada je jasna: pro{iriti skup Γ do nekog maksimalno

neprotivre~nog skupa∆.

Definicija 14. Neprotivre~an skup formula Γ je maksimalno neprotivre~an

ukoliko ne postoji pravi nadskup ovog skupa koji je neprotivre~an.

Lema 16. Ako je ∆ maksimalno neprotivre~an skup, onda postoji valuacija

v takva da je ∆ = {α ∈ For | v̂(α) = 1}, tj. takva da je wena ekstenzija

v̂ : For→ {0, 1} jednaka karakteristi~noj funkciji χ∆ : For→ {0, 1}.

DOKAZ LEME. Neka je ∆ maksimalno neprotivre~an skup.

Primetimo najpre da za svaku formulu α va`i ili α ∈ ∆ ili ¬α ∈ ∆
(i, naravno, nikako oba). Zaista, ako bi za neku formulu α bilo α ̸∈ ∆ i

¬α ̸∈ ∆, zbog maksimalne neprotivre~nosti skupa∆ imali bismo∆, α ⊢ ⊥ i

∆,¬α ⊢ ⊥, a samim tim i

∆, α ⊢ ⊥
∆ ⊢ ¬α

(¬U)
∆,¬α ⊢ ⊥
∆ ⊢ α

(⊥c)

∆ ⊢ ⊥
(¬E),

{to je suprotno neprotivre~nosti skupa∆.

Tra`ena valuacija se mo`e �pro~itati� iz skupa ∆. Neka je v∆ : P →
{0, 1} restrikcija karakteristi~ne funkcije χ∆ : For → {0, 1} na skup

iskaznih slova P , v∆ = χ∆ �P , to jest:

v∆(p) =

{
1, p ∈ ∆,
0, ¬p ∈ ∆.
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Treba da doka`emo da je v̂∆ = χ∆, tj. da je v̂∆(α) = χ∆(α), za svaku iskaznu
formulu α. Posledwa jednakost je o~igledno ta~na ako je α iskazno slovo ili
logi~ka konstanta ⊥. Ostaje jo{ da se doka`e da za proizvoqne formule φ i

ψ va`i:

(1) χ∆(¬φ) = ¬χ∆(φ) = 1− χ∆(φ)
(2) χ∆(φ ∧ ψ) = χ∆(φ) ∧ χ∆(ψ) = min{χ∆(φ), χ∆(ψ)}
(3) χ∆(φ ∨ ψ) = χ∆(φ) ∨ χ∆(ψ) = max{χ∆(φ), χ∆(ψ)}
(4) χ∆(φ⇒ ψ) = χ∆(φ)⇒ χ∆(ψ)

Ove jednakosti su u skladu sa definicijom ekstenzije neke valuacije i samim

tim dokazuju `eqeno tvr|ewe. Budu}i da je χ∆ karakteristi~na funkcija

skupa ∆, navedene jednakosti mo`emo formulisati i u slede}em obliku:

(1) ¬φ ∈ ∆ akko φ ̸∈ ∆,

(2) φ ∧ ψ ∈ ∆ akko φ ∈ ∆ i ψ ∈ ∆,

(3) φ ∨ ψ ∈ ∆ akko φ ∈ ∆ ili ψ ∈ ∆,

(4) φ⇒ ψ ∈ ∆ akko iz φ ∈ ∆, sledi da ψ ∈ ∆.

Pre nego {to doka`emo sva navedena tvr|ewa, dokaza}emo jo{ jedno zna~ajno

svojstvo maksimalno neprotivre~nih skupova:

(0) φ ∈ ∆ akko ∆ ⊢ φ.
Dokaz tvr|ewa (0). Ako φ ∈ ∆, onda je jasno da mora biti ∆ ⊢ φ. Da bismo
dokazali i obrnuto, pretpostavimo da ∆ ⊢ φ i φ ̸∈ ∆. Zbog maksimalne

neprotivre~nosti skupa ∆ imamo da ∆, φ ⊢ ⊥, a samim tim i ∆ ⊢ ¬φ,
primenom pravila (¬U). Me|utim tada je

∆ ⊢ ¬φ ∆ ⊢ φ
∆ ⊢ ⊥

(¬E),

{to nije mogu}e zbog neprotivre~nosti skupa ∆.

Dokaz tvr|ewa (1). (→) Ako ¬φ ∈ ∆, onda zbog neprotivre~nosti skupa∆ ne

mo`e φ pripadati ovom skupu jer bismo u suprotnom imali:

∆ ⊢ ¬φ
(ax)

∆ ⊢ φ
(ax)

∆ ⊢ ⊥
(¬E).

(←) Ako φ ̸∈ ∆, onda zbog maksimalne neprotivre~nosti skupa imamo da

∆, φ ⊢ ⊥, a samim tim i
∆, φ ⊢ ⊥
∆ ⊢ ¬φ

(¬U).

Prema tvr|ewu (0) imamo da ¬φ ∈ ∆.

Dokaz tvr|ewa (2). (→) Ako φ ∧ ψ ∈ ∆, onda ∆ ⊢ φ ∧ ψ i

∆ ⊢ φ ∧ ψ
∆ ⊢ φ

(∧lE), kao i
∆ ⊢ φ ∧ ψ
∆ ⊢ ψ

(∧dE),
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pa prema tvr|ewu (0) sledi φ ∈ ∆ i ψ ∈ ∆.

(←) Ako φ ∈ ∆ i ψ ∈ ∆, onda ∆ ⊢ φ i∆ ⊢ ψ, pa i

∆ ⊢ φ ∆ ⊢ ψ
∆ ⊢ φ ∧ ψ

(∧U),

odakle prema (0) sledi da φ ∧ ψ ∈ ∆.

Dokaz tvr|ewa (3). (→) Pretpostavimo da φ ∨ ψ ∈ ∆, ali da φ ̸∈ ∆ i ψ ̸∈ ∆.

Tada zbog maksimalne neprotivre~nosti zakqu~ujemo da ∆ ⊢ ¬φ i ∆ ⊢ ¬ψ.
Me|utim, tada imamo

∆ ⊢ φ ∨ ψ ∆, φ ⊢ φ
∆ ⊢ ¬φ

∆, φ ⊢ ¬φ
∆, φ ⊢ ⊥

∆, ψ ⊢ ψ
∆ ⊢ ¬ψ

∆, ψ ⊢ ¬ψ
∆, ψ ⊢ ⊥

∆ ⊢ ⊥
,

{to je u suprotnosti sa neprotivre~no{}u skupa ∆.

(←) Ako φ ∈ ∆, onda ∆ ⊢ φ, pa imamo i

∆ ⊢ φ
∆ ⊢ φ ∨ ψ

(∨lU),

odakle prema (0) sledi da φ ∨ ψ ∈ ∆. Analogno, primenom pravila (∨dU)
zakqu~ujemo da iz ψ ∈ ∆ sledi da φ ∨ ψ ∈ ∆.

Dokaz tvr|ewa (4). (→) Ako φ ⇒ ψ ∈ ∆ i φ ∈ ∆, onda imamo da ∆ ⊢ φ ⇒ ψ
i∆ ⊢ φ, pa i

∆ ⊢ φ⇒ ψ ∆ ⊢ φ
∆ ⊢ ψ

(⇒E),

odakle prema (0) sledi da ψ ∈ ∆.

(←) Razlikujemo dva slu~aja. Ako φ ̸∈ ∆, onda zbog maksimalnosti skupa ∆
va`i ∆, φ ⊢ ⊥, pa imamo

∆, φ ⊢ ⊥
∆, φ,¬ψ ⊢ ⊥
∆, φ ⊢ ψ

∆ ⊢ φ⇒ ψ

.

Ako φ ∈ ∆, onda i ψ ∈ ∆, a time i ∆ ⊢ ψ, pa

∆ ⊢ ψ
∆, φ ⊢ ψ

∆ ⊢ φ⇒ ψ
.

U oba slu~aja prema (0) sledi da φ⇒ ψ ∈ ∆.
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DOKAZ TEOREME 7. Prema prethodnim razmatrawima, tra`eni model dobi-

jamo ako konstrui{emo maksimalno neprotivre~no pro{irewe skupa Γ. To
}emo u~initi tako {to }emo sve iskazne formule pore|ati u niz i redom

za svaku pojedina~no ispitivati da li se mo`e dodati `eqenom maksimalno

neprotivre~nom pro{irewu.

Kako je skup iskaznih formula prebrojiv, sve iskazne formule mo`emo

pore|ati u niz: φ0, φ1, φ2, . . . Formule }emo postepeno dodavati defini{u}i

niz Γn, n ∈ N, na slede}i na~in:

Γ0 = Γ

Γn+1 =

{
Γn, ako Γn, φn ⊢ ⊥,

Γn ∪ {φn}, ako Γn, φn ̸⊢ ⊥.

O~igledno je Γ = Γ0 ⊆ Γ1 ⊆ Γ2 ⊆ Γ3 ⊆ · · · . Primetimo da je za svako

n ∈ N skup Γn neprotivre~an, tj. va`i Γn ̸⊢ ⊥. Ovo jednostavno dokazujemo
matemati~kom indukcijom. Ako je n = 0, tvr|ewe je ta~no po pretpostavci.
Pretpostavimo da je Γn ̸⊢ ⊥. Da bismo dokazali da je Γn+1 ̸⊢ ⊥, razlikujemo
dva slu~aja.

1. slu~aj: Γn, φn ⊢ ⊥. Tada je Γn+1 = Γn, pa je tvr|ewe ta~no po induktivnoj

pretpostavci.

2. slu~aj: Γn, φn ̸⊢ ⊥. Tada je Γn+1 = Γn ∪ {φn}, pa je i u ovom slu~aju

Γn+1 ̸⊢ ⊥.
Neka je Γ∗ =

∪
k∈N Γk. Doka`imo da je i Γ∗ neprotivre~an skup. Pret-

postavimo suprotno da Γ∗ ⊢ ⊥. Tada postoji kona~an podskup Γ′ ⊆ Γ∗, takav
da Γ′ ⊢ ⊥. Po{to je Γ′ kona~an i Γ′ ⊆ Γ∗ =

∪
k∈N Γk, postoji prirodan broj

n takav da je Γ′ ⊆
∪

k6n Γk = Γn. Me|utim, tada Γn ⊢ ⊥ {to nije mogu}e.

Skup Γ∗ je i deduktivno zatvoren, tj. za svaku formulu φ va`i: Γ∗ ⊢ φ
akko φ ∈ Γ∗. Zaista, neka je φ proizvoqna formula i Γ∗ ⊢ φ. Tada je φ = φk,

za neki prirodan broj k. Ako φ ̸∈ Γ∗, onda Γk, φk ⊢ ⊥, odakle prema pravilu
(¬U) sledi Γk ⊢ ¬φk, pa time i Γ∗ ⊢ ¬φk. Kako je Γ∗ ⊢ φk, prema pravilu

(¬E) dobijamo Γ∗ ⊢ ⊥, {to je suprotno dokazanoj neprotivre~nosti skupa Γ∗.
Obrnuto je trivijalno ta~no.

Ostaje jo{dapoka`emoda jeΓ∗ maksimalnoneprotivre~an. Ako jeΓ∗  ∆,

dokaza}emo da je∆ protivre~an skup. Neka je φ ∈ ∆ \Γ∗. Tada postoji n ∈ N
takav da je φ = φn, i pri tome Γn, φn ⊢ ⊥, jer φ ̸∈ Γ∗. Odavde sledi, primenom
pravila (¬U), da Γn ⊢ ¬φ, pa time i ∆ ⊢ ¬φ, jer je Γn ⊆ Γ∗ ⊆ ∆. Po{to

φ ∈ ∆ imamo da ∆ ⊢ φ, a odavde dobijamo

∆ ⊢ ¬φ ∆ ⊢ φ
∆ ⊢ ⊥

(¬E).

Dakle, Γ∗ je maksimalno neprotivre~an skup.
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Prema prethodnoj lemi postoji valuacija v takva da je χΓ∗ = v̂. Kako je
Γ ⊆ Γ∗, imamo da je χΓ(α) 6 χΓ∗(α) = v̂(α), za svaku formulu α. Dakle,

v |= Γ.

Teorema jake potpunosti

Direktan dokaz teoreme jake potpunosti izvodimo koriste}i ideje iz drugog

dokaza teoreme kompaktnosti (strana 61).

Teorema 8. [Teorema jake potpunosti] Ako je Γ |= α, onda je Γ ⊢ α.

DOKAZ. Dokaza}emo da iz Γ ̸⊢ α, sledi da Γ ̸|= α.
Pretpostavimo da je Γ ̸⊢ α. Tada je i Γ ̸⊢ ⊥ (jer iz Γ ⊢ ⊥, prema pravilu

(⊥i) sledi i Γ ⊢ α). Na skupu svih formula For defini{imo relaciju ∼Γ:

α ∼Γ β akko Γ ⊢ α⇔ β.

Nije te{ko dokazati da je ∼Γ realcija ekvivalencije (zadatak 35). Ozna~imo

sa |α| = {φ ∈ For | α ∼Γ} klasu ekvivalencije odre|enu formulom α. Na

skupu BP (Γ), defini{imo dve binarne operacije g i f, i jednu unarnu ′:

|α|g |β| = |α ∨ β|, |α|f |β| = |α ∧ β|, |α|′ = |¬α|.

Operacije su dobro definisane (zadatak 36) i BP (Γ) = (BP ,g,f, ′, |⊥|, |⊤|)
je Bulova algebra (zadatak 32). Primetimo da je |¬α| ̸= |⊥|. Zaista, ako bi

bilo |¬α| = |⊥|, tj. Γ ⊢ ¬α ⇔ ⊥, imali bismo Γ ⊢ ¬α ⇒ ⊥ i Γ ⊢ ⊥ ⇒ ¬α,
prema pravilima (∧lE) i (∧dE). Kako je Γ ⊢ (¬α ⇒ ⊥) ⇒ α (dokazati),

primenom pravila (⇒E) zakqu~ujemo da je Γ ⊢ α, {to je suprotno polaznoj

pretpostavci. Dakle, |¬α| ̸= |⊥|, pa prema teoremi o ultrafilteru (strana

30) postoji ultrafilter U uBP (Γ) koji sadr`i |¬α|. Defini{imo valuaciju
v : P → {0, 1} na slede}i na~in:

vU (p) =

{
1, |p| ∈ U,
0, |p| ̸∈ U.

Kao u dokazu II teoreme kompaktnosti (strana 61), dokazuje se da za svaku

formulu α va`i:

v̂U (α) = 1 akko |α| ∈ U.

Za svako γ ∈ Γ, va`i |γ| = |⊤|, tj. Γ ⊢ γ ⇔ ¬⊥.
1. Γ, γ,⊥ ⊢ ⊥ (ax)
2. Γ, γ ⊢ ¬⊥ iz 1 prema (⊥c)
3. Γ ⊢ γ ⇒ ¬⊥ iz 2 prema (⇒U)
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4. Γ ⊢ γ (ax), jer γ ∈ Γ

5. Γ,¬⊥ ⊢ γ iz 4 prema (slab)

6. Γ ⊢ ¬⊥ ⇒ γ iz 5 prema (⇒U)

7. Γ ⊢ (γ ⇒ ¬⊥) ∧ (¬⊥ ⇒ γ) iz 3, 6 prema (∧U)
Dakle, za svako γ ∈ Γ, |γ| = |⊤| ∈ BP (Γ), pa v |= Γ. Tako|e, iz |¬α| ∈ U

sledi da v ̸|= α, odakle zakqu~ujemo da Γ ̸|= α.

Zadaci

1. Odrediti slo`enost i skup potformula formule:

(a) ¬(¬p1 ⇒ p2);

(b) ¬(¬p1 ⇒ p2) ∨ p1;
(v) (¬(¬p0 ⇔ ¬(p1 ⇒ ⊥)))⇒ p1.

2. Dokazati da je svojstvo �biti potformula� tranzitivno: ako α ∈ Pot(β) i
β ∈ Pot(γ), onda α ∈ Pot(γ).

3. Dokazati da je |Pot(α)| 6 2sl(α) − 1, za bilo koju formulu α.

4. Odrediti (p ⇒ q)[p/q], (p ⇒ q)[p/q][q/p] i (p ⇒ q)[q/p][p/q], ako su p i q
neka iskazna slova.

5. Na}i, ukoliko postoje, bar jedan model u kome va`i formula

(p⇒ q) ∧ (p1 ⇒ q1)⇒ ((p⇒ p1)⇒ (q ⇒ q1))

i bar jedan model u kome ova formula ne va`i.

6. Ispitati da li su slede}e formule zadovoqive:

(a) ((p1 ⇒ p2)⇒ ¬(p2 ⇒ p1))⇔ (p1 ⇔ p2); (b) ((p1 ⇒ p2)⇒ p2)⇒ p2;
(v) p1 ⇔ (p2 ⇔ (p1 ⇔ (p2 ⇔ p1))); (g) p1 ∨ ¬p2 ⇒ ¬p1 ∨ p2;
(d) (p1 ∨ ¬p2) ∧ (¬p1 ∨ p3) ∧ (p2 ∨ ¬p3);
(|) ((p1 ⇒ p2)⇒ p1)⇔ (p2 ⇒ (p2 ⇒ p1));
(e) ((p1 ⇒ p2 ∨ p3)⇒ (¬p2 ⇒ ¬p3))⇒ ¬p2.

7. Odrediti formulu α(p1, p2, p3) tako da za svaku valuaciju v, v̂(α) = 1 akko
pri valuaciji v ta~no dva od slova p1, p2, p3 dobijaju vrednost 1.

8. Odrediti formulu α(p1, p2, p3) tako da je wena istinitosna vrednost pri
bilo kojoj valuaciji jednaka vrednosti koju pri toj valuaciji dobija ve}ina

(mawina) slova p1, p2, p3.
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9. Posmatrajmo skup P15 = {p0, p1, . . . , p14} koji sadr`i petnaest iskaznih

slova ~iji su indeksi shva}eni kao elementi domena grupe (Z15,+15). Na}i
valuaciju v, ako postoji, koja zadovoqava slede}i skup formula

{p0} ∪ {pi ⇒ p−i | i ∈ Z15} ∪ {pi ∧ pj ⇒ pi+15j | i, j ∈ Z15}.

Napomena. −i je suprotan elementu i u posmatranoj grupi.

10. Ako ∗ ∈ {∨,∧,⇒,⇔,⇐,Y}, ispitati da li je p1 ∗ (p2 ∗ p1) zadovoqiva
formula, i ako jeste da li je tautologija.

11. Ako ∗ ∈ {∨,∧,⇒,⇔,⇐,Y}, ispitati da li je (p2 ∗ p1) ∗ ¬(p1 ∗ p2) zado-
voqiva formula, i ako jeste da li je tautologija.

12. Dokazati da je formula ((p1 ⇒ p2) ⇒ p3) ⇒ ((p3 ⇒ p1) ⇒ (p4 ⇒ p1))
tautologija.

13. Znak �?� zameniti formulom najmawe mogu}e slo`enosti tako da dobijene
formule budu tautologije.

p ∧ ⊥ ⇔ ? p ∧ ⊤ ⇔ ? p ∨ ⊥ ⇔ ? p ∨ ⊤ ⇔ ?
(p⇒ ⊥)⇔ ? (p⇒ ⊤)⇔ ? (⊥ ⇒ p)⇔ ? (⊤ ⇒ p)⇔ ?
(p⇔ ⊥)⇔ ? (p⇔ ⊤)⇔ ?

14. Ispitati da li su slede}e formule tautologije:

(a) (p⇒ ¬p)⇔ ¬p;
(b) p⇒ ((p⇒ q)⇒ q);

(v) p⇒ ((q ⇒ r)⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒ r)));

(g) (p ∧ q ⇒ r)⇒ ((p ∨ r ⇒ p)⇒ (q ⇒ p));

(d) ((p ∨ q) ∧ (p⇒ r) ∧ (q ⇒ s) ∧ ¬(r ∨ s))⇒ ((r ⇒ p) ∧ (s⇒ q)).

15. Dokazati da za sve formule α, β, γ, δ va`i:

(a) ako je |= α ∨ β i |= ¬α ∨ γ, onda je |= β ∨ γ;
(b) ako je |= α ∨ β, |= α⇒ γ i |= β ⇒ δ, onda je |= γ ∨ δ;
(b) ako je |= ¬α ∨ β i |= ¬β ∨ ¬γ, onda je |= α⇒ ¬γ.

16. Neka su α i β iskazne formule koje nemaju nijedno zajedni~ko iskazno

slovo (P (α) ∩ P (β) = ∅). Dokazati da su slede}i uslovi ekvivalentni:
(a) α⇒ β je tautologija;

(b) bar jedna od formula ¬α ili β je tautologija.

17. Kada sabiramo dva broja u binarnom sistemu koja imaju najvi{e dve cifre,

recimo ab i cd, dobijamo rezultat sa najvi{e tri cifre, pqr. Na primer,

11 + 01 = 100. Koriste}i standardne logi~ke veznike, izraziti p, q, r u

funkciji a, b, c, d.
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18. Neka je P = {p1, . . . , pn} kona~an skup iskaznih slova. Na skupu svih

valuacija 2P definisana je binarna relacija≪ na slede}i na~in:

u≪ v akko za svako p ∈ P, u(p) 6 v(p).

(a) Dokazati da je≪ relacija poretka na 2P . Da li je ovaj poredak line-
aran?

(b) Formula α je rastu}a ako za sve u, v ∈ 2P , iz u≪ v, sledi û(α) 6 v̂(α).
Ako formula α nije rastu}a, da li wena negacija ¬α mora biti rastu}a?

(v) Dokazati da je α rastu}a formula akko je α tautologija ili je ¬α
tautologija ili postoji formula θ koja ne sadr`i nijedan od veznika ¬,⇒ i

⇔ i koja je ekvivalenta sa α.

19. Ako je α ≡ β, dokazati da je tada i α(p/θ) ≡ β(p/θ), za bilo koje slovo p
i bilo koju formulu θ.

20. Odrediti formulu u disjunktivnoj (konjunktivnoj) normalnoj formi koja

je semanti~ki ekvivalentna formuli:

(1) ((p1 ⇒ p2)⇒ (p3 ⇒ ¬p1))⇒ (¬p2 ⇒ ¬p3);
(2) ¬(p1 ∧ (p2 ∨ p3))⇒ ((p1 ∧ p2) ∨ p3).

21. Sef ima n brava i mo`e biti otvoren samo ako su otkqu~ane sve brave.

Pet osoba a, b, c, d i e dobilo je kqu~eve nekih brava. Mogu}e je da vi{e

osoba dobije kqu~eve za istu bravu. Na}i najmawi broj n i odgovaraju}u

raspodelu kqu~eva me|u pomenutim osobama tako da sef mo`e biti otvoren

samo u slu~aju da su prisutne osobe a i b, ili osobe a, b i d, ili osobe b, d i e.

22. Odrediti formulu α(p1, p2) tako da bude:
(a) (α ∧ p2 ⇒ ¬p1)⇒ ((p1 ⇒ ¬p2)⇒ α);
(b) ((p3 ⇒ (¬p2 ⇒ p1))⇒ α)⇒ (α ∧ (p1 ⇒ p2) ∧ p3).

23. Odrediti formulu α(p1, p2, p3) tako da bude:
(a) p1 ∧ α ≡ p1 ∧ p2 i p1 ∨ α ≡ p1 ∨ p3;
(b) p3 ⇒ α ≡ p3 ⇒ (p1 ∨ p2) i α⇒ p3 ≡ ¬(p1 ∨ p2)⇒ p3;
(v) p1 ⇒ α ≡ p2 ⇒ (¬p1 ∨ p3) i (p3 ⇒ p2)⇒ p1 ≡ ¬p1 ⇒ ¬α.

24. Imaju}i u vidu zna~ewe formule (α ∧ β) ∨ (¬α ∧ γ) mo`emo je zapisati
i u obliku if-formule: if α thenβ else γ. Skup if-formula defini{emo kao

najmawi skup takav da va`i:

• iskazna slova i logi~ke konstante ⊤ i ⊥ su if-formule,
• ako su α, β i γ if-formule, onda je if-formula i if . . . then . . . else . . ..
(a) Dokazati da je svaka iskazna formule ekvivalentna nekoj if-formuli.
(b) Dokazati da su ekvivalentne slede}e formule

if (if p then q else r) then q1 else r1
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i

if p then (if q then q1 else r1) else (if r then q1 else r1).

(v) Ka`emo da je if-formula prosta ukoliko je uslov (formula koja se

nalazi izme|u if i then) iskazno slovo. Dokazati da je svaka if-formula
ekvivalentna nekoj prostoj if-formuli.

(g) Ka`emo da je if-formula normalna ako je prosta i ako su sve wene if-
potformule oblika if p thenα elseβ, pri ~emu je p iskazno slovo koje se ne

pojavquje ni u α niti u β. Dokazati da je svaka if-formula ekvivalentna nekoj
normalnoj if-formuli.

25. Aristotel, koji se smatra tvorcem logike, u jednoj od svoj kwiga je napisao

�Nije mogu}e izvesti ta~an zakqu~ak iz kontradiktornih pretpostavki�. Po-

jedini logi~ari kasnijeg doba navedenu re~enicu su shvatili na slede}i na~in

(∗) ako je α |= β i ¬α |= β, onda je |= ¬β.

Dokazati da, ukoliko |= ozna~ava semnati~ku posledicu, tvrdwa (∗) nije

ta~na.

26. Dokazati da za sve formule α, β, γ, δ va`i:

(a) α⇒ ((β ⇒ γ)⇒ γ), β ⇒ γ, α |= γ;

(b) α⇒ (β ∨ γ), β ⇒ ¬α |= α⇒ γ.

27. Ako je Γ neki skup formula, onda saC|=(Γ) ozna~avamo skup svih formula
koje su semanti~ke posledice od Γ. Dokazati da za proizvoqne Γ,∆ ⊆ For
va`i:

(a) Γ ⊆ C|=(Γ);

(b) C|=(C|=(Γ)) ⊆ C|=;

(v) ako je Γ ⊆ ∆, onda je C|=(Γ) ⊆ C|=(∆);

(g) C|=(Γ) ⊆
∪

Σ∈Pfin(Γ)
C|=(Σ), gde je Pfin(Γ) skup svih kona~nih podsku-

pova od Γ.

28. SkupoviformulaΓ1 iΓ2 su ekvivalentni ako jeC|=(Γ1) = C|=(Γ2) (videti
prethodni zadatak). Ispitati da li su ekvivalentni slede}i skupovi for-

mula:

(a) {p1, p2, p3} i {p1, p1 ⇒ p2, (p1 ⇒ p2)⇒ p3};
(b) {p1, p2, p3} i {p1, p1 ⇒ p2, p1 ⇒ (p2 ⇒ p3)};
(v) P = {pn | n ∈ N} i Q = {p0} ∪ {pn ⇒ pn+1 | n ∈ N};
(g) P = {pn | n ∈ N} i R = {p0, p1} ∪ {pn ∧ pn+1 ⇒ pn+2 | n ∈ N}.

29. Skup formula Γ, Γ ⊆ For je nezavistan ako za svaku formulu γ ∈ Γ va`i

Γ \ {γ} ̸|= γ.
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(a) Ispitati koji su od slede}ih skupova (p, q, r su iskazna slova) nezav-
isni:

• {p⇒ q, q ⇒ r, r ⇒ p};
• {p⇒ q, q ⇒ r, p⇒ r};
• {p ∨ q, p⇒ r, q ⇒ r,¬p⇒ q ∨ r}
• {p, q, p⇒ r, r ⇒ q}.
(b) Da li je prazan skup nezavistan? Na}i potreban i dovoqan uslov da

skup koji sadr`i samo jednu formulu bude nezavistan.

(v) Dokazati da svaki kona~an skup formula sadr`i bar jedan ekvivalen-

tan (videti prethodni zadatak) nezavistan podskup.

(g) Dokazati da je skup formula nezavistan akko je nezavistan svaki wegov

kona~an podskup.

(d) Da li beskona~an skup

{p1, p1 ∧ p2, p1 ∧ p2 ∧ p3, . . . , p1 ∧ p2 ∧ · · · ∧ pn, . . .}

sadr`i ekvivalentan nezavistan podskup? Da li postoji bilo kakav nezavis-

tan skup formula ekvivalentan ovom skupu?

(|) Dokazati da za svaki prebrojiv skup formula postoji bar jedan nezav-

istan skup koji mu je ekvivalentan.

30. Ako je T skup iskaznih formula takav da za svaku valuaciju v postoji

formula φ iz T takva da v |= φ, onda postoji kona~no mnogo formula iz T
takvih da je disjunkcija tih formula tautologija.

31. Dokazati teoremu kompaktnosti primenom Kenigove leme.

UPUTSTVO. Pogledati dokaz I teoreme kompaktnosti i primer 15.

32. Dokazati:

(A∨) ⊢ α ∨ (β ∨ γ)⇔ (α ∨ β) ∨ γ; (A∧) ⊢ α ∧ (β ∧ γ)⇔ (α ∧ β) ∧ γ;
(K∨) ⊢ α ∨ (β ∨ γ)⇔ (α ∨ β) ∨ γ; (K∧) ⊢ α ∧ β ⇔ β ∧ α;
(D∨

∧) ⊢ α ∨ (β ∧ γ)⇔ (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ); (D∧
∨) ⊢ α ∧ (β ∨ γ)⇔ (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ);

(C∨) ⊢ α ∨ ¬α⇔ ⊤; (C∧) ⊢ α ∧ ¬α⇔ ⊥;
(N∨) ⊢ α ∨ ⊥ ⇔ α; (N∧) ⊢ α ∧ ⊤ ⇔ α.

33. Dokazati:

(a) α⇒ β, α⇒ γ ⊢ α⇒ (β ∧ γ); (b) α⇒ β, α ∧ β ⇒ γ ⊢ α⇒ γ;
(v) α⇒ (β ⇒ γ) ⊢ α ∧ β ⇒ γ; (g) α⇒ (β ∧ γ) ⊢ (α⇒ β) ∧ (α⇒ β);
(d) α, α⇔ β ⊢ β; (|) α ∧ β ⊢ ¬(α⇒ ¬β);
(e) ¬(α⇒ β) ⊢ ¬β; (`) α⇒ β ⊢ ¬β ⇒ ¬α;
(z) ¬β ⇒ ¬α ⊢ α⇒ β; (i) α⇒ β ⊢ ¬(α ∧ ¬β);
(j) α⇒ β ⊢ ¬α ∨ β; (k) α ∨ β,¬α ⊢ β.
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34. Dokazati da se slede}a levapravilaizvo|ewamogu koristitipridokazi-

vawu.

Γ, α, β ⊢ γ
Γ, α, α⇒ β ⊢ γ

⇒L
Γ, α, β ⊢ γ
Γ, α ∧ β ⊢ γ

∧L
Γ, α ⊢ γ Γ, β ⊢ γ

Γ, α ∨ β ⊢ γ
∨L

35. Dokazati:

(a) Γ ⊢ α⇔ α;
(b) ako je Γ ⊢ α⇔ β, onda je Γ ⊢ β ⇔ α;
(v) ako je Γ ⊢ α⇔ β i Γ ⊢ β ⇔ γ, onda je Γ ⊢ α⇔ γ.

36. Ako je Γ ⊢ α⇔ α1 i Γ ⊢ β ⇔ β1, dokazati da je:
(a) Γ ⊢ ¬α⇔ ¬α1; (b) Γ ⊢ α ∧ α1 ⇔ β ∧ β1; (v) Γ ⊢ α ∨ α1 ⇔ β ∨ β1.

37. Pravila izvo|ewa takozvane minimalne logike su sva pravila klasi~ne

logike, osim pravila (⊥c), koje je izba~eno. Sa Γ ⊢m φ ozna~avamo ~iwenicu

da se sekvent Γ ⊢ φ mo`e dokazati primenom samo pravila minimalne logike.

(a) Dokazati da se u minimalnoj logici mogu koristiti i slede}a pravila:

Γ, α⇒ β ⊢ α
Γ, α⇒ β ⊢ β

(⇒′
E),

Γ,¬α ⊢ α
Γ,¬α ⊢ ⊥

(¬′E),
Γ, α ⊢ ¬α
Γ, α ⊢ ⊥

(¬′′E).

(b) Dokazati:

(1) ⊢m α⇒ ¬¬α; (2) ⊢m ¬¬¬α⇒ ¬α;
(3) ⊢m ¬¬(α ∧ β)⇒ (¬¬α ∧ ¬¬β); (4) ⊢m ¬¬(α⇒ β)⇒ (¬¬α⇒ ¬¬β);
(5) ⊢m ¬(α ∨ β)⇔ (¬α ∧ ¬β);

38. Pravila izvo|ewa intuicionisti~ke logike su sva pravila klasi~ne

logike, osim pravila (⊥c), koje je zameweno pravilom (⊥i),

Γ ⊢ ⊥
Γ ⊢ α

(⊥i).

Sa Γ ⊢i φ ozna~avamo ~iwenicu da se sekvent Γ ⊢ φ mo`e dokazati primenom

samo pravila intuicionisti~ke logike.

Dokazati

(a) ⊢i (¬¬α⇒ ¬¬β)⇒ ¬¬(α⇒ β);

(b) ⊢i ¬¬((¬β ⇒ ¬α)⇒ (α⇒ β));

(v) ⊢i ¬¬(((α⇒ β)⇒ α)⇒ α);

(g) ⊢i ¬¬((α ∧ β ⇒ γ)⇒ (α⇒ γ) ∨ (β ⇒ γ));

(d) ⊢i ¬¬((α⇒ β ∨ γ)⇒ (α⇒ β) ∨ (α⇒ γ));

(|) ⊢i ¬¬((α⇒ β) ∨ (β ⇒ α)).
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Logika prvog reda

Sintaksa i semantika logike prvog reda

Neformalno govore}i, iskazna logika se bavi strukturom re~enica uzi-

maju}i u obzir samo na~in na koji su neki jednostavni iskazi povezani

logi~kim veznicima, dok je zna~ewe tih polaznih iskaza potpuno neva`no.

Logika prvog reda nam omogu}ava da razmatramo i smisao polaznih iskaza.

Pre nego {to detaqno opi{emo pomenutu logiku, navodimo dva primera u

kojima }emo poku{ati da objasnimo neke polazne ideje u razvoju logike prvog

reda.

PRIMER 1. Prirodni jezici nisu pogodni za precizno izra`avawe smisla iskaza.

Da li re~enica Svaki momak voli jednu devojku zna~i da (1) Postoji jedna devojka

koju voli svaki momak ili da (2) Za svakog momka se mo`e prona}i jedna devojka koju

on voli?

Potreba da se elimini{u dvosmislenosti prirodnog jezika dovela je, izme|u os-

talog, do uvo|ewa formalnih jezika33. Svaki formalni jezik uvodimo prema unapred

utvr|enim pravilima. Najpre biramo alfabet, tj. skup nekih simbola koji je pogo-

dan za izra`avawe odre|enih svojstava, a zatim, na standardizovan na~in gradimo

re~enice kao kona~ne nizove izabranih simbola koje izra`avaju `eqena svojstva.

Kao i u prirodnim jezicima, ne}e svaki niz izabranih simbola biti neka re~enica.

Alfabet logike prvog reda pored logi~kih veznika (∨, ∧, ¬, ⇒, ⇔) sadr`i i

kvantifikatore ∀ � svaki i ∃ � neki, promenqive x, y, z, x1, y1, z1, x2, . . . i pomo}ne
znake: zarez i zagrade.

Da bismo mogli formalno da zapi{emo re~enice sa po~etka primera, potrebno

je da nekim simbolima ozna~imo i osobine biti momak i biti devojka, kao i odnos

voleti. Navedene osobine mo`emo shvatiti kao dve unarne relacije na skupu qudi:

neka jeM skup svih momaka i D skup svih devojaka. Izjavu �x je momak� zapisa}emo

kra}eM(x), a izjavu �x je devojka� zapisa}emo kra}e D(x). Odnos voleti shvatamo

kao binarnu relaciju me|u qudima. Ako ovu relaciju ozna~imo sa V , onda V (x, y)
zna~i �x voli y�.

33Danas najpoznatiji primeri formalnih jezika su svakako programski jezici.
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Re~enicama (1) i (2) redom odgovaraju slede}e re~enice na{eg formalnog jazika:

∃x(D(x) ∧ ∀y(M(y)⇒ V (y, x))) i ∀x(M(x)⇒ ∃y(D(y) ∧ V (x, y))),

Veoma je korisnopolaznim simbolimaprikqu~itii znak jednakosti=. Navodimo
jedan primer re~enice sa ovim znakom

(3) ∃x(M(x) ∧ ∃y∃z(D(y) ∧D(z) ∧ y ̸= z ∧ V (x, y) ∧ V (x, z))),

pri ~emu je y ̸= z skra}ewe za ¬ y = z. Nije te{ko prevesti ovu re~enicu na srpski:
postoji momak koji voli dve razli~ite devojke. Prepu{tamo ~itaocima da prevedu

na srpski i slede}e dve re~enice:

(4) ∃x(D(x) ∧ ∀y(M(y)⇒ ¬V (x, y))) i
(5) ∃x(M(x) ∧ ∃y(D(y) ∧ V (x, y) ∧ ∀z(D(z) ∧ V (x, z)⇒ y = z))).

Naravno, va`no je pravilno prevoditi i sa srpskog na formalni jezik, pa za

ve`bu dajemo dve re~enice na srpskom:

• svakog momka voli bar jedna devojka i bar jedna devojka ga ne voli,
• svaka devojka voli svakog momka koji wu voli.

Snaga uvedenog formalnog jezika le`i u tome {to navedene re~enice (1)�(5)
mo`emo posmatrati u potpuno druga~ijim kontekstima. Nave{}emo trimatemati~ka

konteksta.

Kontekst 1. Ako govorimo o prostim i slo`enim prirodnim brojevima, i

relaciji deqivosti me|u prirodnim brojevima, mo`emo koristiti potpuno isti

alfabet s tim {to ovoga puta imamo na umu sasvim druga~ije zna~ewe simbola M ,

D i V : M(x) neka zna~i �x je prost broj�, D(x) zna~i �x je slo`en broj� i V (x, y)
zna~i �x deli y�. U ovom kontekstu re~enica (1) ∃x(D(x) ∧ ∀y(M(y) ⇒ V (y, x)))
zna~i postoji slo`en broj koji je deqiv svakim prostim brojem. Re~enica (2)

∀x(M(x) ⇒ ∃y(D(y) ∧ V (x, y))) zna~i za svaki prost broj postoji slo`en broj koji

je deqiv tim prostim brojem. Kada smo govorili o momcima i devojkama, istinitost

re~enica (1) i (2) je bila diskutabilna, ali u ovom drugom kontekstu re~enica (1)

nije ta~na, dok re~enica (2) jeste. Nas }e zanimati iskqu~ivo konteksti nalik ovom

drugom. Prepu{tamo ~itaocima da interpretiraju re~enice (3)�(5) u ovom novom

kontekstu, i ispitaju wihovu istinitost.

Kontekst 2. Navodimo jo{ jedan kontekst potpuno druga~iji od prethodna dva.

Neka M(x) zna~i �x je ta~ka�, D(x) zna~i �x je prava� i V (x, y) da �x pripada y�.
Pogledajmo sada kako se, na primer, mo`e zapisati poznata aksioma planimetrije:

za svake dve razli~ite ta~ke x i y postoji prava z koja ih sadr`i:

(6) ∀x∀y (M(x) ∧M(y) ∧ x ̸= y ⇒ ∃z (D(z) ∧ V (x, z) ∧ V (y, z)).

Nije te{ko formalno zapisati i ostale aksiome pripadawa. Naravno mo`emo for-

malizovati i neke dodatne zahteve:

(7) Svaki objekat je ta~ka ili prava � ∀x (M(x) ∨D(x));

(8) Nijedan objekat nije i ta~ka i prava � ¬∃x (M(x) ∧D(x)).



97

Ako sa u ∥ y kra}e ozna~imo izjavu ¬∃w(M(w) ∧ V (w, u) ∧ V (w, y)) (tj. tvrdwu
da u i v nemaju zajedni~kih ta~aka), i sli~no za v ∥ y, razmotrimo slede}u re~enicu:
(9) ∀x∀y (M(x) ∧D(y) ∧ ¬V (x, y) ⇒

⇒ ∃u∃v (u ̸= v ∧D(u) ∧D(v) ∧ u ∥ y ∧ v ∥ y)).
Ova re~enica tvrdi da za svaku ta~ku i svaku pravu koja ne sadr`i uo~enu ta~ku, pos-

toje dve razli~ite prave koje sadr`e tu ta~ku i nemaju zajedni~kih ta~aka sa uo~enom

pravom. Skoro svako }e, imaju}i na umu uobi~ajeno (euklidsko) shvatawe pojmova

ta~ka i prava, odmah re}i da re~enica (9) nije ta~na. Naravno, u nekom drugom

kontekstu ova re~enica mo`e biti ta~na. Posebno je zanimqivo to {to se polazni

simboli mogu inerpretirati tako da (9) bude ta~no zajedno sa svim aksiomama euk-

lidske geometrije, osim naravno aksiome paralelnosti.

Kontekst 3. Zaboravimo na trenutak na zna~ewe koje smo dali simbolimaM , D
i V u prethodnom kontekstu, samo zato da bismo im dali novo zna~ewe.

Zamislimo pravu p koja le`i u euklidskoj ravni π i uo~imo jednu od otvorenih

poluravni koje ona odre|uje π+. Neka sada M(x) zna~i �ta~ka x pripada π+�, a

D(x) zna~i �x je polukrug u π+ sa centrom na p ili je poluprava normalna na p i sa
po~etkom na p koja le`i u π+ �. Tako|e, nekaV (x, y) zna~i �x pripada y�. Razmotrimo
sada {ta nam tvrdi re~enica (6): za sve ta~ke x i y iz π+ postoji polukrug sa centrom

na p koji prolazi kroz ta~ke x i y ili postoji poluprava normalna na p koja sadr`i
ta~ke x i y.

Da bismo se uverili da je ova re~enica ta~na, dovoqno je konstruisati simetralu

du`i xy i na}i wen presek O sa p. O~igledno }e krug k(O,OX) imati tra`eno

svojstvo. U slu~aju da je du` xy normalna na p mo`emo smatrati da je centar �u

beskona~nosti� i da se krug �degeneri{e� u normalu.

Prepu{tamo ~itaocima da se uvere da je ta~na i re~enica (9).

Bilo koji kontekst. Primetimo da mo`emo formulisati (u na{em formalnom

jeziku) dosta re~enica koje }e biti ta~ne u bilo kom kontekstu. Navodimo nekoliko

primera takvih re~enica:

• ∃xM(x) ∨ ¬∃xM(x),

• ∀x (D(x) ∨ ¬D(x)),

• ∃x∀y V (x, y) ⇒ ∀y∃xV (x, y),

• ¬∃xD(x) ⇒ ∀x¬D(x), itd.
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U nastavku }e nam posebno biti va`ne upravo ovakve re~enice, tzv. vaqane

formule. ◃

PRIMER 2. Skup zajedno sa nekim operacijama koje su na wemu definisane i nekim

izabranim konstantama, predstavqa veoma va`nu vrstu struktura. Svaka Bulova

algebra, recimo 2 = ({0, 1},∨,∧,¬, 0, 1), predstavqa jedan primer ovakve strukture.
Takva je i struktura Z = (Z,+, ·,−, 0, 1), pri ~emu je Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}
skup celih brojeva, + i · sabirawe i mno`ewe celih brojeva, a − unarna operacija

suprotan element. Iako su dve navedene strukture istog tipa, tj. ~ine ih dve binarne

operacije, jedna unarna i dve konstante, one imaju sasvim razli~ita svojstva.

Da bismo izrazili svojstva ovih struktura koristi}emo alfabet sli~an onom

iz prethodnog primera zajedno sa znakom jednakosti, osim {to }emo umesto M , D
i V koristiti simbole za navedene operacije i konstante. Neka su F i G binarni

operacijski simboli, U unarni operacijski simbol, a c i e dva simbola konstanti.
Ove simbole razli~ito interpretiramo u navedenim strukturama, kao {to je to

prikazano u narednoj tabeli.

F (x, y) zna~i G(x, y) zna~i U(x) zna~i c zna~i e zna~i

u 2 x ∨ y x ∧ y ¬x 0 1
u Z x+ y x · y −x 0 1

Posmatrajmo sada formulu ∀x∀y (F (x, y) = F (y, x)). Ova formula interpreti-
rana u strukturi 2 tvrdi da za sve x, y ∈ {0, 1} va`i x ∨ y = y ∨ x. Ista formula
interpretirana u Z tvrdi da za sve x, y ∈ Z va`i x + y = y + x. Naravno, u obe

strukture data formula je ta~na, jer su odgovaraju}e operacije komutativne.

Navodimo i jednu formulu koja je ta~na u 2, ali nije ta~na u Z. Jedna takva

formula je ∀x (G(x,U(x)) = c). Ona je ta~na u 2 jer je x∧¬x = 0, za svako x ∈ {0, 1}.
Nasuprot tome, nije ta~no da za svako x ∈ Z va`i x · (−x) = 0 (zapravo jednakost

ne}e va`iti za svaki x ∈ Z \ {0}).
Prepu{tamo ~itaocima da prona|u primer formule koja je ta~na uZ, a nije ta~na

u 2, kao i primer formule koja nije ta~na ni u jednoj od navedenih struktura. ◃

U prethodnim primerima nagove{eteno je kakve matemati~ke strukture

nastoji da opi{e logika prvog reda i na koji na~in.

Kakve matemati~ke strukture opisuje logika prvog reda?

Logika prvog reda opisuje takozvane operacijsko-relacijske strukture.

Jednuovakvu strukturu~ini skup zajedno sanekim svojimoperacijama, relaci-

jama i elementima (konstantama), pa je zato shvatamo kao ure|enu ~etvorku

M = (M,R,F, C), pri ~emu jeM neki neprazan skup, R skup nekih relacija

skupa M , F skup nekih operacija skupa M i C ⊆ M . Skup M se naziva

domenom, dok se elementi skupa C nazivaju konstantama strukture M. Pod-

se}amo da svaka operacija i svaka relacija ima svoju du`inu: n-arna ope-

racija skupa M jeste funkcija f : Mn → M , a n-arna relacija skupa M
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jeste podskup R ⊆ Mn.34 Kada je R = {R1, . . . , Rk}, F = {F1, . . . , Fℓ} i
C = {c1, . . . , cm}, tj. R, F i C su kona~ni skupovi, umesto zapisa M =
(M, {R1, . . . , Rk}, {F1, . . . , Fℓ}, {c1, . . . , cn}) kra}e pi{emo

M = (M,R1, . . . , Rk, F1, . . . , Fm, c1, . . . , cn).

Ako strukturu ~ini samo domen sa operacijama i konstantama, bez relacija,

onda je nazivamo algebrom.

Najjednostavnija klasifikacija pomenutih struktura vr{iseprema jeziku

strukture, odnosno prema broju i du`ini relacija i operacija, kao i broju

konstanti koje u~estvuju u wihovoj definiciji. Drugim re~ima, vrstu neke

strukture odre|ujemo izborom tri me|usobno disjunktna skupa ~iju }emo

uniju nazivati jezikom strukture i obele`avati je sa L. Jezik je svaki skup

L = RelL ∪ FunL ∪ ConstL, gde su RelL, FunL, ConstL me|usobno disjunk-

tni skupovi. Elementi skupa RelL nazivaju se relacijski znaci, elementi

skupa FunL operacijski (funkcijski) znaci, a elementi skupa ConstL sim-

boli konstanti. Za svaki jezikL, na skupuRelL∪FunL definisana je funkcija
ar : RelL ∪ FunL → N koja svakom znaku S ∈ RelL ∪ FunL pridru`uje neki

prirodan broj ar(S), tzv. du`inu (�arnost�) znaka S.

Kako se u logici prvog reda opisuju operacijsko-relacijske strukture?

Za vrstu struktura koje `elimo da opisujemo opredequjemo se izborom

odgovaraju}eg jezika L = RelL ∪ FunL ∪ ConstL. Simbole jezika nazivamo i
nelogi~kim simbolima. Pored ovih simbola, u logici prvog reda koriste se

i slede}i logi~ki simboli:

• beskona~an skup promenqivih V ar = {x, y, z, x1, y1, z1, . . .};

• logi~ki veznici: ∧, ∨, ¬,⇒ i⇔;

• logi~ke konstante: ⊥, ⊤;

• kvantifikatori: ∀ (univerzalni) i ∃ (egzistencijalni);

• znak jednakosti: = (ovaj znak se ponekada i izostavqa);

• pomo}ni znaci, tj. uobi~ajeni simboli za zarez i zagrade.

Logi~ki i nelogi~ki simboli predstaqaju alfabet na kome sastavqamo opise

izabrane vrste struktura. U ovim opisima centralnu ulogu imaju izrazi

(termi) i formule.

34Skup svih relacija nad nepraznim skupomM je
∪
n∈N P(Mn), a skup svih operacija skupa

M je
∪
n∈N{f |f : Mn → M}.
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Definicija 1. Skup svih izraza jezika L, u oznaci TermL, jeste najmawi skup

kona~nih nizova (logi~kih i nelogi~kih) simbola takav da:

• ConstL ⊆ TermL i Var ⊆ TermL (odnosno, promenqive i simboli

konstanti su izrazi jezika L);

• ako F ∈ FunL i t1, . . . , tar(F ) ∈ TermL, onda F (t1, . . . , tar(F )) ∈ TermL

Definicija 2. Skup atomi~nih (elementarnih) formula jezika L, u oznaci

AtL, jeste skup koji pored ⊥ i ⊤ sadr`i jo{ samo

• jednakosti u = v, za sve u, v ∈ TermL, i

• zapise oblika R(t1, . . . , tar(R)), za svaki relacijski simbol R ∈ RelL i

bilo koje terme t1, . . . , tar(R) ∈ TermL.

Definicija 3. Skup svih formula jezika L, u oznaci ForL, jeste najmawi skup
kona~nih nizova simbola takav da:

• AtL ⊆ ForL (odnosno, sve atomi~ne formule su formule);

• ako α ∈ ForL, onda ¬α ∈ ForL;

• ako α, β ∈ ForL i ∗ ∈ {∨,∧,⇒,⇔}, onda (α ∗ β) ∈ ForL;

• ako α ∈ ForL, x ∈ Var, onda ∀xα ∈ ForL i ∃xα ∈ ForL.

Primetimo da su definicije izraza i formula induktivne, i da su skupovi

izrazaiformularazli~iti za razli~ite izbore sadr`aja jezikaL. Slo`enost

izraza i formula uvodi se potpuno analogno kao u slu~aju iskaznih formula

(videti stranu 39), ali se ovoga puta ne}emo time baviti ve} }emo se oslawati

samo na intuitivno poimawe slo`enosti izraza i formula.

Pri pisawu formula primewuju se razni dogovori usvojeni radi jedno-

stavnijeg i preglednijeg zapisa. Pretpostavqamo da je ~italac upoznat sa

osnovnim konvencijama o pisawu formula, kao {to su pravila o brisawu

zagrada, dogovoreni prioriteti logi~kih veznika itd.

Ako je t ∈ TermL, saV (t)ozna~i}emo skuponihpromenqivihkoje u~estvuju
u gra|ewu terma t. Naravno, za svaki term t, skup V (t) je kona~an. Funkciju
V : TermL → P(Var) defini{emo analogno funkciji kojom smo iskaznim

formulama deqivali skup iskaznih slova koja se u woj pojavquju (videti

stranu 40), pa zato strogu definiciju funkcije V izostavqamo.

Malo vi{e pa`we posveti}emo pojavqivawima promenqivih u formu-

lama. Pojavqivawe promenqive u formuli mo`e biti slobodno ili vezano.

Svakopojavqivawepromenqive koje nije poddejstvomkvantifikatoranaziva

se slobodnim, a ona pojavqivawa koja jesu pod dejstvom kvantifikatora nazi-

vaju se vezanim.
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PRIMER 3. Neka je RelL = {6}, ar(6) = 2, FunL = {+, ·}, ar(+) = ar(·) = 2. Na
narednoj slici u datoj formuli povezane su promenqive na koje deluju odgovaraju}i

kvantifikatori, dok strelice pokazuju slobodna pojavqivawa promenqivih.

◃

Sve promenqive koje imaju slobodna pojavqivawa u nekoj formuli nazi-

vaju se slobodne promenqive te formule. Skup svih slobodnih promenqivih

formule α ozna~avamo sa Fr(α). Funkciju Fr : ForL → P(Var) precizno
defini{emo indukcijom po slo`enosti formule:

• Fr(⊥) = Fr(⊤) = ∅;

• Fr(u = v) = V (u) ∪ V (v), u, v ∈ TermL;

• Fr(R(t1, . . . , tar(R))) = V (t1) ∪ · · · ∪ V (tar(R)),
R ∈ RelL, t1, . . . , tar(R) ∈ TermL;

• Fr(¬α) = Fr(α);

• Fr(α ∗ β) = Fr(α) ∪ Fr(β), ∗ ∈ {∨,∧,⇒,⇔};

• Fr(∀xα) = Fr(∃xα) = Fr(α) \ {x}, x ∈ Var.

Za svaku formulu α, skup Fr(α) je kona~an. Ako je Fr(α) ⊆ {x1, . . . , xn},
onda formulu α ozna~avamo i sa α(x1, x2, . . . , xn) kada `elimo da istaknemo
~iwenicu da su sve slobodne promenqive formule α neke od promenqivih

x1, x2, . . . , xn.

Definicija 4. Formula σ je re~enica jezika L ako nema slobodnih promen-

qivih, tj. ako je Fr(α) = ∅. Skup svih re~enica jezika L ozna~avamo sa

SentL.

Ako je L najvi{e prebrojiv skup, onda su skupovi TermL, ForL i SentL
prebrojivi.

Relacija zadovoqewa

Da bismo odre|ivali vrednosti izraza, odnosno govorili o ta~nosti

formula, potrebno je da preciziramo kontekst u kome izraze i formule pos-

matramo. To ~inimo tako {to izaberemo neki skup M (tzv. domen inter-

pretacije), a zatim na tom skupu interpretiramo nelogi~ke simbole (po{tu-

ju}i wihovu vrstu i du`inu) i promenqivama dodelimo neke elemente skupa

M .
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Neka je L jezik iM neki neprazan skup. Interpretacija jezika L na skupu

M jeste svaka funkcija IM sa domenom L koja svakom R ∈ RelL pridru`uje

jednu ar(R)-arnu relaciju skupa M , tj. IM (R) ⊆ Mar(R), svakom F ∈ FunL
pridru`uje jednu ar(F )-arnu operaciju skupa M , tj. IM (F ) : Mar(F ) → M i

svakom c ∈ ConstL jedan element skupaM , tj. IM (c) ∈M . Model jezika L nad

nepraznim skupomM je

M = (M, {IM (R) | R ∈ RelL}, {IM (F ) | F ∈ FunL}, {IM (c) | c ∈ ConstL}) ,

gde je IM neka interpretacija jezika L na skupuM . Dakle, svaki model nekog

jezika jednozna~no je odre|en skupom M i interpretacijom IM tog jezika u

datom skupu. Ako jeM model jezika L odre|en nekom interpretacijom IM , za

svaki S ∈ L umesto IM (S) kra}e se pi{e SM.

PRIMER 4. Neka je L = {6,+, ·, 0, 1}, pri ~emu je RelL = {6}, FunL = {+, ·},
ConstL = {0, 1} i ar(6) = ar(+) = ar(·) = 2. Biraju}i jedan ovakav jezik, tj.

koriste}i navedene oznake za simbole jezika, uglavnom }emo pre}utno ukazivati da

`elimo da opisujemo neki skup brojeva zajedno sa uobi~ajenim ure|ewem, sabirawem i

mno`ewem, i konstantama 0 i 1. Jedan takav model jesteR = (R,6,+, ·, 0, 1). Posebno
nagla{avamo da6 u zapisuR = (R,6,+, ·, 0, 1) ozna~ava konkretnu binarnu relaciju
skupa realnih brojeva, dok 6 kao element jezika L ozna~ava samo znak koji nazivamo

relacijskim i kome je pridru`en prirodan broj 2 i ni{ta vi{e; ista napomena va`i i
za znake+, ·, 0, 1. Iako bi trebalo prilikom navo|ewa struktureR, umesto6, +, ·, 0
i 1 pisati redom6R,+R, ·R, 0R i 1R, to ne ~inimo jer bismo na taj na~in nepotrebno
komplikovali zapis, naro~ito kada nas jedno ovakvo skra}ivawe ne mo`e zbuniti.

Isti jezik mo`emo interpretirati i na skupu celih brojeva Z, tj. posmatrati

model Z = (Z,6,+, ·, 0, 1). I ovoga puta, umesto, na primer 6Z pi{emo samo 6.
Naravno, jezik mo`e da poslu`i za opisivawe velikog broja sasvim druga~ijih

struktura, tj. bilo koje strukture koju ~ine jedna binarna relacija, dve binarne

operacije i dva konkretna elementa domena. Novi primer takve strukture jeste

X = ({a, b, c},▹, ∗, ◦, a, b), gde je ▹= {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, c), (a, c)}, a opera-
cije ∗ i ◦ su zadate slede}im tablicama.

∗ a b c
a a b c
b b c a
c c a b

◦ a b c
a a a a
b a b c
c a c b

U ovom slu~aju35, relacijski znak 6 du`ine 2 tuma~i (interpretira) se u skupu

X = {a, b, c} kao binarna relacija ▹ skupa X (6X=▹), operacijski znaci + i ·
du`ine 2 redom kao binarne operacije ∗ i ◦ skupa X (+X = ∗ i ·X = ◦), a simboli
konstanti 0 i 1 kao elementi a i b skupaX (0X = a i 1X = b). ◃

35Primetimo da je X samo jedna od 1 785 233 613 312 mogu}ih interpretacija jezika L u

tro~lanom skupuX = {a, b, c}. Naravno, isti jezik mo`emo interpretirati i u skupu realnih
brojeva R na neograni~en broj na~ina.
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Valuacija promenqivih u skupu M jeste svaka funkcija µ : Var → M .

Ako je zadat model M jezika L i valuacija µ : Var → M , onda svakom izrazu

t ∈ TermL pridru`ujemo jedinstvenu vrednost tM[µ] ∈ M koju nazivamo

vrednost izraza t umodeluM za valuacijuµ. Funkciju t 7→ tM[µ] defini{emo
indukcijom po slo`enosti izraza t:

• xM[µ] = µ(x), x ∈ Var;

• cM[µ] = cM, c ∈ ConstL;

•
(
F (t1, . . . , tar(F ))

)M
[µ] = FM(tM1 [µ], . . . , tMar(F )[µ]),

F ∈ FunL, t1, . . . , tar(F ) ∈ TermL.

Sli~no tome, svakoj formuli α ∈ ForL pridru`ujemo istinitosnu vred-

nost αM[µ] ∈ {0, 1} koju nazivamo istinitosna vrednost formule α u mo-

delu M za valuaciju µ. Funkciju α 7→ αM[µ] defini{emo indukcijom po

slo`enosti formule α (pri ~emu uzimamo u obzir uobi~ajene logi~ke opera-

cije na skupu {0, 1} i poredak 0 < 1):

• ⊥M[µ] = 0, ⊤M[µ] = 1;

• (u = v)M[µ] = 1 akko uM[µ] = vM[µ], u, v ∈ TermL;

•
(
R(t1, . . . , tar(R))

)M
[µ] = 1 akko RM(tM1 [µ], . . . , tMar(R)[µ]), tj.

36

(tM1 [µ], . . . , tMar(R)[µ]) ∈ R
M, R ∈ RelL, t1, . . . , tar(R) ∈ TermL;

• (¬α)M[µ] = ¬αM[µ];

• (α ∗ β)M[µ] = αM[µ] ∗ βM[µ], ∗ ∈ {∨,∧,⇒,⇔};

• (∀xα)M[µ] = min{αM[µ(x/a)] | a ∈M};

• (∃xα)M[µ] = max{αM[µ(x/a)] | a ∈M};

gde je µ(x/a) valuacija koja promenqivama dodequje iste vrednosti kao i

valuacija µ, osim promenqivoj x kojoj dodequje vrednost a, ili preciznije

µ(x/a) : Var→M i µ(x/a)(v) =

{
µ(v), v ̸= x,
a, v = x.

Na vrednost izraza u nekom modelu uti~u samo vrednosti promenqivih

koje se pojavquju u tom izrazu. Sli~no tome, na istinitosnu vrednost formule

u nekom modelu uti~u samo vrednosti slobodnih promenqivih te formule.

36Ako je ρ ⊆ Mn neka n-arna relacija skupaM , onda se umesto (x1, . . . , xn) ∈ ρ ~esto pi{e
ρ(x1, . . . , xn).
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Lema 1. Neka je M proizvoqan model jezika L i µ1, µ2 : Var → M dve

valuacije.

• Za svaki izraz t ∈ TermL, ako je µ1(v) = µ2(v), za sve v ∈ V (t), onda je
tM[µ1] = tM[µ2].

• Za svaku formulu α ∈ ForL, ako je µ1(v) = µ2(v), za sve v ∈ Fr(α), onda
je αM[µ1] = αM[µ2].

Dokaz prethodne leme (indukcijom po slo`enosti izraza t, odnosno for-
mule α) prepu{tamo ~itaocima, uz napomenu da je analogan dokazu odgo-

varaju}e leme navedene na strani 43.

Iz prethodne leme zakqu~ujemo da je pri odre|ivawu vrednosti izraza t u
modeluM za valuaciju µ : Var→M zna~ajna samo restrikcija µ �V (t). Kako

jeV (t) kona~an skup, tj. |V (t)| = n, za neki prirodan brojn, onda odgovaraju}e
restrikcije svih valuacija mo`emo identifikovati sa skupomMn, jer je pri

nekom podrazumevanom ure|ewu promenqivih V (t) = {x1, . . . , xn} svakim

a⃗ = (a1, . . . , an) ∈ Mn odre|ena po jedna restrikcija ν =

(
x1 · · · xn
a1 · · · an

)
.

Navedeni razlozi opravdavaju upotrebu oznake tM [⃗a] za vrednost izraza t u
modelu M za a⃗ ∈ Mn. Isto va`i i za formule. Pri nekom podrazumevanom

ure|ewu promenqivih Fr(α) = {x1, . . . , xn}, svakim a⃗ = (a1, . . . , an) ∈ Mn

odre|ena je jedna restrikcija bilo koje valuacije, pa sa αM [⃗a] ozna~avamo
istinitosnu vrednost formule α u modeluM za a⃗ ∈Mn.

Definicija 5. Formula α je ta~na (tj. va`i) u modelu M za a⃗, u oznaci

M |= α[⃗a], ako je αM [⃗a] = 1.

PRIMER 5. Ovaj primer je nastavak primera 4, u kome smo posmatrali jezik L =
{6,+, ·, 0, 1} i tri modela ovog jezika: R = (R,6,+, ·, 0, 1), Z = (Z,6,+, ·, 0, 1) i
X = ({a, b, c},▹, ∗, ◦, a, b), gde je ▹= {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, c), (a, c)}, a opera-
cije ∗ i ◦ su zadate tablicama.

∗ a b c
a a b c
b b c a
c c a b

◦ a b c
a a a a
b a b c
c a c b

Neka je φ(x, y) formula ∃z(0 6 z ∧ z ̸= 0 ∧ x + z 6 y ∧ x + z ̸= y) (podse}amo da,

za izraze t1 i t2, zapisom t1 ̸= t2 skra}ujemo formulu ¬t1 = t2). U strukturi R za

valuaciju x 7→ 5, y 7→ 6, navedena formula jeste ta~na,R |= φ[5, 6], jer postoji realan
broj z ve}i od nule takav da je 5 + z 6 6 i 5 + z ̸= 6. Navedena valuacija mo`e se
shvatiti i kao valuacija promenqivih u Z, ali tada Z ̸|= φ[5, 6]. Ako promenimo

valuaciju, i stavimo, na primer, x 7→ 5, y 7→ 5, ondaR ̸|= φ[5, 5] i Z ̸|= φ[5, 5].



105

Ispitajmo ta~nost formule φ(x, y) u strukturiX pri valuaciji x 7→ a i x 7→ c.
To zna~i da treba ispitati da li postoji z ∈ X = {a, b, c} takav da je a ▹ z, z ̸= a,
a ∗ z ▹ c i a ∗ z ̸= c. Odgovor je potvrdan, b je element koji zadovoqava navedene

uslove: a ▹ b (tj. (a, b) ∈▹), b ̸= a, a∗ b = b ▹ c i a∗ b = b ̸= c. Ostavqamo ~itaocima
da provere ta~nost formule φ u modeluX za neke druge valuacije. Na primer, da li

jeX |= φ[a, b]? ◃

Ako je V (t) = ∅, tj. ako je t tzv. zatvoreni izraz (izraz bez promenqivih),
pri odre|ivawu wegove vrednost u nekom modelu valuacije ne igraju nikakvu

ulogu (za bilo koje dve valuacije µ1 i µ2 va`i tM[µ1] = tM[µ2]). Drugim

re~ima, vrednost zatvorenog izraza t potpuno je odre|ena samo izabranim

modelomMi tu vrednost ozna~avamo sa tM. Analogno, ako jeFr(α) = ∅, tj. ako
je α re~enica, wena istinitosna vrednost zavisi samo od izabranog modela

M, a valuacije nisu od zna~aja pa ih potpuno izostavqamo iz razmatrawa.

^iwenicu da je re~enica α ta~na uM ozna~avamo saM |= α.

PRIMER 6. Posmatrajmo isti jezik i modele ovog jezika kao u prethodnom primeru,

odnosno u primeru 4.

Neka je σ re~enica ∃x∀y(x 6 y). Nije te{ko videti daR ̸|= σ, jer u skupu realnih
brojeva ne postoji najmawi element u odnosu na ure|ewe6. Tako|e, Z ̸|= σ. Me|utim,

σ va`i uX: a ▹ a, a ▹ b, a ▹ c.
Re~enica ∀y∃x(x 6 y) va`i u sve tri strukture. Preporu~ujemo ~itaocu da

odredi{to vi{e re~enica jezikaL koje }e va`iti u nekim od posmatranih struktura,

ali ne i u svim. ◃

Modeli i kontramodeli re~enica, odnosno teorija

U primeru 6 ispitivali smo da li su u zadatom modelu nekog jezika L

(ne)ta~ne re~enice jezika L, pre svega da bismo ilustrovali definiciju

relacije zadovoqewa. Veoma je va`an i obrnuti problem: ako je data re~enica

nekog jezika L, odrediti, ako uop{te postoji, strukturu jezika L u kojoj je ta

re~enica ta~na, odnosno strukturu u kojoj nije ta~na.

Definicija 6. Model re~enice σ ∈ SentL jeste svaka struktura jezika L u

kojoj je ta re~enica ta~na. Ka`emo da je re~enica zadovoqiva ako ima bar

jedan model. Kontramodel re~enice σ ∈ SentL jeste svaka struktura jezika L

u kojoj ta re~enica nije ta~na.

PRIMER 7. Neka je RelL = {R}, ar(R) = 2. Odredimo, ako postoje, model i kon-

tramodel re~enice ∀x(¬R(x, x) ∧ ∃yR(x, y)).
Da bismo odredili model date re~enice, treba da izaberemo neki skup M i

binarnu relacijuRM ⊆M ×M , tako daM = (M,RM) |= ∀x(¬R(x, x)∧∃yR(x, y)).
Naravno, na raspolagawu nam stoje svi skupovi �ovoga (matemati~kog) sveta� i na

svakom od wih sve binarne relacije. Nerealno bi bilo o~ekivati da postoji neki
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univerzalni savet kako izabrati `eqeni skup (i, u ovom slu~aju, binarnu relaciju

na wemu). Iskustvo i intuicija su uglavnom najja~i aduti pri re{avawu ovakvih

problema. Tako, iskustvo i intuicija u vezi sa strukturama brojeva poma`u nam da

uo~imo da }e bilo koji od skupova brojeva N, Z, Q ili R, zajedno sa odgovaraju}im
strogim ure|ewem predstavqati `eqeni model. Na primer,

(R, <) |= ∀x(¬R(x, x) ∧ ∃yR(x, y)),

jer koji god realni broj x da izaberemo, znamo da je x ≮ x, kao i da postoji realni

broj y takav da je x < y.37

Ako se malo du`e zadr`imo na zadatoj re~enici38 uo~i}emo jo{ wenih modela.

Navodimo samo dva, ostavqaju}i ~itaocima da prona|u jo{ neke:

• otvoreni interval (0, 1) (podskup od R) zajedno sa odgovaraju}im strogim ure-

|ewem zadovoqava datu re~enicu;

• skup X = {1, 2, 3} zajedno sa relacijom ▹= {(1, 2), (2, 3), (3, 1)} zadovoqava
datu re~enicu.

Sli~nopostupamoipri tra`ewukontramodelare~enice∀x(¬R(x, x)∧∃yR(x, y)).
Nije te{ko uo~iti da }e bilo koji od skupova brojeva N, Z, Q ili R, zajedno sa odgo-
varaju}im ure|ewem predstavqati kontramodel date re~enice. Na primer,

(R,6) ̸|= ∀x(¬R(x, x) ∧ ∃yR(x, y)),

jer koji god realni broj x da izaberemo, znamo da je x 6 x. ◃

Problem ispitivawa (ne)zadovoqivosti neke re~enice, prirodno se pro-

{iruje na problem ispitivawa (ne)zadovoqivosti nekog skupa re~enica, tj.

neke teorije. Bilo koji skup re~enica T ⊆ SentL naziva se teorijom jezika L,

a re~enice koje pripadaju T nazivaju se aksiomama te teorije.

Definicija 7. Model teorije T jezika L jeste bilo koja struktura na jeziku

L koja zadovoqava sve re~enice iz T . Kontramodel teorije T jeste bilo koja

struktura koja ne zadovoqava bar jednu re~enicu iz T .

PRIMER 8. Neka jeRelL = {R}, ar(R) = 2, i TLU teorija koja sadr`i slede}e ~etiri

re~enice:

• ∀xR(x, x),

• ∀x∀y(R(x, y) ∧R(y, x)⇒ x = y),

• ∀x∀y∀z(R(x, y) ∧R(y, z)⇒ R(x, y)),

37^esto je korisno zapis (R, <) |= ∀x(¬R(x, x) ∧ ∃yR(x, y)) prevesti na formulu teorije

skupova (∀x ∈ R)(¬x < x ∧ ∃y ∈ R (x < y)), gde su R i < poznate �skupovne konstante�. Mi

ovakve prevode ne}emo navoditi, ali preporu~ujemo ~itaocu da se povremeno i wima poslu`i.
38Uvek je po`eqno prilikom re{avawa ovakvih problema potra`iti {to vi{e razli~itih

modela zadate formule, jer se na taj na~in sti~e iskustvo i ja~a intuicija.
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• ∀x∀y(R(x, y) ∨R(y, x)).

Re~ je o veoma va`noj teoriji koja zato nosi i posebno ime teorija linearnog ure|ewa.

Svima su bliski pojedini modeli ove teorije: (N,6), (Z,6), (Q,6), (R,6). Poznati
su i mnogi kontramodeli: (N, |) (skup prirodnih brojeva sa relacijom deqivosti, jer

ona nije linearna), (P(N),⊆) (skup podskupova od N sa relacijom inkluzije), (Z, <)
(skup celih brojeva sa relacijom strogog ure|ewa), itd. ◃

U matematici je uobi~ajeno da se stalno prepli}u problemi tragawa

za formulama koje su ta~ne u nekom konkretnom modelu i tragawa za mod-

elima u kojima su ta~ne neke zadate formule. To }emo ilustrovati u narednom

primeru.

PRIMER 9. Teorija grupa. Jo{ od ranog{kolovawa upoznajemo se sa osobinama stuk-

ture (Z,+,−, 0), gde je �+� sabirawe celih brojeva, �−� unarna operacija suprotni

element, i 0 konstanta. Vremenom shvatimo da su neke osobine posebno va`ne i da iz

wih proizlaze mnoge druge. Dosta puta smo imali prilike u uxbenicima da sretnemo

posebno izdvojene slede}e osobine:

• ∀x∀y∀z(x+ (y + z) = (x+ y) + z),

• ∀x(x+ 0 = x),

• ∀x(x+ (−x) = 0).

Iste osobine izdvajamo i za (Q,+,−, 0), (R,+,−, 0), (C,+,−, 0). Zatim ih prepoz-

najemo i u slu~aju struktura (Q \ {0}, ·,−1, 1), (R \ {0}, ·,−1, 1), (C \ {0}, ·,−1, 1), bez
obzira na nove oznake: ∀x∀y∀z(x · (y · z) = (x · y) · z), ∀x(x · 1 = x) ∀x(x · x−1 = 1).

^im se upoznamo sa pojmom bijekcije, shvatimo da je za bilo koji skup X , kom-

pozicija dve bijekcije f : X
1-1−→na X i g : X

1-1−→na X tako|e jedna bijekcija f ◦ g : X → X ,

da je identi~ko preslikavawe bijekcija, idX : X
1-1−→na X , i da za svaku bijekciju

f : X
1-1−→na X postoji inverzna f−1 : X

1-1−→na X , i da pritom va`e poznati zakoni:

f ◦(g◦h) = (f ◦g)◦h, f ◦idX = f , f ◦f−1 = idX , za bilo koje bijekcije f, g, h : X
1-1−→na X .

[to dubqe ulazimo u matematiku, nailazimo na sve vi{e struktura koje zado-

voqavaju pomenute zakonitosti. Zna~aj ovakvih struktura name}e i potrebu, ali

i `equ, da istra`ujemo sve takve strukture. Uo~avaju}i kakav je tip struktura

kojima `elimo da se bavimo, biramo jezik LGR = {∗,−1, e} (pri ~emu je, naravno,

mogu}e izabrati i neke druge simbole), FunLGR = {∗,−1}, ar(∗) = 2; ar(−1) = 1,
ConsLGR = {e} i na wemu formuli{emu teoriju

TGR = {∀x∀y∀z(x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z), ∀x(x ∗ e = x), ∀x(x ∗ x−1 = e)}.

Teorija TGR naziva se teorija grupa, a weni modeli su grupe. Ovim se otvara jedan

novi svet matemati~kih objekata koji po raznovrstnosti daleko prevazilazi nabro-

jane polazne primere. ◃
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PRIMER 10. Teorija ure|enih poqa. Neka je LOF = {6,+,−, ·, 0, 1}, pri ~emu je

RelL = {6}, FunL = {+,−, ·}, ConstL = {0, 1} i ar(6) = ar(+) = ar(·) = 2,
ar(−) = 1. Ozna~imo sa TFO teoriju jezika LFO poznatu kao teorija ure|enih poqa,

~ije su aksiome slede}e re~enice:
(Sk) ∀x∀y(x+ y = y + x),
(Sa) ∀x∀y∀z(x+ (y + z) = (x+ y) + z),
(Sn) ∀x(x+ 0 = x),
(Si) ∀x(x+ (−x) = 0),

(Mk) ∀x∀y(x · y = y · x),
(Ma) ∀x∀y∀z(x · (y · z) = (x · y) · z),
(Mn) ∀x(x · 1 = x),
(Mi) ∀x(x ̸= 0⇒ ∃y(x · y = 1)),
(SM) ∀x∀y∀z(x · (y + z) = (x · y) + (x · z)),
(01) 0 ̸= 1,
(Ur) ∀x(x 6 x),
(Ua) ∀x∀y(x 6 y ∧ y 6 x⇒ x = y),
(Ut) ∀x∀y∀z(x 6 y ∧ y 6 z ⇒ x 6 z),
(Ul) ∀x∀y(x 6 y ∨ y 6 x),
(US) ∀x∀y∀z(x 6 y ⇒ x+ z 6 y + z),
(UM) ∀x∀y∀z(x 6 y ∧ 0 6 z ⇒ x · z 6 y · z).
Svaki model u kome su ta~ne sve navedene re~enice nazivamo ure|enim poqem.

Strukture R = (R,6,+,−, ·, 0, 1) i Q = (Q,6,+,−, ·, 0, 1), sa standardnim inter-

pretacijama nelogi~kih simbola, jesu ure|ena poqa. Sa jo{ nekim ure|enim poqima

sre{}emo se kasnije. ◃

PRIMER 11. Teorije modela. Posebno su zanimqive teorije koje okupqaju sve

re~enice ta~ne u nekoj fiksiranoj strukturi, naro~ito ako ona zauzima va`no mesto

u matematici. Primer takve strukture jeste svakako ure|eno poqe realnih brojeva

R = (R,6,+,−, ·, 0, 1). Neka je

Th(R) = {σ ∈ SentLFO | R |= σ}.

O~igledno je TOF ⊆ Th(R) i R |= Th(R). Me|utim, ima li teorija Th(R) drugih
modela koji su razli~iti od R? Pritom, naravno, mislimo na strukture koje nisu

izomorfne sa R (videti narednu definiciju). Odgovor je potvrdan, a kasnije }emo

videti i za{to.

Sli~na pitawa se name}u i za bilo koju strukturuM nekog jezikaL, tj. za teoriju

Th(M) = {σ ∈ SentL |M |= σ}. ◃

Kada smo u prethodnim primerima pomiwali razli~ite modele, pre svega

smo mislili na modele koji nisu trivijalno razli~iti, tj. na modele koji

nisu izomorfni. Pojam izomorfizma neka dva modela istog jezika uvodimo

analogno kao u slu~aju Bulovih algebri (videti stranu 11).

Definicija 8. Modeli A i B, istog jezika L, izomorfni su ako postoji

bijekcija f : A
1-1−→na B takva da:
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1. ako R ∈ RelL, ar(R) = n, onda za sve a1, . . . , an ∈ A,

RA(a1, . . . , an) akko R
B(f(a1), . . . , f(an));

2. ako F ∈ FunL, ar(F ) = n, onda za sve a1, . . . , an ∈ A,

f(FA(a1, . . . , an)) = FB(f(a1), . . . , f(an));

3. ako je c ∈ ConstL, onda je f(c
A) = cB.

Bijekcija koja zadovoqava nabrojane osobine naziva se izomorfizam.

Da su A i B izomorfni modeli, ozna~avamo sa A ∼= B. Ako `elimo da

istaknemo da je f : A
1-1−→na B izomorfizam odgovaraju}ih Bulovih algebri,

pi{emo f : B1
∼= B2.

Nije te{ko dokazati da izomorfni modeli zadovoqavaju iste re~enice,

tj. da su teorije ovih modela39 jednake.

Lema 2. Ako jeA ∼= B, onda je Th(A) = Th(B).

PRIMER 12. Da li me|u modelima (R, <), ((0, 1), <), (N, <) i (Z, <), gde je < uobi-

~ajeno strogo ure|ewe odgovaraju}eg domena, ima onih koje su izomorfne?

O~igledno je, na primer, da (R, <) ̸∼= (N, <), jer kao {to znamo ne postoji bijek-
cija me|u domenima ovih modela.

Bijekcija me|u domenima modela (N, <) i (Z, <) postoji, ali nijedna od wih

ne mo`e biti izomorfizam. Ovo jednostavno pokazujemo, primenom prethodne leme,

kada uo~imo re~enicu koja je ta~na u jednom modelu i nije ta~na u drugom. Na primer,

(Z, <) |= ∀x∃y (y < x), ali (N, <) ̸|= ∀x∃y (y < x). Dakle, (Z, <) ̸∼= (N, <).
Modeli (R, <) i ((0, 1), <) jesu izomorfni. Funkcija f : R→ (0, 1), definisana

sa f(x) =
1

2
+

1

π
arctg x, x ∈ R, jeste bijekcija i va`i: x < y akko f(x) < f(y). Dakle,

f : (R, <) ∼= ((0, 1), <). ◃

Vaqane formule

U uvodnom primeru 1 (strana 95) ve} smo nagovestili zna~aj re~enica koje

su ta~ne u bilo kom modelu odgovaraju}eg jezika.

Definicija 9. Formula α ∈ ForL je vaqana ako za svaki model M i svaku

valuaciju µ : Var → M va`i M |= α[µ]. Specijalno, re~enica σ ∈ SentL je

vaqana ({to }e biti i najva`niji slu~ajevi vaqanih formula) ako je ta~na u

svakom modelu jezika L.

39Teorija modelaM jezika L jeste teorija Th(M) = {σ ∈ SentL | M |= σ}.
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Obrazlo`imo najpre komentar naveden u zagradi u prethodnoj defini-

ciji, tj. razloge zbog kojih ne moramo razmatrati vaqane formule ve}

pa`wu mo`emo usmeriti samo na vaqane re~enice. Ako je α(x1, . . . , xn)
vaqana formula, onda je to i weno univerzalno zatvorewe, tj. re~enica

∀x1 . . .∀xnα(x1, . . . , xn). Da bismo se u to uverili, pretpostavimo da je

formula α vaqana i doka`imo da je tada vaqana i formula ∀xα, gde je x
proizvoqna promenqiva, odakle }e o~igleno slediti navedena tvrdwa.

Neka je M proizvoqan model odgovaraju}eg jezika i µ : Var → M proiz-

voqna valuacija. Po{to je α vaqana formula, imamo da za svako a ∈M va`i

M |= α[µ(x/a)], jer M |= α[ν], za svaku valuaciju ν, pa specijalno i za valu-
acije µ(x/a), a ∈ M . Prema definiciji relacije zadovoqewa (tj. funkcije

koja dodequje istinitosne vrednosti formulama), iz M |= α[µ(x/a)], za sve
a ∈M , sledi daM |= α[µ]. Va`i i obrnuto, ako je ∀xα vaqana formula, onda
je vaqana i formula α. Ako proizvoqno izaberemo model M i valuaciju

µ : Var→M , tada }e izM |= ∀xα[µ], slediti daM |= α[µ(x/a)], za bilo koje
a ∈M , pa specijalno i za a = µ(x), {to zna~i da }e biti iM |= α[µ].

Na`alost, za razliku od iskaznih formula, ne postoji univerzalni pos-

tupak pomo}u kojeg bismo mogli da ispitamo vaqanost bilo koje formule

logike prvog reda. Neke op{te zakqu~ke ipak mo`emo da izvedemo.

Instance iskaznih tautologija. Sve formule logike prvog reda koje su in-

stance iskaznih tautologija sigurno su vaqane. Pod instancom tautologije

podrazumevamo formulu koja se dobija zamenom svih iskaznih slova nekim

formulama prvog reda pri ~emu naravno ista slova mewamo istim formu-

lama. Svaka tautologija ima neograni~eno mnogo instanci. Na primer,

instance tautologije p ⇒ (q ⇒ p) su formule α ⇒ (β ⇒ α), za bilo koje

α, β ∈ ForL. Nije te{ko uo~iti da su instance tautologija zaista vaqane.

Neka je τ(p1, . . . , pn) tautologija i τ formula dobijena tako {to su slova

p1, . . . , pn redom zamewena formulama α1, . . . , αn ∈ ForL. Tada }e za proizvo-
qan modelM i bilo koju valuaciju µ va`iti τM[µ] = v̂(τ), gde je v̂ valuacija
iskaznih slova takva da je v(pi) = αM

i [µ], i = 1, . . . , n, odakle sledi `eqeno

tvr|ewe.

Postoji dosta vaqanih formula koje nisu instance iskaznih tautologija.

Navodimo neke od najjednostavnijih.

Univerzalni kvantor i konjunkcija / Egzistencijalni kvantor i disjunkcija.

Da se univerzalni kvantifikator �lepo sla`e� sa konjunkcijom, a egzisten-

cijalni sa disjunkcijom, pokazuju naredne dve vaqane formule (za bilo koje

α, β ∈ ForL).

∀x(α ∧ β)⇔ ∀xα ∧ ∀xβ i ∃x(α ∨ β)⇔ ∃xα ∨ ∃xβ
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U vaqanost prve formule jednostavno se uveravamo:

(∀x(α ∧ β))M [µ] = min
a∈M

(α ∧ β)M[µ(x/a)]

= min
a∈M

min{αM[µ(x/a)], βM[µ(x/a)]}

= min{min
a∈M

αM[µ(x/a)],min
a∈M

βM[µ(x/a)]}

= min{(∀xα)M[µ], (∀xβ)M[µ]}
= (∀xα ∧ ∀xβ)M[µ]

Na potpuno analogan na~in proveravamo i vaqanost druge formule.

Univerzalni kvantor i disjunkcija / Egzistencijalni kvantor i konjunkcija.

Univerzalni kvantifikator se samo �delimi~no sla`e� sa disjunkcijom, a

egzistencijani sa konjunkcijom. Slede}e formule su vaqane (α, β ∈ ForL):

∀x(α ∨ β)⇐ ∀xα ∨ ∀xβ i ∃x(α ∧ β)⇒ ∃xα ∧ ∃xβ.

(∀x(α ∨ β))M [µ] = min
a∈M

(α ∨ β)M[µ(x/a)]

= min
a∈M

max{αM[µ(x/a)], βM[µ(x/a)]}

> max{min
a∈M

αM[µ(x/a)],min
a∈M

βM[µ(x/a)]}

= max{(∀xα)M[µ], (∀xβ)M[µ]}
= (∀xα ∨ ∀xβ)M[µ]

Da obrnute implikacije navedenih formula nisu vaqane jednostavno po-

kazujemo. Izaberimo, na primer jezik koji sadr`i dva unarna relacijska

simbola U i V i interpretirajmo ih na skupu prirodnih brojeva N: UN =
2N = {0, 2, 4, . . .} i V N = 2N+ 1 = {1, 3, 5, . . .}. TadaN |= ∀x(U(x) ∨ V (x)),
ali N ̸|= ∀xU(x) ∨ ∀xV (x), tj. N ̸|= ∀x(U(x) ∨ V (x)) ⇒ ∀xU(x) ∨ ∀xV (x).
Tako|e,N ̸|= ∃xU(x) ∧ ∃xV (x)⇒ ∃x(U(x) ∧ V (x)).

Ukoliko x nije slobodna promenqiva formule α, onda su vaqane i for-
mule ∀x(α ∨ β)⇔ α ∨ ∀xβ i ∃x(α ∧ β)⇔ α ∧ ∃xβ.
Dva uzastopna kvantora. Dva kvantifikatora iste vrste mogu zameniti mesta.

Vaqane su slede}e formule ∀x∀yα ⇔ ∀y∀xα i ∃x∃yα ⇔ ∃y∃xα, za bilo koju
formuluα. Za bilo kojeα vaqana je i slede}a formula ∃x∀yα⇒ ∀y∃xα. Obr-
nuta implikacija nije vaqana. Na primer, ako binarni relacijski simbol R
interpretiramo na skupu prirodnih brojeva N kao strogo ure|ewe, RN =<,
ondaN ̸|= ∀y∃xR(x, y)⇒ ∃x∀yR(x, y)
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DeMorganovi zakoni za kvantore. Vaqane su slede}e re~enice ¬∀xα⇔ ∃x¬α
i ¬∃xα⇔ ∀x¬α.

(¬∀xα)M [µ] = 1− min
a∈M

αM[µ(x/a)] = max
a∈M

(1− αM[µ(x/a)])

= max
a∈M

(¬αM[µ(x/a)])

= (∃x¬α)M[µ]

Zamena promenqive termom. Posebnu pa`wu zaslu`uje slede}a ~iwenica: ako

je t zatvoren izraz nekog jezika i α formula istog jezika, onda je formula

∀xα⇒ α(x/t) vaqana, pri ~emu je α(x/t) formula dobijena iz α tako {to su

sva slobodna pojavqivawa promenqive x zamewena izrazom t. Naime, za bilo
koji modelM i valuaciju µ va`i:

(∀xα)M[µ] = min
a∈M

αM[µ(x/a)] 6 αM[µ(x/tM[µ])]
(∗)
=α(x/t)M[µ].

Dokaz jednakosti (∗) prepu{tamo ~itaocima. Prirodno je zapitati se da li
}e formula ∀xα⇒ α(x/t) biti vaqana za bilo koji izraz (koji ne mora biti
zatvoren). Negativan odgovor daje slede}i jednostavan primer na jeziku koji

sadr`i jedan binarni relacijski simbol <. Neka je α formula ∃y (x < y)
(pa je ∀xα formula ∀x∃y (x < y)) i t promenqiva y. Tada je α(x/t) formula
∃y (y < y). Ako < interpretiramo u skupu prirodnih brojeva N kao strogo

ure|ewe, tada N |= ∀x∃y (x < y) i N ̸|= ∃y (y < y), tj. N |= ∀xα, ali
N ̸|= α(x/t). Ve} na prvi pogled vidimo da je problem to {to je nakon zamene

promenqive x sa y u formuli α(x/y) promenqiva y postala vezana. Ukoliko
se to ne dogodi, problemi nestaju. Zaista, ako je α′ formula ∃z (x < z) i
t promenqiva y, tada je α′(x/t) formula ∃z (y < z). Iz ta~nosti re~enice

∀x∃z (x < z) u nekommodelu, sledi ta~nost formule ∃z (y < z) u istommodelu
za bilo koju valuaciju. Ako primetimo da se ne razlikuju zna~ewa formula

∀x∃y (x < y) i ∀x∃z (x < z) u bilo kom modelu, onda jednostavno nalazimo

re{ewe pomenutih problema koje se zasniva na slede}im op{tim ~iwenicama:

1. ako je formula α′ varijanta formule α, tj. ako se α′ dobija preimeno-
vawem svih vezanih pojavqivawa neke promenqive u formuli α novom

promenqivom koja se ne pojavquje (ni slobodno ni vezano) u α, onda je
formula α′ ⇔ α vaqana;

2. ako nakon zamene svih slobodnih pojavqivawa promenqive x u formuli
α izrazom t, nijedna promenqiva izraza t nije postala vezana, onda je
formula ∀xα⇒ α(x/t) vaqana.
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Kqu~ni korak u opravdavawu druge tvrdwe jeste dokaz da pod uvedenim pret-

postavkama va`i jednakost αM[µ(x/tM[µ])] = α(x/t)M[µ], za bilo koji model
M i valuaciju µ.

Da bismo izbegli nepotrebno optere}ivawe teksta usvajamo slede}e do-

govor: za formulu α, promenqivu x i izraz t, formula α[x/t] ozna~ava
bilo koju od formula α′(x/t), gde je α′ varijanta formule α dobijena pre-

imenovawem svih vezanih pojavqivawa neke promenqive u formuli α novom

promenqivom koja se ne pojavquje (ni slobodno ni vezano) u α niti se po-

javquje u izrazu t. Dakle, ∀xα⇒ α[x/t] je vaqana formula.

Preneks normalna forma

U prethodnom poglavqu, videli smo da normalne forme iskaznih formula

(strana 51) mogu biti veoma korisne. Transformacije iskaznih formula u

neku normalnu formu obavqali smo oslawaju}i se na semanti~ku ekvivalent-

nost iskaznih formula. Ovu vrstu ekvivalentnosti prirodno prenosimo i

na formule logike prvog reda.

Formule α i β nekog jezika L jesu semanti~ki ekvivalentne, u oznaci

α ≡ β ako je |= α ⇔ β. Neke od vaqanih formula koje smo do sada uo~ili

govore upravo o semanti~koj ekvivalentnosti odre|enih formula:

• ∀x(α ∧ β) ≡ ∀xα ∧ ∀xβ i ∃x(α ∨ β) ≡ ∃xα ∨ ∃xβ,

• ∀x(α ∨ β) ≡ α ∨ ∀xβ i ∃x(α ∧ β) ≡ α ∧ ∃xβ, ako x nije slobodna

promenqiva formule α,

• ¬∀xα ≡ ∃x¬α i ¬∃xα ≡ ∀x¬α;

• ∀xα ≡ ∀yα[x/y] i ∃xα ≡ ∃yα[x/y].

Ove ekvivalencije zajedno sa nekim koje smo ve} koristili u iskaznoj

logici, omogu}avaju nam da sve kvantifikatore neke formule �izvu~emo

napred� tj. da formulu transformi{emo u tzv. preneks normalnu formu.

Definicija 10. Formula α je u preneks normalnoj formi ukoliko je oblika

Q1x1 . . . Qnxnθ, gde je svaki Qi neki kvantifikator, a θ je formula bez kvan-
tifikatora (Q1x1 . . . Qnxn se naziva prefiks formule α). Prefiks mo`e

biti prazan, pa se i svaka formula bez kvantifikatora smatra formulom u

preneks normalnoj formi.

Lema 3. Svaka formula je ekvivalentna formuli koja je u preneks normalnoj

formi.
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Dokaz leme skicira}emo u narednom primeru.

PRIMER 13. Neka je RelL = {R,S}, ar(R) = ar(S) = 2. Transformi{imo formulu
¬∃x¬(∃yR(x, y)⇒ ∃yS(x, y)) u preneks normalnu formu.
¬∃x¬(∃yR(x, y)⇒ ∃yS(x, y))

≡ ¬∃x¬(¬∃yR(x, y) ∨ ∃yS(x, y)) 1. Eliminisati veznike⇒ i⇔

≡ ∀x¬¬(¬∃yR(x, y) ∨ ∃yS(x, y))
≡ ∀x(¬∃yR(x, y) ∨ ∃yS(x, y))
≡ ∀x(∀y¬R(x, y) ∨ ∃yS(x, y))

2. Primewivati DeMorganove zakone (za vez-

nike i kvantifikatore) uz eliminaciju dvoj-

nih negacija dok god se negacije �ne spuste�

do atomi~nih formula
≡ ∀x∀y(¬R(x, y) ∨ ∃yS(x, y))
≡ ∀x∀y(¬R(x, y) ∨ ∃zS(x, z))
≡ ∀x∀y∃z(¬R(x, y) ∨ S(x, z))

3. Izvla~iti kvantifikatore napred uz pre-

imenovawe vezanih promenqivih kada je to

potrebno.

Nije te{ko uo~iti da se data formula mo`e transformisati i u slede}i preneks

oblik ∀x∃y∀z(¬R(x, z) ∨ S(x, y)), pa zakqu~ujemo da jedna formula mo`e da ima

vi{e preneks formi. Pored toga, formula u preneks formi mo`e biti ekvivalentna

sintaksno razli~itim formulama. ◃
PRIMER 14. Preneks normalna forma neke formule mo`e biti posebno korisna

prilikom nala`ewa modela te formule.

Posmatrajmo formulu iz prethodnog primera ¬∃x¬(∃yR(x, y) ⇒ ∃yS(x, y)).
Umesto da tragamo za modelom ove formule, mnogo je jednostavnije potra`iti model

wene preneks normalne forme ∀x∀y∃z(¬R(x, y)∨ S(x, z)). Dakle, treba da odredimo
neki skupM i na wemu dve binarne relacijeRM i SM, tako da za svaka dva elementa

x, y ∈M postoji neki z ∈M takav da izRM(x, y) sledi daSM(x, z). Ovo }emo najjed-
nostavnije posti}i, ako najpre defini{emo jednu pomo}nufunkciju f :M×M →M ,

koja za svaki par elemenata (x, y) ∈M2 odre|uje `eqeni element f(x, y). Tada, kako
god da defini{emo relaciju RM, mo`emo uzeti da je SM = {(x, f(x, y)) | RM(x, y)}.
Na primer, ako jeM = {a, b}, f :M ×M →M je definisana sa

f a b
a a b
b b a

i RM = {(a, a), (b, a)}, onda ako uzmemo da je SM = {(a, a), (b, b)}, zakqu~ujemo da

(M,RM, SM) |= ¬∃x¬(∃yR(x, y)⇒ ∃yS(x, y)).
Opisanim postupkom jednostavno nalazimo i kontramodel date formule, tj.

model formule ∃x∃y∀z(R(x, y) ∧ ¬S(x, z)). Nije te{ko uo~iti da domen tra`enog

modelaM treba da sadr`i neka dva elementa a i b, takva da jeRM(a, b), ali da SM ne

sadr`i nijedan par ~ija je prva koordinata a. Ostavqamo ~itaocu da navede primer
ovakvog modela. ◃

Semanti~ka posledica

Pojam semanti~keposledice za logikuprvogreda uvodimopotpunoanalogno

kao u slu~aju iskazne logike.
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Definicija 11. Ako je Γ neki skup formula i α formula jezika L, ka`emo da

je α semanti~ka posledica skupa Γ, u oznaci Γ |= α, ako za svaki model M
jezika L i svaku valuaciju µ : Var→M ,

izM |= γ[µ], za svako γ ∈ Γ, sledi daM |= α[µ].

Umesto ∅ |= α pi{emo |= α.

Primetimo da |= α zapravo zna~i da je α vaqana formula. Kao {to se

i o~ekuje, najzanimqiviji }e nam biti slu~ajevi kada je Γ skup re~enica i α
neka re~enica istog jezika.

PRIMER 15. Setimo se da je grupa svaka struktura G = (G, ∗,−1, e) koja je model
teorije grupa TGR. Posmatrajmo tvr|ewe

U svakoj grupi va`i desni zakon kancelacije (skra}ivawa).

Desni zakon kancelacije, na jeziku teorije grupa, mo`emo izraziti slede}om re~eni-

com ∀x∀y∀z(x ∗ z = y ∗ z ⇒ x = y), koju }emo ozna~iti sa σ. Uz ove oznake, TGR |= σ
ka`e isto {to i navedeno tvr|ewe. Uobi~ajen dokaz te~e ovako.

Neka je (G, ∗,−1, e) proizvoqna grupa (model za TGR).

1. Izaberimo proizvoqne elemente x, y, z iz G, takve da je x ∗ z = y ∗ z.
Tada je

2. (x ∗ z) ∗ z−1 = (y ∗ z) ∗ z−1, [dobra definisanost operacije ∗ ]
3. x ∗ (z ∗ z−1) = y ∗ (z ∗ z−1), [iz prethodnog prema zakonu asocijativnosti]

4. x ∗ e = y ∗ e, [iz prethodnog jer je z ∗ z−1 = e]

5. x = y, [iz prethodnog jer je x ∗ e = x i y ∗ e = y]

6. ∀x∀y∀z(x ∗ z = y ∗ z ⇒ x = y). [jer su x, y, z proizvoqni elementi]
◃

Sve osobine semanti~ke posledice navedene u lemi 1 za iskaznu logiku

va`e i u slu~aju logike prvog reda, pa ih ovom prilikom ne}emo ni navoditi.

Tako|e va`i i teorema kompaktnosti. Kao i u slu~aju iskazne logike, re~ je o

veoma va`noj teoremi sa brojnim primenama.

Teorema kompaktnosti

Teorema 1. [Teorema kompaktnosti] Ako svaki kona~an podskup neke teorije

ima model, onda i ta teorija ima model.

IDEJA DOKAZA. Dokaz }emo sprovesti pod pretpostavkom da je odgovaraju}i

jezik L prebrojiv, pa je samim tim i skup formula prebrojiv. Neka je Γ
proizvoqna teorija na prebrojivom jeziku. Po{to je tada skup Γ prebrojiv,

sve re~enice iz Γ mo`emo pore|ati u niz: γ0, γ1, γ2, . . .. Ako svaki kona~an
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podskupodΓimamodel, onda za svakiprirodanbrojnpostojimodelMn takav

daMn |= {γ0, . . . , γn}. Dobijeni niz modelaMn, n ∈ N mo`emo shvatiti kao

niz sve boqih aproksimacija tra`enog modela teorije Γ, jer pove}avawem

indeksa n modeli Mn zadovoqavaju sve vi{e re~enica teorije Γ. Mnogo

je va`nije primetiti da svaka re~enica iz Γ va`i u skoro svim modelima

navedenog niza, tj. u svim osim eventualno u kona~no mnogo wih (Mn |= γk,
za n > k, dok γk ne mora va`iti u modelima Mn za n < k). Zapravo, model
teorije Γ bi}e u odre|enom smislu grani~na vrednost niza modelaMn, n ∈ N.

Da bismo {to jednostavnije objasnili ideju konstrukcije modela teorije

Γ, zamislimo da je za svaki model Mn, n ∈ N, zadu`ena po jedna osoba koja

samo u svom modelu proverava (ne)istinitost re~enica jezika L i daje nam

odgovor da ili ne na pitawe da li je ta~na neka odre|ena re~enica. Kada

svima postavimo isto pitawe pomenutog oblika, svaka osoba na svoj na~in

interpretira simbole polaznog jezika (pa time i druga~ije razume na{e pi-

tawe), proverava istinitost te re~enice u svom modelu i saop{tava nam odgo-

varaju}i odgovor40. Naravno, mo`emo pitati i da li je ta~na neka formula sa

slobodnim promenqivama, pri ~emu svakoj osobi tada moramo precizirati

koje vrednosti iz domena svog modela treba da dodeli tim promenqivama.

Kako domeni modela mogu biti razli~iti, ako `elimo svima istovremeno da

preciziramo koju vrednost treba dodeliti nekoj promenqivoj, potrebno je da

zadamo niz f : N →
∪

n∈NMn takav da f(n) ∈ Mn, n ∈ N, pri ~emu }e osoba
zadu`ena za Mn uzimati u obzir samo ~lan f(n). Kao {to je i o~ekivano,

na svako pitawe (pomenute vrste) mo`emo dobiti razli~ite odgovore, pa uz-

imaju}i ih sve u obzir, formiramo binarni niz r : N → {0, 1}, pri ~emu

r(n) = 1 zna~i da je osoba zadu`ena za Mn dala odgovor da, a r(n) = 0 da

je ta osoba dala odgovor ne. Ispostavqa se da ukoliko �profiltriramo�

sve odgovore, tj. usvojimo dobru strategiju tuma~ewa odgovora, strategiju

pomo}u koje bismo na osnovu niza da�ne odgovora birali odgovor �ve}ine�,

onda mo`emo smatrati da imamo svojevrstan model polazne teorije. [ta

zna~i ve}ina precizira}emo tako {to }emo uvesti kolekciju velikih pod-

skupova od N. Naime, kolekciju U podskupova od N smatra}emo kolekcijom

velikih podskupova od N ukoliko va`e slede}a svojstva:

1. N ∈ U, tj. N je veliki podskup od N;

2. ako je V ⊆ X i V ∈ U, onda X ∈ U, tj. nadskup velikog skupa je veliki

skup;

40Na primer, ako polazni jezik sadr`i binarni relacijski simbolR svim osobama mo`emo

postaviti pitawe da li je ta~no ∀x∃yR(x, y). Osoba koja je zadu`ena za Mn proverava}e da

li za svaki x ∈ Mn postoji y ∈ Mn takav da je RMn(x, y).
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3. ako U ∈ U i V ∈ U, onda U ∩ V ∈ U, tj. presek dva velika skupa jeste

veliki skup;

4. za svaki skup X ⊆ N, ili X ∈ U ili Xc ∈ U i oba nisu u U, tj. bilo

koji podskup od N ili je veliki ili je wegov komplement veliki, i pri

tome oba ne mogu istovremeno biti veliki;

5. ako je K ⊆ N bilo koji kona~an skup i U ∈ U, onda U \K ∈ U, tj. ako

iz velikog skupa izbacimo kona~no mnogo elemenata, dobijeni skup je i

daqe veliki.

Navedene zahteve nije te{ko opravdati u kontekstu za koji su nama potrebni

veliki skupovi. A kontekst je slede}i: ako je r : N → {0, 1} niz odgovora
koje smo dobili na neko pitawe, onda je potrebno da izmerimo �veli~inu�

skupova D = {n ∈ N | r(n) = 1} i N = {n ∈ N | r(n) = 0}, tj. da ispitamo
da li D ∈ U ili N ∈ U, ~ime odre|ujemo odgovor ve}ine � nazovimo ga

relevantnim odgovorom. Relevantan odgovor je �da� ako D ∈ U, odnosno

�ne� ako N ∈ U. Uslov 1 zna~i da ukoliko za sve Mn, n ∈ N, dobijemo isti
odgovor, onda taj odgovor prihvatamo kao relevantan. Drugi uslov je tako|e

prirodan i veoma je blizak sa modus ponensom. Tre}i uslov mo`emo tuma~iti

i na slede}i na~in: ako smo prihvatili kao potvrdne odgovore na neka dva

pitawa, onda moramo prihvatiti kao potvrdan odgovor na konjunkciju tih

pitawa. ^etvrti uslov omogu}ava da kakav god niz odgovora da dobijemo uvek

mo`emo da izdvojimo relevantan odgovor. Peti uslov ka`e da kona~no mnogo

odgovora ne mo`e uticati na relevantan odgovor.

Da postoji kolekcija podskupova odN takva da va`e uslovi 1�5 pokaza}emo
kasnije (lema 4)41. Pre toga ukratko opisujemo kako dobijamo model teorije

Γ. Uzimaju}i u obzir to da svakoj promenqivoj dodequjemo jednu funkciju

f : N →
∪

n∈NMn takvu da f(n) ∈ Mn, n ∈ N, prirodno je da izgradwu

`eqenog modela zapo~enemo skupom M svih ovakvih funkcija. Daqe, ako

svim osobama postavimo pitawe da li su neka dva elementa f, g ∈M jednaka42,

svaka osoba }e u svom modelu Mn proveravati da li je f(n) = g(n). Za nas
su f i g jednaki ako {n ∈ N | f(n) = g(n)} ∈ U. Dakle, iako f i g ne moraju
biti zaista jednaki, mi ih smatramo jednakim na osnovu dobijenih odgovora.

Ovo nas daqe dovodi do toga da elemente skupa M identifikujemo u skladu

sa skupom U. Pomenuto izjedna~avawe nizova iz M uvodimo definicijom

relacije ekvivalencije ∼ na slede}i na~in:

f ≡U g akko {n ∈ N | f(n) = g(n)} ∈ U.

41Re~ je o jednoj vrsti ultrafiltera Bulove algebre nad P(N).
42Pitawe da li su elementi f, g ∈ M jednaki isto je kao pitawe da li je ta~na formula

x = y za valuaciju x 7→ f , y 7→ g.
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Ako sa ⟨f⟩ ozna~imo klasu ekvivalencije odre|enu elementom f ∈ M , imamo

da je

(∗) ⟨f⟩ = ⟨g⟩ akko {n ∈ N | f(n) = g(n)} ∈ U.

Na skupuM∗ =M/ ≡U, svih klasa ekvivalencije, gradimo `eqeni model, tj.

interpretiramo odgovaraju}i jezik. Relacijski simbolR ∈ RelL, ar(R) = m,

interpretiramo po uzoru na (∗):

RM∗
(⟨f1⟩, . . . , ⟨fm⟩) akko {n ∈ N | RMn(f1(n), . . . , fm(n))} ∈ U.

Funkcijski simbol F ∈ FunL, ar(F ) = m, interpretiramo na slede}i na~in:

ako ⟨f1⟩, . . . , ⟨fm⟩ ∈ M∗, onda je vrednost FM∗
(⟨f1⟩, . . . , ⟨fm⟩) jednaka klasi

ekvivalencije odre|enoj nizom n 7→ FMn(f1(n), . . . , fm(n)), {to }emo kra}e
zapisivati FM∗

(⟨f1⟩, . . . , ⟨fm⟩) = ⟨FMn(f1(n), . . . , fm(n))⟩. Najzad, simbol
konstante c ∈ ConstL interpretiramo kao klasu ekvivalencije niza n 7→ cMn ,

tj. cM
∗
= ⟨cMn⟩. Ovako dobijeni model jeste model polazne teorije Γ.

Mnogo je tvrdwi u prethodnom izlagawu koje nismo dokazali. U nastavku

}emo dokazivati postepeno sve {to je propu{teno, ali pre toga navodimo

jedan primer.

PRIMER 16. Posmatrajmo jezik ure|enih poqa pro{iren jednim novim simbolom

konstante L = {6,+,−, ·, 0, 1, c} i slede}u teoriju na ovom jeziku:

Γ = TFO ∪ {c+ c < 1, c+ c+ c < 1, c+ c+ c+ c < 1, c+ c+ c+ c+ c < 1, . . .},

pri ~emu je TFO teorija ure|enih poqa43. Posmatrajmo sada niz modelaMn = (Q,6
,+,−, ·, 0, 1, 1/(n + 1)), n ∈ N, pri ~emu su u svakom modelu simboli 6,+,−, ·, 0, 1
interpretirani na skupu racionalnih brojeva Q na uobi~ajeni na~in, dok je sim-

bol konstante c u svakom modelu razli~ito interpretiran: cMn =
1

n+ 1
, n ∈ N.

Primetimo da niz Mn, n ∈ N, �postepeno� zadovoqava sve vi{e re~enica teorije

Γ. Izgradimo, na gore opisani na~in, modelM∗ koji }e zadovoqavati sve re~enice

skupa Γ. Kako je skup Q domen svakog modela datog niza, unija svih domena je tako|e

Q. Neka je U neka kolekcija podskupova od N takva da va`e uslovi 1�5. @eqeni

model }e bitiM∗ = QN/U, gde je QN skup svih nizova racionalnih brojeva. DaM∗

zadovoqava sve formule iz TFO prepu{tamo ~itaocima da obrazlo`e nakon na{eg

obrazlo`ewa za{to su zadovoqene ostale re~enice skupa Γ. Na primer, na pitawe
da li je ta~na re~enica c + c + c + c < 1, sve osobe zadu`ene za modele Mn, n ∈ N,
ra~una}e zbir c+ c+ c+ c na svoj na~in:

⟨1
2
+

1

2
+

1

2
+

1

2
,
1

3
+

1

3
+

1

3
+

1

3
,
1

4
+

1

4
+

1

4
+

1

4
,
1

5
+

1

5
+

1

5
+

1

5
, . . .⟩,

43Formula c+ c < 1 je skra}ewe formule c+ c 6 1 ∧ ¬ c+ c = 0, i sli~no za ostale.
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a zatim }e ispitivati da li su dobijeni zbirovi mawi od 1:

⟨2, 4
3
, 1,

4

5
,
2

3
,
4

7
,
1

2
, . . .⟩

?
< ⟨1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, . . .⟩,

i dati odgovaraju}e odgovore:

(ne, ne, ne, da, da, da, da, . . .).

Mi }emo kao relevantan odgovor prihvatiti da, jer su, osim prva tri, svi ostali

odgovori potvrdni. Dakle, re~enica c + c + c + c < 1 va`i u M∗ (podse}amo da je

1M
∗
= ⟨1, 1, 1, 1, . . .⟩ i cM∗

= ⟨ 12 ,
1
3 ,

1
4 ,

1
5 , . . .⟩). Nije te{ko zakqu~iti da }e modelM

∗

zapravo zadovoqavati svaku re~enicu c+ · · ·+ c︸ ︷︷ ︸
n puta

< 1, n > 2. ◃

Slede obe}ani dokazi svih tvrdwi navedenih u izlagawu ideje dokaza

teoreme kompaktnosti.

Lema 4. Postoji kolekcija U podskupova od N takva da va`e uslovi 1�5.

DOKAZ. Neka je F kolekcija svih kokona~nih podskupova od N, tj. podskupova
~iji su komplementi kona~ni: F = {X ∈ P(N) | N \X je kona~an skup}. Nije
te{ko proveriti da ovaj skup ima svojstvo kona~nog preseka. Zaista, ako su

F1, . . . , Fn ∈ F proizvoqni, tada je F1∩· · ·∩Fn = N\((N\F1)∪· · ·∪(N\Fn)),
pa kako je skup (N \ F1) ∪ · · · ∪ (N \ Fn) kona~an, skup F1 ∩ · · · ∩ Fn mora biti

neprazan. Prema teoremi o ultrafilteru (strana 30), u Bulovoj algebri

(P(N),∪,∩, c, ∅,N) postoji ultrafilter U koji sadr`i F. Dakle, U zadovo-

qava uslove 1�4. Ostaje jo{ da proverimo da U zadovoqava uslov 5. Neka je

K ⊆ N proizvoqan kona~an podskup i U ∈ U. Tada Kc ∈ F ⊆ U, pa prema

uslovu 3 sledi da U \K = U ∩Kc ∈ U.

Definicija 12. Kolekcija podskupova odN koja zadovoqava uslove 1�5 naziva

se neglavni ultrafilter nad N.

U opisanoj konstrukciji modela teorije Γ po{li smo od skupa M koji

sadr`i samo funkcije f : N →
∪

n∈NMn takve da f(n) ∈ Mn, n ∈ N. Ovaj

skup se naziva i (uop{teni) Dekartov proizvod i obele`ava se sa
∏

n∈NMn.

Zatim je na ovom skupu definisana relacija ≡U na slede}i na~in:

f ≡U g akko {n ∈ N | f(n) = g(n)} ∈ U,

gde je U neki neglavni ultrafilter nad N.

Lema 5. Relacija ≡U skupa
∏

n∈NMn je relacija ekvivalencije.
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DOKAZ. (R) Za svako f ∈
∏

n∈NMn, va`i {n ∈ N | f(n) = f(n)} = N ∈ U,

odakle sledi da je f ≡U f .
(S) Neka je f ≡U g, za neke f, g ∈

∏
n∈NMn. Tada {n ∈ N | f(n) = g(n)} ∈ U,

a kako je {n ∈ N | f(n) = g(n)} = {n ∈ N | g(n) = f(n)}, zakqu~ujemo da

{n ∈ N | g(n) = f(n)} ∈ U, odnosno g ≡U f .
(T) Pretpostavimo da je f ≡U g i g ≡U h, za neke f, g, h ∈

∏
n∈NMn. Tada

je X = {n ∈ N | f(n) = g(n)} ∈ U i Y = {n ∈ N | g(n) = h(n)} ∈ U.

Kako je X ∩ Y ∈ U i X ∩ Y ⊆ {n ∈ N | f(n) = h(n)}, zakqu~ujemo da

{n ∈ N | f(n) = h(n)} ∈ U, tj. f ≡U h.
Na koli~ni~kom skupu M∗ =

∏
n∈NMn/ ≡U, ili kra}e zapisano M∗ =∏

UMn, jezik L interpretiran je na slede}i na~in:

• ako R ∈ RelL, ar(R) = m, onda

RM∗
(⟨f1⟩, . . . , ⟨fm⟩) akko {n ∈ N | RMn(f1(n), . . . , fm(n))} ∈ U.

• ako F ∈ FunL, ar(F ) = m, onda

FM∗
(⟨f1⟩, . . . , ⟨fm⟩) = ⟨FMn(f1(n), . . . , fm(n))⟩,

pri ~emu je ⟨FMn(f1(n), . . . , fm(n))⟩ klasa ekvivalencije odre|ena ni-
zom n 7→ FMn(f1(n), . . . , fm(n)).

• ako c ∈ ConstL, onda je c
M∗

= ⟨cMn⟩, pri ~emu je ⟨cMn⟩ klasa ekviva-
lencije odre|ena nizom n 7→ cMn .

Lema 6. Interpretacije relacijskih i funkcijskih simbola jezikaL na skupu

M∗ dobro su definisane.

DOKAZ. Dobra definisanost interpretacija relacijskih i funkcijskih sim-

bola zna~i da:

1) iz ⟨f1⟩ = ⟨g1⟩, . . . , ⟨fm⟩ = ⟨gm⟩ sledi

RM∗
(⟨f1⟩, . . . , ⟨fm⟩) akko RM∗

(⟨g1⟩, . . . , ⟨gm⟩),

2) iz ⟨f1⟩ = ⟨g1⟩, . . . , ⟨fm⟩ = ⟨gm⟩ sledi

FM∗
(⟨f1⟩, . . . , ⟨fm⟩) = FM∗

(⟨g1⟩, . . . , ⟨gm⟩).

Neka je ⟨f1⟩ = ⟨g1⟩, . . . , ⟨fm⟩ = ⟨gm⟩. Tada je f1 ≡U g1, . . . , fm ≡U gm, {to
zna~i daXi = {n ∈ N | f(n) = g(n)} ∈ U, i = 1, . . . ,m, pa iX1∩· · ·∩Xm ∈ U.
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Doka`imo ekvivalenciju iz 1. Pretpostavimo da RM∗
(⟨f1⟩, . . . , ⟨fm⟩).

Tada X = {n ∈ N | RMn(f1(n), . . . , fm(n))} ∈ U, pa X ∩X1 ∩ · · · ∩Xm ∈ U.

Ako n ∈ X ∩X1∩· · ·∩Xm, imamo da jeR
Mn(f1(n), . . . , fm(n)), f1(n) = g1(n),

. . . , fm(n) = gm(n), pa va`i i RMn(g1(n), . . . , gm(n)). Dakle,

X ∩X1 ∩ · · · ∩Xm ⊆ {n ∈ N | RMn(g1(n), . . . , gm(n))},

pa {n ∈ N | RMn(g1(n), . . . , gm(n))} ∈ U, tj. RM∗
(⟨g1⟩, . . . , ⟨gm⟩). Analogno

se dokazuje da iz RM∗
(⟨g1⟩, . . . , ⟨gm⟩) sledi RM∗

(⟨f1⟩, . . . , ⟨fm⟩).
Doka`imo jednakost iz 2. Ako n ∈ X1 ∩ · · · ∩Xm, onda je f1(n) = g1(n),

. . . , fm(n) = gm(n), pa je i FMn(f1(n), . . . , fm(n)) = FMn(g1(n), . . . , gm(n)).
Dakle,

X1 ∩ · · · ∩Xm ⊆ {n ∈ N | FMn(f1(n), . . . , fm(n)) = FMn(g1(n), . . . , gm(n))},

odakle sledi da

{n ∈ N | FMn(f1(n), . . . , fm(n)) = FMn(g1(n), . . . , gm(n))} ∈ U,

tj. ⟨FMn(f1(n), . . . , fm(n))⟩ = ⟨FMn(g1(n), . . . , gm(n))⟩. Dakle,

FM∗
(⟨f1⟩, . . . , ⟨fm⟩) = FM∗

(⟨g1⟩, . . . , ⟨gm⟩).

Konstruisani model M∗ naziva se ultraproizvod modela Mn, n ∈ N.
Ostaje jo{ da se poka`e da ovaj model zadovoqava `eqenu teoriju. To }e biti

jednostavna posledica slede}eg tvr|ewa poznatog kao Lo{ova lema.

Lema 7. 1. Za svaki term t ∈ TermL i sve f1, . . . , fk ∈ M , pri ~emu je

k = |V (t)|, va`i:

tM
∗
[⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩] = ⟨tMn [f1(n), . . . , fk(n)]⟩.

2. Za svaku formulu α ∈ ForL i sve f1, . . . , fk ∈M , pri ~emu je k = |Fr(α)|,
va`i:

M∗ |= α[⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩] akko {n ∈ N |Mn |= α[f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U.

DOKAZ. 1. Dokaz izvodimo indukcijom po slo`enosti izraza t.
Ako je t promenqiva x, za valuaciju x 7→ ⟨f⟩ ∈M∗, imamo da je tM

∗
[⟨f⟩] =

⟨f⟩ = ⟨tMn [f(n)]⟩, pa tvr|ewe o~igledno va`i. Ako je t simbol konstante c,
onda je tM

∗
= cM

∗
= ⟨cMn⟩ = ⟨tMn⟩, pa i u ovom slu~aju va`i tvr|ewe.
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Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sve izraze slo`enosti mawe od n. Neka
je t izraz slo`enosti n. Tada je t oblika F (t1, . . . , tm), za neko F ∈ FunL,
ar(F ) = m, i neke izraze t1, . . . , tm slo`enosti mawe od n. Neka je k = |V(t)|.
Tada je:

tM
∗
[⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩]

= FM∗
(
tM

∗
1 [⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩], . . . , tM

∗
m [⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩]

)
= FM∗

(
⟨tMn

1 [f1(n), . . . , fk(n)]⟩, . . . , ⟨tMn
m [f1(n), . . . , fk(n)]⟩

)
=

⟨
FMn

(
tMn
1 [f1(n), . . . , fk(n)], . . . , t

Mn
m [f1(n), . . . , fk(n)]

)⟩
= ⟨tMn [f1(n), . . . , fk(n)]⟩

2. Dokaz izvodimo indukcijom po slo`enosti formule φ.
Ako je α atomi~na formula oblika t1 = t2, t1, t2 ∈ TermL:

M∗ |= t1 = t2[⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩]

akko tM
∗

1 [⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩] = tM
∗

2 [⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩]
[prema definiciji relacije zadovoqewa]

akko ⟨tMn
1 [f1(n), . . . , fk(n)]⟩ = ⟨tMn

2 [f1(n), . . . , fk(n)]⟩
[prema tvr|ewu pod 1]

akko {n ∈ N | tMn
1 [f1(n), . . . , fk(n)] = tMn

2 [f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U

[prema definiciji relacije ekvivalencije]
akko {n ∈ N |Mn |= t1 = t2[f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U

[prema definiciji relacije zadovoqewa].

Ako je α atomi~na formula oblika R(t1, . . . , tm), R ∈ RelL, ar(R) = m,

t1, . . . , tm ∈ TermL:

M∗ |= R(t1, . . . , tm)[⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩]

akko RM∗ (
tM

∗
1 [⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩], . . . , tM

∗
m [⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩]

)
[prema definiciji relacije zadovoqewa]

akko RM∗
(
⟨tMn

1 [f1(n), . . . , fk(n)]⟩, . . . , ⟨tMn
m [f1(n), . . . , fk(n)]⟩

)
[prema tvr|ewu pod 1]

akko {n ∈ N | RMn

(
tMn
1 [f1(n), . . . , fk(n)], . . . , t

Mn
m [f1(n), . . . , fk(n)]

)
} ∈ U

[prema definiciji relacije RM∗
]

akko {n ∈ N |Mn |= R(t1, . . . , tm)[f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U

[prema definiciji relacije zadovoqewa].
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Ako je α oblika ¬θ, onda

M∗ |= ¬θ[⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩]
akkoM∗ ̸|= θ[⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩] [prema definiciji relacije zadovoqewa]
akko {n ∈ N |Mn |= θ[f1(n), . . . , fk(n)]} ̸∈ U

[prema induktivnoj pretpostavci]
akko {n ∈ N |Mn ̸|= θ[f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U [X ̸∈ U akko Xc ∈ U]
akko {n ∈ N |Mn |= ¬θ[f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U

[prema definiciji relacije zadovoqewa].

Ako je α oblika φ ∧ ψ, onda

M∗ |= φ ∧ ψ[⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩]
akko M∗ |= φ[⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩] iM∗ |= ψ[⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩]

[prema definiciji relacije zadovoqewa]

akko {n ∈ N |Mn |= φ[f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U

i {n ∈ N |Mn |= ψ[f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U

[prema induktivnoj pretpostavci]

akko {n ∈ N |Mn |= φ[f1(n), . . . , fk(n)]} ∩
∩ {n ∈ N |Mn |= ψ[f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U

[X ∩ Y ∈ U akko X ∈ U i Y ∈ U]

akko {n ∈ N |Mn |= φ[f1(n), . . . , fk(n)] iMn |= ψ[f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U

[prema definiciji preseka dva skupa]

akko {n ∈ N |Mn |= φ ∧ ψ[f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U

[prema definiciji relacije zadovoqewa].

Neka je α oblika ∃xθ(x, x1, . . . , xk).
Pretpostavimo prvo da M∗ |= ∃xθ[⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩]. Tada postoji f ∈ M ,

takav da M∗ |= θ[⟨f⟩, ⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩], pa prema induktivnoj pretpostavci:

{n ∈ N |Mn |= θ[f(n), f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U, odakle sledi i

{n ∈ N |Mn |= ∃xθ[f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U.

Doka`imoi obrnuto. Neka jeX = {n ∈ N |Mn |= ∃xθ[f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U.

Za svakon ∈ X , neka je an element izMn takav daMn |= θ[an, f1(n), . . . , fk(n)].
Defini{imo niz f ∈M na slede}i na~in:

f(n) =

{
an, n ∈ X,

bilo koji element izMn, n ̸∈ X.
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Tada {n ∈ N | Mn |= θ[f(n), f1(n), . . . , fk(n)]} ∈ U, pa prema induktivnoj

pretpostavci M∗ |= θ[⟨f⟩, ⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩], a time i M∗ |= ∃xθ[⟨f1⟩, . . . , ⟨fk⟩].

Teorema kompaktnosti pru`a velike mogu}nosti primene u razli~itim

oblastima matematike, u {ta smo se uverili jo{ u slu~aju iskazne logike.

Pored toga, dokaz koji smo naveli opisuje i jednu veoma zna~ajnu konstrukciju

kojom se izgra|uju va`ne strukture prvog reda.

PRIMER 17. Ako neka teorija T ima modele proizvoqno velike kona~ne kardinal-

nosti, dokaza}emo da tada mora imati i beskona~an model.

Pretpostavimo, dakle, da je T teorija takva da za svako n postoji model teorije

T ~iji domen ima bar n elemenata. Ako je m pozitivan prirodan broj, ozna~imo sa

γm re~enicu ∃x1 · · · ∃xm
∧

16i<j6m xi ̸= xj . Nije te{ko uo~iti da re~enica γm va`i

u nekom modelu akko domen tog modela ima barm elemenata. Neka je

T ∗ = T ∪ {γm | m > 1}.

Dokaza}emo da teorija T ∗ ima model, tako {to }emo pokazati da svaki wen kona~an

podskup ima model. Neka je T0 kona~an podskup od T
∗. Tada postoji prirodan broj n

takav da je T0 ⊆ T ′
0 = T ∪{γ1, . . . , γn}. Teorija T ′

0 ima model po pretpostavci. Ako je

M bilo koji model teorije T koji ima najmawe n elemenata, ondaM |= γi, 1 6 i 6 n,
pa M |= T ′

0, a samim tim i M |= T0. Prema teoremi kompaktnosti i T ∗ ima model;

ozna~imo ga sa M∗. Domen ovog modela M∗ mora biti beskona~an, jer ako bi bio

kona~an, onda bi bilo |M∗| = n, za neko n > 1, pa ne bi va`iloM∗ |= γn+1. ◃

U nastavku navodimo nekoliko primena koje predstavqaju polazi{te

nekih va`nih i uzbudqivih oblasti matemati~ke logike, ali i matematike

uop{te.

PRIMER 18. Razmotrimo mogu}nosti koje nam pru`a logika prvog reda pri opisi-

vawu jedne od najva`nijih struktura matematike � strukture N = (N,6, s,+, ·, 0).
Ozna~imo sa Th(N) skup svih re~enica odgovaraju}eg jezika LA = {6, s,+, ·, 0}44
koje su istinite u modeluN. Teorija Th(N) se naziva kompletna aritmetika. Jasno,
N je model teorije Th(N) i naziva se standardni model aritmetike. Postoji li jo{
neka (nestandardna) struktura jezika LA koja je model za Th(N), ali nije izomorfna
saN. Odgovor je potvrdan.

Teorema. Postoji nestandardni model kompletne aritmetike.

DOKAZ. Pro{irimo jezik LA novim simbolom konstante c. Za n > 1, ozna~imo sa n
term s(s(· · · s︸ ︷︷ ︸

n puta

(0) · · · )). Dakle, 1 = s(0), 2 = s(s(0)), 3 = s(s(s(0))), itd45. U skladu

sa ovim, simbol konstante 0 ozna~ava}emo i sa 0. Neka je za svaki prirodan broj n,
n < c skra}ewe za formulu n 6 c ∧ ¬n = c. Posmatrajmo teoriju

T = Th(N) ∪ {0 < c, 1 < c, 2 < c, . . . , n < c, . . .}
44RelLA = {6}, FunLA = {s,+, ·}, ar(s) = 1, ar(6) = ar(+) = ar(·) = 2, ConstLA = {0}
45Navedeni termi se nazivaju numerali.
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jezika LA ∪ {c}.
Neka je T0 proizvoqan kona~an podskup od T . Skup T0 sadr`i samo kona~no

mnogo re~enica oblika n < c, n ∈ N; neka su to: n1 < c, n2 < c, . . . , nk < c, za neke
prirodne brojeve n1, n2, . . . , nk. Tada je o~igledno

T0 ⊂ Th(N) ∪ {n1 < c, n2 < c, . . . , nk < c}.

Neka je m bilo koji prirodan broj ve}i od svih n1, n2, . . . , nk; na primer,

m = max{n1, n2, . . . , nk}+ 1. Tada je

N∗ = (N,6, s,+, ·, 0,m) |= Th(N) ∪ {n1 < c, n2 < c, . . . , nk < c},

pri ~emu je cN
∗
= m, pa je iN∗ |= T0.

Dakle, svaki kona~an podskup od T ima model, pa prema stavu kompaktnosti i

T ima model. Neka je (M,4, sM,⊕,⊙,0,m) model teorije T . Dobijena struktura

M = (M,4, sM,⊕,⊙,0) nije izomorfna saN. Pretpostavimo suprotno, da postoji

bijekcija f : N
1-1−→na M , takva da za sve x, y ∈ N va`i: x 6 y akko f(x) 4 f(y),

f(s(x)) = sM(f(x)), f(x + y) = f(x) ⊕ f(y), f(x · y) = f(x) ⊙ f(y) i f(0) = 0.
Indukcijom se jednostavno pokazuje da za svako n ∈ N va`i f(n) = nM. Po{to je f
na funkcija, mora postojati n0 ∈ N takav da je f(n0) = m. Kako je f i 1-1 funkcija,

sledi da je m = n0
M. Me|utim, to nije mogu}e jer (M,4, sM,⊕,⊙,0,m) |= n0 < c.

Dakle, M = (M,4, sM,⊕,⊙,0) je nestandardni model aritmetike, po mnogo ~emu

razli~it od standardnog modela, u {ta se uveravamo ako poku{amo da zamislimo

kako ova struktura �izgleda�.

Po|imo od slede}ih re~enica koje va`e u standardnom modeluN.

∀x(0 = x ∨ 0 < x)

0 < 1 ∧ ∀x(0 < x⇒ (1 = x ∨ 1 < x))

1 < 2 ∧ ∀x(1 < x⇒ (2 = x ∨ 2 < x))

2 < 3 ∧ ∀x(2 < x⇒ (2 = x ∨ 3 < x))

...

One ka`u da je 0 najmawi element, zatim da je 1 slede}i najmawi posle 0, pa da je 2
slede}i najmawi posle 1, i tako daqe. Kako su ove re~enice istinite u standardnom
modeluN, pa time i u nestandardnommodeluM, po~etni segment odM izgleda ovako:

Me|utim, skupM sadr`i i elementm koji se nalazi �iza� (u smislu ure|ewa 4)
svih elemenata 0

M
, 1

M
, 2

M
, . . . Kako standardni modelN zadovoqava re~enicu

∀x(∃y(S(x) = y) ∧ (¬x = 0⇒ ∃z(S(z) = x))),
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koja ka`e da svaki element ima neposrednog sledbenika i svaki element razli~it

od nule neposrednog prethodnika, skupM pored elementam sadr`i jo{ beskona~no

mnogo novih elemenata koji su zajedno sam pore|ani ure|ewem 4 kao celi brojevi:

Ako uzmemo u obzir elementm⊕m dobijamo nove elemente izM :

tj. novu kopiju celih brojeva. Nije te{ko pokazati da se izme|u svake dve kopije

ure|ewa celih brojeva (Z,6) uM nalazi nova takva kopija.

Primetimo i da 4 nije dobro ure|ewe skupa M . ^itaocima prepu{tamo da

poka`u da, na primer, neprazan skupM0 =M \ {nM | n ∈ N} nema najmawi element.
Me|utim, i pored svih uo~enih razlika, ne zaboravimo da M |= Th(N). Ovo

zapravo zna~i da M = (M,4, sM,⊕,⊙,0) zadovoqava sve re~enice jezika LA koje

zadovoqava i standardni model. Nije te{ko uo~iti da mora va`iti i obrnuto: ako

je neka re~enica jezika LA ta~na u M, ona mora biti ta~na i u N. Drugim re~ima,

re~enicama jezika LA ne mo`emo razlikovati standardni i dobijeni nestandardni

model kompletne aritmetike.

Kao{to semo`e naslutiti, ovaj primer ne predstavqa samo jednu obi~nu primenu

teoreme kompaktnosti, ve} otvara ~itavu oblast istra`ivawa na kojima se ne}emo

zadr`avati. Zainteresovanog ~itaoca upu}ujemo na ??. ◃

PRIMER 19. Pored strukture prirodnih brojeva, o kojoj smo govorili u prethodnom
primeru, va`no mesto u matematici zauzima i ure|eno poqe realnih brojeva R =
(R,6,+, ·,−, 0, 1).

Primenom teoreme kompaktnosti dokaza}emo da postoji ure|eno poqe koje zado-

voqava iste re~enice jezika LFO koje va`e u R, ali se u odre|enom smislu i bitno

razlikuje od ure|enog poqa realnih brojeva.

Pro{irimo jezik LFO novim simbolom konstante c. Neka je

T = Th(R) ∪ {0 < c, 1 < c, 1 + 1 < c, 1 + 1 + 1 < c, . . . , 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

< c, . . .}

teorija u pro{irenom jeziku. Ako je T0 proizvoqan kona~an podskup od T , tada se u
T0 nalazi samo kona~no mnogo re~enica oblika 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n

< c, n ∈ N; neka su to

re~enice:

1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n1

< c, 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n2

< c, . . . , 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
nk

< c

za neke prirodne brojeve n1, n2, . . . , nk. Izaberimo bilo koji realan broj r ve}i od

svih n1, n2, . . . , nk; na primer, neka je r = max{n1, n2, . . . , nk}+1. Nije te{to videti
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da je struktura R∗ = (R,6,+,−, ·, 0, 1, r), pri ~emu je cR
∗
= r, jedan model skupa

re~enica T0. Prema teoremi kompaktnosti teorija T ima model. Neka je struktura

F = (F,4,⊕,⊙,⊖,0,1,K) model teorije T , pri ~emu je cF = K. Kako je F |= Th(R),
zakqu~ujemo da je (F,4,⊕,⊙,⊖,0,1) jedno ure|eno poqe (budu}i da je TFO ⊂ Th(R)).
Tako|e,

F |= {0 < c, 1 < c, 1 + 1 < c, 1 + 1 + 1 < c, . . . , 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

< c, . . .},

odakle sledi da jeK element domena F koji zadovoqava nejednakosti

0 ≺ K,1 ≺ K, . . . ,1⊕ 1⊕ · · · ⊕ 1︸ ︷︷ ︸
n

≺ K, . . .

Samim tim, dobijeno ure|eno poqe nije arhimedsko, za razliku od ure|enog poqa

realnih brojeva. Ure|eno poqe F = (F,6F,+F, ·F,−F, 0F, 1F) je arhimedsko ako za
svaki element x ∈ F , postoji prirodan broj n takav da je x 6F 1F +F · · ·+F 1F︸ ︷︷ ︸

n

.

Postojawe nearhimedskih ure|enih poqa pribli`ava nas idejama tzv. nestan-

dardne analize, koja je razvijena 60-tih godina pro{log veka i koja je na{la brojne
primene u drugim oblastima matematike (teoriji verovatno}e, ekonomiji, matemati-

~koj fizici, beskona~noj kombinatorici itd.). U narednom primeru, detaqnije }emo

prou~iti jedno nearhimedsko poqe koje ima va`nu ulogu u nestandardnoj analizi. ◃

PRIMER 20. Setimo se poqa koje smo dobili u primeru 16. Da podsetimo, tada

smo polaze}i od nekog neglavnog ultrafiltera U, konstruisali ure|eno poqe ~iji je

domen QN/U, gde je QN skup svih nizova racionalnih brojeva. Ovo poqe se ozna~ava

sa ∗Q i naziva se poqe hiperracionalnih brojeva. O~igledno je da ∗Q sadr`i kopiju

racionalnih brojeva, jer se svaki q ∈ Q mo`e identifikovati sa ⟨q, q, q, . . .⟩. Kao

{to smo videli u pomenutom primeru, poqe ∗Q ima jo{ dosta elemenata. Ve} smo

istakli element ⟨ 12 ,
1
3 ,

1
4 ,

1
5 , . . .⟩, koji }emo sada ozna~iti sa ε, i videli da va`i46:

0 6 ε <
1

n
, za bilo koji prirodan broj n. Element x ∈ ∗Q, takav da je

|x| < 1

n
, za bilo koji prirodan broj n,

nazivamo infinitezimalom. Dakle, ε je infinitezimala razli~ita od nule. Budu}i
da ∗Q ima infinitezimale koje nisu jednake nuli, zakqu~ujemo da ovo ure|eno poqe

nije arhimedsko. Pored toga, ∗Q ima i tzv. beskona~ne elemente: kako je ε infinitez-
imala razli~ita od nule, onda je ε−1 = ⟨2, 3, 4, 5, . . .⟩ beskona~no veliki element, {to
zna~i da je ve}i od svakog n ∈ N. Kona~ni elementi su oni koji nisu beskona~ni,

tj. oni koji su mawi od nekog prirodnog broja n. Na primer, infinitezimale su

kona~ni elementi. Prilikom prou~avawa nearhimedskih poqa, od posebnog zna~aja

je relacija beskona~no blisko definisana na slede}i na~in: x ≈ y akko je x − y

46⟨0, 0, 0, 0, . . .⟩ < ⟨ 1
2
, 1
3
, 1
4
, 1
5
, . . .⟩ < ⟨ 1

n
, 1
n
, 1
n
, 1
n
, . . .⟩
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infinitezimala. Nije te{ko pokazati da je ≈ relacija ekvivalencije na ∗Q. Zan-

imqivo je da klase ekvivalencije u odnosu na ≈ koje odre|uju kona~ni elemenati,

zajedno sa ure|ewem i operacijama definisanim na odgovaraju}i na~in, obrazuju za-

pravo arhimedsko poqe izomorfno ure|enom poqu realnih brojeva. Dakle, opisanu

konstrukciju mo`emo shvatiti kao jo{ jednu izgradwu strukture realnih brojeva

(pored poznatih konstrukcija zasnovanih na Ko{ijevim nizovima, Dedekindovim

presecima, ili Vajer{trasovim redovima).

Analogno poqu QN/U, izgra|uje se i poqe hiperrealnih brojeva RN/U. U ovom

veoma �bogatom� poqu mogu se prou~avati razni koncepti klasi~ne analize ~ime se

mi ne}emo baviti. Upu}ujemo zainteresovanog ~itaoca na ??. ◃

PRIMER 21. Remzijeva teorema. Za bilo koje k > 1, neka je [S]k = {X ⊆ S | |X| = k}
skup svih kona~nih podskupova od S koji imaju k elemenata i koje }emo kra}e zvati
k-podskupovima. Svaku funkciju π : [S]k

na→ {1, . . . , r}, za neko r > 1, naziva}emo
bojewem k-podskupova od S u r boja. Skup H ⊆ S je homogen za bojewe π ako su svi

elementi iz [H]k obojeni istom bojom, tj. ako je π � [H]k konstantna funkcija.
Beskona~na verzija Remzijeve teoreme. Neka su k i r pozitivni prirodni brojevi i

S beskona~an podskup od N. Ako π : [S]k
na→ {1, . . . , r}, onda postoji beskona~an skup

H ⊆ N homogen za π.
DOKAZ. Teorema trivijalno va`i ako je r = 1. Pretpostavimo zato da je r > 1. Dokaz
izvodimo indukcijom po k.

Ako je k = 1 ([S]1 = S), teorema va`i na osnovu jedne varijante Dirihleovog

principa: ako je svaki element iz S obojen jednom od kona~no mnogo boja, onda

mora postojati boja kojom je obojeno beskona~no mnogo elemenata iz S, jer S ima

beskona~no mnogo elemenata, a boja je kona~no mnogo.

Da bi induktivni korak bio jasniji, razmotri}emo i slu~aj k = 2. Dakle, neka
π : [S]2

na→ {1, . . . , r}. Ozna~imo sa x0 minimalni element skupa S i posmatrajmo sve

parove {x0, x}, x ∈ S. Svi ovakvi parovi obojeni su jednom od r boja, pa postoji boja
r0, 1 6 r0 6 r, kojom je obojeno beskona~no mnogo wih. Ovaj zakqu~ak je zapravo pozi-

vawe na slu~aj k = 1. Posmatrajmo sada skup S0 = {x ∈ S \ {x0} | π({x0, x}) = r0}.
Neka je x1 = minS0. Izvodimo novi zakqu~ak: postoji boja r1, 1 6 r1 6 r, kojom je

obojeno beskona~no mnogo parova koji sadr`e x1. Uo~avamo dakle novi beskona~an

skup S1 = {x ∈ S0 \ {x1} | π({x1, x}) = r1} i wegov najmawi element x2 = minS1,

itd. Nastavqaju}i ovaj postupak, dobijamo niz boja r0, r1, r2 . . . i opadaju}i niz

beskona~nih skupova S0 ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ . . . takvih da za svako i > 0, Si+1 sadr`i

parove ~iji je jedan ~lan xi+1 = minSi i koji su svi obojeni bojom ri+1. Kako je

r0, r1, r2 . . . niz brojeva iz {1, . . . , r}, prema ve} pomenutoj varijanti Dirihleovog

principa, postoji beskona~an skup indeksa I ⊆ N, takav da su svi ri, i ∈ I , jednaki
nekom r′, 1 6 r′ 6 r. Defini{imo najzad i `eqeni homogeni skup: H = {xi | i ∈ I}.
Nije te{ko pokazati da je ovaj skup zaista homogen za π. Neka je xi ̸= xj , i, j ∈ I . Bez
gubqewa op{tosti mo`emo pretpostaviti da je xi < xj . Svi parovi iz Si sadr`e

xi i obojeni su bojom ri = r′. Me|u wima mora se nalaziti i par {xi, xj}, jer je

Si ⊃ Sj ∋ xj . Dakle, svi parovi izH obojeni su bojom r′.

Pretpostavimo da je teorema ta~na za neko k > 2. Neka π : [S]k+1 na→ {1, . . . , r}.
Konstrui{emo induktivno niz nepraznih podskupova S0, S1, S2, . . . od S, niz fun-
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kcija π0, π1, π2, . . . i niz r1, r2, . . . elemenata skupa {1, . . . , r} , na slede}i na~in. Neka
je S0 = S i π0 = π. Ako smo definisali skupove S0, . . . , Sn, a ako je xn+1 = minSn,

funkciju πn+1 : [Sn \ {xn+1}]k → {1, . . . , r} defini{emo sa:

πn+1({y1, . . . , yk}) = π({xn+1, y1, . . . , yk}), {y1, . . . , yk} ∈ [Sn \ {xn+1}]k.

Prema induktivnoj hipotezi, postoji beskona~an skup Sn+1 ⊆ Sn \ {xn+1} homogen
za πn+1, tj. za neko rn+1, 1 6 rn+1 6 r, restrikcija πn+1 � [Xn+1]

k je konstantna

funkcija i svim elementima iz [Xn+1]
k dodequje vrednost rn+1.

Kako je r1, r2 . . . niz brojeva iz {1, . . . , r}, postoji beksona~an skup indeksa I ⊆ N,
takav da su svi ri, i ∈ I , jednaki nekom r′, 1 6 r′ 6 r. Tada je skup H = {xi | i ∈ I}
homogen za π.

Primetimo da se u formulaciji prethodne teoreme mo`e pretpostaviti da je S
bilo koji beskona~an skup.

Da bismo jednostavnije formulisali kona~nu varijantu Remzijeve teoreme, za

pozitivne prirodne brojevem i r, neka jem = {1, . . . ,m} i r = {1, . . . , r}.
Kona~na verzija Remzijeve teoreme. Neka su r, k i n pozitivni prirodni brojevi i

n > k. Tada postoji prirodan broj m > n, takav da za svako bojewe π : [m]k
na→ r

postoji skupH ⊆m, |H| = n, koji je homogen za π.

DOKAZ. Pretpostavimo suprotno, tj. da za svakom > n, postoji bojewe π : [m]k
na→ r

za koje ne postoji skupH ⊆m, |H| = n, homogen za π.

Formira}emo jednu teoriju jezika L = {B1, . . . , Br}, koji sadr`i r relacijskih
simbola du`ine k, ar(Bi) = k, 1 6 i 6 r. Neka je α konjunkcija slede}e tri re~enice:

− ∀x1 · · · ∀xk

(
Bi(x1, . . . , xk)⇒

∧
16i<j6k

xi ̸= xj

)
,

− ∀x1 · · · ∀xk

(
Bi(x1, . . . , xk)⇒

∧
p∈Pk

Bi(xp(1), . . . , xp(k))

)
, gde je Pk skup svih per-

mutacija skupa {1, . . . , k},

− ∀x1 · · · ∀xk

( ∧
16i<j6k

xi ̸= xj ⇒
∨

16i6r

Bi(x1, . . . , xk)

)
.

Ako je βi(x1, . . . , xn) formula
∨

16j1<...<jk6n

Bi(xj1 , . . . , xjk), ozna~imo sa β re~enicu

∀x1 · · · ∀xn

( ∧
16i<j6n

xi ̸= xj ⇒
∨

16i<j6r

(βi(x1, . . . , xn) ∧ βj(x1, . . . , xn))

)
.

Najzad, neka je γℓ, ℓ > 1, re~enica ∃x1 · · · ∃xℓ
∧

16i<j6ℓ

xi ̸= xj .

Doka`imo da teorija T = {α, β, γ1, γ2, γ3, . . .} ima model. Neka je T0 proizvoqan
kona~an podskup od T . Tada postoji prirodan broj m > n takav da je T0 ⊆ T ′

0 =

{α, β, γ1, . . . , γm}. Prema na{oj polaznoj pretpostavci, postoji bojewe π : [m]k
na→ r

za koje ne postoji skupH ⊆m, |H| = n, homogen zaπ. Za i ∈ {1, . . . , r}, nekaBm
i ⊆mk

sadr`i samo ure|enek-torkeme|usobnorazli~itih elemenatax1, . . . , xk ∈m takve da

je π({x1, . . . , xk}) = i. Tada je (m, Bm
1 , . . . , B

m
r ) |= T ′

0. Prema teoremi kompaktnosti,

i skup T ima model. Neka jeM = (M,BM
1 , . . . , BM

r ) |= T . Primetimo najpre da skup



M mora biti beskona~an. Defini{imo funkciju π : [M ]k → r na slede}i na~in:

π({x1, . . . , xk}) = i akko BM
i (x1, . . . , xk), za me|usobno razli~ite x1, . . . , xk ∈M.

^itaocima prepu{tamo proveru da je π dobro definisana na-funkcija. Prema

beskona~noj varijanti Remzijeve teoreme postoji beskona~an skup H ⊆ M koji je

homogen za π. Svakako iz ovog skupa mo`emo izdvojiti n me|usobno razli~itih ele-

menata h1, . . . , hn od kojih se ne mogu formirati dva skupa sa po k elemenata koji }e
biti razli~itih boja, {to protivre~i ~iwenici daM |= β. ◃

Sintaksna posledica

Pojam sintaksne posledice pru`a veoma dobar uvid u to kako sprovodimo

dokaze u matematici. Osvrnimo se malo detaqnije na dokaz dat u primeru 15

(na strani 115). Tada smo dokazali da desni zakon kancelacije va`i u svakoj

grupi. Iako smo tokom dokaza zami{qali da radimo sa nekom konkretnom

(proizvoqno izabranom) grupom, nijednog trenutka nismo imali potrebu

da preciziramo o kojoj je zaista grupi re~, ve} smo iskqu~ivo koristili za-

konitosti koje grupa zadovoqava po definiciji, kao i dobro poznata svojstva

jednakosti i operacija (funkcija). Drugim re~ima, zna~ajne su samo aksiome

teorije grupa, dok je semantika u ovom slu~aju samo psiholo{ka podr{ka

za onoga ko sprovodi dokaz. Potpuno istu situaciju smo imali na primer

u prvom poglavqu kada smo dokazivali leme 1 i 2 (na stranama 14 i 15).

Spisak pravila koja smo koristili za izvo|ewe sekvenata u iskaznoj logici,

pro{irujemo novim pravilima koja se odnose na kvantifikatore i znak jed-

nakosti. Ovoga puta sintaksna posledica jeste relacija kojom se uspostavqa

odnos izme|u skupa formula logike prvog reda Γ i neke formule α.

Definicija 13. Formula α je sintaksna posledica skupa formula Γ, ako se

sekvent Γ ⊢ α mo`e dobiti primenom slede}ih pravila kona~an broj puta:

Aksioma Slabqewe

Γ, φ ⊢ φ
(ax)

Γ ⊢ φ
Γ, γ ⊢ φ

(slab)

Uvo|ewe implikacije Eliminacija implikacije
Γ, φ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ⇒ ψ
(⇒U)

Γ ⊢ φ⇒ ψ Γ ⊢ φ
Γ ⊢ ψ

(⇒E)

Uvo|ewe konjunkcije Eliminacija konjunkcije
Γ ⊢ φ Γ ⊢ ψ
Γ ⊢ φ ∧ ψ

(∧U)
Γ ⊢ φ ∧ ψ
Γ ⊢ φ

(∧lE)
Γ ⊢ φ ∧ ψ
Γ ⊢ ψ

(∧dE)
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Uvo|ewe disjunkcije Eliminacija disjunkcije
Γ ⊢ φ

Γ ⊢ φ ∨ ψ
(∨lU)

Γ ⊢ ψ
Γ ⊢ φ ∨ ψ

(∨dU)
Γ ⊢ φ ∨ ψ Γ, φ ⊢ θ Γ, ψ ⊢ θ

Γ ⊢ θ
(∨E)

Uvo|ewe negacije Eliminacija negacije
Γ, φ ⊢ ⊥
Γ ⊢ ¬φ

(¬U)
Γ ⊢ ¬φ Γ ⊢ φ

Γ ⊢ ⊥
(¬E)

Uvo|ewe univerzalnog kvantifikatora

Γ ⊢ φ x nije slobodno u formulama skupa Γ

Γ ⊢ ∀xφ
(∀U)

Eliminacija univerzalnog kvantifikatora

Γ ⊢ ∀xφ
Γ ⊢ φ[x/t]

(∀E)

Uvo|ewe egzistencijalnog kvantifikatora

Γ ⊢ φ[x/t]
Γ ⊢ ∃xφ

(∃U)

Eliminacija egzistencijalnog kvantifikatora

Γ ⊢ ∃xφ Γ, φ ⊢ θ x nije slobodno u formulama skupa Γ ∪ {θ}
Γ ⊢ θ

(∃U)

Uvo|ewe jednakosti Eliminacija jednakosti

Γ ⊢ t = t
(=U)

Γ ⊢ φ[v/t] Γ ⊢ t = u

Γ ⊢ φ[v/u]
(=E)

Klasi~na protivre~nost

Γ,¬φ ⊢ ⊥
Γ ⊢ φ

(⊥c)

Definicija 14. Formula σ je dokaziva, tj. jeste teorema logike prvog reda, u

oznaci ⊢ σ, ako je dokaziv sekvent ∅ ⊢ σ.

U narednim primerima ilustrova}emo primenu pravila koja se odnose na

kvantifikatore i jednakost.

PRIMER 22. ⊢ ∀xα ∨ ∀xβ ⇒ ∀x(α ∨ β)
1. ∀xα ∨ ∀xβ ⊢ ∀xα ∨ ∀xβ (ax)
2. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xα ⊢ ∀xα (ax)
3. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xα ⊢ α iz 2 prema (∀E)
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4. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xα ⊢ α ∨ β iz 3 prema (∨lU)
5. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xα ⊢ ∀x(α ∨ β) iz 4 prema (∀U)

[promenqiva x nije slobodna u formulama sa leve strane rampe]
6. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xβ ⊢ ∀xβ (ax)
7. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xβ ⊢ β iz 6 prema (∀E)
8. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xβ ⊢ α ∨ β iz 7 prema (∨dU)
9. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xβ ⊢ ∀x(α ∨ β) iz 8 prema (∀U)
10. ∀xα ∨ ∀xβ ⊢ ∀x(α ∨ β) iz 1, 5, 9 prema (∨E)
11. ⊢ ∀xα ∨ ∀xβ ⇒ ∀x(α ∨ β) iz 10 prema (⇒U)

◃

PRIMER 23. ⊢ ∃x(α ∧ β)⇒ ∃xα ∧ ∃xβ
1. ∃x(α ∧ β) ⊢ ∃x(α ∧ β) (ax)
2. ∃x(α ∧ β), α ∧ β ⊢ α ∧ β (ax)
3. ∃x(α ∧ β), α ∧ β ⊢ α iz 2 prema (∧lE)
4. ∃x(α ∧ β), α ∧ β ⊢ ∃xα iz 3 prema (∃U)
5. ∃x(α ∧ β), α ∧ β ⊢ β iz 2 prema (∧dE)
6. ∃x(α ∧ β), α ∧ β ⊢ ∃xβ iz 5 prema (∃U)
7. ∃x(α ∧ β), α ∧ β ⊢ ∃xα ∧ ∃xβ iz 4, 6 prema (∧U)
8. ∃x(α ∧ β) ⊢ ∃xα ∧ ∃xβ iz 1,7 prema (∃E)

[promenqiva x nije slobodna u formulama ∃x(α ∧ β) i ∃xα ∧ ∃xβ]
9. ⊢ ∃x(α ∧ β)⇒ ∃xα ∧ ∃xβ iz 8 prema (⇒U)

◃

PRIMER 24. ⊢ ∀x1∀x2(x1 = x2 ⇒ x2 = x1)
1. x1 = x2 ⊢ x1 = x1 (=U)

Ako sa α(x) ozna~imo formulu x = x1, onda je α[x/x1] formula x1 = x1.
2. x1 = x2 ⊢ x1 = x2 (ax)
3. x1 = x2 ⊢ x2 = x1 iz 1, 2 prema (=E)

α[x/x2] je formula x2 = x1.
4. ⊢ x1 = x2 ⇒ x2 = x1 iz 3 prema (⇒U)

5. ⊢ ∀x1∀x2(x1 = x2 ⇒ x2 = x1) iz 4 prema ∀U (dva puta)

◃

PRIMER 25. ⊢ ∀x1∀x2∀x3(x1 = x2 ∧ x2 = x3 ⇒ x1 = x3)
1. x1 = x2 ∧ x2 = x3 ⊢ x1 = x2 ∧ x2 = x3 (ax)
2. x1 = x2 ∧ x2 = x3 ⊢ x1 = x2 iz 1 prema (∧lE)

Ako sa α(x) ozna~imo formulu x1 = x, onda je α[x/x2] formula x1 = x2.
3. x1 = x2 ∧ x2 = x3 ⊢ x2 = x3 iz 1 prema (∧dE)
4. x1 = x2 ∧ x2 = x3 ⊢ x1 = x3 iz 2, 3 prema (= E)

α[x/x3] formula x1 = x2.
5. ⊢ x1 = x2 ∧ x2 = x3 ⇒ x1 = x3 iz 4 prema (⇒U)
6. ⊢ ∀x1∀x2∀x3(x1 = x2 ∧ x2 = x3 ⇒ x1 = x3) iz 5 prema (∀U) (tri puta)

◃
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Kaoiu slu~aju iskazne logike, izvedenapravilanammogu znatnoolak{ati

dokazivawe sekvenata. U narednoj lemi dajemo samo jedno ovakvo pravilo, dok

su mnoga druga data u zadatku ??.

Lema 8.
Γ, r = s ⊢ t[x/r] = t[x/s]

(=c)

DOKAZ.

1. Γ, r = s ⊢ r = s (ax)
2. Γ, r = s ⊢ t = t (=U)
3. Γ, r = s ⊢ t[x/r] = t[x/s] iz 1, 2 prema (=E).

Unastavkuovog odeqka analizira}emonekoliko �obi~nih� matemati~kih

dokaza. Primeri koje navodimo ne samo da ilustruju zna~aj uvedenog spiska

pravila za dokazivawe sekvenata, ve} imaju za ciq i da rasvetle uobi~ajene

matemati~ke dokaze.

PRIMER 26. Neka je f unarni operacijski simbol i neka je:

• Injf formula ∀x∀y(f(x) = f(y)⇒ x = y) (koja zna~i: f je 1-1 funkcija);

• Surf formula ∀y∃x(f(x) = y) (koja zna~i: f je na funkcija);

• Bijf formula Injf ∧ Surf (koja zna~i: f je bijekcija);

• Invf formula ∀x(f(f(x)) = x) (koja zna~i: f je involucija).

Doka`imo Invf ⊢ Bijf .

1. Invf ⊢ ∀x(f(f(x)) = x) (ax)
2. Invf ⊢ (f(f(y)) = y) iz 1 prema (∀E), odnosno

Invf ⊢ (f(x) = y)[x/f(y)]
3. Invf ⊢ ∃x(f(x) = y) iz 2 prema (∃U)
4. Invf ⊢ ∀y∃x(f(x) = y) iz 3 prema (∀U), odnosno

Invf ⊢ Surf
5. Invf , f(x) = f(y) ⊢ f(x) = f(y) (ax)
6. Invf , f(x) = f(y) ⊢ f(f(x)) = f(f(y)) (=c)
7. Invf , f(x) = f(y) ⊢ f(f(x)) = x iz 1 prema (∀E) i (slab)
8. Invf , f(x) = f(y) ⊢ f(f(y)) = y iz 1 prema (∀E) i (slab)
9. Invf , f(x) = f(y) ⊢ x = y iz 6, 7, 8 prema 2× (=E)
10. Invf ⊢ ∀x∀y(f(x) = f(y)⇒ x = y) iz 9 prema (⇒U) + 2× (∀U), odnosno

Invf ⊢ Injf
11. Invf ⊢ Bijf iz 4, 10 prema (∧U)
Dato izvo|ewe u potpunosti odgovara uobi~ajenom dokazu da involucija mora

biti bijekcija.

Pretpostavimo da je f involutivna funkcija. Dokaza}emo da je bijekcija. Po-

trebno je dokazati da je 1-1 i na-funkcija (∧U).
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f je 1-1 funkcija? Neka su x i y proizvoqni (∀U). Pretpostavimo da je f(x) = f(y),
i doka`imo da je x = y (⇒U). Ovo je posledica slede}e tri jednakosti (2× =E):
(i) f(f(x)) = x,
(ii) f(f(y)) = y,
(iii) f(f(x)) = f(f(y)).
Jednakosti (i) i (ii) va`e jer je f involucija (∃E), (ax). Jednakost (iii) je posledica
pretpostavke f(x) = f(y) (=c).
f je na-funkcija? Ako je y proizvoqno, dokaza}emo da postoji x tako da je f(x) = y
(∀U). Neka je x = f(y) (∃U). Po{to je f involucija, dobijamo da je f(f(y)) = y,
(∃E), (ax). ◃

PRIMER 27. Leva pravila izvo|ewa i jedan dokaz iz analize. Ve} smo rekli da izve-
dena pravila zna~ajno olak{avaju izvo|ewe sekvenata. [to vi{e takvih pravila

znamo, jednostavnije izvodimo dokaze. Posebno su korisna tzv. leva pravila kojima

se smawuje slo`enost formula sa leve strane rampe ako se ~itaju odozdo na gore. Se-

timo se da ovako ~itamo pravila kada tragamo za nekim dokazom. Navodimo ~etiri

takva pravila:

Γ, φ, ψ ⊢ θ
Γ, φ ∧ ψ ⊢ θ

(∧L)
Γ, φ, ψ ⊢ θ

Γ, φ, φ⇒ ψ ⊢ θ
(⇒L)

Γ, ∀xφ, φ[x/t] ⊢ θ
Γ,∀xφ ⊢ θ

(∀L)

Γ, α ⊢ θ x nije slobodno u formulama iz Γ ∪ {θ}
Γ, ∃xα ⊢ θ

(∃L)

Grubo govore}i, izvedena pravila imaju sli~nu ulogu kao razna pomo}na tvr|ewa koja

koristimo prilikom dokazivawa bilo koje nove teoreme. Sve ovo ilustrova}emo na

jednoj teoremi iz matemati~ke analize.

Neka je jezik ure|enih poqa {6,+, ·,−, 0, 1} pro{iren binarnim relacijskim

simbolima <, >, >, unarnim operacijskim simbolima | | i /2 (ovaj posledwi }e

zdesna �dejstvovati� na argument). Usvajamo i slede}i uobi~ajen dogovor da formula

(∀x > u)α ozna~ava formulu ∀x(x > u⇒ α), a (∃x > u)α formulu ∀x(x > u ∧ α), i
sli~no za bilo koju drugu promenqivu i za ostale znake <, 6, >.

Ozna~imo sa lim
x→+∞

f(x) = ℓ formulu ∀ε > 0∃δ ∀x > δ |f(x)− ℓ| < ε. Neka je i:

Lema1 formula ∀x∀y ∃z (z > x ∧ z > y);

Lema2 formula ∀x¬(x < x);

Lema3 formula ∀x∀y∀z1∀z2(|y − z1| < x/2 ∧ |y − z2| < x/2⇒ |z1 − z2| < x);

Lema4 formula ∀x∀y(x ̸= y ⇒ |x− y|/2 > 0).

Dokaza}emo da

Lema1,Lema2,Lema3,Lema4 ⊢ lim
x→+∞

f(x) = ℓ ∧ lim
x→+∞

f(x) = ℓ′ ⇒ ℓ = ℓ′.

1. Dokazivawe `eqenog sekventa, prema pravilima (⇒U), (∧L) i (⊥c), mo`emo
svesti na dokazivawe sekventa:

Lema1,Lema2,Lema3,Lema4, lim
x→+∞

f(x) = ℓ, lim
x→+∞

f(x) = ℓ′, ℓ ̸= ℓ′ ⊢ ⊥.
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Da bismo pojednostavili zapisivawe, ozna~imo sa Γ skup formula sa leve

strane rampe.

2. Neka je ε term |ℓ − ℓ′|/2. Tada prema pravilu (∀L) primewenom tri puta,

prethodni sekvent svodimo na

Γ, ∃δ ∀x > δ |f(x)− ℓ| < ε,∃δ ∀x > δ |f(x)− ℓ′| < ε, ε > 0 ⊢ ⊥.

Pravilom (∀L) �aktivirali smo� formule lim
x→+∞

f(x) = ℓ, lim
x→+∞

f(x) = ℓ′

supstitucijama [ε/ε], kao i formulu Lema4, supstitucijama [x/ℓ] i [y/ℓ′].

3. Formule, koje su dodate sa leve strane rampe u prethodnom koraku, daqe raz-

gra|ujemo upotrebom pravila (∃L), tako {to uvodimo nove promenqive δ1 i δ2
koje se ne pojavquju slobodno u ostalim formulama.

· · · ,∀x > δ1 |f(x)− ℓ| < ε,∀x > δ2 |f(x)− ℓ′| < ε, ε > 0 ⊢ ⊥.

Da bismo pojednostavili zapis, umesto nabrajawa svih formula sa leve strane

rampe, izdvojili smo samo najva`nije, a ostale zamenili ta~kicama.

4. Ako formulu Lema1 aktiviramo dvostrukom primenom pravila (∀L) pri sup-
stitucijama [x/δ1] i [y/δ2], a zatim uvedemo novu promenqivu z koja nije slo-
bodna u ostalimformulama, pozivaju}i se na pravilo (∃L), i najzad primenimo
(∧L) dobijamo:

· · · , z > δ1, z > δ2,∀x > δ1 |f(x)− ℓ| < ε,∀x > δ2 |f(x)− ℓ′| < ε, ε > 0 ⊢ ⊥.

5. Nakon odgovaraju}e primene pravila (∀L) i (⇒L), dva puta, dolazimo do

slede}eg sekventa

· · · , |f(z)− ℓ| < ε, |f(z)− ℓ′| < ε ⊢ ⊥.

6. Aktivirawem formule Lema3 pri supstitucijama [x/|ℓ − ℓ′|], [y/f(z)], [z1/ℓ]
i [z2/ℓ

′] (podse}amo da je ε term |ℓ − ℓ′|/2), a zatim primenom pravila (∧L) i
(⇒L), dolazimo do sekventa:

· · · , |ℓ− ℓ′| < |ℓ− ℓ′| ⊢ ⊥.

7. Najzad, aktivirawem formule Lema4 pri supstituciji [x/|ℓ− ℓ′|], sti`emo do
sekventa

· · · , |ℓ− ℓ′| < |ℓ− ℓ′|, ¬ |ℓ− ℓ′| < |ℓ− ℓ′| ⊢ ⊥,

koji se mo`e dobiti primenom pravila (¬L). Dokaz je zavr{en.

Primetimo da su glavne dosetke u izlo`enom dokazu supstitucije kojim aktiviramo

pretpostavke sa leve strane rampe. ◃
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PRIMER 28. U ovom primeru koristi}emo nekoliko, intuitivno jasnih, izvedenih

pravila koji se odnose na jednakost.

Γ ⊢ t = t
(=R)

Γ ⊢ t1 = t2
Γ ⊢ t2 = t1

(=S)
Γ ⊢ t1 = t2 Γ ⊢ t2 = t3

Γ ⊢ t1 = t3
(=T)

Γ ⊢ t1 = t2
Γ ⊢ t(x/t1) = t(x/t2)

(=sup).

Pored toga, zna~ajno }emo pojednostaviti zapisivawe, tako{to }emo samo jednom, na

po~etku dokaza, navesti skup pretpostavki Γ, a zatim tokom izvo|ewa podrazumevati

i izostavqati deo �Γ ⊢�, {to je ina~e uobi~ajena praksa u matematici.
Pretpostavimo da jezik sadr`i jedan binarni operacijski znak, koji }emo ozna-

~avati dvema vertikalnim crtama | | (izme|u kojih dolaze argumenti), i dva ternarna
znaka koje }emo ozna~avati sa ∠ i △ (i koji o~ekuju tri argumenta sa desne strane).

Neka je Tcong teorija ~ije su aksiome univerzalna zatvorewa slede}ih formula:

γ1 |xy| = |yx|,

γ2 ∠xyz = ∠zyx,
γ3 △xyz = △uvw ⇒ |xy| = |uv| ∧ |yz| = |vw| ∧ |zx| = |wu|,

γ4 △xyz = △uvw ⇒ ∠xyz = ∠uvw ∧ ∠yzx = ∠vwu ∧ ∠zxy = ∠wuv,
γ5 |xy| = |uv| ∧ ∠xyz = ∠uvw ∧ |yz| = |vw| ⇒ △xyz = △uvw.

Dokaza}emo

Tcong ⊢ |ab| = |ac| ⇒ ∠abc = ∠acb.
Prema pravilu (⇒U), dokazivawe `eqenog sekventa svodimo na

Tcong, |ab| = |ac| ⊢ ∠abc = ∠acb.

Dakle, skup pretpostavki Γ sadr`i formule γ1, γ2, γ3, γ4, γ5 i |ab| = |ac| (pa u

nastavku ispred svake formule podrazumevamo da stoji Γ ⊢).
1. |ab| = |ac| pretpostavka, tj. (ax)
2. |ac| = |ab| iz 1 prema (=S)
3. |ab| = |ba| aktivirawem γ1 pravilom (∀E) pri [x/a], [y/b]
4. |ba| = |ab| iz 3 prema (=S)
5. |ba| = |ac| iz 4, 1 prema (=T)
6. |ac| = |ca| aktivirawem γ1 pravilom (∀E) pri [x/a], [y/c]
7. |ba| = |ca| iz 5, 6 prema (=T)
8. ∠bac = ∠cab aktivirawem γ2 pravilom (∀E) pri [x/b], [y/a], [z/c]
9. |ba| = |ca| ∧ ∠bac = ∠cab ∧ |ac| = |ab| iz 7, 8, 2 primenom (∧U) dva puta
10. |ba| = |ca| ∧ ∠bac = ∠cab ∧ |ac| = |ab| ⇒ △bac = △cab

aktivirawem γ5 pravilom (∀E) pri [x/b], [y/a], [z/c], [u/c], [v/a], [z/b]
11. △bac = △cab iz 9, 10 prema (⇒E)
12. △cab = △bac iz 11 prema (=S)
13. △cab = △bac⇒ ∠cab = ∠bac ∧ ∠abc = ∠acb ∧ ∠bca = ∠cba,
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aktivirawem γ4 pravilom (∀E) pri [x/c], [y/a], [z/b], [u/b], [v/a], [w/c]
14. ∠cab = ∠bac ∧ ∠abc = ∠acb ∧ ∠bca = ∠cba iz 12, 13 prema (⇒E)
15. ∠abc = ∠acb iz 14 prema (∧lE) i (∧dE).

◃

PRIMER 29. Zna~ajnu vrstu teorija predstavqaju one kojima se uvode va`ne alge-
barske strukture, kao grupe na primer. Re~ je o teorijama ~ije su aksiome univerzalna

zatvorewa atomi~nih formula oblika t1 = t2, gde su t1 i t2 neki izrazi odgovaraju}eg
jezika. Ovakve re~enice se nazivaju algebarskim zakonima, pa se shodno tome teorije

koje sadr`e samo algebarske zakone nazivaju algebarskim teorijama. Algebarski za-

koni ~esto se navode bez navo|ewa univerzalnih kvantifikatora (koji se, naravno,

implicitno podrazumevaju). Oslawaju}i se na zapa`awa koja se name}u u prethodnom

primeru, naslu}ujemo da se zna~ajno mo`e pojednostaviti dokazivawe da je neki al-

gebraski zakon posledica date algebraske teorije. Tako, dokaz da je neki algebarski

zakon sintaksna posledica algebarske teorije Γ sprovodimo koriste}i pravila tzv.

jednakosne logike:

t = t
(=R)

t1 = t2
t2 = t1

(=S)
t1 = t2 t2 = t3

t1 = t3
(=T)

t1 = t2
t[x/t1] = t[x/t2]

(=sup).

Ka`emo da je algebarski zakon u = v posledica algebarske teorije Γ, u oznaci

Γ ⊢J u = v, ako postoji kona~an niz jednakosti u1 = v1, . . . , un = vn, u = v (koji
se zavr{ava jednako{}u u = v) takav da svaka jednakost u nizu ili pripada Γ ili se

mo`e dobiti primenom nekog od pravila jednakosne logike, direktno (prema pravilu

(=R)) ili na jednakosti koje joj prethode u nizu. Nije te{ko dokazati da se mo`e

koristiti i slede}e izvedeno pravilo47:

u1 = v1 u2 = v2 · · · un = vn
F (u1, . . . , un) = F (v1, . . . , vn)

(=DD),

gde je F neki n-arni operacijski znak.

Doka`imo, na primer, da je

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z, x ∗ e = x, x ∗ x−1 = e ⊢J (x ∗ y) ∗ y−1 = x.

1. x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z pretpostavka (aksioma)

2. (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) iz 1 prema (=S)
3. (x ∗ y) ∗ y−1 = x ∗ (y ∗ y−1) iz 2 prema (=sup), [z/y

−1]
4. x ∗ x−1 = e pretpostavka (aksioma)

5. y ∗ y−1 = e iz 4 prema (=sup), [x/y]
6. x = x pretpostavka (aksioma)

7. x ∗ (y ∗ y−1) = x ∗ e iz 6, 5 prema (=DD)
8. x ∗ e = x pretpostavka (aksioma)

9. x ∗ (y ∗ y−1) = x iz 7, 8 prema (=T)

47Indeks DD mo`emo shvatiti kao skra}enicu za �dobra definisanost�.
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Primetimoda sve ove korakepodrazumevamo (ukqu~uju}iiodgovaraju}aobja{we-

wa) i kada navodimo isti dokaz u najsa`etijem obliku:

(x ∗ y) ∗ y−1 = x ∗ (y ∗ y−1) = x ∗ e = x.

Nije te{ko uo~iti da se navedeni (�jednakosni�) dokaz jednostavno mo`e prera-

diti u dokaz sekventa TGR ⊢ ∀x∀y((x ∗ y) ∗ y−1 = x). ◃

Teorema potpunosti

Sva razmatrawa o teoremi potpunosti iskazne logike (strana 74) odnose

se i na logiku prvog reda, pa ih ovom prilikom ne}emo ponavqati. ^iwenicu

da i za logiku prvog reda va`i

Γ ⊢ α akko Γ |= α

izvodimo iz teoreme saglasnoste i teoreme o postojawu modela.

Teorema 2. [Teorema saglasnosti] Ako Γ ⊢ α, onda Γ |= α.

DOKAZ. Dokaz navedene teoreme analogan je dokazu teoreme saglasnosti za

iskaznu logiku (teorema 5, na strani 77). Zato }emo izostaviti sva razma-

trawa koja se odnose na pravila koja smo koristili i u iskaznoj logici, i

posvetiti se samo pravilima koja se odnose na kvatifikatore i jednakost.

Podse}amo da dokaz sprovodimo indukcijom po du`ini izvo|ewa za Γ ⊢ α.
Ako je du`ina izvo|ewa za Γ ⊢ α jednaka 1, onda je ovaj sekvent dobijen ili

pravilom (ax) ili pravilom (=U). I u jednom i drugom slu~aju jednostavno

izvodimo zakqu~ak da je Γ |= α.
Pretpostavimo da je tvr|ewe ta~no za sve sekvente ~ija je du`ina izvo|ewa

mawa od nekog n, n > 1 i da je du`ina izvo|ewa sekventa Γ ⊢ α jednaka n.
Neka jeM model odgovaraju}eg jezika i µ valuacija promenqivih uM takvi

da je M, µ |= Γ. Razlikova}emo nekoliko slu~ajeva u zavisnosti od toga

kojim pravilom je dobijen posledwi sekvent Γ ⊢ α. Kao {to smo ve} istakli,
razmatra}emo samo slu~ajeve kada je posledwi sekvent Γ ⊢ α dobijen nekim

od pravila koja se odnose na kvatifikatore i jednakost.

Ako je Γ ⊢ α dobijeno primenom pravila (∀U), onda je formula α oblika

∀xθ, gde je x promenqiva koja nije slobodna u formulama iz Γ. Tada, za

bilo koje a ∈ M va`i M, µ(x/a) |= Γ. Uo~enom sekventu prethodi sekvent

Γ ⊢ θ, pa prema induktivnoj pretpostavci sledi da za svako a ∈ M va`i

M, µ(x/a) |= θ, odakle zakqu~ujemo daM, µ |= ∀xθ.
Ako je Γ ⊢ α dobijeno primenom pravila (∀E), onda je formula α ob-

lika θ[x/t], pri ~emu uo~enom sekventu prethodi sekvent Γ ⊢ ∀xθ. Prema



139

induktivnoj pretpostavci sledi da za svako a ∈ M va`i M, µ(x/a) |= θ.
Specijalno, va`i iM, µ(x/tM[µ]) |= θ, odakle slediM, µ |= θ[x/t].

Ako je Γ ⊢ α dobijeno primenom pravila (∃U), onda je formula α oblika

∃xθ, pri ~emu uo~enom sekventu prethodi sekvent Γ ⊢ θ[x/t]. Prema induk-
tivnoj pretpostavci sledi da M, µ |= θ[x/t], tj. M, µ(x/tM[µ]) |= θ. Odavde
direktno dobijamo daM, µ |= ∃xθ.

Ako jeΓ ⊢ α dobijenoprimenompravila (∃E), onda ovom sekventuprethode
sekventi Γ ⊢ ∃xθ i Γ, θ ⊢ α, pri ~emu je x promenqiva koja nije slobdna u

formulama skupa Γ∪{α}. Prema induktivnoj pretpostavci imamo daM, µ |=
∃xθ, tj. za neko a ∈M va`iM, µ(x/a) |= θ. Po{to se x ne pojavquje slobodno
u formulama skupa Γ, zakqu~ujemo i da je M, µ(x/a) |= Γ. Pozivaju}i se jo{
jednom na induktivnu pretpostavku, dobijamo daM, µ(x/a) |= α. Kako x nije
slobodna promenqiva formule α, sledi daM, µ |= α.

Ako je Γ ⊢ α dobijeno primenom pravila (=E), onda je formula α ob-

lika θ[x/u], i uo~enom sekventu prethode sekventi Γ ⊢ θ[x/t] i Γ ⊢ t = u.
Prema induktivnoj pretpostavci sledi M, µ |= θ[x/t] i M, µ |= t = u,
odnosno M, µ(x/tM[µ]) |= θ i tM[µ] = uM[µ]. Odavde neposredno dobijamo

daM, µ(x/uM[µ]) |= θ, tj. M, µ |= θ[x/u].

Pre nego {to doka`emo da va`i i obrat prethodne teoreme, navodimo

jednu �tehni~ku� lemu poznatu pod nazivom lema o novoj konstanti.

Lema 9. Neka je c simbol konstante koji se ne pojavquje u formulama skupa

Γ ∪ {α}. Ako je Γ ⊢ α[x/c], onda je Γ ⊢ ∀xα.

SKICA DOKAZA. Neka je Γ[x/c] = {γ[x/c] | γ ∈ Γ}. Najpre treba uo~iti da

va`i jedno op{te tvr|ewe:

(∗) iz Γ[x/c] ⊢ α[x/c], sledi da Γ[x/t] ⊢ α[x/t], za bilo koji term t.

Tvr|ewe (∗) se dokazuje indukcijom po du`ini izvo|ewa sekventa Γ[x/c] ⊢
α[x/c] (pri ~emu svuda c zamewujemo sa t).

Pretpostavimo da se simbol konstante c ne pojavquje u formulama skupa
Γ ∪ {α}, i da je Γ ⊢ α[x/c]. Mo`e se pretpostaviti i da je x promenqiva

koja nije slobodna u formulama skupa Γ. Na osnovu tvr|ewa (∗) jednostavno
dobijamo (kada za t uzmemo x) i da je Γ ⊢ α. Kako x nije slobodna u formulama
iz Γ, primenom pravila (∀U), dobijamo Γ ⊢ ∀xα.

Teorema 3. Svaka neprotivre~na teorija ima model.

IDEJA DOKAZA. Dokaz izvodimo Henkinovom metodom konstanti. Osnovna

ideja je da pro{irimo jezik tako da dobijemo bogat skup izraza bez promen-

qivih dovoqan da se od wega mo`e konstruisati `eqeni model. Kao u slu~aju
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iskazne logike, i polaznu teoriju }emo pro{iriti, koliko god je mogu}e, tako

da iz tog pro{irewa mo`emo �pro~itati� model. Neka je T neprotivre~na

teorija jezika L. Najpre se konstrui{e nova teorija T ∗ ⊇ T u pro{irewu

L∗ ⊇ L, tako da je:

• T ⊆ T ∗,

• T ∗ je kompletna teorija, tj. za svaku re~enicuφ, iliT ∗ ⊢ φ iliT ∗ ⊢ ¬φ,

• za svaku formulu φ(x) jezika L∗ koja ima jednu slobodnu promenqivu,
postoji simbol konstante (ozna~imo ga sa) cφ jezika L∗ takav da T ∗ ⊢
∃xφ(x)⇒ φ[x/cφ].

Nakon toga, defini{e se modelM teorije T ∗.

• Domen modela je skupM = E/ ∼, gde jeE skup svih izraza jezikaL∗ koji
ne sadr`e promenqive, a ∼ relacija ekvivalencije na E definisana sa:

t1 ∼ t2 akko T ∗ ⊢ t1 = t2. Ozna~imo sa ⟨t⟩ klasu ekvivalencije odre|enu
elementom t.

• Ako R ∈ RelL∗ , ar(R) = n, onda je:

RM(⟨t1⟩, . . . , ⟨tn⟩) akko T ∗ ⊢ R(t1, . . . , tn).

• Ako F ∈ FunL∗ , ar(F ) = n, onda je FM(⟨t1⟩, . . . , ⟨tn⟩) = ⟨F (t1, . . . , tn)⟩.

• Ako c ∈ ConstL∗ , onda je cM = ⟨c⟩.

Ovako definisana struktura jezika L∗ jeste model teorije T ∗, a time i

model teorije T .

DOKAZ. Definisa}emo induktivno niz jezika Ln, n ∈ N i niz teorija Tn,
n ∈ N (Tn je teorija jezika Ln): L0 = L i T0 = T ,

• Ln+1 = Ln ∪ {cφ | φ ∈ ForLn , |Fr(φ)| = 1}, pri ~emu drugi skup pred-

stavqa skup novih simbola konstanti kojih nema u Ln;

• Tn+1 = Tn ∪ {∃xφ(x)⇒ φ[x/cφ] | φ ∈ ForLn , |Fr(φ)| = 1}

Neka je L∗ = ∪n∈NLn i T = ∪n∈NTn.
Dokaza}emo nekoliko va`nih pomo}nih tvr|ewa.

1. Za svaku formulu φ(x) ∈ ForL∗ , x ∈ V ar, postoji konstanta c ∈ L∗,
takva da T ⊢ ∃xφ(x)⇒ φ[x/c].

Zaista, ako φ(x) ∈ ForL∗ , onda postoji n ∈ N, takav da φ ∈ ForLn , pa skup
Tn+1 sadr`i formulu ∃xφ(x)⇒ φ[x/cφ], pri ~emu je cφ odgovaraju}i simbol
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konstante iz Ln+1. Kako je Tn+1 ⊆ T i Ln+1 ⊆ L∗, zakqu~ujemo da tvr|ewe
va`i.

2. Skup T je neprotivre~an.

Dovoqno je dokazati da je za svako n ∈ N, skup Tn neprotivre~an. Dokaz

da je Tn, n ∈ N, niz neprotivre~nih teorija, sprovodimo matemati~kom in-

dukcijom.

Teorija T0 = T neprotivre~na je po pretpostavci teoreme.

Pretpostavimo da je Tn neprotivre~na teorija za neko n ∈ N. Da bismo
dokazali da je tada i Tn+1 neprotivre~na teorija, pretpostavi}emo suprotno:

neka je Tn+1 protivre~na teorija, tj. Tn+1 ⊢ ⊥. Tada postoji kona~no mnogo
formula φ1(x1), . . . , φk(xk) sa jednom slobodnom promenqivom zapisanih na

jeziku Ln, tako da

Tn,∃x1φ1(x1)⇒ φ1[x1/cφ1 ], . . . , ∃xkφk(xk)⇒ φk[xk/cφk ] ⊢ ⊥.

Odavde dobijamo:

Tn ⊢
∧

16i6k(∃xiφi(xi)⇒ φi[xi/cφi ])⇒ ⊥
[Prema lemi 12 iz prethodnog poglavqa (strana 75)]

Tn ⊢ ∀y1 · · · ∀yk
(∧

16i6k(∃xiφi(xi)⇒ φi[xi/yi])⇒ ⊥
)

[Prema lemi 9, jer se konstante cφi ne pojavquju u re~enicama iz Tn.
Promenqive y1, . . . , yk biramo tako da se nijedna odwih ne pojavquje
slobodno u formulama φi(xi), i = 1, . . . , k.]

Tn ⊢ ∃y1 · · · ∃yk
∧

16i6k(∃xiφi(xi)⇒ φi[xi/yi])⇒ ⊥
[⊢ ∀y(φ⇒ ⊥)⇔ (∃yφ⇒ ⊥)]

Tn ⊢
∧

16i6k(∃xiφi(xi)⇒ ∃yiφi[xi/yi])⇒ ⊥
[⊢ ∃y1∃y2(φ1(y1) ∧ φ2(y2))⇔ ∃y1φ1(y1) ∧ ∃y2φ2(y2), i

ako y nije slobodno u φ, onda ⊢ ∃y(φ⇒ ψ)⇔ (φ⇒ ∃yψ)]
Tn ⊢ ⊥.

[⊢ ∃xiφi(xi)⇒ ∃yiφi[xi/yi] (preimenovawe vezanih promenqivih)]
Dolazimo do kontradikcije sa induktivnom pretpostavkom da je Tn nepro-

tivre~an skup. Dakle, Tn+1 tako|e je neprotivre~an.

Primetimo da je jezik L∗ prebrojiv, pa je prebrojiv i skup re~enica na

ovom jeziku. Sve re~enice jezika L∗ pore|a}emo u niz σ0, σ1, σ2, . . .

Definisa}emo induktivno niz teorija Tn, n ∈ N: T 0 = T i

Tn+1 =

{
Tn ∪ {σn}, Tn, σn ̸⊢ ⊥,

Tn, Tn, σn ⊢ ⊥.

Neka je T ∗ = ∪n∈NTn.

3. Teorija T ∗ je neprotivre~na i kompletna.
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Dokaze neprotivre~nosti i kompletnosti prepu{tamo ~itaocima48.

Primetimo tako|e da se u tvr|ewu 1, umesto T , mo`e pisati i T ∗.
Ostaje jo{dakonstrui{emo`eqenimodel. Neka jeM skup svih zatvorenih

izraza jezika L∗ i ∼ binarna relacija skupaM definisana sa

t ∼ s akko T ∗ ⊢ t = s, t, s ∈M.

4. Relacija ∼ je relacija ekvivalencije na E. To se jednostavno dokazuje
primenom (=U) i sekvenata izvedenih u primerima 24 i 25.

Neka je M∗ = E/ ∼. Sa ⟨t⟩ ozna~avamo klasu ekvivalencije odre|enu

izrazom t. Na skupuM∗ interpretiramo jezik L∗ na slede}i na~in:

• ako R ∈ RelL∗ , ar(R) = n, onda je:

RM∗
(⟨t1⟩, . . . , ⟨tn⟩) akko T ∗ ⊢ R(t1, . . . , tn);

• ako F ∈ FunL∗ , ar(F ) = n, onda je FM∗
(⟨t1⟩, . . . , ⟨tn⟩) = ⟨F (t1, . . . , tn)⟩;

• ako c ∈ ConstL∗ , onda je cM
∗
= ⟨c⟩.

5. Interpretacije relacijskih i funkcijskih simbola jezika L∗ na skupu
M∗ dobro su definisane.

Dobra definisanost interpretacija relacijskih i funkcijskih simbola

zna~i da:

1) iz ⟨t1⟩ = ⟨s1⟩, . . . , ⟨tm⟩ = ⟨sm⟩, sledi

RM∗
(⟨t1⟩, . . . , ⟨tm⟩) akko RM∗

(⟨s1⟩, . . . , ⟨sm⟩),

2) iz ⟨t1⟩ = ⟨s1⟩, . . . , ⟨tm⟩ = ⟨sm⟩, sledi

FM∗
(⟨t1⟩, . . . , ⟨tm⟩) = FM∗

(⟨s1⟩, . . . , ⟨sm⟩).

Neka je ⟨t1⟩ = ⟨s1⟩, . . . , ⟨tm⟩ = ⟨sm⟩. Tada je t1 ∼ s1, . . . , tm ∼ sm, {to zna~i
da T ∗ ⊢ ti = si, i = 1, . . . ,m.

Doka`imo najpre ekivalenciju iz 1). Neka je RM∗
(⟨t1⟩, . . . , ⟨tm⟩). Tada

T ∗ ⊢ R(t1, . . . , tm). Ako m puta primenimo pravilo (=E), dobijamo da

T ∗ ⊢ R(s1, . . . , sm), odakle sledi RM∗
(⟨s1⟩, . . . , ⟨sm⟩). Analogno se dokazuje

obratna implikacija.

Doka`imo jednakost iz 2). Ako na T ∗ ⊢ F (x1, . . . , xm) = F (x1, . . . , xm)
(=U), pri ~emu sux1, . . . , xm me|usobnorazli~ite promenqive i ar(F ) = m,m

48Videti dokaz teoreme potpunosti za iskaznu logiku.



143

puta primenimo pravilo (=E), dobijamo T
∗ ⊢ F (t1, . . . , tm) = F (s1, . . . , sm),

odakle sledi da je ⟨F (t1, . . . , tm)⟩ = ⟨F (s1, . . . , sm)⟩, {to daqe zna~i da je

FM∗
(⟨t1⟩, . . . , ⟨tm⟩) = FM∗

(⟨s1⟩, . . . , ⟨sm⟩).
Ostaje jo{da se poka`eda konstruisanimodel zadovoqava`eqenu teoriju.

To }e biti jednostavna posledica slede}ih tvr|ewa.

6. Za svaki term t ∈ TermL i sve a1, . . . , ak ∈ M , pri ~emu je k = |V (t)|,
va`i49:

tM
∗
[⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩] = ⟨t[a1, . . . , ak]⟩.

Dokaz izvodimo indukcijom po slo`enosti izraza t.

Ako je t promenqiva x, za valuaciju x 7→ ⟨a⟩ ∈M∗, imamo da je tM
∗
[⟨a⟩] =

⟨a⟩ = ⟨t[a]⟩, pa tvr|ewe o~igledno va`i. Ako je t simbol konstante c, onda je
tM

∗
= c, pa i u ovom slu~aju va`i tvr|ewe.

Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sve izraze slo`enosti mawe od n. Neka
je t izraz slo`enosti n. Tada je t oblika F (t1, . . . , tm), za neko F ∈ FunL,
ar(F ) = m, i neke izraze t1, . . . , tm slo`enosti mawe od n. Neka je k = |V(t)|.
Tada je:

tM
∗
[⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩]

= FM∗
(
tM

∗
1 [⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩], . . . , tM

∗
m [⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩]

)
= FM∗

(⟨t1[a1, . . . , ak]⟩, . . . , ⟨tm[a1, . . . , ak]⟩)
= ⟨F (t1[a1, . . . , ak], . . . , tm[a1, . . . , ak])⟩
= ⟨t[a1, . . . , ak]⟩

7. Za svaku formulu α ∈ ForL i sve a1, . . . , ak ∈M , pri ~emu je k = |Fr(α)|,
va`i:

M∗ |= α[⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩] akko T ∗ ⊢ α[a1, . . . , ak].

Dokaz izvodimo indukcijom po slo`enosti formule φ.

Ako je α atomi~na formula oblika t1 = t2, t1, t2 ∈ TermL:

M∗ |= α[⟨a1⟩, . . . , ⟨am⟩]
akko tM

∗
1 [⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩] = tM

∗
2 [⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩]

akko ⟨t1[a1, . . . , ak]⟩ = ⟨t2[a1, . . . , ak]⟩
akko T ∗ ⊢ t1[a1, . . . , ak] = t2[a1, . . . , ak].

49Sa t[a1, . . . , ak] ozna~avamo izraz dobijen iz t zamenom svih wegovih promenqivih

x1, . . . , xk redom izrazima a1, . . . , ak.
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Ako je α atomi~na formula oblika R(t1, . . . , tm), R ∈ RelL, ar(R) = m,

t1, . . . , tm ∈ TermL:

M∗ |= R(t1, . . . , tm)[⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩]

akko RM∗
(
tM

∗
1 [⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩], . . . , tM

∗
m [⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩]

)
akko RM∗

(⟨t1[a1, . . . , ak]⟩, . . . , ⟨tm[a1, . . . , ak]⟩)
akko T ∗ ⊢ R(t1[a1, . . . , ak], . . . , tm[a1, . . . , ak])

akko T ∗ ⊢ R(t1, . . . , tm)[a1, . . . , ak].

Ako je α oblika ¬θ, onda

M∗ |= ¬θ[⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩]
akko M∗ ̸|= θ[⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩] [prema definiciji relacije zadovoqewa]

akko T ∗ ̸⊢ θ[a1, . . . , ak] [prema induktivnoj pretpostavci]

akko T ∗ ⊢ ¬θ[a1, . . . , ak] [T ∗ je kompletna]

akko T ∗ ⊢ α[a1, . . . , ak].

Ako je α oblika φ ∧ ψ, onda

M∗ |= φ ∧ ψ[⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩]
akko M∗ |= φ[⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩] iM∗ |= ψ[⟨a1⟩, . . . , ⟨ak⟩]

[prema definiciji relacije zadovoqewa]

akko T ∗ ⊢ φ[a1, . . . , ak] i T ∗ ⊢ ψ[a1, . . . , ak]
[prema induktivnoj pretpostavci]

akko T ∗ ⊢ φ ∧ ψ[a1, . . . , ak]
[prema pravilima (∧U), (∧lE), (∧dE)]

akko T ∗ ⊢ α[a1, . . . , ak].

Neka je α oblika ∃xθ(x, x1, . . . , xk).
Pretpostavimo da jeM∗ |= α[⟨a1⟩, . . . , ⟨am⟩]. Tada postoji element a ∈M ,

takav da je M∗ |= θ[⟨a⟩, ⟨a1⟩, . . . , ⟨am⟩], pa prema induktivnoj pretpostavci
T ∗ ⊢ θ[a, a1, . . . , am]. Primenom pravila (∃U) imamo T ∗ ⊢ ∃xθ[x, a1, . . . , am],
odnosno T ∗ ⊢ α[a1, . . . , am].

Pretpostavimo da T ∗ ⊢ α[a1, . . . , am], odnosno T ∗ ⊢ ∃xθ[x, a1, . . . , am].
Prema tvr|ewu 1, postoji simbol konstante c jezika L∗, takav da

T ∗ ⊢ ∃xθ[x, a1, . . . , am]⇒ θ[c, a1, . . . , am],
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odakle, prema (⇒E), sledi T
∗ ⊢ θ[c, a1, . . . , am]. Prema induktivnoj pret-

postavci je M∗ |= θ[⟨c⟩, ⟨a1⟩, . . . , ⟨am⟩], pa M∗ |= ∃xθ[x, ⟨a1⟩, . . . , ⟨am⟩], od-
nosno T ∗ ⊢ α[a1, . . . , ak].

Poglavqe zavr{avamo nekim jednostavnim primenama teoreme

(⋆) Γ ⊢ α akko Γ |= α.

PRIMER 30. Primenom navedene teoreme jednostavno se dokazuje da odre|ena for-

mulanije posledicanekog skupapretpostavki. To}emoilustrovati jednimprimerom.

Posmatrajmo teoriju grupa TGR i doka`imo da se zakon komutativnosti, tj. formula

∀x∀y(x∗y = y ∗x) ne mo`e izvesti iz TGR. Da bismo dokazali da TGR ̸⊢ ∀x∀y(x∗y =
y ∗ x), dovoqno je dokazati da TGR ̸|= ∀x∀y(x ∗ y = y ∗ x), za {ta je dovoqno da

konstrui{emo grupu ~ija binarna operacija nije komutativna. Ko je bar malo up-

oznat sa teorijom grupa, odmah }e se setiti primera takve grupe. Jedna od wih je

grupa (S3, ◦,−1, σ1), gde je S3 skup svih permutacija (bijekcija) skupa {1, 2, 3} ~iju su
elementi:

σ1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
, τ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, τ2 =

(
1 2 3
2 1 3

)
,

σ2 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, σ3 =

(
1 2 3
3 1 2

)
, τ3 =

(
1 2 3
3 2 1

)
.

Da grupa nije komutativna pokazuju jednakosti:

τ3 ◦ τ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
= σ3, τ2 ◦ τ3 =

(
1 2 3
2 3 1

)
= σ2.

Analogno se pokazuje da se ~uveni peti postulat (tj. aksioma paralelnosti) ne

mo`e dokazati iz ostalih aksioma euklidske geometrije. U primeru sa po~etka ovog

poglavqa grubo smo opisali model u kome aksioma paralelnosti ne va`i, ali se mogu

�realizovati� sve ostale aksiome euklidske geometrije. Mnogo vi{e detaqa o ovom

modelu ~italac mo`e prona}i u ??. ◃

Zadaci

1. Nelogi~ki deo jezika predikatske logike prvog reda ~ine slede}i simboli:

RelL= {R,S}, FunL= {F,G}, ConstL= {e}, pri ~emu je ar(R) = ar(F ) = 2,
ar(S) = ar(G) = 1.

(i) Koji je od slede}ih nizova simbola izraz, koji formula, a koji ni

jedno ni drugo: F (G(x), G(y)); S(F (x,G(e))); R(x, S(x)); R(e, e); ∀yR(x, e);
∀x∃yR(x, y); ∀x(R(x,G(y))⇒ F (x, y))?

(ii) Dati jezik je interpretiran na skupovima Z, N, P(N) iX = {a, b, c}.
Interpretacija na Z:
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RZ =6 (ure|ewe celih brojeva),

SZ = �biti pozitivan� = {1, 2, 3, 4, . . .},
FZ = + (sabirawe celih brojeva),

GZ = g, pri ~emu je g : Z→ Z i g(x) = −x, x ∈ Z,
eZ = 0.

Interpretacija na N:
RN =| (deqivost prirodnih brojeva),
SN = �biti prost� = {2, 3, 5, 7, 11, . . .},
FN = · (mno`ewe prirodnih brojeva),
GN = h, pri ~emu je h : N→ N i h(x) = 2x+ 1, x ∈ N,
eN = 1.

Interpretacija na P(N):
RP(N) =⊆ (podskup),

SP(N) = �biti kona~an�,

FP(N) = ∩ (presek skupova),
GP(N) = c (komplement skupa u odnosu naN, c : P(N)→ P(N) i xc = N\x),
eP(N) = ∅.
Interpretacija na X :

RX = {(a, c), (b, c), (c, c), (a, b)},
SX = {a, c},
FX = ∗, pri ~emu je ∗ binarna operacija definisana tablicom

∗ a b c

a b b b
b b b c
c c b b

,

GX = ℓ, pri ~emu je ℓ : X → X dato sa ℓ =

(
a b c
a a a

)
,

eX = c.

(a) Odrediti vrednosti izraza F (F (x, e), G(y)), G(F (x, x)) i ispitati

ta~nost formule S(F (x, x))⇒R(G(x), G(y)) u
− Z pri valuaciji promenqivih µ : x 7→ −2, y 7→ 1;
−N pri valuaciji promenqivih µ : x 7→ 2, y 7→ 1;
− P(N) pri valuaciji promenqivih µ : x 7→ {1, 2}, y 7→ {2, 3};
−X pri valuaciji promenqivih µ : x 7→ a, y 7→ b.

(b) Ispitati ta~nost re~enica ∃x∀yR(x, y), ∀xS(x)∨∀x¬S(x), ∃x¬S(x),
¬S(G(e))), ∀x∀y(S(x)∧S(y)⇒ S(F (x, y))), ∀x∀y(R(x, y)⇒ R(G(y), G(x))),
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∀x(S(x)⇒ ∃yR(x, F (x, y))), ∀x∀y(R(x, y)∨R(y, x)) redom u modelima Z,N,

P(N),X.

(v) Re~enicama datog jezika izraziti slede}a svojstva struktureN.

− Proizvod dva prosta broja nije prost broj.

− Svaki prost broj ve}i od 2 je neparan.

(g) Re~enicama datog jezika izraziti slede}a svojstva strukture P(N).
− Komplement kona~nog skupa nije kona~an skup.

− Presek dva kona~na skupa je kona~an skup.

− Postoji skup koji nije kona~an i ~iji komplement nije kona~an.

2. Za svaku od narednih re~enica jezika iz prethodnog zadatka na}i, ako je to

mogu}e, bar jedan model i bar jedan kontramodel.

• ∀xS(x) ∧ ∀xR(x, x)⇒ ∀x(S(x) ∧R(x, x)),
• ∀x¬R(x, x) ∨ ∀xR(x, x),
• ∃xS(x) ∨ ∃xR(x, x)⇒ ∃(S(x) ∨R(x, x)),
• ∀x(¬R(x, x) ∨R(x, x)).
• ∀xS(x) ∧ ∀xR(x, x)⇒ ∀x(S(x) ∧R(x, x)),
• ∃x(R(x, x)⇒ S(x)),

• ∀x¬R(x, x),
• ∃xS(x) ∨ ∃xR(x, x)⇒ ∃x(S(x) ∨R(x, x)),
• ∀x(¬R(x, x) ∨R(x, x)),
• ∀x∃y(S(x) ∨ S(y))⇔ ∀x∀y(¬S(x) ∧ ¬S(y)).

3. Jezik L = {∗, ⋆, a, b} (FunL = {∗, ⋆}, ar(∗) = ar(⋆) = 2, ConstL = {a, b})
interpretiran je na vi{e na~ina.

Na skupu Z, operacijski znaci ∗ i ⋆ su interpretirani standardnim op-

eracijama + i ·, redom, a simboli konstanti a i b sa 0 i 1, redom.

Na skupuZ×Z, operacijski znaci ∗ i ⋆ su interpretirani redom operaci-
jama ⊕ i ⊙, pri ~emu je

(k, ℓ)⊕ (m,n) = (k +m, ℓ+ n) i (k, ℓ)⊙ (m,n) = (k ·m− ℓ · n, k · n+ ℓ ·m),

a simboli konstanti a i b sa (0, 0) i (1, 0), redom.

Na M2(Z) � skupu svih kvadratnih matrica tipa 2 × 2 nad Z (tj. svih

kvadratnih �{ema� oblika

[
k ℓ
m n

]
) operacijski znaci ∗ i ⋆ su interpre-

tirani redom operacijama � i �, pri ~emu je[
k ℓ
m n

]
�
[
k′ ℓ′

m′ n′

]
=

[
k + k′ ℓ+ ℓ′

m+m′ n+ n′

]
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i [
k ℓ
m n

]
�
[
k′ ℓ′

m′ n′

]
=

[
kk′ + ℓm′ kℓ′ + ℓn′

mk′ + nm′ mℓ′ + nn′

]
,

a simboli konstanti a i b sa

[
0 0
0 0

]
i

[
1 0
0 1

]
, redom.

Ozna~imo dobijene strukture sa

A = (Z,+, ·, 0, 1),
B = (Z× Z,⊕,⊙, (0, 0), (1, 0)) i

C =

(
M2(Z),�,�,

[
0 0
0 0

]
,

[
1 0
0 1

])
.

Na}i bar po jednu re~enicu jezika L koja va`i u jednoj od ovih struktura

i ne va`i u ostale dve.

4. Da li postoji formula α jezikaLFO takva da za svako ure|eno poqeF va`i:

F |= α akko je F arhimedsko poqe (videti primer 19)?

5. Za formulu α nekog jezika L, neka je

Aα = {n ∈ N | postoji modelM nad skupom sa n elemenata takav daM |= α}.

Za svaki od narednih skupova A ⊆ N odrediti (ako postoji) formulu α,
biraju}i pritom i odgovararju}i jezik L, tako da Aα = A.
• A = N \ {0};
• A = {1, . . . , n}, n > 1;
• A = {n}, n > 1;
• A = N \ {0, 1, . . . , n}, n > 1;
• A = {n ∈ N | n ≡ 2 (mod3)};
• A = {n2 | n ∈ N};
• A = {n ∈ N | n nije prost broj}.

6. Dokazati:

(a) α⇒ ∀xβ ≡ ∀x(α⇒ β) ako x nije slobodno u α;

(b) ∃xα⇒ β ≡ ∀x(α⇒ β) ako x nije slobodno u β;

(v) ∃x(α⇒ β)⇔ (∀xα⇒ ∃xβ).

7. Neka su ◦, ∗dvabinarnaoperacijska simbola, a▹, <dvabinarnarelacijska

simbola. Date su slede}e formule:

α1 ∀x∀u∀v(x▹ u ◦ v ⇔ ∀y(x < y ⇒ (y ▹ u⇒ y ▹ v)));
α2 ∀x, u, v(x▹ u ∗ v ⇔ x▹ u ∨ x▹ v);
α3 ∀x∀y∀z(x < y ∧ x < z ⇒ y < z ∨ z < y);
α4 ∀x∀y∀u(x▹ u ∧ x < y ⇒ y ▹ u);
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α ∀x∀u∀v(x▹ (u ◦ v) ∗ (v ◦ u)).
Dokazati α1, α2, α3, α4 |= α.

8. Ako su U i V unarni relacijski simboli i f unarni operacijski simbol,

dokazati:

(a) ⊢ ∃x∀y(U(x)⇒ U(y));

(b) ⊢ ∃x∀y(U(y)⇒ U(x));

(v) ⊢ ∃x∀y(((U(y)⇒ U(x))⇒ U(x))⇒ U(y));

(g) ⊢ ∃x∀y((V (y)⇒ U(x))⇒ (V (x)⇒ U(y)));

(d) ⊢ ∃x∀y(((U(f(x))⇒ U(f(y)))⇒ U(x))⇒ U(y)).

9. Ako su α, β i γ proizvoqne predikatske formule, dokazati da je:

(a) ⊢ ∀x(α ⇒ β) ⇒ (α ⇒ ∀xβ) ukoliko x nije slobodna promenqiva u

formuli α;

(b) ⊢ ∃x(α⇒ β)⇒ (∀xα⇒ ∃xβ).

10. Dokazati da se slede}a levapravilaizvo|ewamogu koristitipridokazi-

vawu.

Γ, ∀xα, α(x := t) ⊢ γ
Γ, ∀xα ⊢ γ

(∀L)
Γ, α ⊢ γ x nije slobodno u formulama iz Γ i u γ

Γ, ∃xα ⊢ γ
(∃L)

Peanova aritmetika (prvog reda), u oznaci PA, jeste teorija na jeziku LPA =
{6, s,+, ·, 0} (RelLPA

= {6}, FunLPA
= {s,+, ·}, ar(6) = ar(+) = ar(·) = 2,

ar(s) = 1, ConstLPA
= {0}), koja sadr`i slede}e re~enice

PA1 ∀x¬0 = s(x),
PA2 ∀x∀y(s(x) = s(y)⇒ x = y),
PA3 ∀x(x+ 0 = x),
PA4 ∀x∀y(x+ s(y) = s(x+ y)),
PA5 ∀x(x · 0 = 0),
PA6 ∀x∀y(x · s(y) = (x · y) + x),
PA7 ∀x∀y(x 6 y ⇔ ∃z(z + x = y)),
PA8 (φ(0) ∧ ∀x(φ(x)⇒ φ(s(x))))⇒ ∀xφ(x).

Primetimo da je princip indukcije (PA8) iskazan beskona~nim spiskom

aksioma � za svaku formulu φ(x) uvedena je po jedna aksioma.

11. Dokazati:

(a) PA ⊢ ∀x∀y(x+ y = y + x),

(Uputstvo. Dokazati najpre da je PA ⊢ ∀y(0 + y = y + 0).)

(b) PA ⊢ ∀x(x 6 x),

(v) PA ⊢ ∀x∀y(x 6 y ∧ y 6 x⇒ x = y),
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(g) PA ⊢ ∀x∀y∀z(x 6 y ∧ y 6 z ⇒ x 6 z),
(d) PA ⊢ ∀x(x 6 0⇒ x = 0),
(|) PA ⊢ ∀x∀y(x 6 S(y)⇒ x 6 y ∨ x = s(y)),
(e) PA ⊢ ∀x∀y(x 6 y ∨ y),
(`) PA ⊢ ∃xα(x)⇒ ∃x(α(x) ∧ ∀y(y < x⇒ ¬α(y))), za svaku formulu α.

12. Na skupu M = {0} × N ∪ {1, 2} × Z interpretiran je jezik aritmetike

{S,+, ·, 0} na slede}i na~in:
SM(i, n) = (i, n+ 1), i = 0, 1, 2,

(0, n) +M (i,m) = (i,m) +M (0, n) = (i, n+m), i = 0, 1, 2, i
(i, n) +M (j,m) = (i, n+m), i = 1, 2,

(0, n) ·M (i,m) = (i,m) ·M (0, n) = (i, n ·m), i = 0, 1, 2, i
(i, n) ·M (j,m) = (i, n ·m), i = 1, 2, 0M = (0, 0).

Dokazati da u modelu M va`e sve aksiome Peanove aritmetike, osim

aksiome indukcije PA8. Tako|e, dokazati:

•M ̸|= ∀x∀y(x+ y = y + x);

• PA − PA8 ̸⊢ ∀x(¬x′ = x), pri ~emu je PA − PA8 teorija koju ~ini

sedam aksioma Peanove aritmetike bez aksiome indukcije.
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