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IIpearosop

Kmura je Hammcana Ha OCHOBY IIpefaBama Koje je ayTop IpXKao Yy OKBUPY
npeaMeTa YBOJ y MAaTEMATUIKY JIOTHKY ...

V beorpany, 2014. roguxe Ayrop






byJs0Be aireope

Jedununuja bByaose anreodpe

Yommmreno rosopehn, Bynose anredpe Tpeda 3aMHIUBATH KaO CTPYKTYpe UHje
ce omeparltyje ,,JJoHaIajy momyT 00 PO MTO3HATHX CKYITOBHUX OTepalivja, Tj. 3a10-
BOJbABAjy UCTA CBOjCTBA KAO CKYIOBHE OoIlepalyje. 3aTo Hajlipe HABOANMO OCHOBHE
npumepe bymoBux anre6pm, xoju he Ham yjemqHo OWTH M TONA3MILNTE CKOPO CBHUX
JAJhUX pa3MaTpama.

TTPUMEP 1. Hexa je U mpoussoman ckyn. Axo maprutusau ckyn P(U), Tj. ckym cBux
nojckynoBa ckyna U, mocMaTpaMo 3aje/IHO ¢a onepalnujama:

e yamje, U: P(U) x P(U) - PU), (X, Y)— XUY,X,Y € P(U),
e mpecexa, N: P(U) x P(U) = PU), (X, Y)» XNY, XY €eP(U)u
o rommiementupama, ¢ : P(U) - P(U), X — X°=U\ X, X € P(U).

u enementuma () u U, koju cakako umajy nocedaH cratyc Mel)y ocTaanM eleMeHTUMA U3
P(U), nobujamo Tunmuan mpumep Bynose anrebpe. OBy Bymosy anreGpy o3nauaBamo ca
(P(U),U,n,<,0,U) (npu uemy 3anpaBo HabpajaMo CBE OHO IITO j€ CAUNIHABA).

Beh cmo Hanmomenyiu ga hie Hac 3aHMMaT 0COOUMHE HABeACHUX onepanuja. Kao moceb-
HO 3HAYajHe HCTHYEMO ciieAehe mo3HAaTe jenHakocTy' :

AY XU(YUZ)=(XUY)uZz A" XNn(YnzZ)y=(XnY)nZz

K XUuY=YUuX K" XNnYy=YnX

Dy XU{lYNZ)=(XUY)n(XUuZ) Dj XNnYUuZ)=(XnNnY)u(XnNZ)
NY XuUufp=X N XNnU=X

CY XuX°e=U C" XnXc=10

koje Baxe 3a cee X, Y, Z € P(U).

! JeAHAKOCTH Cy O3HAUEHE TOUYETHUM CJIOBOM YCTAHEHNX TEPMUHA KOJI C& KOPUCTE 33 0AroBapajyhe
ocobuHe onepaiuja, Ipy 4emy y3 CjioBa CTOje M O3HaKe ornepainuja Ha Koje ce ocobune oaHoce. Y
CKITajly ca TUM U uuTamo o3Hake: A" — aconmjatuaoct yuuje; D — m1ucTpuGYTHBHOCT YHUjE IpeMa
npecexy, N — weyrpannu enement 3a npecek, C — 0HOC KOMIIEMEHTHPAHA U MPECEKA, UT/I.



OBe UIEHTHTETH HUCY CITy4ajHO M3a6paHu jep Ce MCIOCTaBIba a Cy OCTAIU CKYIIOBHH
WJIEHTUTETH MOCIIENIIE HABEIEHNX. 3a Ca/1a HABOJMMO CaMO jefian pumMep. V3 HABeIeHNX
ocobuna uzsemhemo upenturer X N X = X, X € P(U).

(NY) (ch

xnx T (xnx)un S (xnx)yuxnx) i) (N7)

XN(Xuxe)'='xnu'='x

IMoce6Ho je Baxan cnenehn cnenmjanan caydaj anrebpe (P(U),U,N, <, 0,U). Axo je
U jemunounan ckyn, Ha npumep U = {0}, onga je P(U) = {0,{0}} = {0, U} u onepauuje
MOXEMO ITpuKa3aTH cienehnm tabiaumnama.

ulp U nlo U | ©
ol u 0|0 0 0|U
ulv v ulp U U|D

Axo () osnaunmo ca 0 u unreprperupamo kao HerayHo, {0} ca 1 u unrepnpernpamo xao
Ta4HO, W 1IPeo3HaYnMo oriepauuje, U ca V, M ca A u € ca =, nobujamo pegom Tabiuie
[O3HATHUX JIOTUYKKUX onepaimja Ha ckymy {0, 1}: gucjyHKUMje, KOHjyHKLHje 1 HEraLHje.

VI0o 1 A0 1 \
0/[01 0[]0 0 0
1jr 1 1j0 1 1

O )

OsHake oneparnuja Koje KOPHUCTHMO 3a OBy clenujainHy bynoBy anrebpy yriaBHoM ce
KOPUCTe MPUINKOM OIINTUX pa3MaTpama o bymoBum anrebpama. Mu hemo y HapeaHoj
JebUHULNH CIeqUTH T4] IPHHIMUI, IIPH YeMy iieMO MOMEHYTe O3HaKe MaJIO CTHIH30BATH
Ia Ou ce pa3IuKoBalle o1 OBHX Koje heMO KOPUCTHUTH 32 JIOTHYKE OIlepariije. >

OcobuHe CKYIOBHHUX OIlepalidja UCTAKHYTEe y IPETXOJHOM IIPUMEPY Y3UMaMO
3a akcuoMme BymoBux anre6pu.

Nedunuuuja 1. By.uoa aaredpa je crpykrypa (B, Y, A,/ ,0, 1) kojy uuHe HekH cKyII
B, nBe 6unapne onepaLU/Ije2 Y, A : Bx B — B, jeqna ynapua’' : B — B u 1Ba
pazmuuuta eqeMenta 0 u 1 w3 B, npu yeMy IpOH3BOJBHH €JIEMEHTH T,Y, 2 U3 B
ucrymanajy ciaenehe ycmose:

A" zY(yyz)=(xYy) Y=z AY zA(yhz)=(zAy) Az

K" z2Yy=yYz K" zAy=yAz

D zY(yArz)=(@Yy A(zrYz) Dy zA(yYz)=(@Ay Y (zA2)
C’ zva =1 Ch zAa2 =0

N zY0==x Nt zAl==x

Ckyr B ce Ha3uBa foMeH HIH cKyl Hocad bynoBe anrebpe B.

?Ha cprickoM jesuky, GHHApHE omepanuje BymoBe anreGpe yriaBHOM ce HA3HBajy KAO W OATO-
Bapajyhie CKyrmoBHe, OJIHOCHO JIOTHUKE Oomepanuje: Y — yHHja, OJH. AWCjYHKIMja, A — MPECEeK, OJIH.
KOHjyHKLMja. Ha eHriIecKkoM je3uKy, KOju C¢ JaHAC CMAaTpa YHUBEP3AJIHUM JE3UKOM U HAYYHE KOMY-
HUKaIHje, TOMEHyTe Olepalyje uMajy HoBa umena: Y — meet (a He union, ogu. disjuntion), A —
join (a e intersection, ogn. conjunction).



ITpumepu BygoBux anreopu

ITPUMEP 2. Ca ocHoBHUM IipuMepuMa Bynosux anrebpu Beh cMo ce yrnosHand. Ped je o
TAKO3BAHMM aiareépaMa naprutusnor ckyna (P(U),U,N, ¢, 0, U), rae je U 61110 Koju CKyIL
Kapna je U jennouna ckyi, oarosapajyhy anrebpy napTuTHBHOI CKyIla HA3MBAMO alIre-

OpoM ucka3HoT pauyHa. Y3umajyhuy 003up pa3marparma i O3HaKe U3 IIPETXOAHOL IPUMEpPa,
anrebpy MCKasHOT pauyHa osHadaBamo ca 2 = ({0,1},V,A,—,0,1). TTpumerumo nga ce
onepartije bynose anredpe 2 MOry oIcaTH U Ha joI jemad HauuH ykouuko 0 u 1 cxBaTuMO
kao 6pojese. Hamme, 3a 2,y € {0, 1}, umamo ma je z Vy = max{x, y}, Ay = min{x, y},
(upu yemy ce ocmamamo Ha yobuuajenu nopemnak 0 < 1), kaou naje " = 1 — x (,,— je
3HAK 33 oy3uMame). Jlakne, Mmoxkemo mucaty u ja je 2 = ({0, 1}, max, min, 1—,0, 1), mpu
yemy ,,1 —* cxBaTamo kao 03HaKy (PYHKIIH]je KOja OUeKyje apTYMEHT 3AecHa. JeqHAKOCTH U3
MpeTXogHe AeGUHHUITI]E Y OBOj HOTAIU)H IIOCTAjV:
A" max{z, max{y, z}} = max{max{z, y}, z}

A" min{z, min{y, z}} = min{min{z, y}, z}
K" max{z,y} = max{y,z} K”* min{z,y} = min{y,z}
D} max{z, min{y, z}} = min{max{z, y}, max{z, z}}

D¢ min{z, max{y, z}} = max{min{z,y}, min{z, z}}

C" max{z,1—z}=1 C* min{z,1—2}=0

NY max(z,0) =z N+ min{z,1} =z

U IUPEKTHO Ce MOJKe IIPOBEPHUTH Ja Baxke 3a 6110 Koje z, y € {0, 1}. Mu heMo ce y HacTaBKy
[MOBPEMEHO OCIIAATU U Ha OBE OIKCE orepaluja anredope 2. >

TTPUMEP 3. 3anumibue npumep Bysose anre6pe mobujamo pasmarpajyhu ckym D,, cBux
[IPUPOJIHUX JININNIA1A HEKOT IIPUPOAHOr Opoja n KOJH je IPOU3BOJ| PA3IUYMTUX ITPOCTHX
OpojeBa (akiie, n HUje AeJbUB KBAAPATOM HEKOT mpocTor 0poja). Huje Temiko noka3aru, Ko-
puctehin ereMeHTapHa CBOjCTBa HajMarbeT 3ajeMHIUKOT campkaolla 1 HajBehier 3ajeMTHTIKOT
nemvona, xa je D, = (D,,,nzs,nzd,n/,1,n) jenna Bynosa anredpa (KOMILIEMEHT elle-
MmeHta ¢ € Dy, je n/x), 1j. na 3a 6uio xoje ., y, z Baxe cienehe jeqHAKOCTHU:
AY nzs(z,nzs(y, 2)) = nzs(nzs(z, y), 2)

A* nzd(z,nzd(y, 2)) = nzd(nzd(z, y), 2)
K" nzs(x,y) = nzs(y, x) K* nzd(z,y) = nzd(y, x)
D nzs(x,nzd(y, z)) = nzd(nzs(z, y), nzs(z, 2))

D4 nzd(z,nzs(y, 2)) = nzs(nzd(z,y), nzd(z, z))

=1

n n
CY nzs (:107 7) =n C* nzd (x, f)
x x
N nzs(z,1) == N* nzd(z,n) =z
Komiuteras /10Ka3 HABEISHUX jeJHAKOCTH IpenymraMo untaouuma. OBjle HABOAUMO
caMo JeTaJbHHje yIyTcTBO. Heka cy pi, ..., i MehycoOHO pazauduTu mpoctu OpojeBu
U HEKa je N = p1---Pr. Taga ce cBaku eneMeHT © € D, Moxe 3amucaTH y OOJIUKY
r = pi'---ppF, 3a Heke ai,...,a € {0,1}. Axkojex = pi'---pifuy = i ---pZ’“,
. . max{ai,b1} max{ar,by }
a;,b; € {0,1},i=1,...,k, ouna je nzs(x,y) = p; Ry unzd(z,y) =
in{a1,b i b . n _ 1_
prlnm{a1 R -pzlm{a’“‘ } | Kommtement enementa jecte — = p; ' ...py . Cana
x

j€ jeTHOCTAaBHO MPOBEPUTH CBAKY O HABEICHHX jeTHAKOCTH KOPHUIINEHEM OATroBapajyhnux
jEMHAKOCTHU U3 MPETXOAHOT IIpUMeEpa. >
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IIPUMEP 4. Axo je U 6uno koju ckyi, Byinosy anredpy obpasyje u G110 KOjU Hellpa3aH
noxackyn B ox P(U) koju je 3aTBOpeH 3a yHH]y, IPECEK M KOMIUIEMEHT: ako X,Y € B,
ouga X UY, X NY, X°¢ € B. Tlpumerumo ja u3 3aTBOpeHOCTU CKyna B 3a HaBejeHe
onepauuje, cnexu ga §, U € B. Byinose airebpe qobujere Ha 0Baj HAYMH HA3UBAjY CE MOba
CKYNIOBA HIIH ajiredpe ckynopa. Yo0uuajeHo je fa ce ca B o3Hauasa 1 onrosapajyha Byiosa
anrebpa, Kaja ce mopazyMeBa Jia Cy mbeHe olepaliije 3alpaBo CKYIIOBHE olieparuje. AJl-
re6Gpa MapTUTHBHOT CKYTIA je CIenujaaaH ciaydaj mosba CKynosa. HaBoauMo jo1in HEKOTHKO
puUMepa moJba CKYMoBa.

Ioackyn X oxn U je koxoHayaH (KoQUHUTAH) aKo je eroB KomiuieMenT X ¢ = U \ X
koHauaH. CKyI CBUX MOACKYTOBa 01 U KOju Cy KOHAYHM HITH KOKOHAYHH MIPEACTABIbA jeTHO
MoJbe CKYMOBa, Koje ce HasuBa u MdpemeoBa anredpa wim anreGpa KOHAYHO-KOKOHAYHHX
ckynoBa u obenexasa ce ca F(U). Huje Temko nposepuru aa je ckyn F(U) 3aTtBopen
3a yHU]Y, IIpeceKk U KoMIuleMmeHT. 3aucra, ako X,Y € F(U), na GucMo mokaszaiu ma
X UY € F(U) pasnuxyjemo cienelie cuyuajee.

1. cnyuaj: u X n'Y cy xonaunu. Tama je X UY xonauan na npunaga F(U).

2. cnyuaj: u X uY cy kokonaunu. Tama cy U\ X u U\ Y koHaunu, na je KOHAUAH U IUXOB
npecex (U\X)N(U\Y). Ilpema JIe Mopranosom 3axomny je (U\X)N(U\Y) = U\ (XUY),
ofakie 3ak/bydyjemo na je X UY kokoHadaH ckyn na mpunazna F(U).

3. cirywaj: X koHauanu Y jekokoHawan'. KakojeU\(XUY) = (U\X)N(U\Y) CU\Y
u U \'Y je koHauaH ckyIl, 3akbydyjemo aa je X UY kokonauan, nma npunaga F(U).
IMpenymramo unraonuma fa aokaxy jaa je F(U) 3aTBopeH 3a NPeCeK U KOMIUIEMEHT.

Axo je U xonauan ckym, onza je F(U) = P(U). Mehyrum, axo je U GeckoHayaH CKyIl,
onza ce @pemeosa anrebpa pasiukyje on P(U). Bakuo je npumerutu aa je |F(U)| = |U|
ykonuko je U GeckonauaH ckym (3amrro?), mro 3Hauu ja nocroje bBynose anredpe 6uino
KOje GecKOHauHe KapIMHATHOCTH .

Pa3sMoTpuMO U jeIHO 110Jbe MOJCKYIIOBA CKyIa peanHux OpojeBa R. Iloz aeBo-nosy3a-
TBOPEHUM HHTEPBAIUMA TTOPA3YMEBAMO TIOACKYTIOBE o/ R koju ¢y obnuka (—oo,b),b € R,
wm [a,b), a,b € R, a < b, umu [a, +0), a € R, unmu (—o0, +00) = R. Konaune ynuje
JIEBO-TIOJIY3aTBOPEHUX HUHTEpBaIa 00pa3yjy oJbe CKymoBa {IpoBepure!). >

ITPUMEP 5. Ako ¢y By = (Bl, Y1, A1,’1,0q, 11) u By = (BQ7 Ya, Aa,’?, 0q, 12) IBE
Bynose anredpe, Ha npupojan HauvH neduuumemo byaosy anredpy nan B X Ba. Heka
cy Y u A GuHapHe omeparyje Ha B; X By marte pemom ca:

(x1,22) Y (Y1,y2) = (1 Y1 y1,22 Yo y2) u (z1,22) A (y1,Y2) = (1 A1 Y1, 22 Y2 y2),

1 HeKa je KOMIUIeMeHTHpame ' mebunmcano ca (z1,72) = (x7,2%). JemmocraBHO ce
nposepasa 1a je (B X Ba, Y, A,’,(01,02), (11, 12)) Bynosa anre6pa. Opa Bynosa anre6pa
Ha3uBa ce mpoussoj anrcopu By u Bo, u obenexasa ce ca By X Bo. Ha mpumep, onepariuje
Bynose anredpe 2 x 2 gate cy cnenehnm Tabnumnama.

3Moru cMO IPETHOCTABUTH U Ja je X KoKoHauaH, a Y je KOHAYAH M JOLLTH GHCMO IO HCTOT
3aKJbYUKa.

*CrBapu cToje Apyraumje Kkajaa cy y IMTamy KoHaune Bynose anre6pe. HauMe, KapauHanHOCT
xoHauHe Bynose anrebpe, xao wro hemo Buaeru, moxe 6utu camo crenen 6poja 2.
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Y | (0,00 (0,1) (1,0) (1,1) A [ (0,00 (0,1) (1,00 (1,1) z | o
(0,0) [ (0,0) (0,1) (1,0) (1,1) (0,0) | (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 0,0) | (1,1)
(0,1) | (0,1) (0,1) (1,1) (1,1) (0,1) | (0,0) (0,1) (0,0) (0,1) (0,1) | (1,0)
(1,0) | (1,00 (1,1) (1,0) (1,1) (1,0) | (0,0) (0,0) (1,0) (1,0) (1,0) | (0,1)
(1,1) | (1,1) (1,1) (1,1) (1,1) (1,1) | (0,0) (0,1) (1,0) (1,1) (1,1) | (0,0)

TTPUMEP 6. Hexa je I npoussosan nempasan ckyn. Ha ckyny 27, caux dynximja u3 [ y
ckyn 2 = {0, 1} xoju je ypehen taxo xa je 0 < 1, nedurucakiemo nee Gunapue onepanuje,
fug(z) = max{f(z),g(z)} n f Ng(z) = min{f(z),g(x)}, n jenty yHapry onepauujy,
f'(z) =1— f(x). Akocy 0,1 : I — 2 dyrxunje gedunucane ca 0(z) = 0m 1(z) = 1,
OHJIA je (21, L, mM,’,0,1) Bynosa anrebpa, Tj. 3a IpousBoibHE f, g, h € 2! Bake jJeMHAKOCTH:

A" fu(guh)=(fuguh At fn(gnh)=(fNgnh

K" fug=guf K* frg=gnf

D] fu(gnh)=(fugnN(fuh) Dy fr(guh)=(fNg)U(fNh)
C’ fuf =1 Cc* fnf =0

N" fuo=f N+ fni1=f

VYMecTo aeTasbHOI 00pasiiokerba 3allTo Ba)ke HaBe/eHe jelHaKocTH, ynyhyjemo uu-
Taona Ha IIpuMep 2, Y3 HAIIOMEHY [, HA HpUMeEp, Aokas jeanakocty KV noxpasymesa
nokas ma 3a ceako x € I Baxu f U g(x) = gU f(x), 1j. na 3a ceako = € I, Baxu

max{f(x),g(z)} = max{g(x), f(z)} (wrro je TpUBHjaIHO). >

HN3omopduzam BysoBux anredopu

HMako cMo ce Tpymwmm ga aepununujy BymoBux anreGpu WiIycTpyjeMo IITO
BehuM 6pojeM pa3MHUNTHX MpuMepa, Meljy HaBeneHnM BymoBuM anrebpama Imocroje
OHE KOje Cy Pa3lINKyjy caMO MPUBUIHO, IITO heMo feTajbHrje 00jaCHUTH Y HAPETHOM
IpuMepy.

ITPUMEP 7. ITocmatpajMo aBe ,,IpUBUAHO pasnuuute bymose anre6Gpe: aaredbpy map-
tatueHor ckyna (P({a,b}),U,N, <, 0, {a,b}) u Bynosy anre6py (Dg,nzs,nzd,6/,1,6), o
K0jOj CMO YOIIINTEHO IUcaiy y puMepy 3. [IpuMeTumo Hajmpe m1a o6e anredbpe UMajy HCTH
6poj enemenara: P({a,b}) = {0, {a},{b},{a,b}} u Dg = {1,2,3,6}. Axo maxmusuje
nornenamo orosapajyhie radmune onepaiuja, youuhemo fa ¢y y CyIrTuHE UCTOT OO/ IHKA.

U ‘ 1] {a} {b} {a,b} N 0 {a} {b} {a,b} T ‘ z°
0 0 {a} {0} {a,b} N 0 0 | {a,b}
{a} | {a}  {a} {a,b} {a,b} {a} |0 {a} 0 {a} {a} | {0}
o | {6y Adaby  {b}  {ab} {r |0 0 {5y {b} o} | {a}
{a,0} [ {a,0} {a,b} {a,b} {ab}  {a,0} |0 {a} {0} {a,0}  {a,b} | 0
nzs [1 2 3 6 nzd |1 2 3 6 x| 6/x
112 36 11111 1] 6
2 12 2 6 6 2 |1 2 1 2 2| 3
3136 3 6 3 /11 3 3 31 2
6 |6 6 6 6 6 |1 2 3 6 6] 1

OGocrpaHo-jenHosHauny kopecrionaerumjy () <+ 1, {a} « 2, {b} <> 3, {a, b} <> 6 moxemoO
CXBATHTH M KA0 NPEO3HAYABAILE ENEMEHATA je/He anrebpe eneMenTuMa apyre anrebpe,
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[IpH 4eMY TO NPEO3HAYABAILC ,,uyBa“ U TaOIMIE omepalmja: Kald Ce caapikaj CBAKOT
nospa Tabmimie jeaHe anrebpe mpeo3HauMd HA MOMEHYTH HauWH, A00Ouja ce oarosapajyha
tTabuuia apyre anredpe. MzinoxumMo oBa 3amaxara Mano crpoxe. Hauwme, HaseneHa
KOPECIIOH/IeHLM]a jecTe 3ampaBo jenna oujexumja f : P({a,b}) — Dg,

(0w ey

YumeHnna Aa ce Mpeo3HadaBameM CBUX 10Jba Tadiune 3a U mobuja Tabmuma 3a nzs,
jenHocrasHo ce onucyje jennakoctuma f(x Uy) = nzs(f(z), f(y)),3acee z,y € P({a,b}).

ulj.--- T fou| - fx) nzs | - f(z)

y zUy ) f@Uy) = fw) nzs(f(2), £ ()

Amnanorxo gonasumo u 1o jemsakoctd f(zNy) = nzd(f(z), f(y)) u f(z°) = n/f(x). U3
yIIPaBO HAaBEICHUX pasiiora, nate Bynose anredpe naeHTHDHKYjEMO Kao ajaredpe ,,ucTor
067uKa“, Tj. ka0 u3omMoppue’ anredpe. OyHkIMja f HazuBa ce H30MOpPu3aM 13Mely OBUX
Bynosux airedpu. /la im nocroju jour Heku nzomopduszam uzmehy HaBenenux bysosux
anrebpu? >

Hedunnmmja 2. By = (By, Y1, A1,",01,11) 1 By = (By, Y2, k2,”2,02,12) ¢y

1-1
nzomopgue byose anrebpe ako nocroju oujekuuja f : By 13 B2 TakBa ja 3a cBe
T, x1, Ty € By Baxu:

1. f(x1 Y1 22) = f(71) Yo f(22);
2. f(w1 Ay x2) = f(21) A2 f(22);
3. f(@") = f(x)">;
4. f(01) = 0Og;
5 f(11) = 1a.
Bujexumnja xoja 3anoBojpaBa HabpojaHe 0OCOOHHE HA3HBA ce H30MOP(hH3aM.

Ha cy B1 u By msomopdue, o3nauaBamo ca By = By, Ako xeaumo aa

1-1
uctakuemo 1a je f : By 1z Be uzomopduszam oaroeapajyhux BymoBux anredpwu,
mumemo f : By = Bo.

Peu n30MOp(aH je rpUKor MOPEKIa: M30C = HEM3MEHbEH, CTANIAH, jeHAK; MOpde = OBIHK.
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IIPUMEP 8. Heka je U koHa4aH CKyII KOju MMa k elleMeHaTa, k > 2 1 HEKa je 1 IIPOU3BOI
k melyco6no pasmmuntux npoctux 6pojea. Tama cy Bymose anre6pe (P(U), U, N, ¢, 0, U)
uD,, = (D,,nzs,nzd,n/, 1, n) usomoppue. [la GucMo T0 1oKa3aIH, TOTPEGHO j& youuTn
uzomopduzam mehy wuma. Ocnamajyhiu ce Ha pasmarpama U3 npumMepa 3, HUje TEHIKO
OoTKpUTH GYHKUM]Y Koja he 6utu usomoppuszam. Heka je U = {u1,...,uptun =pi - - pg.
Hedpunnmmmo dyuxunjy f : P(U) — D, Ha cienehin Hauus:

F(A) = pi2 ) )

)

rae je xa : U — {0,1} kapakrepuctuuna ¢yukumja ckynma A € P(U). Ocrapmbamo
YUTAONMMA JIa JOKaxXy 1a je f TpaxkeHu usoMmopduzam. >

Jlokase HapeaHe JBE TEOPEME MPEMYIIITAMO YUTAOLNMA.

Teopema 1. Axo je |U| = |V, onua cy Bymnose anrebpe (P(U),U,N, <, 0,U) u
(P(V),u,n, <, 0,V) usomoppre.

11
ViyrerBo. Axo je |U| = |V, onna nocroju 6ujexkimja f : U 7z V. Tlokaszaru
na je pynxumja F - P(U) — P(V), nata ca F(X) = f[X] = {f(x) | x € X},
X € P(U), tpaxenn nzomopdusam.

Teopema 2. Heka cy By, B2 u B3 Bysose anrebpe. Taxaa je
e B; = By;
e axoje B1 = By, oHza je Bo = By;
e axoje B1 = By u By = B3, onna je B; = Bs.
VnyrcrBo. [loka3m HaBeAeHNX CBOjCTaBa 3aCHOBAHM Cy Ha clie/iehnM unmeHnnama:
® WJIEHTHYKO NpecnKaBame’ je momopduzam;
e WHBep3HA (GyHKIMja n3oMopdu3Ma Takole je mzomopduzam;

e KOMIIO3HUITHja ABa H30Mopdu3Ma Takohe je m3oMophuzam.

Hekomko HU3BECACHUX ByJIOBHX 3aKO0Ha

Haxko cMo Ha TIOYETKY OBOT IOTIaBJba UCTAKIM a ornepanyje bymnose anreope
MMajy MCTa CBOJCTBA KAO CKYIOBHE oOllepalldje, TO ce He MOXe JUPEKTHO BUIETU
Ha OCHOBY M3a0paHuX akcmoma Oymyhm ma ¢y m3abpaHa caMO HEKa O]l CBOjcTaBa
CKYMOBHUX omieparnja. Ha xpajy onerpbka hiemo mokazatu ma cy akcumome qoOpo

%d: By = By, id(z) =z, 2 € By
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n3abpane. 3a caja lieMo caMo JENMMUYHO YYBPCTUTH OBO yBepeme, Jokasyjyhu
HeKa J10/1aTHA CBOJCTBA aHaJIorHa J0Opo IMO3HATUM CBOJCTBMMA CKYIIOBHMX Ollepa-
nuja. JloxazaheMo mpe cBera oHe 3aKOHUTOCTH Koje he HaM y HACTaBKY 3HAYAjHO
ONTAKIIATH padyyH y BymoBuM anrebpama.

Jlema 1. Heka je (B, Y, A,’,0,1) Bymosa anrebpa. 3a mpou3BoJbHE €JIEMEHTE T H
y u3 B Baxu:

1] zvyz=uz, 1] zAz=uz, [3aKOHM HIEMITOTEHTHOCTH];
1] xzv1l=1, 0] xzA0=0;
[AT] zY(zAy)==z [A}] zA(xYy)==x, /|[3akonu ancopnuuje).
JIOKA3.”
T Y x AN
= (xYx)Al N4 = (zAx)YO0 [INY]
= (zYx)A(zYa) [C] = (zAx)Y (zAx) [CH]
= zY (zAa) [D]] = zA(xYa) (D]
= Y0 [CH] = zAl [C"]
= [N"] =z [N]
zY1l = zY(zva) [C] A0 = zA(zArz) [C
= (zyx)Yya [AY] = (zAx)Lz [AN]
= zYa [17] = A2 [T*]
=1 [N] = 0 [N]
Y (x Ay) zA(zYy)
(x A1) Y (z Ay) [N*] = (Y0 A(zYy) [N]
= zA(1Yy) [Dy] zY (0Ay) [D]]
= zA(yYl) [K*] = zY (yAr0) K]
= zAl [17] = Y0 [07]
= [N*] = [N]

]

Hapenna TeopeMa je BeoMa KOpPHCHA NPHIMKOM JOKAa3MBama HEKUX 3aKOHA

Bynosux anre6pu. OHa 3a1paBo TBP/M Ja je KOMILIEMEHTHPAH€ HOTIYHO opeheHo
sakonuma C' u C*.

"AKO NaXIbMBMiE AHANM3MPAMO HACHTHMTETE Neme | um muxoBe moKase, younhemo w3BecHe
AHAJIOrHjC KOJe Cy MOCJCAIA TAKO3BAHOT MpHHIUNA AyajHocrtu. Haumme, ako y Hekom BynosBom
uaeHturety cumbone Y, A, 0 u 1 3amenumo peaom cumbonuma A, Y, 1 u 0, 1odujaMo T3B. AyagsHH
HJCHTUTET. HpI/IH]_[I/IH ,Z[yaJ'IHOCTPI KaXxe: aKO C€ HCKU UJCHTUTCT MOXKE N3BECTU U3 AKCUOMaA By.]'[OBI/IX
ajaredpu, OHJIA C& MOXKE U3BECTH U HheMy jyaiiHu wiaeHTurer. OOpas3iiokerbe je je/IHOCTABHO: CBaKa
akcnoMa Bymose anrebpe MMa CBOj Ayall, Ia ako y JOKa3y HEKOI MACHTHTET4, CBAKO MMO3UBAIbE HA
HEKY aKCHOMY 3aMEHHUMO MO3UBAKHEM HA IyJIaHy aKCHOMY, T00MjaMO J0Ka3 yaTHOT HCHTUTETA.
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Teopema 3. [Teopema o jenuHcTBeHOCTH Komiuiementa| Heka je (B, Y, A, ,0,1)
ByjioBa anrebpa u © u Yy npou3BoJbHU ejleMeHTH u3 B, Axkojerx Yy = 1l u
r Ay=0,oHmajey = 2.

JTokA3. Hexkaje (1) 2 Yy=1u(2) 2 Ay =0.

¥ = a:’ Al [N*] y = yAl [N
= 2’ A(zYy) [(1)] = yA(zYa) [C"]

= (:v Ax) Y (2" Ly) [Dy] = (yAra) Y (yra') D]

= (:Mw) (' Ly) [K'] = (@Ay) Y (yra) [K']

= 0Y (@' Ay) [C*] = 0Y (yAra) [(2)]

= (a: Ay) YO0 (K] = (yya')Yyo0 K]

— 2y INY] — yaa N

= 2’ Ay (K]

W3 noKa3aHux jeHaKOCTH 3aKJbydyjeMo aa je ©’ = v. O

Jlema 2. Heka je (B, Y, A,’,0,1) BymoBa anrebpa. 3a IpoH3BoJbHe eleMeHTe T U
y u3 B Baxu:

1. (2") = x [3akouu uuBoOTYLHjE];
2.0=11=0;
3. (xyy) =2" Ay, (z Ly) =2 Yy [[de Mopranosu 3akonH|.

JTOKA3. CBM HaBeJIeHH 3aKOHM CY jeIHOCTaBHe MOCIeIuIle IpeTXoaHe TeopeMe. Kao
nycTpanujy HaBogumo aokas Jle Mopranosor 3akona (z Y y)' = 2’ A y/. TIpema
TEOPEMH O JeAMHCTBEHOCTH KOMIUIEMEHTA JOBOJBHO j€ JOKA3aTH J1a 3a IPOU3BOJbHE
x u y u3 B Baxe jeqHakocTu

(xYyy) Y@ Ay)=1u(xYyy) L@ Ly)=0.

Hagemhiemo camo ocHOBHe KOpaKe I0oKa3a OBHUX je):[HaKOCTI/I:

(Y)Y (@ Ay) (Y ) A (2 )
= (@Y v A(@y ) vy) | = @a@Ly) Y yAE Ay))
WY EYENA@Y YY) | = G A@i)Y (@ Ay AY))
= (yy1)A(xY1) = (Y A0)Y (' L0)
= 1A1 = 0YO
= 1 = 0
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Ha ocHoBy noxazaHux MAEHTUTETa, W3/IBajaMO [IBA Ba)KHA 3amaxarsa. [1pBo,
pauyn ca xoncrantama 0 u 1 uctu je y cBakoj BynoBoj anredpu u obasipa ce y
ckmany ca TabmumaMa® anreGpe 2 maBemenuM y mpuMepy 1. Jlpyro samaxkame ce
oaHocH Ha mpuMeny e MopranoBux 3akoHa. Hanwme, [le MopraHoB 3aKoH je BeoMa
KOPHCTAH MJICHTUTET KOJUM je YCIOCTaB/beHa Be3a Mehy CBUM omepariijama Heke
Bymnose anrebpe. Kao mnycrparmjy merose IpuMeHe, MokasyjeMo 1a je OujekIija

f: B 117} By wzomopduzam Bymosux anre6pu By = (B, Y1, A1,",01,11) u
By = (Bsg, Y3, A2,"2, 09, 12) ykomuko 3am0BosbaBa ycinose 1 u 3 nepununuje 2, jep
Cy IPeoCTaliv YCIIOBHU MOCIIEAMIIE OBA IBA:

flr Ay aa) = (=) Yiay)") = (f(z1)? Yo f(22))? = f(z1) A2 f(22);
f(01) = f(z &1 2™) = f(z) A2 f(2)? = 0g;

f() = flzyia) = f(z) Y2 f(z)? = 1a.

1-1
AHaJIOTHO ce Toka3yje aa je oujeknmja f : By 13 B2 m3oMopduszaM yKOINKO Baxe
ycioBH 2 1 3 gedunummje 2.

Jlema 3. Heka cy By = (B1, Y1, A1,'%,01,11) uw By = (B, Y2, Ao,"2,02,15)

1-1
Bymose anrebpe. Bujexnuja f : By 1z Bs je mzomopguszam Bymosux anrebpn B u
B, yxomuko 3a cBe x, x1, x2 € By Baxu:

1. f(w1 Y122) = f(z1) Y2 f(22);
2. f(a") = f(z)">.

[Ha 6ucmo jemHocTaBHUje (hOPMYITHCAIIH jOIII jeTHO KOPHUCHO TBphermbe, YBOIUMO
cienehe o3naxe: nexa ¥ o3nauasa ', a v o3nauasa x. Iopesx Tora, kopucruhemo

yoOnvajenn HaunH Kpaher 3ammcmBama m3paza 1 Y -+ Y Zp W 1 A -+ A T
k k

penoM 3ammcuma \/ x; u /\ x;, Ipu yeMy M30CcTaB/baMo 3arpajie uMajyhu Ha ymy
i=1 i=1

acoITMjaTUBHOCT oATOBapajyhnx ormepanuja.

Jlema 4. Heka je (B, Y, A, ,0,1) npousso/bna Bymopa anre6pa. Tanma 3a cBako
n 2= 1 u npous3BoJbHE X1, . . . , Ty, € B Baxu:

\/ (@t Ao Azl =1
(al,...,an)GZ"

JIOKA3. [loka3 N3BOANMO MHAYKLIMJOM I10 7.
Axojen =1 onmaje oz =2 vyl =2’ vz = 1.

$Tabnuue Moxkemo m3sectn m3 axcnoma K, K*, N, N*| jexnaxocru [1Y], [0*] (nema 1) u
jemmaxoctn 0’ = 1, 1" = 0 (nema 2).
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Joxka3 3aBpmaBamo cieaehum HI30M jeAHAKOCTH, TIPH YeMY HOJA3UMO O/ jefi-
HaKOCTH KOja 3aIllpaBo MPeIcTaB/ba MHAYKTUBHY IpeTnoctaBky. llopen Tora, Ko-

k k
PUCTMMO M OUHUTJIEAHY MOCIIEINILY AUCTPUOY TUBHOCTH: < V :m) Ax =V (ziLx).
im1 i=1

L=\ @™ aaal)
(a1,...,an)€2™

= \/ (@ Ayt | A (5591-1-1 Y $7lz-|-1)
(at,...,an)€2™

= \/ (z§' At Al q) Y \/ (2§ A Kl Az )
(a1,...,an)E2" (a1,...,an)€2™

_ al a An+1
= \/ (acl A~--Axn")\$n+1)
(@1yees0m,an41) €271

O]

Onemak 3aBpiiaBaMo TBphemeM Koje Jaje CBOjeBpCHY anrebapcky KapaKkTepH-
3anujy jemHakocty y Byigosum anrebpama.

Jlema 5. Hekaje(B, Y, A, ,0,1) npoussosbHa Bynosa anrebpa. Taaa 3a Ipou3BoJbHE
x,y € BBaxu: x =y akko (x Ly)Y (¢' Ly')=1.

JOKA3. (—) Axo je ¢ = y, oHAa je
Ay Y@ Ay)=(@rx)Yy (@ A2 )y=2zva' =1

(+) Ipernocrasumo aa je (x A y) Y (2/ L y') = 1. Tana je

z = zAl y = yAil
= zA[(zAiy) Y (@ Ay = yAllzry) Y (" Ly)]
= (xAz Ay Y (zAa Ly) = (yrz Ay Y (yra' Ly)
= (zAy)YO = (zAy)YO
= Ty = TAY
oJakJIe cIenu aa je T = . O

ByJIOBl/I N3pa3u n JIOTNYKHU BE3HUIIH

Yommreno rosopehu, Bynose pynknmje jecy dbynkmuje neduancane anredap-
CKUM M3pa3uMa cBojcTBeHUM ByrmoBmM anrebpama. Mako hemo ce kacHmje me-
TaJbHUjEe, CTPOXKE W YONIITEHUje OABUTH anrebapcKUM M3pa3uMa, CMaTpaMmo Ja
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he OMTH BUIIECTPYKO KOPHCHO (U 3a MpoydaBame bynoBux anreGpu u 3a caapxaje
HapeIHUX MOTJIaB/ba) MOHEIITO MPEU3UpaTH Ha 0BOM MecTy. [Ipenn3upajMo Haj-
TIpe TIojaM u3pasa y KOHTeKCTy BynoBux anredpu, Tj. nojam ByroBor uzpasa. bymose
M3pase rpagrMo Kao ¥ OUIT0 KOjy APYTY BPCTY U3pa3a: moMohy MpOMeHJbUBUX, KOH-
crantu (0 u 1) m omrosapajyhux onepanmja (Y, A u'), kopucrehu mpu Tome 3arpase
kajaa je motpebHo. Maxo cy u3pasu 3anucanu moMohy KOHAYHO MHOTO ITOMEHYTHX
cnmb071a, He )KeITMMO /1a OTPAHUYNMO OPOj pa3ININTHX TPOMEHIBMBHUX KOj€ CE MOTY
IT0jaBJbUBATH y HEKOM HM3pa3sy, Mla 3aTO MPETIOCTaBbaMo /1a HaM je Ha pacroia-
ramy npedpojuBo MHOTO nMpoMeHJbuBNX. [IpoMeHsbrBe heMo 03HAYaBATH MaJIUM
CIIOBMMA JIAaTUHUIIE, ca WK 0e3 WHOeKca: T,Y, 2, T1,Y1, 21, L2, - . . ByJIOBe m3pase
IpaMMO MPUMEHOM HapeJHUX IIPABUIIA KOHAYAH Opoj myTa’:

e cBaka IIpOMEHJbHBA, Kao 1 KoHcTaHTa 0 1 1 jecte jeman ByioB u3pas;
e axo je o ByioB uspas, onga je u o Bysos uspas;
e axo cy a u 3 Bynosu uspasu, oumga cy u (o Y 3) u (o A 3) Bynosu uspasu.
Hasoanmo nekonnko nmpuMepa Bynosux n3pasa:
z,(z L 0),2, (1 L0),((x Yy) X 2),...10

BynoBe u3pase ozHauaBalieMO MalluM TpPUKUM cloBUMa: «, (3, 7, ...3amuc
a(Z1,...,Ty) KOPUCTUMO KaJla >KEIMMO [a MCTAKHEMO /a Cy CBE IPOMEHJHHBE
KOje ce MojaBibyjy Y U3pasy & Heke OJl MPOMEHJbHUBUX L1, . . . , Ln. BPEIHOCT HEKOT
Bynosor u3pasa MoxemMo oapeautu y 6mio kojoj Byiaosoj anre6pu B ako 3nake
Y, A, ’, 0 u 1 unrepnpernpamo oarosapajyhum omepamujama, OZHOCHO KOH-
craHtaMa u3 B 1 ako nmpoMeH/bMBaMa JOIEIIMMO HEKE BPEAHOCTH U3 JOMEHA Te
Bynose anrebpe. Bpemnoct uspasza a(x1,...,2,) y Bynosoj anre6pu B xana ce
MPOMEHJBUBAMA X1, . . . , Ty, PEIOM JOJENe BPeAHOCTH Ay, . . ., G, € B o3HayaBamo
ca oB(ay,...,a,), npu yeMy heMo M30CTABIBATH FOPH:} MHIEKC KAja Ce MOIpasy-
MeBa 0 kojoj BymoBoj anre6pu B je peu.

ITPUMEP 9. V napennoj tabeiiu uzpauyHare ¢y BpeHocTu bynosor uspasa 'Yy Y HEKUM
KOHKpeTHIM BynoBuMm anre6pama, 3a KOHKPETHE BPETHOCTH ITPOMEHIBIBHX.

° ledmnnnmja Bymusux m3pasa je MHAYKTHBHA: Hajrpe cy oapelienn HajjeasoctaBumju Byaosu
u3pasu (IPOMEHJbUBE M KOHCTaHTe cy ByIOoBH M3pasu), a 3aTHM je OIMMCaHO Kako ce GopMmupajy
cnoxenuju bynosu uspasu. Taxo, nonasehu on HajjeqHocTaBHMjUX BynoBux m3paza momohy oBHX
[paBuiia rpajnMo HOBE U3Pase, KOje Jabe KOPUCTUMO 32 U3rPA/Iiby JOI CIIOKEHHUJHX N3pasa.

YTTorpe6a 3a 3arpagama mpIuKoOM 3amuCHBaA N3pa3a je mo3Hata. MelyTim, 1a 6u ce mojeaHo-
CTaBUJIO 3AIKCHBAE, yOOMUAJCHO € /1a CE yCBajajy pa3HE KOHBEHIIM]E O Opucamy CyBUIIHHUX 3arpa/ia
(Tj. OHHX UHje U30CTABIbAILE HE yTUYE HA YNTIBUBOCT U3pa3a). Mu oBe KOHBEHIMje HeheMo HaABOANTH,
jep he ux unTanan cCBAKaAKO yOUNTH Y HACTABKY TEKCTA.
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(P({a,b}),u,n,%,0,{a,b}) | 2= ({0,1},V,A,—,0,1) | (Ds,nzs,nzd,6/,1,6)
Uy -z Vy nzs (g,y
z = {a},y = {b} z=0,y=0 r=2,y=6
Uy = {b} —xVy=1 nzs(%,y):ﬁ
z = {b},y = {a,b} z=1y=0 r=3,y=1
. n
z°Uy = {a,b} —zVy=0 nzs(;,y)zfﬂ

>

BynoBu 3akoHM (MASHTUTETH), OJ1 KOJU Cy HEKH Y3€TH 32 aKCHOME, a HEKH CY U3
BUX U3BEJICHN, jeCy 3aIIpaBo jeJHaKOCTH 1Ba ByoBa m3pasa koje cy yBek Taune, Kojy
ron bynoBy anre6py na nzabepeMo 1 Koje roji eIeMeHTe U3 Te alaredpe a J01eIMO
IIpOMEHJbHBaMa. Y HapeIHUM TBphemnMa 1okazaheMo HeKe OIIIITe Pe3yITaTe KOji
ce ogHoce Ha Bynose 3akone. IIpe Tora yBoJuMo HEKOJIMKO O3HAKA.

Hexka je o 6uno xoju Bymos u3pa3 u = npomersrnsa. Osnaunmo ca o(z/0)
(omnocuo a(z/1)) uspas koju ce 1o6uja U3 (v Kaaa CBa MOjaB/LUBAHA TIPOMEHIHUBE
x 3ameHnMo kKonctantoM 0 (ogHocHO 1). OuuTIIeHO je 1a YKOIUKO ce TPOMEHIbHBA
x He mojasJbyje y u3pasy «, onza je a(x/0) = a(x/1) = a.

Jlema 6. Ako je o 6m10 Koju BystoB n3pas, oHAa jeTHAKOCT
a=(a(z/0) A2") Y (a(z/1) A z)

BakH y 61110 Kojoj ByToBoj anrebpm.
JJOKA3. [loka3 CHpOBOJMMO MHAYKIIMJOM IO CIIOKEHOCTH M3pas3a, IITO 3HAYM
na hemo Hajmpe mokaszaTH da TBpheme BaXXM 3a HajjenHocTaBHHje BymoBe m3pase
(TpOMEHIbBE 1 KOHCTAHTE), 4 3aTUM J1a BAXXU ¥ 32 CIIOKEHH]E, TTOT IIPETIIOCTABKOM
Jla je TAYHO 3a M3pa3e O]l KOjHX je Taj M3pa3 cacTaBJbeH.

AKxo je a mpoMeHJbHBa pa3H4YnTa on x, Wiau KoHcranta 0 wimm 1, oHma je
a(z/0) = a(x/1) = a, na Baxu:
(a(z/0) A 2") Y (a(z/1) Az)=(a L)Y (arz)=aAi(zY2)=aAil=q.

AKko je a mpomensbuBa z, onza je a(z/0) = 0n a(x/1) = 1, ma je

(a(z/0) A 2') ¥ (az/1) A2)=(0AZ)Y (L AZ)=0Y2=20=00.

Heka je o o6muka 6. TlpeMa MHIYKTHBHO] TIPETIIOCTABIM TBpherbe Baxu 3a ¢
naje 6 = (6(x/0) A 2') Y (0(x/1) A x), omakne no6ujamo:
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a = 60 =((6(z/0) x2') ¥ ((x/1) Ax))
A

= (0(z/0)" ¥ 2) A (6(x/1) ¥ 2')

= (6(z/0) A 0(z/1)") ¥ (6(z/0) L") ¥ (0 CL’/l Az)Y (z Az
= (G(x/O)'AG(x/l)' me)) (O(x/ ')y (0 (m/l)’)\x)
= (6(z/0)" A 0(z/1) L z) Y (6(z/0) Y

A 0(90/1) ')

Y ( (z/0) A x) (H(x/l)’ A x)
= (0(x/0) A 2") Y (6(x/1) A )

(@' (x/0) XL 2') Y (6 (x/1) X x)

= (a(z/0) A2") Y (a(z/1) A ).

Hexka je o o6muka 01 Y 6. [IpeMa MHIYKTUBHO] IIPETIIOCTABIU TBPherbe BaXu
3a0;,majed; = (6;(x/0) A 2') Y (0;(x/1) A ),i = 1,2. OnaBne no6ujamo:

a = 01Y0

(01(x/0) A 2') Y (01(x/1) A ) Y (02(2/0) A 2') Y (O2(x/1) A z)
((61(z/0) Y O2(z/0)) A &) ¥ ((61(x/1) ¥ O2(2/1)) A z)
((61 Y 62)(z/0) L 2") Y ((61 Y b2)(z/1) A )

(a(z/0) A 2') Y (a(z/1) L ).

Cnyuyaj kaga je o o6uka 01 A 02, IpemymraMo YMTa0nuMa. 0

W3 npeTXo/IHe JIeMe MU3BOJMMO BEOMA BAXKHY TEOpPEeMY MO3HATY KA0 TeopeMa O
KaHOHCKO]J TUC]YHKTHBHO] HOPMATHO] (hOPMH.

Teopema 4. Axo je o(x1, ..., x,) ByaoB u3pas, oHaa jerHaKoCT
(KDNF)  «a(x1,...,2) = \/ (afay,...,ap) Ax{t A - A aim)
(a1,...,an)E2"

BaXxH y cBakoj bymoBoj anrebpm.

JOKA3. [oxa3 m3BomgmMo wHAaykiujoMm 1mo n. Ciydaj n = 1 HemocpemHa je
MoceaNIa TPETXoaHe teMe. IIpeTmocTaBUMO Ja je TBplheme TauHo 3a M3pase
ca N IPpOMCHJbUBUX.
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a1, ... Ty, Tnt1)
= (a(@1,. oy 20,0) A 20 0) Y (@21, ..o 20, 1) A 2h )

= \/ (a(at,...,an,0) Azt A Katm) Lad | ¥
(at,...,an)€2™

Y \/ (a(ar, ... an, 1) A2 Ao A al) Kz
(a1,...,an)E2"

— a a An41
= \/ (a(al,...,an,anﬂ))\mll)\-~A3:n")k:13n’j_1)
(@1,000s0n,0n41) €27 L

O
W3pa3s ca lecHe cTpaHe jeHAKOCTHU U3 IIPETXOTHEe TeopeMe Ha3UBa ce KAHOHCKA
JTUCJyHKTHBHA HOpMaJIHa (popma uspasa (1, . ..,T,). VMajyhu Ha ymy yrnpaso
JIOKA3aHy JeHAKOCT, 3aKJbY4yjeMO Jia je CBaKM ByJoB U3pa3 CylTHHCKU onpeheH
cBojum Bpeanoctuma Ha ckyny {0, 1}. Tloacehamo na je neburno us xoje Bymose
anrebpe momase koucrante 0 u 1, jep je pauyH ca \MMa yBeK UCTH U 00aBJba ce Yy
ckiany ca TabnuiiaMa omnepanuja anrebpe 2. OBaj 3aK/bydak MCTHUE IEHTPATHY
yrory anrebpe 2 y teopuju BymoBux anreOpu, Oap kaga cy y nuramy bymoBu
3aKOHH.

Teopema 5. Heka cy « u 3 npousBo/pu BymoBu uspasu. 3akoH o = [ Baxu y
cBakoj bymoBoj anrebpu akko Baxku y bymoBoj anrebpu 2.

JIOKA3. Ha ocHOBY JleMe 5, yMecTO jeMHAKOCTH & = [3 MOXeMO MOCMATpaTH
(a A B) Y (¢ A B") = 1. dApyrum peunma, nokazahemo 1a 3a caku Byinos uzpas
0, 3axon 6 = 1 Baxku y cBakoj BynoBoj anredbpu akko Baxu y ByiaoBoj aareopu 2.
(—) Tpusnjasno.

(+-) IpernocraBumo na § = 1 Baxxu y BynoBoj anre6pu 2. Heka cy cBe IpoOMeHbUBE
KOje Ce T0jaBibyjy y u3pady 0 Heke Ol MPOMEHJbUBUX Z1,...,%Tn. Taga 3a CBE
(a1, ...,ayn) € 2", Baku 0(ay,...,a,) = 1. AKo y3MeMO y 063Up KaHOHCKY JIHC-
JYHKTHBHY HOpMaIHy opMy u3pasa 6, 3axspydyjemMo aa je

O(x1,...,2n) = \/ (B(at,...,an) A" A K xpr)
(at,...,an)€2™
= Voo e aaln
(at,...,an)€2™

= Voo @t ke =1
(a17"'7a’n)62n
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[Nocnenma jemHAKOCT MoKa3aHa je y jJeMHu 4. ]

ITPUMEP 10. IIpema IpeTxomHO] TeopeMu, Ja OHMCMO JOKasald Aa y cBakoj Bymosoj
anreGpu Baxu 3akoH = Y (¥ A (v Y x)) =

(' A y)', DOBOJLHO je IPOBEPUTH Aa U OH
BaXu y anredpu 2.

vy |y |y Yz |y AW ys) |aY @AW YD) | |2 Ay | (@ Ly)
o[0T ] 1 1 I T 0 I
o[1]o] o 0 0 11 0
1o 1 1 1 0] o 1
1j1]o| 1 0 1 0] 0 1

Vopeljyjyhu pesynrare y oarosapajylinM xoioHAMA, 3aKJby4yjeMO J1a HABEACHU 3aKOH
Baxu y byioBoj anrebpu 2. >

Teopema 4 nMa jomr gocra 3HA4ajHUX mocienuna. M3aBajamMo HEKe O HUX.
Axo je B 6o xoja Bynosa anre6pa, onna caku bynos uspas a(x1, ..., z,) o1-
pehyje jemny dyuxnujy m3 B™ y B, 0QHOCHO jemHy m-apHy omlepalidjy ckyma B:
B" > (a1,...,a,) — oB(z1,...,2,) € B. OBakpux ¢ynximja ykymso uma 22"
jep ToNMKo MMa n-apHuX onepaimja Ha ckyny {0, 1}. Ha npumep, ako je a(x1, x2)
nexn By/oB u3pas ca JBe IpOMeHsbIBE, oHa ce GyHKumja (11, 29) — B (x1, 22),
MOXKe IIPUKa3aTH y cliefiehieM o6IHKy:

aB(x1,22) = (£(0,0) A2} Axb) Y (f(0,1) A2}y A x)Y

Y(f(1,0) Awy Aay) Y (f(1,1) A zy A wa),

rae je f jenna on cienehux 16 6unapuux onepamyja ckyna {0, 1} (o3naxe y napen-
HuM Tabenama objacurhemo y mpumepy 12).

1 |

01 AloO 0 1 (01 J]o0 1 [0 1
0[o0o 0of0o 0 o0f0o 0 0[O0 1 O[T 0 0[0 0
1100 1/01 1{1 0 1{00 100 1|1 1
001 &[0 1 V|01 [0 1 (01 1]0 1
0jfo 1 o1 0 o0f0O1 O0f[1 0 Ol I 0L 1
1jfo1r 1j0o1 1{1 0 1{1 0 1|0 0 1|1 0
=01 <01 [0 1 [0 1
01 1 01 0[0 1 01 1
1jo1 1|11 1|11 1|11

W3 mperxomHux pa3MaTpama 3aKjbydyjeMo Ja MOCeOHO 3HAYajHO MECTO 3ay3-
nMajy oymkmmje o : 2% — 2, 2% S (zq,...,7,) = a3(x1,...,7,) € 2.
CBaxa oBakBa (hyHKIIMja HAa3WBa ce HCTHHHTOCHA (YHKIIHja VA N-APHH JTOTHUKH
Besuuk. Quurienno, ceaka (ynknuja f @ 2" — 2 ce MOXe CXBATHTH KAo0 jelaH
n-apHY JIOTUYKH BE3HMK, jep Toctoju BymoB mspas «(xi,...,x,) TakaB 1ga je
flx1,. . 2n) = a®(x1,...,2,),3a CBE T1, ..., Ty € 2.
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ITPUMEP 11. Heka je f : 2% — 2, pynxmja (xyxure Tpu) nata cienehom tabemom.

x| @y | wg | f(21, 20, 33)
0]01]O0 0
0]0]1 1
0]11]0 0
0 1 1 1
11010 0
1101 0
1 (110 1
1 1 1 1

VYouaajyhu 3a koje BpeaHocTH aprymenara ¢yukuuja f uma BpeaHoct 1 jeaHOCTABHO
Hanasumo Bynos uspas a1, T2, x3) Koju oapehyje oBy GpyHKUH]y:

a(wy, o, m3) = (2] Aah Ax3) Y (2] Aza A xg) Y (1 Ao A 25) Y (21 A 22 A 13).
CpehuBamem u3pasa ca JecHe cTpaHe, 1odOujamo 1a je
a(zy,ze,x3) = (1 A 22) Y (2] A 23).
Ogaj Bynos u3pas oapehyje jenan paxan TepHapuu Besuuk: if x1 then zs else x3. >

TTPUMEP 12. HaBopnehu Tabnuue 3a CBUX IIECHAECT 61/IHapHI/IX JIOTUYKHUX BE3HHUKA, I10ceO-
HMM 3HALIMAa CYy O3HAYEHU caMo Heku o thuX. ITopen konjyrkuuje (A) u mucjyukiuje (V),
UCTAKHYTU Cy U ciaenehu Be3Hum:

o | — Hwmm, JlykammjepnieBa cTpeania (HU - - - HU * % x);
® & — eKBMBAJIEHLMA (- -+ AKO U CAMO aKoO * * *);

o V — ycKk/BYyUHA QUCYHKIHjA (WK - - - WITH * * %, al He 00a);

1 — Hu, IledepoBa crpenmua (HUje - - - HWIK HUJE * * *);
e = — pMimmkanuja (aKo - - -, OHJA * * *; - - - j€ JOBOJbAH YCIIOB 34 * * %);
e < — obpaTHa uMInIHKanuja (- - - aKO * % *; - - - je HOoTpeOaH yCIIOB 32 * * %),

OBu OMHAPHY BE3HUIIM Cy U3/IBOJeHM 300r CBOT 3HAYAja Y UCKA3HO] JIOTUIM, O yeMy hemo
JIaTa/bHUJE IMCATH Y HAPESIHOM I10IJIABIBY. >

Ypehemwe By.ioBe anredpe
3a 6uio koju ckyn U, unkiysuja je jenno ypehewe ckyna P(U). Huje temko
MoKa3atu 1a 3a nmpoussosbie X, Y € P(U) Baxu:

X CY akko XUY =Y akko X NY = X.

Hagenene exBuBaseHINje ykasyjy Ha TO Kako ce Moxe aedunncatn ypeheme onmo
koje Bymose anre6pe. Ilpe Hero mTo ra neduHuIIeMO, T0KazaheMo 1a Bakul TBp-
heme aHAIIOTHO IPYTOj CKBUBAJICHIIH]H.
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Jlema 7. Heka je (B, Y, \,’,0,1) BynoBa anrebpa. 3a IpoH3BOJbHE €IEMEHTE T H
yu3 BBaxu: xYy=yakkor Ay = x.

JIOKA3. (—) Akojex Yy =y,oumajex Ay =z A (z Y y) = z, upu uemy

HOCIIEbA jeHAKOCT BaXKH HA OCHOBY 3aKOHA aIlCOPIILIH]E.

(«—) O6pHyTO 0KA3yjEMO MOTIYHO AHAIOTHO: aKO je £ A Yy = T, oHjmaje x Y y =

(zAy) Yy=uy. O
Axoje (B, Y, A, ,0,1) npousosbna Bynosa anre6pa, GuHapHy penanujy < Ha

B nepunuimemo Ha cnenehu maunmn: = < yakkox Y y = y. Ilpu ToMe, mpeMa

MPETXOIHO] JIEMH, MMaMO Ha yMY 714 je:

TXYAKKOZ Y Yy =Y aKKO T ALYy = T.
Jlema 8. Pemammja < je penanuja mopetka (ypeheme) nomeHa ByioBe anrebpe.

JOKA3. (PednekcuBHOCT) 3a O6MIIO KOjU eNeMeHT T U3 BBaxnuz Yz = 2, Tj. <X .
(Antucumerpuunoct) [IpernocraBuMo majex X yuy < =. Tamajex Yy = y (jep
jex < y)uy Y x=x(jepjey < ), omaxie caemqu v = y 360r (K').

(TpansuruBHoct) Heka jex X ymy < 2, 1. £ Yy =yuy Y 2z = 2. Tana je:
xYz=xzY(yYz)=(@Yy Yz=yYz=21. 2= 2 O

Crporo ypeheme oapeheno permanujom < o3nauaBahemo ca <.

Jlema 9. 'V Bynosoj aarebpu (B, Y, A, ,0,1), enement 0 je Hajmarsu, a 1 najsehu y
O4HOCY Ha <.

HOKA3. 3acBakoxr € Bpaxm: c Y0 =2, 7). Oz, uzY1=1T1. 2 < 1. O

Jlema 10. Axko je (B,Y,A,,0,1) npoussossHa BynoBa amrebpa, 3a GHiIo Koje
eleMeHTe x, Yy " z u3 B Baxu:

L. z<szYyny<zYy;
1.2, akojex X zuy < z,0oHmajexr Y y <X 2;
2. z hy<zHx AY=Y;
22 akojez <X THZ=XY,0HOgajez X T N Y.

JTIOKA3. 1.1. U3 jennakoct x Y (z Y y) = (x Y 2) Yy = x Y y, cleau aa je
z < Y y. AHaJIOTHO ce oKasyje Jaje y < & Y .

1.2. Hekajer < z2uy < 2, 1. Y z=zuyYz==z2 Tagaje (x Yy) Y z =
Y (yYz)=2xY 2=z 0O0IHOCHO T Y Y < 2.

Tephema 2.1 u 2.2 aHAIOTHO Ce AOKa3yjy U JOKAa3€e MpenymraMo yntaoruma. [
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Tephemwe 1.1 mpeTxomHe jJeMe Kaxe Ja je £ Y Yy TOpie OTpaHUYEHhe CKyIa
{z,y} y onnocy na <, nok 2.1 TBpau na je Y y ¥ HajMambe FOPHE OrPAHUYEHE.
JlpyruMm peunma, x Y Y je cypeMyM (HajMaibe TOPEe OrpaHuderbe) cKyma {x,y},
x Y y = sup{z,y}. Anamorno tome, mpeMa 2.1 u 2.2, x A y je uapumym (HajBehe
Nome orpannuere) ckyna {z,y}, © A y = inf{x, y}.

ATtomu ByJioBe anredpe u penpeseHtandja koHauHux bysoBux anredpu

Y 6o kojoj anredbpu maprurusHor ckyna (P(U),U,N, ¢ 0, U), jennounann
CKyIOBH, Tj. cunrartonu {u}, u € U, jecy munumanuu exeMentu ckyna P(U) \ {0}
Yy OHOCY Ha WMHKJTY3HUjy, M Ka0 TAKBH IMOCEMY]y HU3 KapPaKTEePUCTUIHNX OCOOMHA.
[lItaBuie, OHU MPEICTABIHA]Y U CBOjEBPCHU ,,IPAIMBHU MATepHjal oI Kora cy
,cacraibern‘ cu apyru enementn u3 P(U)\{0}. Oso 3anaxame nonekie norkpe-
IUbYje UMEbEHNIA JIa CHHIJITOHU PENpPE3eHTyjy eneMenTe ckyma U, oIHOCHO Ja je
{u} € X axxo u € X, 3a 6w1o koje u € U u 6mno koje X € P(U) \ {0}. V
NPOM3BOJbHO] BynoBoj anre6pu cimyny yinory umahe T3B. aTOMH, HADABHO YKO-
JIMKO MX pa3MaTpaHa airedpa yoriTe uma.

Hednnuunja 3. Enement a je atom Bynose airebpe B, axo je 0 < a u He mocroju
enementz € B\{0} rakas aajex < a. JIpyrum peduma, aToM je CBAKH MUHUMAJIHU
ernement ckyna B\ {0} y oanocy Ha <.

TTPUMEP 13. Artomu Bynose anre6pe (P(U), U, N, ¢, 0, U) jecy cunrirronu {u}, v € U.
ITocroje u Bynose anrebpe Koje Hemajy aToMa. Y IIpUMepy 4 HaABEIIH CMO J1a KOHAYHE
VHH]je JIEBO-IIONIy3aTBOPEHUX MHTepBasia ckyna R obpasyjy jenHo mosse ckymopa. Oba
Bynosa anrebpa Hema atoma, jep 3a CBaKH JICBO-TI0JIy3aTBOPEHH HHTEPBAL, TIOCTOjH APYTH
TAKaB UHTEBAJ KOJH j€ CTPOrO CajpikaH y IIPBOM. >

V HapeHoj leMH M3BajaMo HeKe 3HauajHe 0coOMHe aToMa.
Jlema 11. Heka je B = (B, Y, A,/ ,0,1) BynoBa anrebpa u a 6HJI0 KOjH EeH 4TOM.

1. 3a cBaku etemenT * € B Baxua A x = 0 wima A x = a. CrennjaiaHo, ako
jeay atom y B pazmuuur o a, oHga jea A a; = 0.

2. Akojea X x1 Y x3 Y --- Y Xy, 34 HEKE T1,X2,...,Tyn € B, oHaa mocroju
k€ {1,...,n} rakaB aa je a < x. CrneuujajaHo, 3a CBAKU el1eMeHT T € B
BaXHa < T WIH a < T, a7m He 064.

JOKA3. 1. 3a 6wio xoju eneMeHT = Baxu 0 <X a A ¢ < a, ojakiie Cleau Ja je
alz=0wma Az = a,jep je a atom, ma He Moxe Outn 0 < a A = < a. Heka
¢y a M a1 pa3nmuuuth aToMu. Kaxo je a aToM, mpeMa ynpaBo JoKa3aHOM UMaMo Ja
jea lay =0wma A a; = a. [lomro je n a; atoM, fodbujamo mnajea A a; =0



26

wm a A a; = a1. Kakojea # 0, a1 # 01 a # a1, 3aKJbydyjeMo Ja Mopa OUTH
akiap =0.

2. Hekajea < xy Y22 Y -+ Y x,,. Ao Ou3acBaxko k € {1,...,n} 6uno a £ zg,
nMaim oucmo (rpema 1) ga je a A zp = 0. Mehyrum, Tana je

a=ak(z1Yx2Y - Yx,) = (ahz1)Y (ahx2) Y- Y (ahxy) =0Y0Y--- Y0 =0,

mTo je nemoryhe, jep je a atom. Kaxko 3a 6mno koje z Baxkn a < 1 = x Y 2/, npema
YIIPaBO IOKa3aHOM MMaMo 1a je ¢ < « Wi a < z’. HapaBHo ma He Moxe 6UTH
a<xzrua<a, jepburtamabmona <z Az =0, d

Nedunuuujad. Bymopa anrebpa (B, Y, A, ,0, 1) je aroMmu4na ako 3a CBAKH eleMeHT
x € B\ {0} nocroju atom a takas aa je a X .

IIPUMEP 14. Anre6pe maprutusror ckyna (P(U),U,N, <, 0, U), rae je U 6uno Koju cKyI,
jecy atomuune Bysose anrebpe.

KoHauHe yHHje EBO-IIOY3aTBOPEHUX MHTEpBalda ckyma R obpa3yjy moibe cKymoBa
Koje He Moke 6utn atomudHa bynosa anrebpa, jep yoIITe HeMa aToMa. >

Teopema 6. CBaka koHauHa BysioBa airebpa je aTOMUYHA.

JTokA3. Heka je B = (B, Y, A,’,0,1) xonauna Bynosa anre6pa (1uro 3Haum ja je
B xonauan ckym). IlpermocraBumo Aa B Huje atomuuna. To 3HA4YU Ja IOCTOjU
entement x € B\ {0} 3a xoju He nmocroju atom a Takas ja je a < x. CrnenujaaHo,
Z HHje aTOM, IIITO 3HAYU A4 IOCToju £1 € B TakaB ma je 0 < 1 < x. Takobe, Hu
Z1 HUje aToMm, na nocroju T2 € B na je 0 < 29 < z1. OuurieaHo, 0Baj nocTynak
MOEMO HEeOTpaHNYeHO HacTaBUTH. MeljyTum, To Huje Moryhe ako je B konauna
Bynosa anrebpa. O

Beh cmo pexin na atomu y atoMmuuauM byimoBuM anrebpama y U3BECHOM CMUCITY
MIpeCTaBibajy , IPaJlUBHA MaTepHjaa’ moMohy kKora ce mo0Hjajy CBH IpPYTH eje-
MeHTH pa3muuutd ox 0. To ce HajboJbe BUAM Ha NMPUMepPYy KOHAYHHX anreGpu
nmaptuTuBHOT cKyna. Ako je U konauan ckym, onna je ceakn X uz P(U) \ {0}
3ampaBo yHHja cuHIITOHa (atoma) {u}, u € X. OBo 3amaxarme ce IPUPOTHO
IIpeHOCH Ha cBe koHauyHe bymoe anredpe (mro he mokazatu HapegHa TEOpeMa):
akKo orepalyjy Y Heke koHauHe ByloBe anrebpe HA30BeMO YHHJOM, OHJIA je CBAKH
€IIEMEHT T OBe alrebpe yHUja aToMa KOjU ce Halla3ze ucnoma mera. OBa aHajgoruja
HAC HABOJM Ha MOMMCA0 Ja ¢y KoHauHe BynmoBe anrebpe 3ampaBo uzoMopdHe ca
KOHAYHUM ajredpaMa CKyIoBa.

Teopema 7. Heka je (B, Y, A,’,0,1) xonauna Bymosa anrebpa u A C B ckyn
menux atoma. Tana cy Bynose anrebpe (B, Y, A,’,0,1) u (P(A),U,N, <, 0, A)
uzomopHe.
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HOKA3. IIpumerumo Hajipe Aa je BymoBa anrebpa B aTtommuHa, jep je KoHaUHA
(Teopema 6). Ysumajyhu y 003up pazmarpame npe popMmynamnyje Teopeme, mpu-
POIHO je MPEeTIIOCTABUTH Ja he TpaXeHH n3oMopdu3aM IIpeacTaBbaTH (PyHKITH]jaA
f: B — P(A), nedpunucana ca f(z) = {a € A | a < z}, x € B. To hemo y
HACTaBKY W IOKA3aTH.

f je 1-1 ¢pyukuuja. Heka cy z1 U T2 pasmuuuti eneMenty u3 B. Tama je 1 # 2o
nm o X 21 (jep O6U y CypOTHOM eJleMeHTH Mopajn O6utH jennakn). Huje Terko
MOKA3aTH JIa je Taga £1 A x5 # 0mmn ) Az # 0. 3aucta, ako 61 6uno z1 Axh =0
u ) A x9 = 0, umanu 6ucmo

ri=m Al =21 A(za Y xh) = (z1 Aa2) Y (21 A ah) = (21 A 22) YO = 21 A 29,
Tj. T1 < ZT2,Ka0 H
To=wo Al =29 A (21 Y2)) = (22 Aa1) Y (22 A 2}) = (22 A 21) YO = 29 A 21,

Tj. X2 <X 1. YKOIHMKO je x1 A b, # 0, onna nocroju a € A takas na je a < o1 A 25,
jep je B atomuuna Bynosa anre6pa. Tagajea < x1,maa € f(z1), amujena < @b,
maa £ x2, 7. a & f(xe). Hakne, f(x1) # f(x2). Anamorno ce mo6uja na us
)y A xg #0, cnemn f(x1) # f(22).

f je na ¢pynxuuja. Hexkaje Y € P(A) npoussosban ckymaroMa. AkojeY = (), onma
je f(0) =Y. TIpernocraBumo na je Y # (). Kako je B kxoHauaH CKyI, KOHAYaH

je m ckyn A, ma moxemo y3etu aa je Y = {ai,...,a,}, 3a Heke ay,...,a, € A.
Hekajex = aj Y -+ Y a,. Jdoxazahemo ga je f(z) =Y. C 063upom Ha 10 1a je
a; X x=ayY - - Yap,3acsakoi € {1,...,n},zaxmyayjemonaje Y C f(x). Ja

OMCMO JI0Ka3a/Iu U 0OPHYTY MHKIIy3Hjy, n3abpahemo npoussosban atom a € f(x),
Tj. aTOM TakaB ma je a < a1 Y --- Y a,. Tama, mpema ocobunu 2 neme 11, mmamo
naje a < a;, 3aHeko i € {1,...,n}. TlomTo cy U a M a; aTOMH, 3aK/bYUyjeMoO JIa
Mopa 6utn a = a;, 1j. a € Y. axie, f(z) C Y.

f je m3omopduzam. Ha ocHoBy meMe 3, TOBOJBHO je TOKA3ATH J1a 32 IPOU3BOJbHE
z,x1, T2 € BBaxu f(x1 Y x2) = f(z1) U f(z2) m f(2') = f(2)°.

flx1 Y z9) = {aeA\a<x1Yx2}Q{a€A]a<x1I/Umasl‘g}
= {acdAlaxsri}U{acA]laxz} = f(z1)U f(x2)

Jemnaxocr (!) Baxu Ha OocHOBY ocobume 2 jieme 11, Kao M M3 YHILEHHIE Ja je
x1 Y o = sup{zy, z2}.

f@y={acAlaxga}={acAlada}=A\{a€A|axz}=f(x)°

OBe jemHaKOCTH cjlefle M3 YHIbEHHIIe Ta 3a CBaKH aTOM a U OMIIO KOjH eJIeMeHT T
BAXU WIN 0 X T WIH a < ac', aJIM HUKaKo 00a. ]
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Mocmennna 1. CBaka koHauHa Bynoa anrebpa uma 2" ejleMeHATa, 32 HEKH IIPHPO-
aaH 6poj n.

Iocaenuna 2. M3omopgHe cy cBake e konauHe bymnose anrebpe ca nctum bpojem
eJleMeHAaTA.

CroHoBa Teopema penpe3dentauuje bysosux ajaredopu

Y mpeTxogHOM ONIeJbKY IMOKA3ali CMO J1a ce cBaka koHauHa Bymosa anreOpa
MOXE CXBATUTH Ka0 ajiredpa mapTUTUBHOI CKyIla HEKOT KOHAYHOT CKyna (Ipenu3-
HHUje, CKyna cBojux atroMa). [Ipuponno ce Hamehe muTame 1a I MOXEMO T0Ka3aTh
cuyaH pe3ynTaT 3a ouno kojy BymoBy anre6py. He moxkemo ouexuBatm na he
cBaka bymoBa anreOpa Outu u3omMopdHa HEKOj anredOpu MAPTUTUBHOT CKyIa, U3
jemHOCTaBHOT pasyora, jep mocToje mpedpojuse Bynose anre6pe!!, nok cy anre6pe
MapTUTUBHOT CKyIa KOHA4He uin HerpeOpojuse. Mak, MOXEMO MOKYIIATH Aa UX
onmiemo (10 Ha n3oMopdu3am) Kao moJjba ckynosa. Beh Ha nmpBu normnen ce Buan
Jla IOKa3 KOjUM Cy oKapakTepucane koHauHe ByoBe aiaredpe He MOXKEeMO TUPEKTHO
yommTHTH Ha cBe bymoBe anreOpe (jep mocToje oHe koje HUCY aTomMmuuHe). Mmak
HEKa 3ajeJHNYKa HUT ce Moxe npoHahu. Y ciaydajy konaunux bymoBux anreOpw,
CBAaKM FbeH eJIeMeHT je cxBalieH ka0 ,,cKyn* aToMa, a 3HAMO J1a je CBAKH CKYTI ITOTITYHO
oapeheH eneMeHTIMA KOje CaapKu. Y OIIITEM CIIy4ajy, pasMunubahemo ayamHo:
eneMenTe Heke bymose anrebpe B mokymahemo ga pernpe3eHTyjeMO CKYMOBHMA
(monckynoBuMa on B) koju canpxe Taj emeMeHT. Hacrojahemo ma ogpemmmo
konmeknnjy U C P(B) noroaHy ma GWIIO KOjU €JeMEHT a u3 B pernpeseHtyjemMo
CKynoM cBHX ckynoBa u3 U koju caapxe a, Tj. ckynom {X € U | a € X }. TIpurom,
TTOTPEOHO je 1a HaBe/IeHA PETpe3eHTAIlHja eJIeMeHaTa dyBa OTepaIije 1 KOHCTAHTe
onroBapajyhux BymoBux anre6pu — Bynose anrebpe B u anre6pe mapTutuBHOT
ckymna nag P(U). Tpeuusnuje, pynkumja f : B — P(U), f(a) ={X € U | a € X},
a € B, Tpeba nma 3amoBoskaBa cienehe yciose:

1. f(aYb)= f(a)U f(b), 1j.
{XelUlavybeX}={XeclU|lacX}U{X cU|be X};

2. f(a A b) = f(a)N f(b),Tj.
{XelUlarbeX}={XeclU|lacX}Nn{XclU|be X};

3. fld)=f(a)5 1. {XelU|deX}={XeU|aec X}%
4. f(0)=0,15. {XeU|0e X} =0;

""Ha npumep, ®pemeosa anrebpa F(N) (anre6pa KOHAUHO-KOKOHAYHMX CKYIOBA) HaJl CKyIIOM
npupoanux 6pojesa N je npebpojusa (Bugern npumep 4).
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5. f()=UT1.{XelU|le X} =U.
Ha 11 MoxeMo aa oapeaumo (Tj. Oa Iu mocToju) ckyl U Koju ocTBapyje cBe Halle

samuciin? Hasenenu 3axteBn Ouhe ucnymenn ako cBaku X m3 U 3ag0BosbaBa

cnez[ehe YCJ'IOBG]ZZ

1.1. akoa Y be X,onmaa € X umm b € X;
1.2. akoa € X, ouna3a6mmo kojub € B,a Y b € X;
2.1. akoa A b€ X, onpaa € Xube X;
22 akoa € Xube X,onmaa L b e X;
3.d € X akkoa & X
4. 0€ X;
5.1eX.

Hexun on maBemenux yCi1oBa Cy IIOCIECOUIIE OCTAJIUX, IIa C€ OBaj CITMCAK MOXE

CKpaTUTH.
1.2 N 22 N3 A4 AN D
S ——
U U
2.1 1.1

ITpumeTnmo Hajupe 1a je yciaoB 1.2 ekBUBAJICHTAH yCIIOBY:
() akoa € X na <b onmabe X.

3aucra, mpernoctaBuMo ga Baxku 1.2, taa € X na < b. Kako jeb = a Y b,
oamax pobujamo ga b € X. OO6pHyTO, NPETnocTaBuMo aa Baxu (x), na a € X
u ga je b € B npoussospan. Kaxo je a < a Y b, 3axmyuyjemo na a Y b € X,
JTaxo ce youaBa u ja je ycioB 2.1 nociemuna yemosa (). Venos 1.1 mocnenuia
je yemosa 2.2, 3 m 4. 3awncra, mpetnioctaBuMo fa a Y b € X, ammma a € X u
b ¢ X. Tana npema ycroBy 3 cnemu na @’ € X n b € X, u name, npema 2.2,
naa AW = (aYb) € X. Tosusajyhu ce jomr jemnoM Ha ycnos 2.2 no6ujamMo
na (a Y b) A (aYb) =0 € X, mro nporuspeun ycioBy 4. Ilpumernmo ja ce
YMECTO yCJIOBA D MOXeE MOCTABUTH ClIabuju 3axTeB aa ckyn X Oyjie HempasaH, U
na he tama w3 (%) cemurn 5. Cymupajyhu mpeTxojiHa pasMaTpaiba, y HapemaHoj
JIeUHUIMjH M3IBajaMO KakBe OMCMO TOACKyTIoBe o B xenenu na caapxu U. Peu
je T3B. yATpaguiTrepumMa.

"’Ha ocHOBY HaBeIEHIX yCIIOBA BHMMO 13 3aMHCA0 He Moxemo octeaputn 3a U = P(B).
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Hednuuumja 5. Heka je B npousBosbHa BynoBa anrebpa. Ckyn X C B je yiarpa-
¢uarep y B ykonuxo Baxe cienehn ycinoBu:

Fl1 1eF;

F2 0¢ F;

F3 akoa € Fua<b, ougabeF;
F4 akoa€ Fube F,ounaa A b e F;
F5 o € F akkoa & F.

Ckyn X je ¢pmarep axo 3agoBospaBa yciaoe F1-F4,

Hapasno, onmax ce Hamehe nutame fa a1 y cBakoj bynoBoj anredpu yommre
roctoje ynrpadunrepu. Hapenna Teopema maje moTBpaaH oarosop. Llltasumie,
mokazaheMo 1a cBaku MOACKYT o/ B Koju UMa CBOJCTBO KOHAYHOT ITPECEKA TEHEPHUTITE
1o jeaan ynrpaduirep y B.

Hedunnunja 6. IToackynm K C B uma cBojcTBO KOHAYHOT IIpeceka, aKo 3a CBAKH
H300p KOHAYHO MHOIO €JIEMEHATA X1, - - - , Ty U3 K Bakux1 A -+ A xp # 0.

Teopema 8. [Teopema o yarpaduarepy| 3a caxu noackyn K C B koju uma
CBOJCTBO KOHAaYHOT Ipeceka, moctoju yarpapunrep Fi v B koju ra caapxu, Tj.
K C Fg.

Joka3 Teopeme je HAU3TIIET Ayradak, ajli caMo 3aTo IITo hemo Tpu myTa mpoBe-
paBatu nojeauHe yciope aepununmje 5. CaBeTyjeMo 4MTaOoLy Ja Hajipe mpouuTa
JoKa3 mpeckadyhn mpoBepe MOMEHYTHX YCIIOBA.

JOKA3. JehuHUIIIMO HajIIpe CKyI
F={xeB|xy A+ Az, < z,3a0ek0n € N uneke x1,...,x, € K}.

Ouurneano je K C F'. JegnocraBHO je mpoBepuTH 1a cKyll F' 3amoBosbaBa ycioBe
F1-F4 nperxonne nedununmje, 1ok ycinos F'5 He Mopa 3a70BobaBaTy.
F1 Ouurnenno 1 € F, jep je 1 Hajsehu enement Bysoee airebpe.

F2 Tlomrro K uma CBOJCTBO KOHAYHOr Ipeceka, He moctoje n € N u
T1,...,Tn € KTakBu majexy A - Az, < 0. daxie, 0 € F.

F3 IIpermocrasumo maa € Fua < b. U3 a € F cienn ma nocrojen € N
H2xy,...,x, € K TakBu 1a je 1 A -+ A &, < a. Kako je tama u
T A Az, Xb, cneqmpab € F.

F4 Axo a,b € F, ouna nocroje n,m € NUZ1,...,Tn,Y1,--.,Ym € K
TAaKBU Ja je T1 A - ATy S QUYL A AUy < b. U3 ose nBe
HejegHaKoCTH mobujamo maje x1 A -+ A Ty Ay1 A -+ Ay, < a A D,
maaAberF.
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Kibyuny upejy 3a HACTABAK J0Ka3a TOOUjaMO aKO YOUUMO Jia ce yaTpaduirepy
HE MOXeE JOJaTH HUjeJaH HOBU elIeMEHT M3 B, a na JoOujeHu HaACKyINl M Jajbe
Oyne ynrpaduntep. 3aucta, ycnoB FH je ekBuBanmeHTaH cnenehem ycroBy: 3a
CBaKM eleMedT a € B, i a umi o' npunaga ynrpaduiaTepy, a HUKAKO He MOTY
npunagaTti o6a, 360t ycnosa F2 u F4. Jennocrasho ce youasa 1a je yarpaduirep
MaKCHUMaJlaH, Y CMHCITY HHKJIY3Hje, IOJCKYN oA B koju 3agoBosbaBa ycimose F'1-F4,
Jakie, oueknBana je mpuMena LlopHoBe meme!? (Tj. akcuome m3Gopa) y HACTABKY
JloKa3a.

Heka je F = {X C B | FF C X u X 3amoBosbaBa yciose F1 — F4}. Tana je
F #£0,jep F € F. Jlokazahemo na ypehemwe (F, C) 3an0Bosbasa ycinos LlopHose
JeMe, Tj. Ja CBAKM JaHall MMa ropme orpanndeme. Heka je L C J naman, Tj.

3a nmpomsBosbhe X1, Xo € L Baxku X1 C Xo mmn Xo C X;. Ilokaszahemo ma

X; © UL € F. Towmro 3a ceako X € L, Baxn F' C X, 3akibydyjeMo na je

FC X,.
F1 3aceako X € L paxu 0 ¢ X, opmakie cnemu ga 0 & X .
F2 3aceako X € LBaxul € X, omaxnecnequgal € X,

F3 TIlpernocraBumo naa € Xpua xb. Uz a € X = UL, cienu na
moctoju X € L Ttako ma je a € X, ma momrto X 3aJ0BOJbaBa yCIOB
F3, sakmyuyjemo ma b € X,acammm tumu ga b € X .

F4 Hexka cy a,b € X npousBosbuu. Tama mocroje X1, Xo € L TakBu
maa € Xqgube Xo. Karko je X1 C Xo wm Xo C X5, umamo aa
a,be Xiuma,b € Xo, onaknecnepugaa Ab € Xqyuma A b € Xo.
Koju rox cny4aj ga Hactymu, 6buliea A b € X,

Haxne, X; € F. Kaxo je 3a ceako X € L, X C X, zak/bydyjeMo Oa
je X ropmwe orpannuewe y (F, C) nanna L. Tlpema L{opHOBO] j1eMH, MOCTOjU
MakcuMaian eeMenT F y (F, C). Ocraje jour na ce nmokaxe na F 3amoBosbaBa
cojctBo F'5 (jep cBojcrBa F'1-F4 Tpusujanno 3amoBosbaBa Oyayhu na F € J).

Ha 6ucmo moxaszanu na Fi 3amoBospaBa cBojcrBo FH, mpernocrasuliemo cy-
IIPOTHO, 4 OCTOju 2 € B rakaB na z € Fx n 2’ & Fi. Heka je

Fip={reB|uAiz=<x 3anekou € Fi}.

IMpumernmo Hajupe na je F' C Fi C Fi u z € F;. Huje Temko npoBeputu 1a
F% 3zanoBospasa ycnose F1 — F4.

3loproBa nema: AKO y HEKOM apuujanHo ypeljeHOM CKyIly CBAKH JIAHALL UMA TOPHE OIPAHUUCHHE
(MajopaHTy), OHIa Y TOM HaplujalHOM ypehemy MocToju MakcuManaH eleMeHT. llopHoBa neMa je
€KBUBAJICHTHA aKCMOMH U300pa.
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F1 Ouurnennojemal € Fi,jepjel Az<1ul € Fk.

F2 Taxohe, 0 € F%, jep O6u y cynpoTHOM 1octojao u € Fx Takas na je
u Az < 0, onakie 6ucMo uManv v < 2, ma 6u Mopano éutuu 2’ € Fi
CyLIPOTHO IIpeTnocraBum aa 2’ & Fi.

F3 Axkoa € Fjyna < b,onmanocrojuu € Fx takaBajeu iz < a < b,
nabe Fg.

F4 Axo a,b € F%, onna nmocroje uy,ue € Fx TakBu jlajeu; A 2 < au
uz Az < b,maxakoje (ug Az) A (ug A z) = (ug Aug) Az<aAbu
up Aug € Fg,ciemumaa A b e Ff.

Haxne, Ff; € F unpn tome Fi G F, mro muje moryhe jep je Fx Makcnmaman.
Ha zaxmpyunmo, Fi je ynrpadunrep Bymnose anredbpe B xoju campxu ckym
K. O

Iocenuua 3. 3a cBaxu enement a € B\ {0}, mocroju ynrpagunrep y B koju ra
ca/ipKH.

Bpatumo ce caaa Ha noderak. Heka je B npoussossna Bymosa anre6pa n U
ckyn cBux ynrpadunrepa ose anre6pe. Cana suamo ga dpyuxkumja f : B — P(U),
fla) ={X €eU|a€ X}, a€ B,3anoBomasa crnenehe ycrnose:

L. flaYb)= f(a)U f(b);

2. flaxb) = f(a)n f(b);

3. fla) = fa)%

4 f(0)=0,1). {X €U|0€ X} =0
5. f()=U,1j. {X eU|1eX}=1U

IllraBume, oBa pyuxumja je u 1-1. 3amncra, ako cy a,b € B paszmnuuty, a # b,
onmajea Ab#O0wma LAY # 0.V caydajy na je a’ A b # 0, npemMa npeTx0HOj
TOCIEUIN, TOCTOjU ynTpapuirep Fq p) KOJU Campxu U a' m b, a camuM THM He
canpxu a. laxne, Fiy py € f(a) u Fygpy € f(b), onaxie cnemm na je f(a) # f(b).
J1o UCTOT 3aKJbydKa JoJIa3uMo Tonasehu ox mpernocraske a A b # 0.

Cxyn f[B] = {f(a) | a € B} C P(U) npexacrasba jesHo 110Jb€ CKYNOBA KOje
je nzomopdHo ca B. Ha oBaj HauMH je mokazaHa TeopeMa Koja je y3eTa 3a HacJoB
OBOT OJIeJbKA.

Teopema 9. [CroHoBa Teopema penpesentannje] Ceaka Bysiosa anrebpa uzomopgHa
Jje HEKOM TI0JBY CKYIIOBA.

OBa Teopema 3arpaBo y MOTITYHOCTH ONTPaB/IaBa TBP/IbY ca MoYeTKa MoTiaBiba
na cy BynoBuMm anrebpaMa okapakTephcaHa cBa anrebapcka CBOJCTBA CKYMOBHHX
omeparmyja.
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3apauu

1. 360r uera crpykrypa D,, = (D,,,nzs,nzd,n/,1,n) nuje Bynosa anre6pa yko-
JIUKO je M IeJbUB KBaJpaToM HeKor Ipoctor 6poja? Koju 3axonn u3 aepunuimje 1
HE BaXXe€ Y OBOj CTPYKTypH?

2. [lokaszaTH [1a TOACKYIIOBH CKyIa pealHux 6pojeBa R koju cy HajBuiie mpeGpo-
juBH uiM cy konpe6pojusu'* 06pasyjy jesHO MoJbe CKYNoBa.

3. Hexka je 2N ckyn mapuux, 2N + 1 ckyIm HemapHUX IPUPOAHUX OpojeBa
A={X C2N| X jexonauan } U{X C 2N+ 1| N\ X je xonauan }.

Ucnuratu pa iam je A noJbe cKynosa.

4. Hexa je P ckym npoctux 6pojesa 1 B ckyrm CBUX OHHX M caMO OHHX TIOACKYIIOBA
X onNzaxkojeje XNP =0wum X NP = P. Jloka3atu 1a je B nosbe CKynosa.

5. Hexa je Z cxym nienux 6pojeBa u m Hekn (pukcupanu mneo 6poj. TMomckym X ox
Z je m-miepuogudat axo je X = X + m, npu uemy je X +m &f {z+m|zeX}.
Ouwnrnenno je ma cy ) u Z m-nepuomnunu. Jlokasatu ga je ckyn Zy, CBHX M-
MEPUOUYHUX MTOJICKYIIOBA 0/ Z 10Jbe CKYIIOBa.

HAMOMEHA. Tlpumerure na je Zo = P(Z) u Z1 = {0, Z}. Onpennre 2o n Z3.

6. Jloxasatu na cy Bysnose anre6pe (P({a,b}),U,N, <, 0, {a,b}) n 2 x 2 uzomopdue.

7. Ha ckyny S = {a,b,c,d} nepunncatn (oarosapajyhum tabmmuama) ase omn-
epamgje B,© : S X S — S u jenny ymapuy * : S — S, Tako ma CTpyKTypa
(S, ®,®,*, a,b) 6yne Bynosa anredpa.

8. Hexa je (B, Y, A,’,0,1) Bynosa anre6pa. [lokasatu 1a 3a cBe a, b, ¢ € B Baxwu:
@aY (a Ab)=aYb;
6)(aYb) A (d Ye)=(aAc)Y (a'b);
B)(arlb) Y (bAc)Y (cha)=(aYb) A(bYc)A(cY a).

9. Hexa je (B, Y, A,’,0,1) npoussosbna Bynosa anre6pa. Jlokasatu cneneha TBp-
hema:
(a)akoszanekox € BpaxuaYzrz=bYzuaY 2z =bY 2/,onmajea =10
(6) ako3ameko x € Bpaxua Ax =bAzxua Az’ =bAa' onnajea=nb.

10. Hexaje (B, Y, A,’,0,1) nponssosbHa Bynosa anrebpa. CHMeTpHYHA pasInka
eneMenara = u y u3 B nedunncana je ca xAy = (z A y') Y (2' A y). lokazatu na
3a MPOM3BOJBHE T, 2,y € B Baxu:

“Honcxyn X on R je xompe6pojus axo je meros kommiement X © = R \ X uajeume npeGpojus.
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(a) zAy = yAuw; (6) A0 = z;

(B) zAx’' = 1; (r) zA(yAz) = (zhy) Az,
Wz A (yArz) = (@ A y) Dl 4 2); () wha = 0;

(e) zA\1 = 2/; (k) x = y akko Ay = 0.

Hedunuumja. Ilpcren je crpykrypa (R, 4+, —,-,0,1) kojy unne neku ckyn R, nse
OGunapHe onepaiwje +, - : R X R — R, jenHa ynapaa — : R — R 1 1Ba pa3nmuuyura
emeMenta 0 u 1 u3 R, npu yeMy IIpOM3BOJLHU €IEMEHTH T, Y, 2 U3 R ucmymaBsajy
cnenehe ycnose:

AT z+(y+z2)=(r+y)+2

Kt z4+y=y+u;

Nt z+0=ux;

It 24 (—z)=0;

Az (y2)=(z-y) 2

K zy=y

N z-1=ux
D, z-(y+z)=(z-y) +(z2).
Ipcren (R, +, —, -, 0, 1) je ByioB IpcTeH ako 3a CBaKo © € B BaXu & - ¢ = x.

11. Hexa je (B, Y, A,’,0,1) Bynosa anre6pa. Hokasatu na je (B, A, —, A,0,1)
Bymos mipcren, mpu uemy je A cuMeTpruHa pasnvka aepunucana y 3amx 10, a — je
yHapHa ornepanyja AeguHUcaHa Kao MAEHTHUYKO IPEeCINKaBamke, Tj. ca —T = .

12. Hexka je (R, +, —, -, 0,1) Bynos npcren. Jlokazatu naje (B, Y,-,’,0,1) Bynosa
anrebpa, pu uemy je Y 6Gunapua onepanuja gepunucanacar Yy = r+y+(x-y),
a’ ynapna onepanuja nepunucana ca r’ = 1 + x.

13. Axo je a 60 koju BynoB uspas, ToKa3aTH Ja jeTHAKOCT
a=(a(z/0) Y z) A (a(x/1) ¥ 2)

BaXku y OMy10 kK0joj BynoBoj anredpu.

YOYTCTBO. Bunern nemy 6 (ctpana 19)

14. Axo je oz, ..., x,) Bynos n3pas, 10ka3atu 1a jeAHaAKOCT

n

(KKNF)  a(xy,...,2,) = /\ (alar,...,an) Y 2{t Y - Y 2ln)
(at,...,an)€2™

BaXu y cBakoj bymoBoj anre6pu. M3pa3 ca mecHe cTpaHe jeqHAKOCTH HAa3WBa Ce
KAHOHCKA KOHjYHKTHBHA HOPMAJHA (hopMa n3pasza o (1, . .., Ty).
VIyTCTBO. Buneru nemy 4 (ctpana 20).
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JAH® n KH®. bynos n3pa3 je y JHUCjyHKTHBHOj (KOHjYHKTHBHOJ) HOPMATHO] (POPMH
J
Ji, M HeKe a;j € {0,1}, npu uemy cy x;; mpoMenspuse. Ilpumepn uspaza y JJHD
cy: Ay, (x1 A xo A x3) Y (2} A x3), utn. Ipumepn nspaza y KHO cy: = A ¢/,
(X1 Y 22 A xg) A (2] Y x3), 2 Y 2/ urn.
Ha ocHoBy TeopeMe 4 u 3amatka 14, 3akipydyjeMo Aa ce cBaku bymoB n3pas Moxe
tpanchopmucatn y JHD® u KH®. Ocnm nupekTHe TpUMeHe ITOMEHYTHX TBphema,
HeKH U3pa3 & MOKeMo TpaHchopMucaTH y TH(), omHOCHO KH(D, cripoBoaehn crnenehe
KOpake:
1. nok rox je Mmoryhe mpumemuBatu Jle MopraHoBe 3aKOHE (Tj. TOK T'OJI C€ CBH KOM-
TIJIEMEHTH HE ,,CIYCTe™ 10 MPOMEHJBMBHUX M KOHCTAHTH), eTMMUHHUIINNY TBOCTPYKE
KOMIUIEMEHTEe 3aKOHOM HHBOIYIHje U IpuMemyjyhn onrosapajyhe jemHaKoCTH 3a
KOMIUIEMEHTE KOHCTAaHTH; Y OBOM KOPaKy u3pa3 & ce TpaHchopMHulle y U3pa3 u3-
rpalieH o1 KOHCTaHTH, MTPOMEHJPUBUX M KOMIIEMEHATA TPOMEHIBIBHX, IIPU YeEMY
ce MmojaBibyjy caMo Y | A (M 3arpaje, HapaBHO);
2. NpUMemMBATH IUCTPUOYTHBHM 3ak0H D3 (Kao M acOUMjaTMBHOCT, M KOMYyTa-
THBHOCT) Ha U3pa3 ToOHjeH Y MPeTXOIHOM KOpaKy, y3 oarosapajyhy enmmMuHaImjy
KOHCTAHTH, IOK TOJI Ce He N00uje m3pa3 y AH}; OJTHOCHO MPUMEHUBATH JUCTPHUOY-
THBHM 3aKOH D] (Kao M acolMjaTMBHOCT, ¥ KOMYTATHBHOCT) Ha M3pa3 M0OHjeH
y MPETXOJHOM KOpaKy, y3 OAroBapajyly enMMuHanmjy KOHCTAHTH, 10K TOJl c€ HE
nobuje u3pas y KH.

. A4 Q44
ako je obmka V;c; Ajes i (Nier Vies, T ) , 32 HeKe KOHavHe cKyrose I u

15. Tpanchopmucaru uspas y aud:
@ @@Yyy) L@ Yy) 6 @Yy Y@ry) @@ Y EL)) ¥

16. Tpancdopmucatu uspas y Kue:
@ @iy Y @ Ay) ©@Yy) Y @ry) ()@ Y (@GLS)) ¥

17. Hexa je (B, Y, A,’,0, 1) BynoBa anre6pa u < ypeheme oBe anrebpe. Jlokazatu
na 3a cBe a, b € B Baxu:

(a)a g bakko V' < d/;

(6) akojea < b, onma3a ceako c € Beaxua Y (b Ac)=bA (aY c).
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MNcka3Ha Jjoruka

CuHTaKCca ¥ CeMaHTHKA HCKa3He JIOTHKe

Hajmpe heMo HeKMM jeTHOCTaBHUM MpUMEPHMa WIYCTPOBATU UEje KOje CY Y
OCHOBH HUCKA3HOT pavyHa.

TTPUMEP 1. OuurnezHo je na peueHwuIre:
1. 3emspa ce oxpelie oxo CyHia win ce 3emipa He okpelie oxo CyHIIa.
2. Bpoj1,41 jecre pememse jeqnaunte v° = 2 uu 1,41 Huje penerse jennaunne v° = 2.

uMajy UCTY CTPYKTYPY ,, -+ HJIH He - - -, H 1a HX YIpaBo 300T Tora cMaTpaMo TauyHuM Oe3
003upa Ha TO [1a JIU je UCKa3 KOjU ce Halla3| Ha MeCTy TAYKHIIA TaYaH WK HeTadaH. Onasre
CE jaCHO BHUJM 3HAyaj JIOTMYKUX BE3HHKA HJIM U HE Y CTPYKTYpU HABEIEHUX DPEUeHHMIA.
HapagHo, joir MHOIO aHAJIOIHUX IPUMEpPa MOXKEMO CACTABUTH. AHAIM3UPAjMO /iajbe U
cineaeha /1Ba 3aKJbyuUBaIbA.

Axo HEKOME KaKeMO  AKO CH TH y IIPABY, OHZA CaM ja JIyA.
u jonamo  Ja mucam sy
caroBopHUK hie 3HaTH 1a cMo peknu  Tu HuCH y IpaBy.

3uamo ga Baxku  Ako je yerBopoyrao ABC' D kBagpar, ouna je ABC' D npaBoyraoHHK.
u ako younmo na  Yersopoyrao ABC D Huje npaBoyraoHuk.

3aKibyuyjeMo ma  YerBopoyrao ABC' D Huje xBaapar.

OsBa JBa 3dKJby4YUBalba, UAKO J0J1a3€ U3 TOTIYHO PA3INIUTUX OKOJIHOCTH, CYIITUHCKU CC
HE pa3IuKYjy.
IIPETTIOCTABKE: AKO - -+, OHAA * * *.
He % * *,
3AKJBYUAK: He---.

U oBora 1myTa, NCIIpaBHOCT HABEICHNX 3aK/bYUNBAA OIIPABAABAMO JOTHYKIM BE3HUIIIMA
»AKO - -+, oHIa * * x“ 1 ,,He * x ¥ He 00a3upyhn ce MHOTO Ha CMHCA0 PEYEHHIIA KOje CToje
YMECTO -+ - | * * *, >
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YV MCKA3HO] JIOTUITU IIEHTPAITHO MECTO 3ay3UMajy T3B. JIOTHYKH BE3HUIIH: H, HITH,
He, aKo ..., OHJA4 ..., aKko U caMo ako. IlomMohy HBUX I'paAMMO CIOXKEHE MCKa3e
rojazehn o HeKMX jeMTHOCTaBHUX YHjU CMHCAO0 HAC He 3aHUMa, Beh je jeqmHo BaXKHO
JIa IV CY OHYM TAYHU WM HeTaYHU. VICTHHUTOCT CITOKEHMjHX McKa3a oapelyjeMo Ha
OCHOBY T3B. HICTUHUTOCHUX TA0JIMIIA TPUAPYKEHUX BE3HULINMA.

AlO 1 v]o 1 - =]01 <01
0[oo ofo1 ofT o011 0L O
1jo1 1j1r 1 1j0 1{01 1]0 1

VY TabnunaMa cy HaBeleHe CTaHAApIHE O3HAKE 3a Be3HWKe: A — H, V — wiH, - —
HE, = — aKO ..., OHJIA4 ..., < — aKO H caMO ak0. AKO HEKE jeJHOCTaBHE MCKa3e
O3HAYMMO CIIOBUMA P, ¢, T, oHja je (p A ¢) = r IpHUMep CIOKEHOT McKasa (Koju
YUTAMO 4KO P H ¢, oHAa 7). Apyru npumep ciokeHor uckasa je p V —p ca KojuM
CMO Ce cpenu y TpeTXoaHoM mpuMmepy. HedopmamHo, cioBa p, ¢ U r ¢ MOTY
3aMUIIJbATH KA0 HEKH jeTHOCTABHY HMCKa3W, aJli TOIITO HAM CMHCA0 TUX McKa3a
HUje BakaH Beh caMo TO J1a M Cy TaYHH MIIM HETAYHM, CIIOKEHE MCKa3e CXBaTaMo
Kao anrebapcke H3pase npunarohene T3B. uckaszHoj anreopu ({0,1},V, A\, -, =, &
,0,1). OBa anre6pa je npommpene Bynose anredpe 2 1eMa HOBUM onepanyjamMa =
1 <. [IpuMernMo f1a mpolmpeme HUje Off HEKOT 3Havaja, jep ce JofaTe onepanuje
jemHocraBHO neduHury momohy onepamuja bynose anredpe 2:

r=y=—axVyunuzxsy=(xVy A(zV-y),3acsezyc {01}

HaBgenene jemHAKOCTH Ce MUPEKTHO MOTY IIPOBEPUTH ¥ TO TIPEITYIIITAMO YHTAOINMA.,

Adnrebapcke nzpase, IoOMeHyTe y TPETXOIHOM Macycy, Ha3UBaMo HCKa3HHM (op-
Myzama v IeMHAIIEMO MX Kao M GMIIO KOjy ApyTy BpCTy M3pasal’, Tj. kao peun
3ammycane ynoTpeooM yHarpe] u3abpaHux cuMOoira 1 o ogpeheHnM mpaBmiInMa.
Cxym n3abpanux cnMOora Ha3uBaMo aaabeToM NCKa3He JIOTHKE.

Hckazne popmy.ie
Angaber nckazne joruke unne crenehm cumoomm:

® 1CKa3Ha CIIOBA KOJUX MMa NMpedPOjuBO MHOTO; MICKa3Ha CJI0Ba 03HauaBaheMo
MAaJIIM JTATUHUYHKUM CIIOBOM P KOje je HHAEKCHPAHO IPUPOIHUM OpojeBHMA;
CKYIl CBUX MCKa3HUX CJIOBa yriaBHOM hemo o3HauyaBatu ca P; makiie P =

{px | k € N} = {po, p1,p2,p3, ...}

® JIOTMYKY BE3HUIIM: YHAPHH JOTUIKHU BE3HUK — (Heraryja) v OMHa pHHA TOTUIKH
Be3HULIM A (KOHjyHKLIMjA), V (AUCjyHKUM]ja), = (MMIUIMKaLMja) U < (eKBUBa-
JIEHITHja);

Sananorso, na npuvep, BynoBuM n3pasuma
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® JIOTMYKE KOHCTaHTe: | u L
(13 (13
e noMohHM 3HAIM: JieBa ,,(“ ¥ JecHa 3arpaja ,,)“.

Hepunuuumja 1. Ckyn uckasuux popmyina For jecre Hajmamwu (y cMucity uHKI1y3uje)
CKYIT peuH HaJl ai(habeToM HCK43He JIOTHKE TAKAB 14 BAXKH:

e PU{T, L} C For (uckasma cioBa u JJOTHYKe KOHCTAHTE Cy HCKa3He (op-
myie);

e ako « € For, oHma ~a € For;
e ako «, 8 € For, ouga (a A B), (aV B), (a = B), (a < B) € For.

Cxyn uckaznux popmyia je HHaIyKTHBHO JepunucaH. Hajnpe cy yBeaeHe Hajjen-
HOCTaBHUje UcKa3He GopMylie: CBaKO MCKA3HO CIIOBO M CBaKa JIOTMYKA KOHCTAHTA
TIpeAcTaBiba jeqHy HckasHy (opMyiTy. 3aTHM je Mperu3npaHo Kako ce hopMupajy
CIIOKeHUje ckazHe popmyre: norazehu 011 HajjeTHOCTAaBHUjUX UCKAa3HUX (hopMyITa,
roMolhy HaBeZIeHNX MpaBUIIa TPAIUMO HOBe (popMyIte, Koje Tajbe KOPUCTUMO 34 U3-
Tpagmy jour ciaoxkeHujux opmyna. [lpurom, uckasue Gopmye ce MOTy TPAIUTH
caMo Ha OBaj HAYWH, IITO je MocTenIa 3axTeBa na For Oyae HajMamu CKyI pedn ca
HaBeneHuM ocobuHama (Ckym uckazuux popmyina For jecre Hajmamu ckyi . . ).

Bepyjemo ma cy umTaonmuma (Tep) A(P1Vp2)= - p3)
To3HaTe yoOnyajeHe KOHBEHIIHjEe O
Opucamy 3arpaja, nna ux osje Hehemo
cBe HaBomuTu. MctuuemMo camo (P1Vp2)s = s

JIOTOBOP O TPUOPUTETY JIOTHYKUX
Be3HHMKAa: — je Be3HHMK HajBeher mpu-
opuTeTa, 32 HBUM ciene V u A Koju ¢y
TIO/IjeTHAKOT MPUOPUTETA, 4 32 lbUMa
= 1 <>, Takohe jeTHaKOT IPHOPUTETA. 1 T D1 P2 D3

TSP PV P2 - p3

Ha wmnycrpanuju u3Haj jaCHO ¢€ MOTY YOUMTH HUBOM CJIOKEHOCTH MCKA3HUX
dopmymna. CrmoxeHOCT UCKa3HUX Gopmyna ,,MepuheMo* (GYHKITHjOM KOja CBaKO)]
dbopmynu nopesbyje jeman mpuponad 6poj cxBaheH Kao CIIOXKEHOCT Te (hopMyIIe.
Haxko je 60spe OO0 1a CII0KEHOCT (hopMmyna aepuHHIIEeMO 3ajeqHo ca caMuM (hop-
Myllama, Tj. Ja je YBeIeMO yV OKBHUpPY NpeTXoaHe AeGHHHITIje, YBOJUMO je HOBOM
e THUTIA]OM.

Hedunnumja 2. CrroxeHOCT HCKa3He (hopMyite je IpHpogaH 6poj KOJH TOj (hopMyITH
noxepyje pyuxuuja s : For — N gara ca:

es(p)=s(T)=s(L)=0,pe P,
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o s(—a)=s(a)+1,
e s(axf)=max{s(a),s(f)}+1,*x€{AV, =, <}

Axo je s(0) > 0 popmyny 6 HazMBaMoO CII0KEHOM HCKa3HOM (GopMylToM. AKO
je 0 cnoxena mckasna ¢opMyia, OHIA je OHA WM HeTaldja HeKe JAPYyre MCKa3He
dopmyite, Tj. 0 = —601, 3a Heky Ghopmyiry 01 (Mambe CI0KEeHOCTH), WiH je 0 = 01 x 02,
3a Heke hopmyite 01 u Oz (Mambe CIIOKEHOCTH) M HEKU BE3HUK * € {A\,V, =, <},

Hedunuimmmo jomn ase kopucHe pyHKIMje unju cy qomenu For, mpe cera nma
OGHCMO jOIII jeTHOM HCTAKIN AepMHHUIN]e HHAYKTHBHOT KapaKTepa.

3a 3amaTy opMyIy (v, THTYMTHBHO je jaCHO Kako 6McMo oapeannu cky P(a)
CBUX HWCKa3HUX CJIOBAa KOja Ce MOjaBibyjy y dopmymn «. Crpora nehuHUIM]aA
dbynkimje o — P(«) jecte MHIYKTUBHA:

o P(p)=A{pl,peP;

e P(T)=P(L)=0

o P(-a) = P(a);

e Plaxf)=P(a)UP(B),*x € {N,V, =, &}

Awnasnorno ysoaumo ckyn F(«) cBux nmorgopmyia popmyie «, Tj. CKyIl CBUX
noapeun o & Koju cy takohe nckasue popmyne. @ynkumja « — F(a) nara je ca:

o F(p) ={p},peP;

o F(T)={THLF(L)={L}k

e F(-a) =F(a) U{-a};

o Flaxf)=F(a)UF(B)U{ax*xp},xc {AV, =, &}

I[TPUMEP 2. Ha ocuoy nedpunuimja pyuknuja o — P(a) u o — F(«), 3a ceaxy popmymy
(¢ jeTHOCTABHO ,,A3padyHABAMO® CKYIl HCKA3HWX CIIOBA KOja Ce Y Ih0j TI0jaBIby]y, KAO U CKYII
FbEHHX MOTHOPMYIIA.

P(pi A=(p2 = p3)) = P(p1)UP(=(p2 = p3))
{p1} U P(p2 = ps3)
{p1} U P(p2) U P(p3)
{p1}U{p2} U{ps}

= {p1,p2,p3}
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F(p1 A =(p2 = p3))
= F(p1) UF(=(p2 = p3)) U{p1 A ~(p2 = p3)}
= {p1}UF(p2 = p3) U{~(p2 = p3)} U{p1 A ~(p2 = p3)}
= {p1} UF(p2) UF(p3) U{p2 = p3} U {=(p2 = p3)} U{p1 A ~(p2 = p3)}
= {p1} U{p2} U{ps} U{p2 = p3} U{=(p2 = p3)} U{p1 A =(p2 = p3)}
= {p1,p2,p3,p2 = p3, (P2 = p3),p1 A =(p2 = p3)}

>

V HapeTHOj JIeMH NCTHYEMO HeKa OUUTIIeIHA TBPljerha Koja ce OJIHOCE HA yBe/IeHe
(dbyHKIHjE.

Jlema 1. 3a cBaky HCKa3HY (pOPMYITY v BaXXKH:
e ckynoBu P(a) uF(«a) cy konaunu;
e acF(o);
o P(a) C F(a).

JOKA3. be3 003upa Ha OYMIJIEHOCT HaBeAeHUX TBphema, J1okazaheMo jeqHo on
BUX, TPE CBera ga OMCMO MIIyCTPOBAJIN A0Ka3e HHIAYKIIHJOM IO CJIOXKEHOCTH (hop-
Myse, kKoje ieMo y HacTaBKy YecTO KOPHUCTHTH (HapaBHO, ca Mambe JeTajba Hero
osora nyta). Tokazahemo 1a je 3a cBako «, ckyn P(«) koHauaw.

BU Hexka je s(o) = 0. Taza je o MCKA3HO CIIOBO WIIM JIOTUUKA KOHCTAHTA, M4 je
P(o) jemHounan WM MpasaH CKYII, & CAMAM THM U KOHAYaH.

WK [UII] IpeTnoctaBuMo J1a je 1 IpHpoaal 6poj Takas Ja je 3a cBaky GpopMyiry
0 cnoxenocru ue Behe o n, s(0) < n, ckyn P(f) konauaw.

Hexka je o popmyna crnoxenoct n + 1, s(a) = n + 1. Taga je o o6nmka 6,
rae je 6 nexa Gopmyna cioxenoctu He Behe ox n wnm je o o6nuka 01 * 6o,
x € {A\,V, =, &}, tue cy 01 u 02 neke hopmyite cioxkenoctu He Behie o n.
V npBom cnyuajy je P(a) = P(6), ma no mHAyKTUBHO] mpeTmnocTasim [WTI]
ciemu na je P(a) konauan ckyn. V apyrom ciyuajy je P(a) = P(01) UP(62),
a KaKo cy I0 MHAYKTUBHO] TIpeTIocTaBiu ckyrnosu P(61) u P(62) xonaunw,
Takas Mopa 6utu u ckyn P(a).

Joka3ze mpeocTanmux TBphema MpenymraMo YuTaruMa. O
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HcrnauTocHe BpeqHOCTH HCKa3HUX (hopmya

YommTe, ako je HEKU airebapCKku U3pa3 cacTaBJbeH O/ MPOMEH/BUBUX U KOH-
CTaHTH M oIlepallfja Koje ce I0jaBJbyjy y HeKOj KOHKPETHO] anrebapcKoj CTPYKTYPH,
OHJIA Ce BPEIHOCT TOT M3pa3a MOXKE M3pAUYyHATH Kaja ce IpOMeHIbHBaMa Jo/jiese
KOHKpETHE BPEeIHOCTH U3 IOMeHa Te CTpyKType. [IpuToM, 10JesbuBalbe KOHKPEeT-
HUX BPEHOCTH IIPOMEHJbUBAMA HA3KBA ce BasyarHja'®. CBe 0BO BAXHM 1 32 UCKA3HE
dbopmyie, Tj. anredbapcke U3pase KOju oAToBapajy NCKa3HOj aareOpu.

Hedunnumja 3. Banyanuja je cBaka (yHKIHja Koja CKYI HCKa3HHX CITOBa IIpec-
ymkasa y ckyn {0,1}, 7j. v : P — {0, 1}.

AKxo je 3amara Banyaiija, oHAa CBakoj (hopMyiIH OAroBapa TauHO jeTHa HCTHHH-
TocHA BpeAHOCT. Jlpyrum peunma, cBaka Banyauuja v : P — {0, 1} ce npupoano
MpoImpyje 10 GYHKIHje YHjH je JOMEH CKYI CBHX MCKa3HUX (hopMyIIa.

Hepunnunja 4. Excrensuja (mporuperse) Baayamuje v : P — {0, 1} Ha ckym cBux
uckazuux popmyina jecre gpynkuuja v : For — {0, 1} nara ca:

e U(p) = v(p);
o 5(T)=1,5(L) = 0;

e U(—a) = —0(«a), mpu yeMy — ca JIeBe CTpaHe jeqHAKOCTH IIPEACTAB/bA CUMOOIT
34 JIOTHYKH BE3HHK, 4 — ca JeCHe CTpaHe OAroBapajyhy HHTepIpeTauujy
[TOMEHYTOT BE3HHKA, Tj. yHapHy onepauujy — ckyna {0, 1};

e U(axf) =v(a)*x0(B), x € {\,V, =, &}, npu yemy * ca JieBe cTpaHe
JemHaKOCTH IIpecTaB/ba CUMOOI 34 JTOTHYKH BE3HHK, 4 * ca JIeCHe CTpaHe
oarosapajyhy 6unapry onepauujy ckyna {0,1}.

Hwuje Temko younTn fa cBaka Bajdyalldja MMa jeMUHCTBEHO IPOIINPEHE Ha
ckyn For. Axo ysmemo y 063up yobuuajenn mopenak Ha ckymy {0,1} (0 < 1),
3aKJbY4yjeMO U J1a je:

e O(a A B) = min{v(a), 0(8)};
e B(aV B) = max{o(a),5(8)};
e U(a= ) =1axko v(a) < 0(B);

e U(a < f) =1axko v(a) =0(B).

'6 evaluatio — oxpeljuame BpeaHOCTH Heuera
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IIPUMEP 3. Heka je mata hopmyna pe A (—p7 = pg) u Banyaumja v : P — {0,1}:

\ _ | 1, i jemnapan 6poj,
v(pi) = { 0, i je Hemapan 6poj.

Tana je
U(p2 A (mpr = ps)) = U(p2) ANU(—pr = ps) = v(p2) A (0(-pr) = V(ps))
= v(p2) A (7U(pr) = v(ps)) = v(p2) A (-v(p7) = v(ps))
= 1A(-0=1)
1.
Hakie, nIcTHHUTOCHA BpeAHOCT (hopMyIle TP ATOj BaIyalllju jeqHaka je 1. >

OunrieaHo je Ja UCTUHUTOCHA BPEIHOCT Heke GopMysie 3aBUCH caMO OJf HC-
TUHUTOCHHUX BPETHOCTH KOje Cy JolesbeHe CIOBHMa Koja ce Y Toj (hopMymTH To-
jaBibyjy. OBY UMIEHHITY CTPOTO TOKA3yjeMO y HapemaHOj IEMH.

Jlema 2. Heka cy v1 H vy aBe Baayanuje. Taxa 3a cBaky popMymIy & BaxH: ako je
v1(p) = v2(p), 3a cBako p € P(«a), onzna je 01 (a) = U2(av).

JTIOKA3. JToKa3 M3BOANMO MHIYKIIMjOM IO CIIOXKEHOCTH (hopMyIIe (.

Hexa je o uckasno cioso p. Tana je P(a) = {p}, na je v1(p) = v2(p). Tlpema
nepunvmju 4 umamo aa je 01(p) = vi(p) = va(p) = va2(p).

Hexa je a mormuka xoncranta 1. Ilomro ekcrensmja 6mino xoje Bamyaruje (Gop-
Mymu T mgozerbyje BpeanocT 1 mvamo ma je v1(T) = 1 = 03(T). Amnamorso
TTOCTYIaMo aKo je (v TIOTUYKa KOHCTaHTa L.

Heka je o popmyna obmmka —6, 3a Heky popmyiy 6. Axo je v1(p) = 0z2(p), 3a
p € P(a), c 063upom na 1o 1a je P(«) = P(f), npema uHayKTUBHO] IIPETIIOCTABIIN
3aKJbydyjeMo 1a je 01(0) = 02(0). daxie,

5i(a) = §1(~6) = —51(6) = ~5a(6) = G3(~6) = Ba(a).

Heka je o hopmyia obiuka 61 * 02, 3a nexe popmyiie 01 u o, ux € {A,V, =, &}
Axo je U1(p) = 02(p), p € P(a) = P(01) U P(03), mpeMa MHAYKTHBHO]j IIPET-
nocrasuu je 01(01) = 02(01) n 01(02) = v2(02). Hakie,

Gi(a) = 61(61 * 62) = 61(61) * 61(6) = Ga(61) * Ta(62) = (61 % B) = Ga(a).

OBuM je TBpheme y MOTITYHOCTH JOKa3aHo. ]

TTpema mpeTxoaHOj JeMH, a OUCMO OAPEIVIN UCTUHUTOCHY BPEIHOCT HEKE
dopMyIle « 3a HeKy BajyalHjy v JOBOJbHO je Y3eTH y OO3HMp caMO PeCTPUKITH)Y
Banyanuje v Ha ckyn P(«). JpyruM peunma, JOBOJBHO j€ Ia 3HAMO CaMO KOje Cy
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HCTHHUTOCHE BPEIHOCTH Hojie/beHe coBuma 3 P(a). Axo ce y hopMmynn « mo-
jaBibyje n cioBa, 1j. ako je | P(a)| = n, onga nocroju ykynuo 2" dbyukuuja uz P(«)
y {0,1}. Ako u3zpauyHaMo UCTHHUTOCHE BPEAHOCTE (hOPMYJIE (v 3a CBAKY OJI OBUX
2™ pyHKIM]ja, TPAKTHYHO CMO OJPEIITH UCTHHUTOCHE BPeTHOCTH (hopMylte & TIpH
OWMIT0 K0jOj Ballyanmjy NCKa3HUX cnoBa. OBakBa M3padyHaBama HajjeAHOCTaBHMjE
MpUKa3yjeMo y OONHMKY TaOluIile TMo3HaTe 1O/ Ha3WBOM HCTHHHTOCHA TaOJHITA.
V napemnom npumepy ommcahemo yoOuuajenn HaunH (GopMHuparba HCTUHUTOCHE
Tabmmie Heke popmyIe.

ITPUMEP 4. Vctunurocua tabmuna Gopmyne « taxse aa |P(a)| = n, uma 2™ + 1 Bpcra
u |F(a)| xonona. Y mobuma mpBe BPCTE HABOJE C& MOT(GOPMYITE Ol (¢ TAKO /A TIETAHO
CITeBa Ha JIECHO He OTa/Iajy mhrxoBe cioxeHocT. Tama he y mpBux n 1osba IpBe BpCTe OUTH
yIIMCAHA UCKA3HA CIIOBA KOja Ce 110jaBibyjy y o [Tosba UCIIO/ HCKA3ZHHX CTI0BA IO HhbaBaMO
uctuHuTOCHUM BpenHoctuma (0 u 1) Taxko ma y mpeux 27! morka MCIof mpBOT cloBa
yrucyjemo 0, a y mpeoctamux 2"~ mosma ymucyjemo 1, 3aTum y mpBux 2" 2 mosba uCros
apyror ciosa yrucyjemo 0, y cneaehux 2"~ 2 nossa yrucyjemo 1, na y napemuux 2" 2 nossa
moroBo 0, 1 Haj3ax y mpeocTaia Mmojba Apyre KoJloHe 1, i Tako najbe, JO N-Te KOJIOHE Y
KOJOj II0Y€EB 0I03T0 HAN3MEHNYHO MOITyaBaMo 1oJba ca 0 u 1. Hakon Tora cieBa HaiecHO
IOy laBaMo KOJIOHY 110 KOJIOHY y3uMajyhin y 0063up moTdhopMyIy Koja je HaBeJAeHa Ha BPXY
KOJIOHE U oAroBapajyhe BpeAHOCTH U3 KOJIOHA JIEBO O Hhe.

DopMHUPajMO UCTHHUTOCHY Tabiuily GopMmyle p1 A —(ps = p3) Uhje CMO CKYIIOBE
HCKA3HUX CII0Ba 1 TOTHOpMYIIa oapeniin (,,u3padyHaau’) y npumepy 2.

p1 | p2 | ps | p2=ps | —(p2=ps) | p1 A—(p2 = p3)
0010 1 0 0
01011 1 0 0
O(11]0 0 1 0
0 1 1 1 0 0
1101]0 1 0 0
1 0 1 1 0 0
1111]0 0 1 1
1 1 1 1 0 0

DopMupame UCTHHUTOCHUX TAO/IUIA J¢ TPUINYHO 3aMOPHO, U MM heMO UX KOpHUC-
TUTH UCKJbYYHMBO Y JEHOCTABHUM CllydajeBUMa jia OUCMO 00jacHIIM HEKe HOBE II0JMOBE.
HenpakTuaHOCT UCTUHUTOCHUX TadJiMia Haj0Obe youaBaMo [IPH MOKYILAjy 1a hopMupamo
Tabuiy GopMmylie Koja UMa MHOTO HCKA3HUX clloBa. Ha mpuMep, Heka je (v Heka HCKa3HA
dhopMmyna y Kojoj ce mojaBibyje 25 UCKa3HUX clioBa. Jla OMCMO IMPOIEHUIN BEMTUIHHY IbeHE
HMCTHHUTOCHE Tabnmie, nckopuctulieMo Hajrpy0/by Moryhy mpouery 6poja HmeHHX IIOT-
dopmyna: |F(a)| = |P(a)| = 25. Uctunurocua tabnuna ose hopmyne umahe Bume o1
(2%° 4+ 1) - 25 = 838860825 noba. AKO GUCMO CBAKE CEKYH/E IIOIYH-ABAJIU jEHO HeHO
1oJbe, OHAa OUCMO TieNy Tabelry KOMIUIETHPAIH 3a BHIIe o 26 roguHa. >
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3anoBo/buBe hopMyIie H TAYTOJIOTHje

Hepunnumja 5. Kaxemo na je Baayammja v mMogea (peanusanuja) GopMmysie & H
numemo v = «, ako je v(«) = 1. HapaBHo, ako je V() = 0, oHaa v HHje Moaes 3a
QM IHIIEMO ¥ = .

Jedunnumja 6. Hckazna ¢opmyna o je
® 3aJI0BOJbHBA aKO HMa MOJIEN, Tj. IIOCTOjH BalyallHja v TakKBa Ja je v |= «;
® TayToJOrHja aKO je CBaKa BaTyallHja BeH MOJEN, Tj. 34 CBAKY BATYALH]y U
Baxuv |= «. Jla je o TayTosioruja o3HadyaBamo ca = « (ocrasipajyhu npasHo

MECTO ca JleBe CTpaHe 3HaKd = YHMe YKa3yjeMo Ja ce TY MOXe YITUCATH OHITO
KoOja BaJIyammja).

[IPUMEP 5. Ma je popmyna —p; = —(p2 = —p1) 3a10BOBUBA JEMHOCTABHO yOUABAMO
(hOPMUPAIHLEM HheHE UCTUHUTOCHE TAOITHUIIE.

prp2| -1 | p2=p1 | 2(p2 = -p1) | o1 = —(p2 = —p1)

010 1 1 0 0
0]1 1 1 0 0
110 0 1 0 1
111

Haty popmyiy 3a10BO/baBa CBAKA Bajyannja v Takea qa je v(p1) = 1, v(p2) = 0. Tpume-
TUMO JId TIOTYHABAE TAOINIIE MOKEMO MPEKUHYTH Ka/id ¥ MOCIEIHEM 110y HEKE BPCTE
nobujemo BpeaHoct 1. Kao mrro cmo Beh ucrakiu, yrnorpeda UCTUHUTOCHUX TAOIULA je
Hee(pUKacHA U IMPAKTUYHO je KOPHUCHA caMO Y HEKUM jeTHOCTABHUM CITydajeBUMa.

DopMupame HCTUHUTOCHE TaO/IUIEe CBAKAKO OuCMO u3berasaiu y ciaydajy jaa tpeda
UCHUTATH 38/10BOJBUBOCT (POPMYJIe

(p1 VP2 Vps) A(p2VpaVps)A(=p1V—psV=ps)A(=p1 Vo2 Vpa)V(=p1 Vs Vps).

Hageznena hopmyna jecte 3a10BOJbUBA, & YUTAOIUMA OCTABILAMO [d OTKPU]Y KOje UCTUHH-
TOCHE BPETHOCTH Tpeba TOJASTUTH CIIOBHMA Koja ce y GopMyJIH I0jaBIbYjy. >

TIPUMEP 6. Muoru (mpakTHdHu) mpo6aemu!’ eKBUBATEHTHH Cy TPOGIeMy UCITHTUBAHA

3a[0BOJBUBOCTU MCKa3HUX dopmyna'®. Kao wIycTpanujy oBe TBpAHE HABOAUMO jeNaH

jemHOCTaBaH IpUMeED.

1 Hanaxerbe ONTHMAIIHOL PElliCHad HeKMX 1pobieMa, IUdpoBarse (3ALITHTA) N0AATAKA, TEOPHjCKO
pauyHapcTBO UTI.

[ 1pobuem 3a1080/buBOCTH HCKazHux Gopmya kpahe ce nasusa u CAT-npoGiem (eur. satisfia-
bility — 3agoBossuBoct). IIpenopydyjeMo 4UTAOLY A Ce IyTeM MHTEPHETa AeTalbHuje HHPOPMHULIEe
0 OBOM IPOGIIeMy U ,ErOBOM 3HAUAjy y MaTeMaTHIX Hamer 100a.
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JIecHo, Tpeba oapeduTH HajMamu Opoj pa- a \b
3nmyuTHX 60ja MOTPeOHMX Ja ce 0boje obmactu
a, b, ¢, d Tako 1a 6uo Koje aBe cyceaHe 0bIacTu
He Oymy obGojeHe ucrom Oojom. Yuraouuma
MPEIYIITAMO PEHIaBAhe ITOCTABILEHOT IPOO- a @ d
JeMa, y3 TPENopyKy la ce AeTAJbHUje YII03-

d b

3a CBaKy O Malla HaBCICHUX Ha CIIMKaMa %
b

Hajy, MyTeM HMHTEpHETa, ca YyBEHOM TEOPEMOM d a b
o wetnpm 60je. Mu hemo ykpaTko omucatu a b

KaKo ce 0BU MpolbiieMu CBoJie Ha pobJieM 3a/10-

BOJBUBOCTH OATOBapajyinux nckazHux GopMyma. d J )

TpuMeTHMO HajIpe Ja je 3a pelllaBatbe OCTABIbEHOT IPOBIEMa JEMUHO BaXKHO KOIUKO
uMa 00JaCTU M KOje JIBE Cy CYCElHe, I1a je IPUPOJHO Malle PEIPE3SHTOBATH IpadoBUMa
4uju YBOPOBU OIrOBAPAjy 00IACTUMA U IIPU YEMY Cy [BA YBOPA CIIOjEHA MBUILIOM AKKO CY
oarosapajyhe obnacru cyceme. Yorure, CBaKy Mally MOKEMO PEIPE3EHTOBATU [1APOM
(G, E), rae je G nexu nenpaszan ckyn u E C G X G upeduieKcuBHa 1 cUMETpUYHA OUHAPHA
penanuja ckyna G. Ha OcHOBY 0OBe pelpeseHTaLuje, IPOOIIEM Ha I Ce HEKa Malla MOXKe
ob6ojutu y k Goja Tako ma Cy cBake ABe cycemHe obmacth obojeHe pasnuuuTHM Oojama,
CBOAMMO Ha I1po0JieM Aa i je oarosapajyhu rpad (G, E) k-060juB, 1T0 3Ha4M 14 JIiU Ce
G mosxe pazdutu Ha k pucjynxtHux nojckyrnosa C; # 0,i=1,...,k(G=CLU--- U},
CinC; =0,1<i< j<k)” rako na cycennn uBoposu Hucy o60jeHu uctom 6ojom, 1j.
3a cBe pasauuute a u b uz C; Baxu (a,b) ¢ E. Jlpyraduje peueno, rpad (G, E) je k-060jus
ako rocroju ¢yukimja f : G — {1,2,...,k} rakpamaszaceea,b € G,us3 (a,b) € E cnean
Fa) £ 10).

Axo je G xonawan ckym, 6ojeme rpada (G, F) y k 60ja MOXEMO ONUCATH U jETHOM
(bopmymom uckasHor paayna. Ceaxom mapy (a,¢) € G x {1,...,k} npuapyxumo jemHo
HCKA3HO CIIOBO Pq,;. Tasia 3a 6o koju uop a u3 G, dopmyna aq = \/j ¢,y Pa,i 3HaUT
Ia je a obojen 6ap jeqHoM of k matux 6oja, mok dpopmyna 3, = /\1<i<]<k “(Pai A Pa,j)
03HayYaBa Ja a HHje 000jeH aBeMa 6ojama. 3a cBaka JaBa pasiuuuTa uyBopa a M b u3z G,
dopmyna Yo, = A cicp (Pa,i APo,i) 30aum 12 a u b mucy o6ojenn ucrom 6ojom. Heka je

GE) /\aa/\/\ﬁa/\ /\ Ya,b-

aeG ae@ (a,b)EE

Tepaumo aa je rpad (G, E) je k-o6ojus akko je hopmyia 6é"G7E) 3aJ0BOJBHBA.

(=) Axo je rpad (G, E) k-o60jus, onna nocroju ¢pyukumja f : G — {1,2,...,k}
TakBa Ha 3a cBe a,b € G, u3 (a,b) € E ciuemu f(a) # f(b). Kopucrehiu pyuxunjy f
neduanmmMo Banyarmjy v : {pq; | (a,7) € G x {1,...,k}} — {0, 1} na cnenelin nauum:

) ) — 1, f(a) =1,
wed={ 0 foy 7

Huje temxo yountn ma v [= ;-

¥ Cxyn C; npeacrasma enemente u3 G Koju ¢y 060jeHu 60joM 1.
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(+) IIperocraBuMo 1a je 5&;, ) 3810BOJbHBA dbopmyna, Tj. Oa MOCTOjU Baldyaluja
Vi A{pai | (a,i) € Gx{1,...,k}} = {0,1} TakBa ma v |= 5?G’E). Heka je

f=A(a,9) | v(pe:) =1} C G x {1,2,...,k}.

Uz v = o, uv | B, 3a cBako a u3 G, cnenu 1a je f jenda GyHKIMOHANHA pelalyja, Tj.
ma f:G—{1,2,...,k}. Usv |= 4, 3a cBe a ubus G takse na (a,b) € E, cneny na je
f jenno k-6ojeme rpada (G, E). >

Ha ocHoBy gedunuimje 6 jemHOCTaBHO 3aKJbydyjeMo Ja Heka ¢dopMmyia HHje
3aJJ0BOJBMBA AKO U CaMO aKo je IbeHa Heranuja tayronoruja. CaMuM THM, TpooIeM
HCTIUTUBAIbA 1A JIU je HeKa (hopMyJia TayTOJIOTH]ja 3HAYajaH M Y CBUM KOHTEKCTHMA
IMTOMEHYTHM Y MPeTX0HOM npuMepy. [lopes Tora, TayToIoruje y u3BECHOM CMUCITY
penpe3eHTyjy U 3aKOHe MHIILbEA, O YeMy heMo MUcATH KacHHje.

IIPUMEP 7. Idokaxumo na je = p1 A (p1 = p2) = p2. PopMuparbeM UCTUHUTOCHE
TabJIuIe jeqHOCTABHO MPOBEpaBaMo aa aata GopMyiia jecte TayTojIoTHja.

pL pe | pi=p2 [P A(pr=p2) | p1A(p1L=p2) = p2
1 0 1

== oo

0
1 1 0 1
0 0 0 1
1 1 1 1

Ja je nata hopmyiia TayTOIOTHja MOKEMO JOKA3ATU HA JOII je/laH HAUNH, T3B. METOIOM
cBohema Ha npotuBpeyHoct. IIpermocraBuMo fa nara Gpopmysa HUje TAyTOIOTHja, Tj. 14
1oCcToju Baslyauuja v Taksa mga je v(p1 A (p1 = p2) = p2) = 0. Tapa mopa 6uru
(1) v(p1A(p1 = p2)) =1u(2) (p2) = 0. Uz (1) cnequ maje v(p1) = luv(py = p2) = 1.
s nocienibe jeqHaxkocTu nodbujamo aa je v(p1) = 1 uv(p2) = 1. Ha oBaj HauuH, ZOIA3MMO
110 KOHTPaUKIK]e, jep Huje Moryhe ma Oyme U(p2) = 0 u0(p2) = 1. Jaxne, mata popmyna
jecre Tayrosoruja. >

ITPUMEP 8. Axo cy o m 8 6unio xoje uckasue popmyne, ouna je = a A (a = ) = S. Oso
TBpljerbe jeTHOCTABHO JOKA3YjeMO METOIOM CBofjerha Ha IIPOTUBPEYHOCT, ITOCTYHajyin Kao
y IPETXOTHOM IIPUMEPY. >

IIperxonna nBa mpuMepa wWiIycTpyjy crnenche ommre TBphewme: ako y Tay-
TOJIOTHJH HCK43Ha CITOBA HCTOBPEMEHO 3AMEHHUMO OHIIO KOJHM (hopMysTaMa TAKO
IITO CBAKO CJIOBO MEHAMO YBEK HCTOM (opmysioM, ouna he mobmjena ¢opmyna
Takolje 6UTH TayToiordja. IIpe Hero MITO CTPOrO JTOKAXEMO HaBeleHO TBphebe,
UHIYKIMjOM 10 CJI0keHocTu opmyiie a pedunuiemo dopmyiy a(p/6) koja ce
Jobuja U3 v ICTOBPEMEHOM 3aMEHOM CBHX IOjaBJbHBAbA CIOBA P Y GOpMyIH
dhopmyiom 6:

® aKo je & JIOTUYKA KOHCTAHTAa WU UCKA3HO CIIOBO ¢ pa3IN4UTO OJ p, OHOA je

a(p/0) = o
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. . def
e aKo je ( MCKA3HO CII0BO P, onya je o (p/f) = 6;

o axo je v = —p, 3a wexy dopwyny ¢, onna je a(p/8) = = (p(p/6));

e axo je &« = p * 1), 3a Heke popMyite p U Y U x € {A,V, =, <}, oHma je
def
a(p/0) = »(p/0) = (p/0).

VBeaumo jour jeany osznaky. Axo je v : P — {0,1} Banyanwmja, p € Pui € {0,1},
oHpa ca v(p/i) 03HAUABAMO BAIyaIlHjy KOja CBUM HCKa3HUM CIIOBUMA JI0/IeJbYje UCTe
BPEIHOCTH KA0 U ¥, OCUM CJIOBY P KOME JI0fIeJbYje BPEAHOCT 7. J[pyrum peumnma,
v(p/i) : P — {0, 1} npu uemy je:

o(p/i)(@) —{ v@), =P

i, T =p.

Jlema 3. Heka cy o u 6 npousBosbHe (hopMyJie H p 6HIIO Koje HCKa3HO cToBo. Tana
3a cBaKy BaJlyaujy v Baxu 0(«(p/0)) = w(«), rae je w = v(p/v(0)).

JIOKA3. JIoKa3 M3BOJMMO HHIYKIIMjOM IT0 CIIOKEHOCTH (popMyIIe .

AKO je o TormYKa KOHCTAHTa MIJIM UCKA3HO CIOBO ¢ Pa3IM4MTO OJ P, OHAA je
a(p/o) 4 . Tlomrro p & P(«), mpema emu 2 nMamo 1a je v(a(p/0)) = v(a) =
w(a).

Hexka je o uckasno cioso p. Tana je a(p/f) = 6, na je v(a(p/0)) = v(0).
[Mopen Tora, umamo na je W(w) = w(p) = w(p) = v(p/v(0))(p) = v(#), na je
TBplheme y 0OBOM ciIydajy JoKa3aHo.

IpeTocTaBUMO J1a je ¢ = —¢p, 3a HEKY GOpMyYITy . Y OBOM CITy4ajy KOPHUCTUMO
MHAYKTHBHY IIPETIOCTABKY Ipema Kojoj je (¢ (p/0)) = w(p), na je

v(a(p/0)) = —v(p(p/0)) = ~w(p) = w().

YuTaouma IpenyITaMo CIydaj Kaaa je a = ¢ * 1, 3a HeKe GopMylie ¢ U ¢ u
x € {\,V, =, &} O

Iocenuua 1. Ako je = «, onna je = a(p/6), 3a 6mmo koje coBo p u 6GHIO KOjy
popmyity 6.

JIOKA3. Heka je v mpousBosbHa Banyanmja. Tpeba ma mokaxemo na v = a(p/0).
IMpema nperxoanoj nemu je v(a(p/0)) = w(a), rue je w = v(p/v(9)). Kako je «
TayToNoruja, nMamo a je W(w) = 1, majeu v(a(p/0)) = 1, 1j. v = ap/0). O

V HacTaBKy, ocamaheMo ce Ha IIPeTX0IHy MOCIIeIUIy 6e3 eKCIUTUIUTHOT MO3H-
Bama Ha wy. Ha npumep, ako 3uamo 1a je = (p1 V p2) V ps < p1 V (p2 V p3),
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nozapasymesahemo u 1a je = (aV ) Vv < a V (8 V ), 3a 6uno Koje Gpopmyie
a, B3,7.

INomyrauak je crmcak TayToyorHja xKoje Beh mo3najemo jep nx godujamo Ha oc-
HOBY ByloBHX 3aKkoHA 0 KOjUMa je GUIIO peur y TPeTXOTHOM MoTIaBiby. Beh cMo
BHIIIE TTyTa MCTAKJIN J1a NCKa3He GopMyTie MOXKEMO TTOCMaTpaTH M Kao anredapcke
M3pase, Kao M JIa je UICTUHUTOCHA BPEIHOCT (popMyJie MPH 3aJ1aTOj BaJyalllju 3a-
MPaBO BPEOHOCT M3pa3a y MCKA3HO] anredpu mpu Toj Bajdyarwju. bynyhwm ma je
HCKa3Ha anrebpa jeTHOCTABHO MpoIlHpebe ByltoBe anrebpe 2, TUpeKTHO T0O6HjaMO
TAyTOJIOTHje HAOpOjaHe Yy HAPETHO] JIEMU.

Jlema 4. 3a 6uno xoje popmyite o, B3, ~y, ciaenehe popmyiie cy TayTomorHje:

AY)aV (BVy) e (aVB)Vy; AN an(BAY) & (@A B)AY;
KY)aV (BVy) < (aVp)Vy; KM anpe A

M) aV (BA7) & (VB AlaVy): DHan(BVy) e (anp)V(any);
(CY)aV-a&T; (CYaAh-as L;

NY)aV 1le N )aAT & a.

Axo y3meMo y 063up u BynoBe 3akone mokaszaHe y 1emama | u 2 mpeTxomaHor
TOTJIaBJba, TOOMjaMO jOIII TAyTOJIOTH]a.

Jlema 5. 3a 6umno xoje popmyie o, 3, v, caenehe popMyiie cy TayTodOTHje:

aVas o ahNa s o; [3aKOHM HOEMITOTEHTHOCTH]
aV Tl & T; aNl & 1;

aV(aAp) e a; al(aVp) e o [3aKoHM ancopriuje]
S [3aKOHH 1BOjHE HerallHjel

—(aVp) e ~aN-p; —(aApf)e -aV-p. [de Mopranosu 3akomH|

JIunnen6aymoBa anredpa

Cae TayTojoruje HabpojaHe y MPETXOIHE JABE JIeMe TOBOPE O SKBUBAJICHITH)HI
HeknxX (pOopMylia, U Kao TaKBe ITOCEOHO Cy BaXHE 3a IPOyYaBarbe MCKA3He JOTHKE.
3aTO MCTMUEMO HEKa OMINTAa 3amaxama. AKo je = «a < [, onmga ce a u 3 ce-
MaHTHUYKH He pa3IuKyjy Y CMUCIY Jia 3a CBaKy Ballyalujy v Baxu v(«) = v(3), ma
KaXeMo J1a Cy o ¥ 3 ceMaHTHUKH ekBuBateHTHe™. YMecTo = a < [3, kpahe ce
nue « = (3. Huje Temko younTy fa je = penanyja eKBUBaleHIUje Ha CKYIy CBUX
dhopmyma:

(P) a =, 1. F o< «,3a cBaky hopmyiy «;

(C) akoje o = B, ouna je u f = «, 3a 6110 Koje opMmyite <, B (OUULTIEHO je na
u3 = a & [ crenn |= & a);

PY3pasu o u 3 MMajy HCTE BPEAHOCTH 32 CBE BPEAHOCTH mpomersbuBux u3 {0, 1}
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(T) akoje v = Bu B =+, oHma je u a = vy, 3a 6mI0 Koje popmyne «, 5, v (u3
Fas fulEpfey aem=as ).

Heka je ||| = {¢ € For | o = ¢} xnaca exsuBanenuuje oapehena bopmyaom

Q' y OJTHOCY Ha peNaIujy =, Tj. CKYII CBUX (OpMyJa KOje Cy CEMAHTHUKH €KBHBA-

nentHe Gpopmyin «. Hapasho, |a| = [|3]] akko o = . Osnaummo ca Bp ckyn

CBHX KJTaca eKBUBAJIEHIIMje oipeheHnx ncka3nmm (hopMyaama ca CIoBIMa U3 CKyITa

P, Bp = {||a| | @ € For}. Ha oBom ckymny nepunuinemo ase GuHapHe Onepaimje
Y U A, ¥ jeqHy yHapHy ' Ha crnenehn HaunH:

el Y [18IF = llee v BII, lledl A IBIF = Nl A B fledl” = [I=ex]l-
Huje Temxo mpoBepuTH 1a Cy omneparyje 100po aehuHucaHe:

(Y) axoje [[ef = [lenll m |B]] = [[B1]l, onma je [laf| Y [|B]] = llaafl Y [|B1l, mro
JMPEKTHO Cliean U3 TBpherma Koje ce jeMIHOCTABHO 0Ka3yje: ako je o« = S u
a1 = Pr,oHmajeaV o) = BV B

(L) axo je [lal| = [leal| m [|B]] = [|B1ll, onma je [leof| A [IB]] = [laex |} A {|B1]], mrro
JIMPEKTHO creay u3 cieneher TBphema: ako je « = S u oy = (1, oHOa je
aAay =6 A B

(") axo je ||| = |||, onma je ||| = ||1 ||, mro cnenm n3 cneneher TBphema:
aKo je @ = a1, OHIA je " = (.

Osnaunmo || L|| ca0u || T| ca 1. IIpumernmo 1a je:
e « tayrosioruja axkko je ||« = 1;
® (v 3a710BOJbMBA aKKO je ||| # 0.

Tana je Bp = (Bp, Y, A,’,0,1) Bynosa anre6pa, Tj. 3a Ipou3BoJbHe GopMyJIe v,
5, ¥ Baxu:

A lall Y (18I D A% lall A (181 A Iy
= ([l Y 181D Y [l = ([l A B[ Al
K* el Y I8l =18l ¥ llall K& el A1 = 1181 A llell
DI ey QI A 1) Dy el A (BI Y lIvID
= (llel Y BID) A (lexl | Y NI = ([l A MBI Y (lexl] A1)
C* el Yol =1 C* el A flef" =0
N Jlaf| Y0 = af N* - laf| A1 = |of

Joka3 HaBeleHUX 0OCOOMHA TIPEMYIITAMO YATAONNMAa. Y MECTO YIIYTCTBA, HABO-
JMMO J0Ka3 ocobune A,

lall Y (I8 Y V) = llaVv BV
= [[(avB) vyl fiepjeaV (BVy)=(aVp)Vyl
= (llell Y 181D ¥ vl
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Bynosa anre6pa B p nasusa ce JIunjgen6aymMmoBa airebpa uckasme Joruke. Ype-
heme JIungenbaymoBe anredpe neuHuUIIE C€ Ka0 Uy CBaKOj Apyroj bymosoj anre-
6pu (crpana 23): [|laf| 5 [[B] axxo [laf| Y [|8] = [I8]], onnocno [la v B = ||5].
Huje Temmiko yountn aa Baxu: « V [ = [ akko = a = [. dakne, ||o| < ||B] akko

Ea= 0.

Hopmaiine gopme

Csaka uckaszHa Qopmyna «(pi,...,p,) NeQUHHUIIE jedaH N-apHA JTOTHYKH
Besuuk?l: f, 1 2" — 2, npu uemy je 3a (a1,...,a,) € 2%, fo(ai,...,an) uc-
THUHUTOCHA BPEIHOCT (hOpMyJIe (v 3a Ballyanujy v TakBy aa je v(p;) = a;, 1 <1i < n,
1. falai,...,ay) = U(a) (mogcehamo Ha memy 2). 3anpaso, f, je yukuunja nedu-
HHMCAHA MCTUHUTOCHOM TabaumoM dopmyie «. QUurienno, ABe CEMaHTHIKH €KBH-
BasienTHe popmyie a(pi, ..., pn) 1 B(P1, ..., Dn) 0apehyjy UCTH N-apHH JTOTUUKI
Be3HMK. Ha OCHOBY pe3ynraTta U3 mMpeTXoMHOT MorIaBiba (cTpana 20) umamo u aa

3a 6uIo Koje (1, ..., Ty) € 2" Baxn

a a
falz1, ... zy) = \/ (falar, ... an) NP A AN
(at,...,an)E2"
rae 2° o3mauwaa —z, a x! osmauasa x. OpmaBne JMPEKTHO M3BOAMMO cienehn
3aKJbydak.

Jlema 6. Csaka 3amoBosbuBa popmyna o (p1, . .., Pp) CEMAHTHYKH j€ EKBUBAIEHTHA
HCKa3HOj popMyIH

(KDNF) \/ <p11’<m> Ao A pg;pn)) ,
3(a)=1

pu yeMy je 6poj IUCjyHKATA MOCTEIBEe (popMyJIe jeaHak 6pojy ypeheHux n-Topku
(a1,...,an) € 2", TakBUX ga 3a Baidyauujy v, v(p;) = a;, 1 < i < n, Baxu
v(«) = 1 (u3 mpermocraBke aa je « 3a0BOJbUBA (hOPMYJIa, CJAEAH 1A IIOCTOjH 6ap
jemHa oBakBa BaJTyalldja).

®Dopmyna (KDNF') us nperxo/re ieMe Ha3uBa ce KaHOHCKA JHC]YHKTHBHA HOP-
MasHa popma popmyiie . UecTo ce 1o 1oroBopy y3uMma n1a je gopmyia L kaHoHcka
JINCJYHKTUBHA HOpMaJTHA (hopMa He3aT0BOJbUBE (hopMyltie. AHAIOTHO AOTa3UMO U
no creneher 3akspyuka (BumeTu 3amatak 14 Ha crpanu 34).

21y, jeman n-apuy onepanujy ckyma 2 = {0, 1} (Bugern crpany 22)
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Jlema 7. Caka popmyna «(p1, ..., Ppn) KOja HHje TAYTOJIOTHja CEMAHTHYKH j€ €K-
BHUBAJICHTHA UCKA3HOj (hopMymnu
(KKNF) /\ <pqi(ﬂp1) Vo \/p';;(_‘pn)) 7

() =0

npu gemy je 6poj KOHjyKaTa mocientme popMyse jerHak 6pojy ypeheHux n-ropku
(a1,...,ay) € 2", TakBUX nma 3a Badyauujy v, v(p;) = a;, 1 < i < n, Baxu
v(a) = 0 (u3 mpernocraBke ga & HUje TAyTOJIOTH]a, CIEAH A IMOCTOjU O6ap jeaHa
OBaKBa Bajyalluja).

®opmyna (KKNF) usz nperxonne jieMe Ha3uBa ce KAHOHCKA KOHjyHKTHBHA
HopMaHa (opma popmyre o. Ilo moroBopy ce y3uMma ma je popMyna | KaHOH-
CKa KOHjYHKTHMBHA HOopMajHa dopma Taytojoruje. ['pybo roBopehm, kaHOHCKe
HopMaiHe GopMe Heke GopMylie jecy 3ampaBO ONMUCH MCTUHUTOCHE TAONHUIlEe Te
dbopmyre. AKo je maTa UCTUHUTOCHA Tabmuia ¢opmyse, OHAA U3 HBUX JUPEKTHO
YUTAMO U KaHOHCKe HopMaiHe ¢opMe Te ¢popmyre (Bumetu mpumMep 11 Ha cTpanu
23). Takobe, ako 1M03HajeMO KaHOHCKY JUC]yHKTHBHY WJIM KOHjYHKTUBHY HOPMAJIHY
dbopMmy popmyrte, OHIA jeMHOCTABHO KOHCTPYHILIEMO U BbeHy Tabmuiy. Ilomro je
dhopMupame UCTUHUTOCHUX Tabiuia HeehukacHo (momcehamo Ha KOMeHTape u3
npuMepa 4 OBOT TIOTJIaBJba), YIJTIABHOM Ce Tpara 3a HOpMajHUM ¢dopMmaMa Koje
HUCY KaHOHCKe.

Hedunnunja 7. dopMyna je y TUCjyHKTHBHO] (KOHJYHKTHBHOJ) HOPMAJTHO] (hOpMH
. Qjj aij
ako je oomuka \;c; Nje s, Pii’  Nier Vjes, i’ ) » 3a Heke xonaune ckynose I u

Ji, m Heke a;; € {0, 1}, mpu geMy cy p;j HCKa3HA CTOBA.

Mpumepn dopmyna y and cy: pr A =2, (p1 A p2 A p3) V (mp1 A ps), nta.
Mpumepn dopmyna y kud cy: p1 A =p2, (p1 V p2 A ps) A (=1 V p3), po V —po
uta. OuuriieqHo, cBaka MCKasHa (opMysia je CEeMaHTHYKN €KBUBAJIEHTHA HEKO]
(dhopmyH Koja je y mH(, Kao ¥ HeKoj opMyiIH Koja je y kHb. Y HapeTHOM IIpUMEpPY
onmcahemo jennocTaBaH MOCTYIaK KaKo ce MOTY TOOUTH 0Be popMe.

ITPUMEP 9. TucjyHKTUBHY (KOHjYHKTHBHY) HOPMAIHY hopMy HeKe hopMyIie jeTHOCTAaBHO
HajaszuMmo crpoBojehu cienehn nocrymak:

1. enmuMUHHCATH BE3HUK < KopucTehn ceMaHTHUKY EKBUBATICHII]Y:
asf=(a=pF)N(B=a)

2. eMUMHUHHCATHU Be3HUK = KOpUCTehU CeMaHTHUKY €KBUBAIICHIIH]Y:
a=B=-aVp;

3. mokrop je Moryhe npumemuBaT Jle Moprasoe 3aKoHe (Tj. ZOK TOJ ce CBE HETalNje
HE ,,CIIycTe™ 10 UCKA3HUX CIIOBA M JIOTMYKUX KOHCTAHTH),
—(aVp)=—-aA-Bu-(aAp)=-aV s
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4. eMUMHUHHCATH BUIIECTPYKE HETANMjE M HETallHje KOHCTAHTU KOpHUCTelin JTOTHUKe eK-
BUBAJICHIIH]C:
—a=a,-L=Tu-T=1;

5. Ha GopMylly HOOHjeHy y MPETXOAHOM KOPaKy IIPUMEIHBATH CEMAHTHYKE €KBHBA-
JleHuuje Koje Tipousnase u3 auctpudyrusHor D (oguocHo DY), acouujatusHor u
KOMYTATHBHOI' 3aKOHa, y3 ojrosapajyhy enmuMMHalIl]y KOHCTAHTH, JIOK I'OJ CE He
nobuje uzpas y nug (0AHOCHO KH(D).

HapagHo, pegociten kopaka MOKeMO II0 TTOTpedu MOIUGUKOBATH U IIPHIATOIUTH T'a JATO]
curyauuju. [lopen Tora, popme mobujeHe PETXOAHUM TTOCTYIIKOM MOKEMO JONATHO T10-
JEMHOCTABUTH MPUMEHOM CEMAHTUUKIX eKBUBAJICHIH]A: aVa = o, aNa = a,aVa =T,
aN-a =1 urn.

Hahumo onmcanum mocTynkoM Hopmaise gopme popmyne —(p1 = p2) = (—p1 Aps).

JHD KH®

—(p1 = p2) = (—p1 A p3) =(p1 = p2) = (=p1 A p3)

—=(=p1 V p2) V (—p1 Ap3) == (=p1 Vp2) V (—=p1 A p3)

= —p1V p2 V (—p1 Aps) (=p1 Vp2) V (—p1 A p3)

= (=p1 V2V —p1) A(—p1 V2 Vps)

= (=p1 Vp2) A (=p1 Vp2 V ps3)

Hobujere HOpMaiaHe Gopme IPUIMYHO Cy uHPpopMaTHBHE. Tako, u3 AH(} jeIHOCTABHO
HAJIA3UMO Ballyanujy Koja 3a/0BoJbaBa aary dhopmyiy (Ha nmpumep, OUI0 Koja Bamyanuja
3akojyjepr — 0), a u3 ku Bayaujy Koja je He 3a/10B0JbaBa {Ha npumep, p1 — 1, pa — 0).
Ipenymramo unTaonmMa aa npoHaljy jour Heke Badyaluje Koje (He) 3a10BoJbaBajy AaTy
dbopmymy. >

V mpeTxoTHOM TIpUMepPy CMO BHJIENH Aa je mH( Heke GopMylte ToroaHa 1a ce
YTBpAM Jla JIK je Heka (opMyia 3aI0BOJbUBA, a KH(] MoMaxke Ja ce OTKpHje Ja
dbopmyra Huje TayTOIOTHja. Y OMINTEM CITy4ajy, mH(D dhopMyse HHje TOTOaHA Aa
ce UCNHTa Ja 71 je (hopMylia TayTOJOTHja, DOK KH( HHje ITOT0/IHA 32 UCITUTHBAhE
3aJ10BOJBUBOCTH hopmyIie’.

ITPUMEP 10. Be3 muoro jierasba, nokazahemMo Kako ce mpobiieM 3a/10BOJbUBOCTU HEKe pop-
MyJIe y KH( MOXe CBeCTH Ha IPo0JIeM UCITUTHBAA 14 JTH HeKU rpad uMa 138. XaMUITOHOB
wukiyc. Heka je G = (G, E), E C G x G, Heku koHauad rpap, G = {v1,ve,..., 0k }.
XamunToHoB muKIyc rpada G jecre myT KOju KPO3 CBAKK YBOP IIPOJIA3H TAYHO JeAAHITYT
U 3aBpIIaBa ce TAMO OAAKIIE je T0Ye0, Tj. IepMyTaliija YBOPOBA V;, , Vj,, - - - , Vj,, TaKBa Ja
(Uil ) U’iz)v ) (’Uik—17v'ik)7 (’Uik’ Ui1) € k.

Hexka je o popmyna y kHp, npu deMy ce cBAKO HCKA3HO CIIOBO Y CBAKOM KOHjYHKTY
11ojaBJbyje HajBuIie jeqHoM. OmnucalieMo Kako ce KoHeTpyuiie rpad G, Takas 1a Baku

(%) « je 3amoBoJbrBa popmyna akko G, cagpxu XaMHITOHOB IIHKITYC.

ZTparame 3a e(UKACHMM IIOCTYIIKOM 33 HCIMTHBAKE 1A JIM je 3a10BOo/bUBA (OpMyna y
KOHJYHKTHBHO] HOPMAaJIHO] ()OPMHU TPEICTaBIba BaXKHY OOJIACT UCTpaKMBamba. HapaBHO mocroju
1 MOrYhHOCT /1a TaKaB MOCTYMAaK HE TOCTOjH.
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IpeTrmiocTaBUMO A4 Ce Y (¢ [I0jaBIbYje 1 UCKA3HUX CIIOBA, P1, . . . , Pp U ga c uMa k KOH_]yKaTa
Kiy,..., K. Jdaxze, o je obmmka Ky A --- A Ky, n cBako K je o6mxn<apj AR \/p“ s
34 HEKe ;- . ., aj, € {0, 1} u Heke pasmmumte j1,...,5¢ € {1 ., n}.
I'pad G, cagpxu 2nk + k+ 2 4Bopa Koju Cy ITOBE3aHU KAO IITO j€ OIUCAHO Y HACTABKY.
Csaxom CiioBy p;, @ = 1,...,n oarosapa 2k usoposa koje hemo o3HauaBaru ca p;-; u
p;j»J =1,..., k. Ilopen oBux uBoposa jojajeMo jou iBa 4Bopa s u t. Hasejene upopose
MTOBE3YjeMO KA0 HA HAPEIHO] CITUIIH.

HanpraHzoj ciuim nogajemo jorr k yBopoBa o3HaveHux ca K,. . ., Ky, Ipu ueMy cBaku
K; nosesyjemo ca pjj H p;; CaMO aKO Ce CIIOBO P; HOjaBibyje y KOHJYHKTY /; BOosehn
pauyHa fa mu ce y K; mojaBibyje p; wiu —p;. HoBe uBuIle njpramMo y ckiiagy ca HapeJHOM
TYCTPAIIH)OM.
aKo ce Pi aKo ce —p;
HOjaBJI)yje vy K; HOjaBJLyje vy K;

[penymramMo uuraonuma a ce yBepe y taunoct tephema (). Ilpenopyuyjemo ma
Hajupe dpopmupare ojrosapajyhe rpadoBe HEKUX jeHOCTABHUX q)opMyna O KOjUX jemHa
jecre 3am0BoJbUBA (Ka0 Ha IIPUMED, P1A—p2), a jenHa Huje (Ha mpuMmep, p1 A—p2A(—p1Vp2)),
a 3aTHM H [IOTPaXUTe XaMHITOHOBE LIMKIIYCE ¥ THM I'padoBUMa. >

HOTl’lyHl/l CHCTE€MH BE€3HHKA

Hwje Temko 3akJby4nTH Ha OCHOBY JI0CAIAIIBMX pa3MaTparma aa cMo y andader
HCKAa3He JIOTHKe, TOpe]l ICKA3HUX CITOBA M TOMONHUX CMMOOJIA, MOTIIH J]a CTABUMO
caMo 3HaKe 3a JUC]YHKIIH]Y, KOHjYHKITH)Y M Heranujy. Y oIITe, cMaTpajyhn mornuke
koHcTaHTe | W L jgormukmm Besuuimma ayxuHe 0, ako ca C 03HAUMMO HEKU
KOHa4aH CKYIT JIOTHYKHUX Be3HUKa, cKyll (popmyia For(C) nax andaderom A(C) =
PU{(,)} U@ (xoju canpxu nckaszna ciosa u3 P, ieBy u jiecHy 3arpajy u 3Hake 3a
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Besnuke u3 C) mepunuiremMo Ha ouekuBany HaunH: For(C) je HajMamu CKyn pedn
nan andaderom A(C) Takas na Baxu:

e ncKasHa coBa u3 P uormaky Besuuim ayskuHe 0, ykonnko cy y C, npumnaznajy
For(C);

e axo je F' € C noruuku Be3nuk ayxkune n > 1 u aq,...,q, € For(C), onma
F(aq,...,ay) € For(C).

IIpumeTnMo Oa je paHdje OeHHHCAH CKyN HCKasHUX ¢opmyrna For jemmax
For({L, T,—,V,A,=,<}).

burno xoja Banyauuja v : P — {0,1} npupomno ce npommpyje 10 GpyHKIHje
v : For(C) — {0,1}: v(p) = v(p), (L) =0,v(T) =1(ako L, T € ©),

B(F(at,... an)) = F@(a),...,0(a)), FeC\{T,L}.

Camnm tum, cBaka dpopmyna «(pi, ..., p,) u3 For(C), na npuposan nauun, oape-
hyje jeman n-apHU TOTMYKK BE3HUK Koju hieMo o3HaunTH ca fo.

Hednnuunja 8. Ckym morumukux Besuuka C je HOTHYH, aKO 34 CB4KY (DYHKIIH]Y
f 2™ — 2, mocroju popmyna o (p1, . .., pn) € For(C) taksa ga je f = fa.

Kao mro ¢Mo Buenu, npuMep MOTIYHOT cuctema Be3nuka jecre {—, V, A}. To
3HAYM JIa Ce, IIPMIMKOM IIPOyYaBarhba NCKA3HE JIOTUKE, MOXKEMO OTPAHUYUTH CAMO
na dopmyne ckyna For({—,V,A}). V Tom ciyuajy, L yBoaumo kao ckpaheme
(dopmyite p A —p, 3a HEKO MCKA3HO CIIOBO P, | kao ckpaheme 3a L, o = [ kao
ckpahieme 3a —a V 3, M Haj3an o < [ kao ckpaheme 3a (a = () A (8 = «),
omHocHo (—a V B) A (=8 V a).

Axo ce cetumo Jle MopranoBor 3aK0Ha, jeJHOCTaBHO yoyaBaMo aa je 1 {—, V}
MOTIIYH CUCTEM BE3HUKA, T€ J1a CE MOT'Y y3eTH y 063up camo dopmyste uz For({—, V}),
IIpy YeMy O ce, Ha TipuMep, « A [ cXBaTUIIo kao ckpaheme 3a —(—a V —13).

V nuTtepaTypu ce 4ecTo Mo UCKa3HUM (opMyitama ImoapasyMeBajy camo ¢op-
myne ckyna For({—,=}), mro je onpasnano unmenumoM aa je {—, =} mormyn
cucteM BesHuka. [1pu ToMe ce moapasymeBajy cieaeha ckpahema:

T 3a p = p, IJie je p HEKO UCKA3HO CIIOBO,

L3a—T,1. ~(p=p),

aV f3a-a= 0,

a A B3a-(a= —p),

asfra(a= )AL =a),T1 (o= 0)=-(8=a)).

IIpuMeTHMO Haj3aj, Ja ce MOKEMO OTpaHMUUTH U Ha ckyn For({L,=}), jep
- MOXKEMO CXBATUTH Kao ckpaheme popmyme v = L.
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IIPUMEP 11. Hcmurajmo ma mu je { T, =} moTnyH cucreMm BesHuka. [a 6ucMo moxaszanu
JIa je HABeIIeH! CKYIl BE3HUKA ITOTIIYH, 1OBOJLHO je popMyliama Koje 0JroBapajy ToM CKYITy
BE3HMKA IPE/ICTABUTH CBE (QYHKIM]E KOj€ PEIPE3CHTY]Y BE3HUKE HEKOI [IOTITYHOI CUCTEMA.
Wi, HacynpoT oBoMe, IpoHalin HCTUHUTOCHY (yHKIM]jy Kojy Huje moryhe mpencraBuTu
dopmynom usz For({T,=-}). Byayhu ma 3Hamo ma Herauuja ¥ MMIUIMKaluja oOpasyjy
IIOTIIYH CHCTEM BE3HHMKA, HCIUTajMO Ja Ju ce ¢pyHKIHja — : 2 — 2, -0 = 1, -1 =0
Moxke mpencrasutn HekoM dopmynom a(p) € For({T,=}). Tlokymaju ma ce nponahe
xesbeHa Gopmyta’? HeycrermHo ce 3aBpIIaBajy jep TakBa hopMya He nocToju. Ja 6ucMo
TO ¥ JI0Kazanu, Tpeda Ja youumMoO KakBa MOxe Outu uctuHuTOCHa (yHKimja ompeheHa
dbopmynom a(p). Huje Telko MpUMETUTH a MOTY [ia HACTYIIe ABE caydaja, midje a(p) = T
wid je a(p) = p. JIokas U3BOAMMO HHAYKL]OM IO CIIOKEHOCTH (OopMYyJIE.

Axo je a(p) cnoxenoctu nyna, oHza je «(p) 3ampaBo MCKA3HO CIOBO P U HAIIE j&
TBpheme 0UUIIIEHO TA4HO.

[IpernocraBuMo 114 je TBpherbe TaYHO 3a CBe (hOPMYIIE CIOKEHOCTH MAhE O[T 1, 38 HEKO
n > 0, u neka je a(p) cnoxenocru n. Tama je a(p) obmuka ¢(p) = ¥(p). Tosusajyhu ce
HA WHIYKTHBHY IIPETIIOCTABKY PA3IUKY]EMO YETHPH CIyuaja.
1. coyuaj: @(p) = Tuy(p) =T. Tagpajea(p) =(T=>T)=T;
2. cayqaj: p(p) =pu¢(p) =T. Tamajea(p) = (p=T)=T;
3. cnyqaj: o(p) = T uy(p) =p. Tamaje ap) = (T = p) = p;
4. cnyuaj: o(p) =pup(p) =p. Tamajea(p) = (p=p) =T.

Hakue, ako a(p) € For({T,=1}), ouna je wmu (0) = (1) = 1, wmu je «(0) = O u
a(l) =1, mrro 3Ha4u Aa ce Heralyja He MOXKe PENCTABUTH OBAKBUM (hopMyIaMa. >

CeMaHTHUKA MOCJIEIULA

IMojam cemanTHuke TocieauIie Hajpe ieMo MITyCTpOBATH MIPUMEPOM.

ITPUMEP 12. Jloxaxumo pau3 = au = o = S, cnenu najeu = 8. Heka je v npoussosbHa
Banyanuja. Tagav Eauv E a= 6, 1. U(a) = luv(a = ) = 1. Y3 nocuenise ase
JEMHAKOCTH jeAHOCTABHO 3aK/bydyjeMo aa Mopa outu u 0(3) = 1, 1j. v = S.

[IpuMeTHMO 4 CMO JAOKA3aIu U OMITHje TBphene: 34 CBaKy BaayalHjy U, U3V = . H
v Ea= pcoremuaav = B. Jlpyrum peunma, ako Cy Ipu HEKOj Bajlyanuju Taute GopmyJie
a ¥« = [, IpH UCTOj Ballyalliju Mopa OuTH Tauda u ¢opmyiaa 5. IlpupoaHo je cMaTpaTi
Ia je 5 cBojeBpcHA mocaequna popMyiia o i o = 3. >

Kao mTo je HaroBemTeHo y mpeTxoIHOM MpuMepy, 3annMahe Hac kaja je Heka
dbopmyna mocneauia (3akjbydak) HEKOT CKyIla IpeTIocTaBku (Tipemuca). Mnade,
M3BIIAYEHHE 3aKIbYUYKa U3 HEKOT CKYTa TPETIIOCTABKH jeCTe MUCAOHA Pa/iba, T3B. Je-
IOYKTHBHO 3aKJbYUHBAKb€, K0OjOj ce TTocBeliyje BelTnka ITaKiba joIIl o TpaJuIlHoHaTHE
JIOTHKE T1a CBE JI0 CaBpeMeHe MaTeMaTHUKe JIoTHKe. J1aBHO je popMylucaH omnmTH
YCIIOB KOJU MOpa UCIYHaBATH CBAKO JIEMYKTHBHO 3aKJbyuUBame. YCIOB je Mo3-
HAT 1O/ Ha3uBOM salva veritate u riracu npunukom uzBolerma 3aK/pydaka He cMe

PT=pp=Tp=>(T=p.p=T)=np...
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C€ HAHOCHUTH LUTETA HCTHHHUTOCTH, OJHOCHO aKO Cy IIPEMHCE UCTUHHUTE, OHOA je n
3aKJby4aK UCTUHMUT.

Jedunnumja 9. Bamyamnumja v 3anoBospaBa cKyn HckazHux ¢opmyna I', I' C Forg,
unu v je moge ckyna ', y osnanqu v =T, ako v |= +, 3a cako v € T,

Jedunnmumja 10. Heka je I' nHeku ckym mckasuux ¢popmyna (I' C Forg) u o Heka
popmyna. @opmyna o je cemanruuxa nocaeauna ckyna ', y oznamu I = «, ako
3a caky Baiyauujy v : P — {0,1}, m3v =T cremu v |= a.

Ckyn I' y nperxoanoj nepununmju moxe O6uth OWino kakaB ckyn dhopMmyria
(konauan wim Geckonauan). CeMaHTHYKa TIOCIEANIA = jecTe 3alpaBo perainuja
Koja moBesyje ckyn gopmyiia ca nekom popmyiom, =C P(For) x For.

Jla OGUCMO TMOjeHOCTABHIIN 3allMCUBame, ymecto {vi,...,Vk} F a (1. 'y
ciyuajy aa je I' komayan ckyn {71, ..., }), nucahemo 71, ...,vx E a. Takobe,
ymecro I' U {7} = «a, mucahemo kpahe I', v = «. Ilpumernmo u na ) = « 3naun
Ja je o TayTonoruja, Tj. = .

ITPUMEP 13. U3 mpeTxoaHor mpuMepa 3aKJbyuyjeMo 1a je p1,p1 = P2 | po.

Ha je p1 = p3,p2 = P3 = p1 V P2 = pP3 MOKEMO JOKA3ATH KAO Y IIPETXOJHOM
[IpUMEPY, WIH (GOPMHPATH HCTHHUTOCHY TabIIXIly X YOUHTH Ja Kaaa rof cy obe gopmyiie
p1 = D3 U P2 = p3 TadHe, TajJa je TauHa u GopMmyia p; V p2 = ps.

pl\p2\P3\P1=>p3\p2=>p3\p1\/p2 p1Vp2 = p3
01010 1 1 0 1
0011 1 1 0 1
011]0 1 0 1 0
0111 1 1 1 1
117010 0 1 1 0
1]10]1 1 1 1 1
11110 0 0 1 0
11111 1 1 1 1

HpeHyIHTaMO qyuTaonuMa gaa 06pa3n0>1<e HapCAHC YNIbCHHULIC!
® p1 = p2 = pi;
® p1,7p2 = —P1 = P2;
® D1, P1 )=p2;
e p1 V1P = pi;
o p1,p1V(p2 = —p1) | ~(p1 = p2).
>

Y HapeaHoj TeOpeMH N3/IBajaMO HeKe OUNTIIEAHE OCOOMHE CEMAHTHYKE ITOCIIEINTIE.
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Teopema 1. Heka je I’ mpousBobaH cKyI popMyiia H v HeKa popmyia.
1. Akoa €T, oumall = .
2. AkoT'EFaul CA,onpaA = a.
3. Akol'FaulE1,oumal’\ {7} E a.
4. Akoje = o, onpal' = «, 3a cBaxu ckyn ¢popmyna L.
5. AxoT' = L, onna T |= «, 3a caky doopmyiy .

JIOKA3. Jloka3u HaBeleHHX TBphela BeoMa Cy jeHOCTABHM, Ta JOKa3yjeMo,
IpuMepa pajau, camo 3 u 5, a octaja TBphema 0CTaB/baMO YUTAOINMA.

3. Heka je I' = o u = 7. [a 6ucmo nokazanu ga je I'\ {7} = «, nper-
IOCTAaB/LAMO J1a je v Bamyanunja takBa 1a v = I'\ {7} u Hacrojumo na mokaxemo ma
v = a. TlowTo je 7 TayToNOruja no npeTnocrasum, Mopa outn v = 7. Uz v = 7
noET\{r}h cemmmav =T = {7} U('\ {r}), mas6or I' = «, 3akbyayjemo
nav = a.

5. Haje I' = L zampaso 3maum ma ckyn [’ Hema Mozen, Tj. Ja He IIOCTOjH
Bamyauuja v Taksa ga v = . Opmasie TpUBMjAIHO ClIeay Aa CBaKa BallyalMja Koja
3am0BoJbaBa [ Mopa 3am0BosbaBaTi U 6110 KOjy hopmyny «, Tj. ma I' = a. O

TeopeMa KOMIAKTHOCTH

Cana heMo qoka3aTu jeHy 0J1 Haj3HauajHUjUX TeopeMa OBOr Iorasiba. M3mehy
OCTaJIOT, IeH 3HaYaj Ce oriefia U y OpOjHUM IMpUMeHaMa He CaMO Y MaTeMAaTHIKO)]
Joruny, Beh 1 y ocTaniM MaTeMaTUIKUM TUCITUTLTHHAMA.

Teopema 2. [Teopema komnaktaoctn| Hexa je I' C For;. Ako 3a cBaku koHauyan
moackyn I ckynma T' mocroju Bamyanmja v takBa na v = 17, onma mocroju u

Bastyanuja w takpa gaw =T

Z[ajeMo JABa N0Ka3a TEOPpEME KOMITAKTHOCTH.

HOKA3 L. O3naunmo ca 'V ckyn CBUX Ballyanuja,
V={0,1}" ={v|v:P—{0,1}}.

Hexka je Pan(I") ckyn cBux koHaunux mojackymoBa ox I'. IIpeTmocraBky TeopeMe
dhopmymucahemo y cinenehem o0IuKy:

(P) 3a cBako I € Py, (T') mocroju v € V tako ga v =17,
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Tpaxeny Banyanujy w nedpuHucahemo Tako mro hemMo pegoM CIoBHMa Pi,
D2, D3, ... npoaepuBat Bpeanoctu u3 {0, 1}. Oapeanmo Hajupe MCTMHUTOCHY
BPETHOCT CJI0Ba p1. a 6GMCMO ce OnmpeeiiIi Kojy BpeTHOCT Tpeba aa TOIeTuMO
CITOBY D1, TOJIETUMO CBe Balyaluje y ABa JUCJyHKTHA CKyTIa:

Vo={veV]vp)=0}uVi={wveV]|vp)=1}

Ouurnenno je Vo U V1 = Vu Vo NVy = (). Jokazahemo ga Mopa GUTH MCTHHUTO
Oap jemHo (Moxxma 1 o6a) on creneha nBa TBphema:

(Po) 3a cako I € Py, (') moctoju v € Vo Taxo ga v =17
WK
(Py) 3a cBako [ € Py, (T') moctoju v € Vi tako ga v =17,

IMTpernocraBuMo CynpoTHo, aa nuje Tauno (Py) uuru je rauno (Py). Taxa, momro
(Py) nuje Tauno, Baxku

(ne-Py) nocroju I'g € Pgn (I') Taxo ma 3a cako v € Vg Baxn v = Iy.
Kako u (IP1) nuje Tauno, Baxu u
(ne-Py) nocroju I'1 € Pg, () Tako ma 3a cBako v € V1 Baxku v = I'y.

Heka je IV = Ty UT';. Cxyn IV je konauan nmoackyn ox I, ma mpema npeTrnocTaBiu
(IP) mocToju Heka Banyaumuja v € V taksa ma v’ = IV, Ipumerumo ma v’ | Ty
n v = I'1. Ouurnenno, wm v' € Vo wim o' € V. YV 06a ciyyaja, momasumo 10
KOHTpaIUKIHje:

e axo v’ € Vg, onga v’ = Ty nporuspeun Bpamwu (ne-Po),
e axo v’ € V1, onga v’ |= 'y nporuspeun tBpamu (ne-Pq).

13 no6ujennx KOHTpaJuKIuMja, 3akibyuyjemo aa je rauno (Pg) nmu je rauno (Py).
Hexa je
) 0, axo je (IPg) Tauno,
w(m):h:{l’ je (Po)
, UHauve.
Ha 6ucmo ce onpeaeny Kojy BpeTHOCT Tpeba aa TOASTUMO CIIOBY P2, TTOCTYIIAMO
cmyHo. [Tomenumo cBe Banyaruje ckymna V;, Ha IBa JMCjYHKTHA CKYTIa:

'\71'1() = {U S Vil ’ ’U(pg) = 0} " '\71'11 = {1} € Vil ‘ U(pg) = 1}.
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Tana je Vi, = Vijo UVi1 u V0N Vi1 = 0. Ioncehamo na je Tauno cnenehe
TBpheme

(P;,) 3a cBako [ € Py, (T) mocroju v € V;, Tako ma v = T".

Kao n pannje 3akspydyjemo 1a Mopa Onty Tauno 6ap jeano ox creneha na TBphema:

(Piy0) 3a cBako I € Py, (T') moctoju v € V0 Tako ma v =17
178103
(P;y1) 3a cBako [ € Py, (T) nocroju v € V;y1 Tako ma v =17,

Jloxas na je Tauno 6ap jenno ox tephema (P o) wm (PP;,1) cnipoBoau ce xao y
IpeTXOHOM Kopaky. Heka je

0, axo je (P;,0) Tauno,

w(py) =iz = { 1, wunave.
Hedununyja Basryanuje w ¢ 1ajbe OABHja HA OUCKMBAHU HAYWH: JTa OMCMO Ope TN
w(ps), cBe Balyauuje ckyma V;, ;, JeIMMO Ha JBa JUCJYHKTHA CKyIa HTI.

Yommrre, ako je Balyanyja w aeduHUCAHA 3a CBa CIOBA Pi, P2, ..., Pn, IPU
uemy je w(px) = ig, k = 1,...,n, onga gepunuinemo w(p,41) TAKO MTO CKYI
Banyarmja Vi i,. 4, pasoujamo Ha Viiy 0 = {v € Viyin. i | v(Pnt1) = 0} m
Vi1i2...in1 = {'U < V’i1i2...in ‘ U(pn_H) = 1}. ]_—[aJ'be, Ha OCHOBY TBPJHE

(Piyiy..in) 3a cBako [ € Py, (T) mocroju v € Viy4,..i, Tako ga v = I

JIoKa3yjeMo Ja je TauHo 6ap jemHo o TBphema:

(Piyiy..in0) 3a cBako [V € Py, (') mocroju v € V4,40 Tako ma v = I
Wi
(Piyig..in1) 3a cBako [ € Py, (T) mocroju v € Viy4,..4,1 Tako ma v =17,

OnucanuM MOCTYIKOM, 32 CBAKO MCKA3HO CIIOBO i HAKOH k Kopaka aeduH-
UCAaHA je MCTUHUTOCHA BPEAHOCT wW(py) = i, 1A je MHAYKTUBHO AedUHUCAHA U
untaBa Banyanmja w : P — {0,1}.

Ha mu je w Tpaxkena Bamyanuja? [IpaMeTrMo HajIpe Aa 3a CBAKO 7

o ako v € Vi, i,,ounajev(py) =i, k=1,2,...,n,

o W E '\71‘”'2“.,'”.
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Heka je v € T' mpousBosbHa dopmyna. Ilomro je P(y) KOHAYaH CKYII, IIOCTOjH
npupozaan 6poj n > 0 takas na je P(vy) C {p1,p2,...,pn}. Tephewe (Pii,. i, )
kaxe ga 3a ceako [V € Pgn(T) mocroju v € Viy4,. 4, Tako ma je v = IV, ma

crenjanno, 3a I = {4} mocroju v € V;;, i Tako ma je v = ~. Ilomro
w € Vijigin nw(pg) = v(pg) =ik, k = 1,2,...,n, umamo ma je w(p) = v(p), 3a
cBako p € P(7), omakite, mpeMa JeMH 2, CIle[u 1a w = 7. O

HapomuMo jomr jeman moka3 TeopeMe koMmakTHOCcTH. OBaj MoKa3 je HElITo
ONIITHHU jep je Y HmEMY IPETIOCTaBKa O MPeOpOjUBOCTH CKyIa HMCKa3HMX CIOBA
HEBaXKHA, 114 je Ha Taj HAYWH JOKA3aHO J1a TeoOpeMa KOMITAKTHOCTH BaXXU Uy CITy4ajy
na andabder cagpku HEMPeOPOjUBO MHOTO UCKA3HUX CIIOBA.

JoxkA3 II. [IpernocraBumo fa je cBaku konadau noackyn o I' 3agososbu. Tama
ckyn I' = {||7]| | ¥ € T'} y Jlunpen6aymosoj anre6pu B p nma cBojcTBO KOHAYHOT
nmpeceka. 3amcra, ako ¢y ||vil|,- - -, |[[vn|| mponsBosbHn enementn uz I', onna je

[yall A Alvall = llva A= Al # 0, jep ey exym {71, - .., Y0}, a cammv i
u hopMmyna y1 A - -+ A 7y 3aI0BOJbUBH.

ITpema Teopemu o yiarpadunrepy (crpana 30), mocroju yiarpadunrep U Bymose
anre6pe Bp TakaB ma I’ C U. Hexa je vy : P — {0, 1} Bamyanuja nedunmcana ca:

L lpllel,
vul\p) =
®=10 lplzo
Joxkazahemo ga vy = I, Tako mro heMo mokasaTu 1a 3a cBaky GOpMYITy (v BaxH:

(%) vy (a) =1 akxko ||af| € U.

Tepheme (*) 10Ka3yjeMO UHAYKIMJOM TI0 CIIOKEHOCTH (GOPMYIIE (V.
AXO je v HICKa3HO CITOBO, (*) Baky 0 Te(DMHUIN]H Balyaluje vy. YKOIHUKO je
o tornuka koHcranra T wmm L, (x) Baxujep 1 = ||T|| e Un 0= || L|| ¢ U.
Hexka je o popmyma —6.
vp(a) =1 akko ovy(0) =0
akko ||0|| € U [una;. mpermocraska]
akko [|0]]' € U [oco6una F5 crpana 30]
akxo [|=0] = [[of €U
Hexka je o popmyma 61 A 5.
vr(a) =1 akko vp(bh) =1mnog(fe) =1
akko ||01]| € Un||62]| € U [una. mpernocraBkal

akko ||61]| A ||62]] € U  [ocobune F3 u F4 crpana 30]
akko |01 A bs]] = |laf| € U
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OBo je n0BOJbHO 3a JT0Ka3 TBphema (*), jep je ||a Vv B|| = ||[-(—a A =p)|l,
loo= Bl = [[-(a A=B)[ nlle & Bl = [[-(a A =B) A=(-a A B O

Teopema 3. I' |= « akko nocroju konayan noackyn I'g on I" takas ga T'o = o

JTIOKA3. () TpusujamHo.

(—) Hekaje ' = . Ako nocroju konauan noackym I'g ox I 3a koju He mocroju
Basyauuja v taksa 1a v = I'g, onga tpusmjanno saxu Iy = a.

[IpermocraBmMo 3aTo [1a 32 CBaKM KoHa4daH noncky I'g on I' mocroju Bamryarmja
v rakBaga v = ['o. V 0BOM cilyuajy, NpeTIOCTABUMO U J1a HE BaKK OHO 1ITO Tpeda
JOKa3aTH, Tj. Ja 3a cBaku KoHadaH moxackyn g ox I' Baxu I'g = «. Tana, 3a
caku konavan noackyn g ox I' mocroju Banyauuja v taksa ga v = I U {—a}.
Jlaxie, 3a cBakn konadan nojackyn IV on I' U {—a} mocroju Banyanuja v Taksa na
v = T, TlpeMa TeopeMy KOMIIAKTHOCTH CJI€IN Ja MOCTOjH Balyaldja w TakBa 1a
w =T U {—a} wro uuje moryhe 36or I' |= . O

IMpumeTnMoO aa Cy NPETXO/IHE JABE TEOpEeMe eKBUBaJIEHTHE. Jlokaszaiu cMo aa u3
TeopeMe 2 cienn TeopeMa 3. Jlako ce BUAM Ja je TAYHO U OOPHYTO: aKO y TEOPEMHU
3, 3a a yamemo L, nobujamo TeopeMy 2. 3aTo ce M TeopeMa 3 Ha3uBa TeOPEMOM
KOMITAKTHOCTH.

Y mapennuM npuMepumMa, JokazaheMo HEKOJIMKO BAXKHUX MaTEeMATUIKUX TBPh-
eha IIPUMEHOM TeOpeMe KOMITAKTHOCTH.

IIPUMEP 14. Bojemwe rpada. Cerrmo ce npuMepa 6 (ctpasa 45) y kome cMo 1pobiieM 6o-
jema HEKOT KOHAYHOT TpadoBa CBEIH Ha MPOOIIEM 3a10BOJBUBOCTH OAroBapajyhe uckasue
bopmyne. Ananmorno rome, mpobnem 6ojema Guo kor (moxna 6eckonaunor) rpada (G, F)
y k 60ja%* cBotuMO Ha 11p06JIEM 3a/10BOJLMBOCTH CKyna hopmyiia®®

Die.p) ={aala€GYU{Ba|a€ GYU{rap | (a,b) € E}.

IMoctynajyhu xao y mpumMepy 6, 3akbydyjeMo J1a Baxku ciefehia Teopema.
Teopema. T'padh (G, E) je k-060juB akko cKyr FIEG’ F) M2 MOJIEIT.

[oarpad rpada (G, E) jecte tpad (Go, E N G3), 3a 6umo xoju mogackyn Gy C G.
Teopema. I'pad (G, E) je k-060juB aKKO je CBAKU Her0B KOHA4aH noarpad k-o6ojus.

JToKA3. (—) Jlokas oBe nvrukanuje je Tpusujanan. Heka je (G, E) k-o6ojus, 1j. Heka
nocroju pyuxnmja f : G — {1,2,...,k} taxsa na 3a cee a,b € G, u3 (a,b) € F cienn
fla) # f(b). Tapma je 3a 6uno xoju (He camo KoHauaH) moackyn Go C G, moarpad

*I'pad (G, E) je k-060jus axo nocroju pyuxmuja f : G — {1,2,...,k} Taksa na3acsea,b € G,
us (a,b) € E cnenu f(a) # f(b).

Bloacehamo na g = \/l@-g,C Pa,i 3HAUM Ja je @ 06ojen Gap jeanom ox k parux 6oja, o =
Ni<icjc<i 7(Pai A Pa,j) 031auaBa 1a a Huje 060jen aBeMa 60jama 1 Ya,b = A c;cp 7(Pa,i A Poi)
3Haum 1A a v b Hucy 06ojenu ucrom 6ojom.
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(Go, ENG3) takohe k-o60jus u oxrosapajyhe 60jeme je ompeljeHo pecTpuKImjoM byHKIHIjE
f ma Go, 1j. dyuximjom f | Go : Go — {1,2,...,k}.

(+) Ipernocrasumo ja je k-060jus cBaxku konayan noarpad rpada (G, E). doxasza-
hemo aa je ckyn Ffa ) 33/10BOIbHB, O/lAKIIe he npema npeTxoaHOj TEOPEMU CIIEAUTH KEJbEHU
3aKJbydak. 3a/J0BOJBMBOCT CKyIIa F’(“G. ) A0Ka3aheMO IPUMEHOM TEOPEME KOMIIAKTHOCTH.

Hexa je I'g Hexu xoHauyaH 110/CKyIl O] F’(“G p)- O3Haunmo ca Go ckyn cBux uBoposa u3 G
Koju ¢y ungekcu ¢opmyna u3 I'g. Ouurinento je ckyn G KOHaYaH U BaXKU:

To C T{gy mnaz) = {0 | a € Go} U{Ba | a € Go} U{yap | (a,b) € ENGE}.
Kako je o mpernoctapuy rpad (Go, ENGE) k-060jus, 3ak/bydyjeMo aa je ckyr I"(“GO’EHG%)
3a/10BOJBbUB, & CAMUM TUM 3aJI0BOJbUB je u cKky1 'y, >

TTPUMEP 15. Kenurora aema. Ykpatko heMo OImucaTi BpCTY CTPYKTYpa Ha KOje ¢e OAHOCH
Kenurosa nema. Ypehen ckyn (T, <) je ApBO YKOJIUKO

1. mocToju <-HajMamHU eJIeMEeHT cKyna ', KOju ce Ha3uBa KOpeH IpBeTa — 03HAYHUMO Ta
cato,

2. 3a c¢eako ¢ us T nouernu cerment (,t] = {z € T : = < t} je no6po ypehen
penanujom <.

Axo je T xoHayaH ckyll KaxeMmo aa je apBo (7, <) KOHauHO, a y CyIPOTHOM [a je
Geckonauno. Enemente ckyma T masusamo usoposmma apeeta (T,<). Kaxemo ma je
t' cmenGennx upopa t axo jet < t' (1j. t < t' ut # t'). Usop ¢’ je memocpennu cnenbennk
uBopa t ako je t < ¢’ ¥ He MOCTOjU YBOP S Takas Ja je t < s < t. Huje Temko BumeTH 1a
YBOP WM HEMa CIeIOCHUKE H Y TOM CIIy4ajy ra HA3UBaMO JIUCT, WIH UMa HEITOCPEIHE CIIe -
OeHHUKe U TaJa KAXKEMO [Ia je TO yHyTpalimbi yBop npeera. CiojeBe apBera NeuHUIIEMO
uHAYKTUBHO: So = {to} 1 Sk41 j€ CKYI CBUX HEMOCPEMHUX CIIEAOEHNKA YBOPOBA Ca CIIOja
Sk, k € N. Mu hemo ce y HaCTaBKy OTpaHHUUYMTH camMo Ha Jpsera 3a Koja je I’ = UpenShn,
Tj. OHA YHjU Ce CBAKU YBOP HAJIA3U ¥ HEKOM CIOjy Sp, 1 € N,

VKOJIMKO CBAKH YBOP ApBETa HMA KOHAYHO MHOTO HEMOCPEAHUX clIeAOeHUKA TO APBO

HA3UBAMO JPBETOM Ca KOHAYHHM I'paHameM. CBU CII0jeBH OBAKBOT IpBETa Cy KOHAYHH.

Jpeo (T, <) mpTaMo Taxo mTo HajIpe JUCT t

HAI[PTaMO HErOB KOPEH, a 3aTUM H3Ha/l
Iera JOIpTaBAMO IHerOBe HEMOCPe/IHe
cleabeHnKe, TakKo Ja OHH Oyay pac-
opeheHn KOIMHEAPHO, U CBAKHU JOLp-
TaHM YBOp crajamo ca to. Hakon Tora,
JI0JIAJEMO HEIOCPE/HE CIIEI0CHUKE CBHX
HEIOCPE/HUX Clie/I0eHIKA KOpEeHa JIpBeTa
Tpyaehu ce 1a cBU OHU (APYTO KOJIEHO KO-
peHa) Oyay KOIHHEeapHU UT.

Huje Temko youuTH Aa CBaKM 4YBOp ! KOJU HUje KOPEH JpBETa UMa CAMO jeAHOT
HEIOCPEHOT MPETXOMHUKA, KA0 U JIa [IOCTOJM KOHAYAH HU3 YBOPOBA KOjU MoBe3yje ¢ ca
KOpEHOM tg, Tj. TOCTOj€ tpm, ..., 11,20, 3@ HEKO M > 1, TakBu A4 je t,, = t U t;—1 < t;,
1 < ¢ < m. OBaj HU3 Ha3UBa Ce MyT Of] UBOpa t 10 KOpeHa t.

yT
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Kenurosa nema: V cBakoM GeckonaunoM apsety (T, <) ca KOHAYHUM TPaHAEM [IOCTOJU
nu3 t : N — T Taxas na je to xopeH apsera u t; < t;41, 3a cBako ¢ € N, 0lHOCHO 11ocTOjU
OeckoHa4aH myT.

JTOKA3. 3a cBaku uBop apsera (1, <) yBemheMo 110 jeqHO UCKa3HO ClIoBO: Py, t € T'. Heka
['(7,<) canpxu cnenehe popmyie:

L4 \/tGSk ptak S N,
d _‘(pt/\ps),t,SESk,t¢3,k€N,
o pi=pstiseT,t<s.

Hoxasahemo 1a je mpou3BosEHO H3a0paH KoHadaH moackyn I'o C I <) 3amoBosbuB. Heka
je kmax HajBelin mpupoman 6poj Takas Ja ce Ha cojy Sk, [10jaBJbyje YBOP KOjHU je HHAECKC
HEKOT UCKA3HOT cjioBa y topmyaama u3 ['g. OuuriaeqHo je ma oBaka mpupoaan opoj
nocToju. AKO je kmax = 0, Tama je T'o = {pt, } ma je oBaj ckyn TpuBujanno 3a10BOJLEH.
IpernocraBumo a je kmax > 1. O3nauumo ca I' ckyn hopmyna

4 \/tesk Dt, k < kmax,
b _'(pt /\Ps), t,s € Sk‘, t ?A S, k< kmax,

® Pt :>p57tvs€Uk<k Sk,tﬁs

max

Ounrnenuo je I'g C I'. Heka je tmax IPOM3BOBAH YBOD (Ca HajBHIIET) HUBOA S, . . Tama
MOCTOJU HU3 UBOPOBA timax, tmax—1, - - - , to {110 jEAH HA CBAKOM HUBOY S, i < Kmax) TAKAB
majeti—1 < t;, 1 <i < kmax. Jepuaummmo samyanujy v : {p; |t € T} — {0,1}:

[ 1, t=t;,3anexo0i € {0,..., max},
v(pa) = { 0, uHaue.

Huje Temko 3akibyuntd ga v = I', na Tume u v |= Ty, TIpeMa TeopeMH KOMIIAKTHOCTU
u ckyn I'(p 5y je 3a00BosbuB, Tj. mocToju Bamyanuja v : {p; | t € T} — {0,1} Taka na
v = T(r,5). Homrrosaceakok € N,v = \/, g prusaceet,s € Sy, t # 5,0 = ~(piA\ps),
3aKsbydyjeMo na 3a cBako k € N mocroju tauno jenan usop ty, € Sy, Taxas ma je v(py, ) = L.
3a cBe ocraine uBopose aApeeTa, t € T\ {¢x | k € N} Baxn v(p;) = 0. Youenu Husz uBopoBa
je TpaxeHu, jepsaceet,s € T,1 < s, UMaMo Ja v = py = ps. >

[TPUMEP 16. Xomora Teopema cnapuBama. Hexa je S mekn ckynu 8 = {S; | i € I}
hamurja (He HY)KHO PA3THUUTHX) TOJACKYIIOBa 011 S. CHCTEM pazTHIHTHX HPENCTABHUKA
bamunuje S jecre cBaka 1-1 pynxuuja f : I — S taksa na je f(i) € S;, 3a ceako @ € I.
Ha mpumep, ako je S = Nu S, = {n,n+ 1}, n € N, onga je uuaeHTHIHA QyHKIHjQ
idy : N = N, idy(n) = n, n € N, jeman cucteM pasiuuauTuX MPEACTABUKA. XOIOBA
TeopeMa cliapuBarba OJroBapa Ha MUTAE Kaja 38 KOHauHy (paMuinjy oACKyoBa HEKOr
ckyna S MMOCTOjU CUCTEM PA3IMYMTUX [IPEIACTABHHUKA.

XoJioBa TeopeMa cnapuamba: Heka je S Omito xKoju cKym M n > 1. 3a KOHa4yaH HU3
S1, ..., Sy MOACKYIIOBA O .S TTOCTOjH CUCTEM PAsIMIUTHX IPEICTABHUKA aKKO

(H,) 3a ceako k € {1,...,n} u cBaku u36op k mamekca 1 < 41,...,% < n, BaKH
‘SilU'“USik‘ > k.
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JIOKA3. AKO 34 KOHa4aH HU3 S1, ..., Sy, HOACKYIIOBa 01 S [OCTOJU CUCTEM PA3JIMYUTUX
npeAcTaBHUKa, oHa ounrienuo Baxu (H,, ). O6puyTo mokasyjeMo uHAyKImMjoM. AKO je
n = 1, TBpheme TpuBnjanuo Baxu. IlpernocTaBumo na TBpheme BaxKu 3a CBAKH MIPUPOAAH
6poj koju Huje Behu ox Hekor 7, n > 1. Heka je S, ..., Sy, Sn41 HU3 HOACKYIOBA CKyIa
S raxas na Baxu (H,, ). Pasnukyjemo 1Ba ciydaja.

1. cmyuaj. 3acBako k € {1,...,n} mecee 1 <i1,...,ip < n,Baku [S;, U---US;, | > k.
N3abepumo u3 Sp,11 6mno koju enement a. Heka je S, = S; \ {a}, i = 1,...,n. Tana
3a KoHauau uus S, . .., .S, saxu ycnos (H,,), na Mo MHAYKTUBHO] MPETIIOCTABIHU MOCTOjU
CHCTEM paslIM4YMTHX IIPeACTaBHUKa, Tj. pyrkuuja f : {1,...,n} 55, raxsa ma f (1) € Si.
Ipommupeme I {1,...,n,n+1} H S;[aTocaf(i) =f@@),i=1,....,n,uf(n+1)=a,
jecTe CUCTEM pasIMYUTUX IPEICTaBHUKA 33 S1, . .., Sp, Spt1.

2. cmywaj. Ilocroju k € {1,...,n} Takas ma 3a neke mHmekce 1 < i1,...,ix < N,
Baxwu |S;; U---U S, | = k. Tlomro vu3 noackynosa S, , . . ., S;, uma mame og n + 1
4IAHOBA, PEMd MHAYKTMBHO] MPETIOCTABIM TocTtoju (ynkimja f1 : {1,...,k} H S,
takBa 1a f1(j) € Si;,j = 1,...,k. Hekaje S’ = S;, U---US;, uS) = 5\ 9, 3a
& {i1,...,ig}. Crynosa Sy, £ & {i1,..., i}, uma yrymHo n + 1 — k, i 00pasyjy jenan
HoBH HH3 S) ,...,S; . moxckynosa on S. 3a osaj us axu (Hyy1-y). 3ancra, 3a
cgakom € {1,...,n+ 1 — k} u 6uno xoje unmexce 1 < s1,...,8n <n+ 1 — k Baxn

m+k < S, U USy, US|[=S;, U---US; [+Fk,

opmakie ciaequ gaje |[S; U---US, | > m. IIpema HHIyKTHBHO] IPETIIOCTABLIH, IIOCTOjH!
“S1 Sm

. 1-] .
bynxumja fo i {l1,...,lpr1-k} — S TakBa ga f2(¢) € Sp, £ € {l1,...,lntr1-k}. Huje
TENKo Je(pUHUCATH IOMONY pyHKIMja f1 U f2 CHCTEM pas3IUYUTUX [IPeJCTABHUKA MOIA3HOT

HI/I38.517...,Sn,Sn+1. O
IIpumeHoM TeopeMe KOMIAKTHOCTU JeTHOCTABHO J0Ka3yjeMO T€OPeMy II03HATY Kao
OeckoHauyHa Bep3uja XosoBe TeopeMe. Heka je S 6uno xoju ckym u Si,..., Sy, ... HU3

koHAUHUX>® TIoZIcKyIoBa of S. 3a 0Baj HU3 IIOCTOJH CUCTEM pA3THUUTHX IIPEICTABHHKA

aKKO
(H) 3acBako k > 1 uceakuuz6op k unpexca 1 < iy, ..., < n,Baxu |S;, U---US;, | > k.

3a cBako 1 > 1 M CBaKMU eJIleMeHT & € .S, YBEIUMO MO jeTHO UCKa3HO CIIOBO Py, . Heka
I" cagpxu caenehe opmyire:

i ﬂ(pm,x /\pn,w)aman 2 1,m7énI/IfL' E SmﬂSna
L4 ﬁ(pn,ac /\pn,y) ,n=1lz,yec Sy, 7é Y,

L4 \/ Pn,x,s T > 1.
€S,
Tpeba mokazatu ga moctoju Bamyamwja v : {pp. | n = 1,z € S,} — {0,1} xoja
3a70B0JbaBa cBe (Qopmyine ckyna . OBaxsa Baldyaluja HaM Jaje CUCTEM pa3IHYUTHX
npeacrasauka f @ Nt — S, koju neunumemo cnenehom exsupanenuujom: f(n) = x
akko U(pp,;) = 1. OcCTaBbaMo 4nMTAOly /Ad MPOBEPH KOPEKTHOCT OBAKBE nedUHHULIMJE.
Iopen Tora, 3a BexxOy OCTABILAMO U JOKA3 [Jd OMEHYTA Bajlyallljd yOIIITE IOCTOjU.  [>

6 JTa vt ce OBA MPETIIOCTABKA MOXKE H30CTABHTH?
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CunrakcHa nocjeauuna

IMopen BaXKHUX CBOjCTaBa CEMaHTHYKE TTOCIIEANIIE KOje CMO HaBeIH y MPETXO/-
HOM O/IeJbKY, OBa peJalija UMa HH3 Crnenu(uIHNX OCOOMHA KOje ce OIHOCE Ha
JIOTHYKe Be3HUKe. Y HapeaHO] TeOPeMU HaBOIMMO jeHY TaKBY OCOOMHY 3a MMII-
JIAKAIIH]y.

Jlema 8. HekajeI' C For ua € For. Akol',a |= 3, onpal' = a = .

JTokA3. TIperniocraBumo sa je I', o |= 5. Heka je v mpou3BoJbHA Bajlyaluja TAKBa
nav = I'. [lokazahemo 1a Mopa BaXuTH 1 v |= o = (3. PasnukyjemMo 1Ba ciydaja.

Ipsu coyuaj: v(«) = 0. Taga AMPEKHO HA OCHOBY TAOJIMIIE 33 UMILIMKALM]Y
3aKJbydyjeMo aa Mopa 6utn v(a = ) = 1, 1j. v E a = .

Hpyrucnyyaj: v(«) = 1. Tagav =T, a,ma36or ', a = S mopa butunv = S,
7. 9(B) =1. U30(a) =1uv(f) =1,ciemv(a= p) =1, 1. vEa= 5 0O

ITperxonna mema 3ampaBo OACIUKABA HAYWH HA KOJU TOKA3YjeMO UMILTHKAITH]Y
M3 HEKHX MPETITOCTABKH. AKO eTUMO JIa TOKAXeMO JIa M3 MPETIocTaBky 1 cremu
o = [, ipBo heMo hopMyITy ( TPUKIBYIUTH TIPETIIOCTaBKaMa [' 1 3aTuM Hacrojatu
Ila TOKaxkeMo [3.

ITPUMEP 17. Hokaxumo na je ¢popmyna ¢ = (¢ = ¢) tayromoruja, Tj. na je osa
bopMyna ceMaHTHUKa IIOCIEOMIA IPpasHor cKyla dopmyna, = ¢ = (¥ = ¢). Ilpema
LIPETXOIHO] JIEMH, TOBOJBHO j€ JOKA3ATH Jd BAXKH ¢ = ¥ = ¢, OJHOCHO HAKOH jOIII jJeIHOT
HO3UBaKba HA UCTY JIEMY, J1a j€ 0, ¥ = ¢. OBO MOCTEE j€ jeMHOCTABHA ITOCIEAUIA TBPIILE
kojy cmo Beh nokazanu (Teopema 1): ako Heka dopmylia IpUnaaa CKyly MPETIOCTaBKH,
OHIa je Ta GOpMyIIa U CEMAHTHUKA ITOCTIEAUIIA TOT CKYIIA.

AHAJIOTHO J0Ka3yjeMo, Ha TIpuMep: = ¢ = ¢, = ¢ = (¥ = (0 = ) uta. >

Ha ocHOBY TIpeTX0IHOT TIpUMepa BUAUMO Ja ce TBpherbe JieMe 8 MoXe CXBATH-
TH ¥ Ka0 TPABWIIO 3a IOKA3WBAKE UMIUIHKANMje Koje hemo 3ammcatn y cnenehem

00uKYy:
FakEp

Fr'Ea=2gp
Hagezneno nmpaBuito Ha3aBaMo NpaBHIO yBoliela HMIUIMKAIIHje U 03HAYABAMO Ta
ca (=y). [IpaBuno kaxe: ako cMo nokasanu 1a je I', o |= [, oHma 3akibydyjemo
nmajel E a = [. VYV ucrom npumepy cMO KOPUCTHIIM jOIII j€HO MPABUIIO: AKO
Heka (opMyna Mpunaaa cKyIy MpeTocTaBKY, OHIA je Ta popMyna U ceMaHTHYKa
nocieauua Tor ckymna. OBo mpaBwio heMo Ha3BaTH akcHOMOM M ckpalieHo ra
3amucaT y 00Ky

(=v)-

ToEa (ax).

W3Ha1 XOpU30HTAITHE [IPTe HUIIITA HHje HaBeIeHo jep 3akibydak [, o |= v Hemocpemno
U3BOINMO.
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IIPUMEP 18. J{oka3 u3 IpeTXOQHOr IIPUMEpa, Ja je |: © = (¢ = cp), MOXKEMO 3aIlicaTi
u Ha cienehe HaunHe:

(ax)

1. o, = ax
ﬁ/%(éw unu 2. Z |i |w ‘:i <,(0 1/1)3 1. mpumenom (=)
C oo (b= 9) (=v) 3. E v = (¥ = ) usz2. upumenom (=y).
IpuMeTHMO 1a Y HaBedeHOM [0Ka3y He IIOMHIbEMO HUKAKBe Bajlyaluje, Bel caMo
AHAJIM3UPAMO CTPYKTYPY popMyIIa. >

HakoH nperxofHux pasmaTpama IMPUPOAHO je MOCTABUTH MUTAKE J1a JIU j&
Moryhe yBoliermeM CITHYHNX ITpaBmila 3a OCTale JIOTHYKe Be3HIKE ITOTITYHO OKapak-
TepUCATH I0jaM CEMaHTHUUKe IocieIuIe. Y HacTaBKy heMo yBecTH HOBY peJiaiujy
KOJOM ce ycrocTaBiba Be3a u3mel)y nexor ckymna opmyna ' u Heke hopmyite o, ipu
yeMy fieMo y3uMatu y 003up caMo cTpykrype opmyna u3 I', omHOCHO cTpyKTypy
dhopmyne «. Moo ce y memHUIMjI OBe HOBE peanuje Hehe moMumarn Bajy-
anmje, Beh hie 6utH BaskHKM caMo 3aIucu oaroBapajyhux ¢gopmyna, HazuBahemo je
pelanujoM CHHTAKCHE MOC/IEeIUIe U O3HAYaBATH ca - (3HaK - uutamo ,,pamma‘).
3amuc I' - o HasuBaMo cekBeHTOM.

IIpupoana nexykuuja

Hepunuuumja 11. @opmyna o je cuHTakcHa rocaenuna ckyna gopmyaa ', ako ce
cekBeHT ' - o Moxxe mobutu npumeroM ciaeaehux npaBuia KoHAYaH 6poj MyTa.

AkcroMa Ciabpeme
'k
——T (slab
R¢F¢®@ Rvkw@a)

VBobheme ummmmkaije
ok

ELLAN NG

=19y

VBobheme KOHjYHKIIH]e

'k 'y

1ty 1Y (AU)
I'FpAY

VBobheme nucjyHakimje
ke

Tre gy IF
F'Fevy U

Trove v{)

VBobheme Herammje
oL
—~—— (-u)
't —p

Enmnvunanuja uMITuKaimje
'Fe=v T'kFe

TF o (=r)
Enuvunanuja KoHjyHKIIHj€
oAy oAy 4
— (A — (A

Enmnvunanuja aucjyHKIje
F'Fevy T,pHO T,¥+-0
I'H6

(VE)

Enmuvunanuja Heraiije
TF L B
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Kiaacnuna i [POTHBPEIHOCT

I=pt L

Feo (L

Ananmm3upajMo nipaBmiIa u3 nperxonne aepununyje. CBaKo MpaBUjIO YUHE:

e ckym (Moryhe u mpa3aH) cekBeHATa KOje HA3UBaAMO ITpEeMHCE IIPaBHIa Y KOjU
Cy 3alycaHy U3HaJ XOPU3OHTATHE JINHUjE U

® jemaH CEKBEHT KOjU HAa3WBAMO 3aK/bydaK IPAaBH/IA W KOJH j€ 3aIMCaH UCIOJ
XOPH30HTAHE JTNHHJE.

IMopen XOpU30OHTAIIHE JIMHHMjE, KOja pa3/iBaja TIPEMUCE U 3aKJbydak MpaBmiia, CTOjU
cyrecTuBHa O3Haka Tpasuia. CBAKO MPaBUIO CXBATAMO Ha cienehn HauuH: aKo
Cy MOKasaHe MpeMHce NPABHJIA, OHAa Ce€ U3 FUX JHPEKTHO H3BOIH H 34KIbYUaK
MpaBuJIA.

Ipasuio (ax) Beh cMo komenTapucany. IIpasuio (slab) Hasusa ce crabbeme
jep u3paxasa cienehe: ako je gokasuB cekBeHT I' = ¢, oHzma je ¢ mociaenuna u
ocnabiberor ckyma nperrnoctaBku I' U {p}, 0oHOCHO mpH 104aBary HOBUX HPET-
[TOCTABKH CBE IOCJIENHIE U3BEAEHE O€3 T€ HOBE IPETIOCTABKE JECY MOCIENULE U
HOBOT, IIHPET CKyNa HpeTnocTaBky. CBAKOM JIOTHYKOM BE3HUKY OJIrOBApajy JBe
BPCTE IPaBUIIA.

— Csako mpaBuito yBolierma oMoryhaBa qoka3nBame CEKBEeHATA YHJU je 3aKIbY-
yak ¢opMyia Koja Kao ITaBHU MMa ofpeljenn mornuku Be3nuk. Tako, mpas-
wio (=y) roBOpU O TOME KaJa je UMILUTMKALMja © = 1) MOCIeUIa HEKUX
npernocraBku I', mpasmio (Ay) Kaaa je KOHjyHKIHja ¢ A ) IOCTIeInIIa HeKUX
npernocraBku L', uta.

— CBako npaBuio emumuHanje omoryhasa xopumrheme GopMya koje nmajy
Kao riaaBuu ofpehenn mormuku 3Hak. Tako, mpaBmwio (=) TOBOPH O TOME
KaKo ce y JOKa3uMa KOPUCTH YMILEHHUIIA JIa je UMIUTHKAIMja ¢ = 1) Tocle/I-
WIa HeKHX TpetocTaBku ', ok mpasuma (AL) u (A$) roBope o ToMe Kako
ce 'y IoKa3uMa KOPUCTH YMIbEHMIIA 1A je KOHJYHKIIMja ¢ A 1) IoCIIeIna HeKMxX
npernoctaBku I' uta.

I[Mocreabe HaBeJeHO NPaBUIIO 03HAUYEHO je ca (L) n Ha3uBa ce HPABHIIO KIACHYHE
nporuBpedyHocTH. OBO IPaBWIO OATOBapa yoOMYajeHOM HAUMHY TOKa3UBamba Y
MaTeMaTHIIN Koje 3aTI0YU-EMO peurMa ,,IPETIIOCTaBIMO CYIIPOTHO . .. <. 3aucra,
Jla GUCMO J0Ka3alHM J1a je @ mocieauna npernocraBku I', noBosbHO je ma ckymy I
MPUAPYKUMO —p ¥ U3BeIeMO KOHTpaauKIujy. [ToceGHO ncTueMo 1a ce mpaBmia
(—u) u (L) 6GutHO pasnukyjy, jep MPBO TOBOPH O TOME Kaja Cy Heranuje popmyiia
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MOCTIeNIIe HEKUX MPETIIOCTABKH, a JPYro, c1oOoIHUje peueHo, Aaje jeJaH OMIITH
MeToA n3Bohema CeKBeHaTa.
Caa TIpaBMIIa MOKEMO YUTATH (CXBATUTH) Ha JBA HAUMHA:

— 0ZI03T0 HaAOJe: aKO CMO JOKA3alld XUIMIOTe3e MPABHIIA, MOXKEMO TOKA3aTH 1
CEKBEHT KOj¥ C€ HaJIa3¥ UCIIO ] XOPU30HTAITHE JINHHI]E; OBAKO YNTAMO MTPABHUIIO
Kaaa Tpeba HAIMCATH T0Ka3 HEKOT ceKBeHTa (CUHTE3A);

— 0J03710 Harope: Aa 6GMCcMO JOKA3aJIH CEKBEHT KOjH je 3aKJbydak MpaBuia, J10-
BOJBHO j€ JOKA3aTH XUITOTE3€ IIPABMIIA; OBAKO YUTAMO IIPABMIIO KaJ1a TPAraMo
3a JTOKa30M HEKOT CeKBeHTa (AHAJIM3A).

TTpuMeTHMO Haj3a] 1a ce y HaBeJIeHNM MpaBUIINMa He TTIOMUIhe eKBUBAIEHIIH]A.
HMako cMo Morim ma momaMo oarosapajyha mpaBujia M 3a OBaj BE3HWK, jeTHOC-
TaBHHUje je da YCBOJUMO JOTOBOp Ma dopMmyia ¢ < 1 Oyme ckpahienn 3ammc 3a
(o = 1) A (¢ = ). Ciinuno Tome, Heka je T ckpahenu 3anmc 3a —.L.

Jedpunnmumja 12. dopMmyma o je Aoka3uBa, Tj. jecTe TeopeMa HCKa3He JOTHKE, Y
oszHauu b o, ako je nokasus cekpent () - o.

IIPUMEP 19. Hoxaxumo ma je 7« < (o = L) TeopeMa MCKa3He JOTUKE, Tj. Ha je
F -a & (o = 1). Hajupe maBomuMo omrosapajylly amammsy, Tj. OIHCYjeMO KaKoO
Pa3MUIILIBAMO [TPU TPArakby 3a I0Ka30M HaBeJeHOT cekBenTa. Kao mrro cMo Beh Harmacuiy,
pasMuIUBaMoO ,,yHa3ad  yurajyhiu npaBuia 010370 Harope u dbupajyhu ona npasuia Koja
HaM OJIroBapajy.

AHANU3A. Jla GucMo nokazamu cekeent - < (o = 1), y ckimaay ca HaBEIEHUM
[paBuIMMa aHaIu3upamo (,,pacraBbamo’’) GopMyJie ca JIeCHe CTpaHe:

1. mpema HamoMmeHu uctpen nedunuimje 12, cexsent - ~a < (o = 1) Guhie nokasan,
axo Jokaxkemo cekBeHT - (—a = (a = L)) A ((a = 1) = —a);

2. Kako je hopMyIa ca ieCHe CTpaHe MOCIEAET CEKBEHTA KOHJYHKIH]a, TPAXKUMO IIpa-
BUJIO KOje JIOKasyje KOHjyHKuuje; To je (Ay), Iia 3aKibydyjeMo fa NeMo KeJbeHy
KOHjyHKIIMjy MOKA3aTH aKo gokaxemo - —a = (e = L)uk (o = 1) = -«

3. ma Gucmo pokaszanu cexsent F - = (o = 1)

3.1. TpaxxuMo TIPABHIIO KOj€ AOKA3yje MMILIUKALH]E; TO je (=) U 3aK/byuyjeMo na
Tpeba moxazatu ~a k- a = 1,

3.2. a mpeMa HCTOM IIPABHIY, IOCIEAHBY CEKBEHT fie GUTH TOKa3aH aKo JOKAKEMO
—a,a b L

3.3. npema npasuny (—g) MOCIEAmBH CEKBEHT A0OUjaMO M3 CeKBEHATA —(, & - v 1
—a, a F —a koje nobujamo npumeHoM npasuna (ax);

4. na 6ucmo mokasanu cexkset - (o = 1) = -«

4.1. npema npasuny (=) noTpebHo je nokazatu « = 1 F —q;
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4.2. youasajyhu npasuio (—y), Koje Jaje Herauuje, 3akJbydyjemo aa hemo mocne-
U CEKBEHT JIOKA3aTH aKO JOKakeMo o = L . a b L;

4.3 na 6GucMO AOKa3aTM TOCIEAY CEKBEHET TPAXKHIMO MPABHUIIO KOje HAM Kaxke
KAKO J]a KOPUCTUMO UMILUTHKAIH]E; TO j€ (= ), TIa TIpeMa OBOM TIPaBIILy Tpeha
Jokasatu cexkenre « = l,a Faoua = 1L, a F a = L koje nobujamo
NpUMeHOM IpaBuia (ax).

AHanmu3y 3aBpIIaBaMO KaJa CTUTHEMO JI0 mpasmia (ax) Koje Hema mpemuce. Ha ocnoBy
AHAJIM3C HUJE TCIIKO CACTABUTU TPAXKEHU JOKA3, Tj. U3BPLUIUTU CHHTE3Y.

CHUHTE3A
—a, o na (ax) o, ok a (ax) a=l,akFa= L(ax) a=l,akFa (ax)
o,k L e a=l,akF 1 (=)
arasl OV oo lroa (Y
F-a=(a=1) Su) Fla=1)= -« =)
(Au)

Foas (a=1)

Nako je uzBoheme KebeHOI CeKBEHTa MPHKA3aHO Ka0 IPBO, LITO je AOCTA WIyCTpa-
THUBHO, yoOUYajeHMje U JeNHOCTABHHU]E je A0Ka3 3alkcaTH JMHEAPHO Y HyMEPHUCAHUM pe-
JIOBUMA, TPU YeMy CE Y CBAKOM Pey HABOIU KaKo je oarosapajyhu cexBeHT nobujen. Y
HACTAaBKY ieMO KOPHUCTUTH OBaj IPYT'H HAUMH 3aIlUCUBATba.

1. ma,a F -« (ax)

2. ~a,a k-« (ax)

3.,k L u3 1 u 2 npema (—g)

4. ~ata= 1 u3 3 pema (=y)

5F—a=(a=1) u3 4 mpema (=)

6.a=LaFa=1 (ax)

T a=1l,akF«a (ax)

8.a=l,akF L u3 6 u 7 mpema (=)

9. 0= 1+« u3 8 mpema (—y)

10. F(a=1)= -« u3 9 pema (=y)
nN.F(ra=(a= L)A((a= 1) = -a) u3 5 u 10 npema (Au)
>

ITPUMEP 20. Tokasahemo maje - (v = a) V(v = 8) = (y = a V ). Caseryjemo
YUTAOLMMA, [IPE HErO ITO HACTABE Ca YUTAILEM, [A [0 YIJIEAY Ha [IPETXOIHU IIPUMEp 0baBe
oaroBapajyhy aHamu3y.

CHUHTE3A

Ly=a)V(y=8),7F(y=a)V(y=B) (ax)
2. (y=a)V(y=8),,y=abty=a (ax)
3.(y=a)V(y=B8),7,v=aky (ax)
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4 (v=2)V(y=B8),ry=aka u3 2 u 3 nmpema (=x)
S5.(v=a)V(y=8),,y=>aklaVp u3 4 ipema (V)
6. (v=a)V(y=8),,y=0BFy=5 (ax)
7. (v=a)V(y=8),7.7=BFy (ax)
8. (v=a)V(y=5),7,v=p8FB w3 6 1 7 ipema (=)
9. (v=a)V(y=8),,y=akFaVy u3 8 npema (V)
10. (v=a)V(y=B),yFaVp u3 1, 519 npema (Vi)
IL.(v=a)V(y=pB)Fy=aVp u3 10 mpema (=y)
R.E(y=a)V(y=06)=(y=aVp) u3 11 mpema (=y)

>

ITPUMEP 21. Hacynpot npeTxoaHoM IPUMEPY, OBOT'a IIyTa ieMo U3BPIINTH aHAIU3Y KOja
LIPETXOAM JOKa3y cekBeHTa F —(a A f) = —a V —f npenyiurajyiu 4uTao@mMa CUHTESY.

AHAJIN3A

1. Jla 6ucMo MOKAa3aIM KeTbeHU CEKBEHT, TOBOJBHO je, IPeMa paBuity (=), 10KasaTu
(A B)F-aVv g,

2. TlpBo miTa HaM Maga HA MAMET jeCTe Ja TPAKUMO IPABUIO KOje J0Ka3yje UC-
jynkumje?’, amu npema npasumy (L.) MoxeMO TparaTH M 3a JIOKa30M CEKBEHTA
—(aAB),~(-aV-p)F L. 360r jenHoCTaBHUjET 3aTMCUBARA, O3HAUMMO ca [ CKym
Koju caapxu popmyne ~(a A B) u —(—a VvV ).

3. Jla 6ucmo nokazamu I' = L, Huje TemIKO 3aK/bYYUTH [a je JOBOJHHO JOKA3ATH
I'FaABuml F —-aV —g. IokyimajMo ga JOKaXeMO OBdj ITOCIEbH.

4. Tpema npasumuma (Vi) u (VE), cexsent I' F —a V =3 he 6utu jokasan ako
nokaxemo I' - - unu I' F 3. Tokymajmo na nokaxamo cexsent I' - —a.,

5. Cexsuer I' F -« no6ujamo mpumenom npasuna (—y) Ha ceksent I, o - L.

6. Tparame 3a mokazoM cekBenTa I', o - | HaBoau Hac Ha npaswio (—g), a IOLITO ca
JIEBE CTPAHE PAMIIE UMAMO TPU (POPMYIIE, yOUaBAMO 1A HA PA3HE HAYMHE MOKEMO
MOKYIIATH JIa JOKAXKEMO OBAj CEKBEHT. JeMaH Ofl THX IOKYIIAja JECTE TPATabe 3a
jpokazom ceksenra I', a - —~a vV =,

7. 3a 1oKa3 MOCIENEer CeKBEHTA IPUPOAHO ce Hamehe MpUMeHa jedHOr Ol IpaBmiia
(Vi) u (V). Tloxymajmo ja nokaxemo cekent L', o = =3, OBaj cexsent hemo
noburn u3 L', o, B + L npumenom npasuna (—y).

8. Cexment I, o, B L cejemnocrasno nodujausl’, o, B F —(aAp) (ax) uus cexpenra
T, a, B F aAB nobujeHor [BOCTPYKOM IPUMEHOM MPABUIIA (24X ) U jeTHOM ITPUMEHOM
(Au).

ITomro ouekyjemo Aa he ce maxxJbUB YMTAIALl OCETUTU HPEBAPEHUM IIOHYHEHOM aHalIu-
30M, mokymaheMo HEKHM TOJATHUM O0jallllbeibiMa Ja ce olpaBgamo. Hamve, HaBeneHa
aHaH3a O0WITyje HeNETePMUHIUCTUIKUM YITyTCTBUMA, Tj. YIIyTCTBUMA IIOCIIE KOJUX CE MOXKE

YCaBeryjeMo UMTAOLY Ja MOKYIIA H CA OBOM CTPATErHjOM HAKOH IITO POYMTA OHY KOjd je OB/E
H3JI0KEHA.
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KPEHYTH Pa3IHIUTHM [IPABIUMA, IITO je jaCHO U UCTaKHyTo y aHanu3u. Omnpenersyjyhu ce
3a 10 je[[Hy aJITEPHATUBY y CBAKOM OBAKBOM KOPaKY, MU CMO YCIIEIITHO 3aBPIIHIN aHAIN3Y
Ha OCHOBY KOj€ je Je/JHOCTaBHO KOHCTpyucaTu ojiroapajyhu cunrernuku nokas. IlpupoHo
ce Hamehe nurarse 1ra Ou ce JOroMIIo Aa CMO Yy JeJIHOM TPEHYTKY KPEHYJIM HEKUM APYTrUM
myteM. [locroju Buime mMoryhux ofroBopa: MoKa3 OW ce 3HATHO 3aKOMIUTUKOBAO HITH
ITaK IMOjeTHOCTaBUO, WK OHCMO ce ,3ariaBwin’ yBuhajyhu ma n3abpaHuM IIpaBalleM He
Moxemo ctuhu 10 KelbeHoT Kpaja. CaBeTyjeMo YHMTaolly Jla KPeHe HEKUM PasIUudUTUM
[IpaBlMMa HA3HAYEHUM Y HAIllO] aHaIM3M ¥ OTKPHje 1ITa ra CBe Ha u3abpaHuM I1yTeBUMa
yeka. OBO je yjeqHO U HAjOO/BM HAYMH 14 CE jaud UHTYHUIM]d, [IOACTHYE MAIITA U CTHYE
HCKYCTBO, IITO Cy HEOIXOAHE BEIITHHE He caMo 33 JOKa3WBar¢ CeKBeHATa Beh 3a OaBibeme
MAaTEMAaTHUKOM YOIIIITE. >

ITPUMEP 22. TloTpaKuMO JOKa3 CeKBeHTa F v V —v IipenymTajyhu 9uTaoluMa CUHTE3Y.

AHAM3A. Huje TemkKo younTu Aa HAC [0 KEJLEHOT CEKBEHTA HE MOTY JIOBECTH MTPABUIIA
(Vi) mmm (V). Tlokymrajmo, umajyhu a ymy npasuio (L) ma moxaxemo =(aV —a) = L.
IMocnenisu cekBedT o6uheMo ako yereMo aa gokaxemo —(aV-a) B aV -« (—g). IIpema
(v¢), moxymatiemo ma nokakemo —(a V —a) F —a, omHOCHO, y3umajyhu y o6sup (—v),
=(aV —a),a b L. Onaj cexsent modujamo u3 —(a V —a),a - a V —a (ax) + (Vi) u
—(aV-a),at =(aV-a) (ax). >

Ha xpajy, u3asajaMo u je/iHy OIIITY OCOOMHY pefiaiuje -, Tj. TBpherme aHajI0rHO
TEOPEMHU KOMITAKTHOCTH.

Jlema 9. I' - a akko mocroju konauan moackymn I'g og I, taka na I'g | ..

JTIOKA3. (—) 3a nokas cekenta ' F « 3nauajue cy camo one Qopmyne mu3 I’
Koje ¢y akTuBHpaHe mpaBmwioM (ax). C 003MpoM Ha TO Jia IMpPaBWiIoO (ax) MOXKe
OUTH IPUMEHEHO CaMO KOHAYHO MHOTO MyTa, CIEIU Aa ¥ ,,aKTUBHUX ¢dopmyra
UMa caMo KOHA4YHO MHOTo. Axo ca ['g 03HaYMMO CKyIl CBHX aKTHBHHX (OpMYIIa,
3akJbyuyjeMo ma Mopa outnu I'g F a.

(+—) TpusHjaHo. O

H3Boljeme cexBeHaTa 3HATHO OJaKmmaBa M ckpahliyje kopurieheme T3B. H3Be-
JEHHX IIpaBuya. Y HApeIHO] JEMH 3ABOjJEHO je HEKOJIMKO TAaKBUX ITpaBUIIA.

a8 Tka T
) t28 2 - 29
T SR O spmpruy ol U DR C R srupn

Jlema 10. (1) (L)%

Benr. cut — ceuerme

PUupexc L yxasyje Ha To 14 ce TPABMIO OJHOCH HA HETAIN]Y €4 JIeBe CTPAHE PAMIIe

YYnpekc i ykasyje Ha T3B. HHTYHIMOHHCTHUKY JoruKy. [IpHPOIHA IEyKIMja OBE JIOTHKE YMECTO
npasuia (L) (koje ce nzbanuje) nogpasymesa npasuio (L), 10K cy cBa ocTaiia npasuiia 10380JbEHA.
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JIOKA3.
(1)
I.T,akFp [mpeTmocraBkal :
2.TFa=4 u3 | mpema (=y) T.arp :
3.THa [mpetnoctaska] T, = 3 (=v) TFao
4. TFp u3 3 mpema (=) T3 (=E)
)
.T,a,~a b « (ax)
2.1, a,ma F ~a (ax)
3.0, a,—~ak L u3 1, 2 npema (—g)
3)
I.THL [mpetmocraBkal
2.7, —a bk L u3 1 nmpema (slab)
3.THa n3 2 npema (L)

O

Xui10epToB CHCTEM 32 JAeIYKIHjy

IMocroje u apyru HAYMHU 1A Ce yBEJe TojaM CHHTAKCHE MOCeauIie. Jeaan o
BUX je T3B. XunbepToB (hopMaTHu CHCTEM KOjU uynHe cliefiehe cxeMe akcuoma:

(H1) o= (¥ =9), H2) (p= @ =10)=(pg=v)=(p=10),
(H3) oA =g, (H4) oA =1,

H5) o= W =9AY), (H6) p= ¢V,

(HT) = oV, (H8) (p=0)=(v=10)=(pVY=10)),
(H9) —¢p=(p=1), (H10) (= 1)= -y,

(H11) 1 = o, (H12) ¢V —p,

u ipaBmio MP no3Hato ka0 Moyc MoHeHC:

(MP) v je nenocpenna nocieauua Gopmyna ¢ u ¢ = 1, mro kpahe 3anmmcyjemMo y
00JIUKY
p p=9
(4

TIpH YeMy ¢y ¢, ¥, 0 Tpon3BosbHe Ucka3He ¢hopMyIie.

(MP)7

Jedunnmmja 13. I' Fy1 ¢ ako o caMo ako MOCTOjH KOHAYAH HH3 hopMyia ©1, L2,
.., ¥n ca caemqehuMm cBojcTBHMA:

1. ¢y je popmyna ¢;
2. cBaka opmyia pi, 1 < k < n, 3a10BospaBa jenan on ciaeaehux ycmona:

2.1. p; je akcnoma, nian
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22. ¢, e, wm

2.3. y; je mobujena mpumenoM mpasuiaa MP Ha Heke nBe omrosapajyhe
opMyITe Koje IpeTxoIe OBOj pOpMYITH y HABEICHOM HH3Y.

I[IPUMEP 23. JTokas ga je g —~a < (o = L) npencrasiba cnepehu Hus:

1. a=(a= 1) axcuoma H9

2. (a=1)=-a axcuoma H10
.(ra=(a=1)= (o= L) =-a)= (ra= (a= L)A((a= 1) = —a))
axcuoma H53!

4 (a=1l)=-a)=(a=(a=L)A(a=1)=-a) wus3l,3opema MP
5.(a=(a=L)A((a=1)=-a) u3 2, 4 npema MP

>

Teopema 4. I' - o akko I Fy1 a.

Joxa3z na je XuinbepToB CUCTEM 3a AEAYKIH]y eKBUBAJIICHTAH IPUPOIHO] JeIYK-
LMjU CIIPOBOAM C€ MHIYKIMjOM IO AYXKMHH M3BOlera CEKBEHATa y jeIHOM, OJIH.
IpyroMm cucremy. Jlokas H30CTaBbaMo.

Teopema normyHocTu

VY nocaalmuM pasMaTpamkbiMa HUje OMIIO TElIKO YOUMTH Jla peNanuja ce-
MaTHuKe mocnenuie () U peranuja cuHtakcHe mocneauie (F) mocenyjy Hu3 3a-
JEMHMYKUX 0COOMHA, 6e3 003Mpa Ha TO MITO Cy AePUHUCAHE HA TIOTIYHO Pa3IUIHNTe
HayuHe (Ma Cy U JOKa3W THUX 3ajeIHHYKHX OCOOMHA MOTMYHO pasmumuuTh). Kao
WIIyCTpalyjy OBe TBPIH-¢ HABOJAUMO clieniehy jemy.

Jlema 11. Ako cy «, 3,7y mpousBoJbHE (pOpMYyIIe, Taaa
. a,fEvyakko E a A B = 7;
2. a,BFvakkotF a A B = .

JTOKA3. (1) (—) IIpernocraBumo 1a je «v, 5 = . Heka je v npou3BobHa Bajtyanuja.
Axoje v(a A B) =0,onmamopabutnuv(a A=) =11. v EaAf=".
Axo je v(a A ) = 1, onma je v(a) = 1mv(B) = 1, 1. v = «, 3, na npema
NPETIOCTABIM v = 7, ogHocHo U(7y) = 1. Hajsax, m3 v(a A B) = 1uv(y) = 1,
sakipydyjeMo maje v(a A B =y) =L 1. vEaAf=1.

(«) TIpermocraBumo na je = a A 8 = 7. Heka je v Badyauuja Taksa aa je
vE o, B, 1. v(a) =0(F) = 1. Kako je Tama u v(a A ) = 1, a o mpeTnocrasiu
jev(a A B = ) =1, 3akibyuyjemo ga Mmopa outu u v(y) = 1, 1j. v = .

o= (a= )= (= L) = -a)= (ra= (a= I))A(a= L) = -a))

@ P ® P



(2) (—) IpernocraBumo 1a je o, 5+ 7.
.a, By

.aNBa, By
.aANBialEB=y
.aANBFRa= (B=7)

1
2
3
4
5.
6
7
8
9

10

(«) IpernocraBumo aa je - a A = 7.
1

aANBFaNnP

.aANBFa

.aNpES
.aANBEB=y

alNBEy

anpg =y

anNB =y

2
3
4.
5
6

Jlema 12. Axocyay,..

.a,bFaNnNB =y
.o, Bk«

BB

.a,BFang
.a, By
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[mpernocraBkal

[mpernocraBskal

u3 1 mpema 2 x (slab)

(ax)
(ax)
u3 3, 4 mpema (Ay)

u3 2, 5 npema (=g).

O]

MaTteMaTHYKOM MHIYKITHjOM jeTHOCTaBHO ce IToka3yje u ciienehe TBpheme.

I a,...,an = fakko = a1 A+~ ANay, = f;

2. 01,...,anF BakkoF o A Aoy, = 6.

., Qip, B IPOU3BOJBHE (pOpMYITE, TaAA

CetnMo ce Aa je Hallla TToJla3Ha HaMepa NMPUINKOM yBohema 1mojMa CHHTaKCHE
nocieavie () 6una 1a Ha jelaH APYrd HAYWH, HE3aBUCHO OJ1 Ballyandja, oKapak-
TEPUILIEMO ceMaHTUuKy rocneauity (). Ia cMo y ToMe ycrenu 10Kasyjy TeopeMe
y oBoM nornaBiby. Hajnpe hieMo GopMymucati cBe BaskHe TeopeMe OBOT OJleJbKa,
MIPOKOMEHTAPpUCATHU BbUXOB OOHOC, a 3aTUM U CBAKY O HBbUX JOKAa3aTH.

HaI/IMe, KEIINMO Ja JOKaXeMO Cﬂeﬂehy TEOpEMY

(%)

On nmoceOHOT 3HAYAjA je ¥ FheHA TUPEKTHA MOCTISINUIIA

(%)

Maxo ce 4yMHM Ja je 0Ba IIOCIEUIa clabuja o HaBeleHe TeopeMe, Teopema (%),
3ajeIHO Ca TEOPEMOM KOMIIAKTHOCTHU U jieMoM 9, umrmmnupa (% ). ITpumernmo

I'-oakkoI' = a.

Faakko = a.
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HajIpe 1a 13 (x) jeMHOCTABHO TOKA3yjeMo, IPIMEHOM JieMe 12, 1a 3a CBaky KOHAYaH
ckyn dpopmyna I' Baxu: I' -« axko I' |= a. 3aucra, axo je I' konauan ckyn®?, onya

I' - a akxo I—/\Fﬁa al(<§20):/\F:>aaKKOF):Oz.

VYkomuko je I' Oeckonauan ckyii, Tajia c€ MOpaMo MO3BaTH HA TEOPEMY KOMITAKTHO-
CTHU U JiemMy 9.

I'a akko T'gF «3amnekn konauan I'g C I' [ mpema memu 9]
akko I'g = « 3a nekn xonauan I'g C T’

akko I'|= a [ mpema TeopeMH KOMIIAaKTHOCTH]

VY HacraBky, Hajipe hieMo qoka3atu T3B. Teopemy cariacHocTu: ako je I' - a,
onma je I' = a. Cnenwjanno, ako je - «, onna je = «. Jour jenna mocneauia
TEOpEeMe CarjacHOCTH je 3aHUMJbHBA; PeY je O T3B. TeOPeEMH O HENPOTHBPEYHOCTH:
axo ckyn I' uma moznen (I' £ L), onna ce u3 I' He MoKe M3BECTH KOHTpPaJUKITja
Tt L), 1. I je HempoTuBpeuan (KOH3HCTEHTAH) CKYII.

Haxon J0Ka3a TeopeMe CarIaCHOCTH, OCTaje Ja JOKAXEMO U HeH OOpAT T3B.
TeopeMy jake nmornynoctu: u3 I' = o, cnenn I' B a. Yob6uuajeno je ma ce ymecto
TeopeMe jake MOTIYHOCTH JOKa3yje jeHa FheHa BapHjaHTa T3B. TeopemMa O MOC-
Tojamy Mozmena: Axo je I’ memporuspeuna teopuja (I' ¥ L), onma mMa Momen
(' & 1), 1j. nocroju Banyanuja xoja 3amoBosbasa cee hopmyne u3 I'. Hapeana
JIleMa YCIOCTaBJba Be3y u3Mel)y oBe JBe TeopeMe.

Jlema 13. Crneneha nBa TBphema cy eKBHBaTeHTHA:
(1) 3a cBaky popmyny o, u3l' = o, ciequ I' - «;
(2) mIt/ L, cnemu D [~ L.

JTOKA3. (1) — (2) TpusujamHo.

(2) — (1) TIpernocraBumo ga Baxu (2) u na je I' = «. TIpermocraBumo u,
CYIIPOTHO OHOME IITO Tpeba mokaszaty, na je I' I/ a. Tama I', ~a I/ L, jep 6ucmo y
CYIPOTHOM MMaIT!

I'—ak L
2 (1),
Tra 1o
Ha ocnoBy (2), 3akmyuyjemo ga I', —a & L, 1j. na mocroju Bajyanuja v Taksa jaa
v =T, —a, mro je y cynpornoctu ca I' = . Haxkie, I' F a. O

Kao mro cmo Behu ncraxim, TeopeMa jake MOTIYHOCTH, 300T TeOpeMe KOMITaK-
THOCTH, Guhe TocienuIa TeopemMe c1abde MOTIYHOCTH: U3 = «, ciemu F av.

2Ak0je T = {v1,...,vn},onmaje AT dopmynayi A--- A yn.
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Cnene obehann qoKasy CBHMX IIOMEHYTUX Teopema. HakoH TeopeMe cariac-
HOCTH JIoKa3aheMO HE3aBHMCHO CBE TP TEOPEME: TEOPEMY Cj1abe MOTIyHOCTH, TEO-
peMy O IIOCTOjarby MOJIEa U TEOPEMY jaKe MOTIIYHOCTH. Pasior je Taj IITO CBaKH
JI0Ka3 JIOHOCH HeKe KOPHUCHE Heje U crielMpuuan IpHUCTyI. Y3uMajyhu y 063up
NPETXO/IHA PA3MATPakha, JOKA3MBAEM OBE TPH TEOPEME 3aITPABO JOKA3Y]jEMO TEO-
pemy (%) Ha TpH HaYMHA.

Teopema o TEopeMa O TI0CTOjatby
HEIPOTHBPEYHOCTH Mojiena
akol p£ L,onmal' I/ L (%) ako 't/ L, onma " £ |

'Eaakko T'Ha

Teopema T Teopema jake

CaracHoOCTH +  TOTHMyHOCTH
ako'F a,ommal | « akol' = a, onpa T' -

/]

T Teopema ciabe
ako o, oH1a o+

+ mormyHocTH
aKko = «, oHja b «

KOMITAaKTHOCT 3a }:
KOMIIAKTHOCT 3a -

TeopeMa CarJIaCHOCTH

Teopema 5. [Teopema carnacnocru] Axo jeI' F o, onma je ' = a.

JOKA3. Axo je cekBent I' - a gokasus, onza oarosapajyhie uzsoheme MoxkeMo
TIPEACTABUTH KA0 KOHayaH Hu3 cekBenara ['y F aq, ..., [, F an, 3a Hexkon > 1,
npu yemy je I', = I' u a, = avm cBaku cexBent 'y, F ag, 1 < k < n, gobujen je wiun
NPUMEHOM NpaBmia (aX) WM MTPUMEHOM HEKOT JPYrOT MPaBUIa HA CEKBEHTE KOJU
My TIpeTXojie y Hu3y. BaXkHO je mprMeTHTH Ja je Taja TOKa3WUB M CBAKW CEKBEHT
HaBEIEHOT HU3a U Ja HErOBO M3BOhEeHmE Aajy CEKBEHTH KOjU MY IPETXOAC y HU3Y.
IMon myxwHOM M3BOhema HEKOT CeKBEHTa MOAPa3yMeBaMoO JYXKIHY HU3a KOJUM je
TO M3BONEmE MPEeICTaBIbEHO.

Joka3 TeopeMe carmacHOCTH M3BOJUMO MHAYKITHjOM TIO Ty>KUHHU M3Bohema 3a
'k o.

IIpermocraBuMoO Oa je AyKuHa u3Bohema 3a I' F « jemmaka 1. Heka je v
Banyanvja taksa jga je v = . Tpeba ma mokaxemo aa je Tama u v = . U3
MPETIIOCTaBKe 4 je AyKHMHa m3Bohema 3a ' F « jemumaka 1, 3akbydyjeMo ga je
I' b a nobujen npumenom npasmia (ax), 1j. ga « € I'. Takie, ako v |=I', onpma y
OBOM CJIy4ajy TPMBHJAITHO CIEAN A U = .

IpernocraBnMo aa je TBpheme Koje KeTUMO Jia JOKaKeMO TaYHO 3a CBe MPH-
ponHe 6pojeBe Mame o1 HeKor 1, n > 1. Heka je my>xuHa uzBolema cexpenra I' - o
jemnaka n. TlpernmocraBumo ja je v Bajyanuja taksa ga v = I'. Pasnmukosahemo
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CllydajeBe y 3aBUCHOCTH Of] TOr'a KOJUM IIPABHIIOM je TOOHjeH IOCIEqbH CeKBEHT
'k a.

(slab)

Axo je I' F « no6ujen npumenom npaswmia (slab), onga my y ussohemy
nperxomau cekBent obmuka '\ {7} F «a, 3a neky popmyny v. Uz v = T,
cnemn na v =T\ {7}, a kako je nyxuna nokaza 3a I' \ {y} F a mamwa oa n,
npemMa MHIYKTHBHO] TIPETTIOCTABIIN 3aKJ/byUyjeMo J1a je v = a.

Axo je I' - o nobujen mpumenom mpasmia (=), OHIA & MOpa OUTH 06JIHKa
p = 1, 3a neke opmyie ¢ u . Iopen Tora, y onrosapajyheM msBohemy
cekBeHTy I' - ¢ = ¢ (15. I' = «), nperxomu ceksent I', ¢ = 1. Vkomuko
v E ¢, onna v = I, p, ma npeMa MHIYKTHBHOj IIPETIIOCTABIM CIIEIN Ja
v =Y, acaMuM THM U U = @ = 9, Tj. v = o YKOIMKO v [~ @, oHa omax
nobujamMo ma v = = ¥, 1j. v | .

[Ipenmopy4dyjeMo 9yuTaoIy Aa J0Ka3 CaMOCTAIIHO KOMIUIETHpPA U Ja Ha Kpajy
COTICTBEHM JIOKAa3 YIOPEaH ca HACTABKOM JI0Ka3a JATHM OBJIE.

(=r)

(Vi)

Axojel'  a no6ujen npumenom npasuna (=g ), OHIA My IPETXO/IE CEKBEHTH
' eul'F ¢ = «,3anexky popmyny . [lomro v = I', mpema MHIYKTHBHO]
NPETIIOCTABIM J00MjaMo 1a ¥ = ¢ U v = ¢ = «, OJaKJIe jelHOCTABHO
nobujamo v = a.

Axo je I' F o no6ujen mpumenom npasmia (Ay), oHIa o Mopa GUTH 06JIHKa
@ A 1, 3a Heke popmyie ¢ u ¢. Ilopen tora, y onrosapajyhem ussohemy,
cekBenty I' H ¢ A ¢ (1. T' - ) nperxone cexkBeutu I' H o u I' - ). U3
v = T', npemMa MHIYKTUBHO] NPETIIOCTABLM ClIEAM I VU = @ U v = 1), a
CAMUM THM U U |= @ A, Tj. v = a.

Axo je I' - o mobujen mprMeHoM IIpaBuja (/\1E), OHJIa MY IIPETXOJIU CEKBEHT
I' F a A ¢, 3a Heky popmyny . Ilomro v = I, mpeMa MHIYKTHBHO]
NPETIIOCTABIM J0OUjaMo 1a v = av A o, oakiie cieam 1a v = .

AHAIIOTHO TIPETXOTHOM CITy4ajy.

Axo je I' b o nobujen mpumenom mpasuia (V;), onna o Mopa 6utH obmKa
@ V ¥, 3a Heke popMmynre ¢ u . Y onarosapajyheM m3Bolemy, CEKBEHTY
' eV (ry T'F «a) nperxomu cexsentr I' F . U3 v = T, npema
MHAYKTUBHO] ITPETIIOCTABIM CIIENN JIa U = ¢, ofakie g1obujamo v = ¢ V 1,

Tj. v = a.

AHAIIOTHO TIPETXOTHOM CITy4ajy.
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(VE) Axojel' F a nobujen npumenom mpasuia (Vg ), OHIa My IIPETXO/IE CEKBEHTH
F'FoeVvy, Tk anl, ¥k a,3a nexe bopmyne ¢ n 1. U3 v = T npema
HHIYKTHBHO] IPETIOCTABIM e 1a v = @ V 1, Tj. v = ¢ wm v = 1,
nma camuM ™M v = ', wm v = T', 9. Buito Koju ox oBa JiBa ciydaja Ja
HACTYIH, MO3MBAHEM Ha MHIYKTUBHY MPETIOCTABKY J00MjaMO 1a U = .

(—u) Axo je I' F a noGujen npumenom npasuia (—y), oHAA je v 06aMKaA —p, 32
Heky opmyiy . Y oarosapajyhem uzBohemy, cekBenry I' = - (1j. I' F )
nperxozu ceksent I', o = L. Axo 6u 3a Basyauujy v taksy ga v = I' 6uno u
v = ¢, IpeMa MHAYKTUBHO] IIPETIIOCTABIM UMaI OMcMo v = L, mro Huje
Mmoryhe. axie, v £ o, mav | —p, Tj. v = a.

(—g) Axoje I a nobujen mpumeHoM mpasmwia (- ), OHIA je ( 3aIIpaBo JIOTHYKA
KOHCTaHTa L m y onrosapajyhem m3Bohemy HaBEIEHOM CEKBEHTY IPETXOe
cekeut I' - o u I' F -, 3a Heky dopmyny ¢. V¥ oBoM ciaydajy Tpeba
[0Ka3aTH [1a HE IIOCTOjU BallyalMja Koja 3a0BosbaBa cBe ¢opmyie u3 I
Axko 6u mocrojana Bamyanuja v Taksa aa je v = I', onma 6ucMo mpema
WHAYKTUBHO] TIPETIIOCTABIM MMAIU fa v = ¢ M v = —¢, mTo Huje Moryhe.

(Le) Ako je I' F a mobujen mpumenom mpasuna (L), oHma y oarosapajyhem
n3Boljey 0BoM cekBeHTy nperxonu I', —a = L. Ako 61 3a Batyanujy v TakBy
nav =T 6unmounv £ a, 1j. v E -, npeMa MHIAYKTUBHO] MIPETIOCTABIH
nuManu 6ucmo v = L, mro nuje Moryhe. Jlakne, v | a.

O

Teopema ci1abe NOTNYHOCTH

TeopeMy cinabe NMOTIIYHOCTH U3BOAMMO KaO IMOCICAUNY HAPEAHE ABC JIEME.

Jlema 14. Ako < o3HauaBa jeaHy o1 penanuja = (ceMaHTHUKY MOCTEMNILY) Wit
(CHHTaKCHY MTOCIIENILY), OH/Ia BAXKH:

DI) I'<d——aakko I’ < «;

Dy) '<aVvpakkol',~a < S3;
—(aV p)akko <—aul < -0;

(
(
(DY
(
(

Dy

2)
)
) T

Do) '<anBakkol <aunl < f;
) T < =(aAB) akko T, a <1 —f;
)

(Do) T'<wa= fakko ' a < f;
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Navi<epakko',a<tpul,5 < ¢;

NanB<pakkol,a, 8 <1 ;
I=(anp)<pakkol',~a <oul, =8 < p;
lNa=pg<pakkol',~a <poul, < y;

L2) I'=(a=B) <pakko ', a, 3 < ;

Le

)
)
)
(L3)
(Lv)
(Ly) T, =(aV B) < ¢ akko I'-ar, =8 < ;
(L)
(L3)
)
)
) Thae pgapakkol, o, <poul,—a,—f < ¢;
)

(
(
(
(

JOKA3. Jloka3u cBHX HaBeleHHX TBplema IpeacTaBibajy KOPHCHY BeXXOy, Te UX
ocrasibamo unTaolly. [TpuMepa paaum, HaBoguMO camo j1oka3 TBphema (Dy). Tpeba
J1a TOKa)keMo:

(1) TEavpakkol',mal=8 u (2) I'FaVpPakkol',-atk 5.

Joxaxumo (1).
(—) Hpernocrasumo aa je I' =« V 5. Heka je v mpou3BoJsbHa Bajlyalfja TaKBa 1a
viET,ma. M3v =T ul = aV f3akmyuyjemo na v = a V G, 1j. v(a Vv ) = 1.
U3 v = —a, cienn 1a je v(«) = 0. Kako je v(a V §) = 1 uv(ar) = 0, mobujamo na
e 5(8) = L,1j. v = 6.
(+) MIpernocrasumo ga je I', ~« |= 4. Heka je v mpon3BosbHA Bajlyaluja TAKBa 1a
v = T, Pasnukyjemo nBa ciaydaja: 0(«) = 1w v(«) = 0. Axo je v(«) = 1, onma
Mopa 6utn u v(a V 8) = 1, 1j. v E aV 8. Ako je v(a) = 0, onma v = T', —a,
na 36or I', ma |= 3, 3akibyuyjemo na je v = 3, 1j. v(8) = 1, omakie mobujamo
v(aV p) =1, omHocHo v = a V .

Jokaxumo (2).
(—) HpernocraBumo aa je I' - a Vv 3.

.TFavVvp [mpeTmocTaBKal

2.0, —makaVp u3 1. npema (slab)
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3T, -aa b f (1) + (1)
4. T, -, B (ax)
5.1, —atkp u3 2, 3, 4 npema (Vg)

(+-) IpernocraBumo aa je I', ~a = .

.T,-akp [mpermocraBkal
2.1, e, = (Vv B) u3 1. mpema (sla )
3.0, —a,=(aVp)FaVvp u3 2. mpema (V)
4. F, -, = (aV B) F=(aVvP) (ax)
5.1, —a,=(aV B) u3 3, 4 mpema (—p)
6., =(aVp)F u3 5 npema (J_C)
7.0, =(aVpB) F a\/ﬁ u3 6 ipema (V)
8. I, ~(aVp)F (a vV 5) (ax)
9.7, - (aVp) F u3 7, 8 mpema (—g)
10.TFaVp u3 9 pema (J_C)

Ha ocHOBY oco6uHa HaBefeHUX Y TIPETXOTHO] JIEMH, 3aKJbYUyjeMO Ja ce HCITH-
THBaE 14 ¥ je (hopMyita 6 TeopeMa (TayTONOTHja) NCKA3HOT pavyHa, OJHOCHO J1a
m je - 0 (= 6), Mmoxe cBecTH Ha ,,cHCTEM BeoMa je[IHOCTaBHUX MTPOOIeMa 0OIIHKa:

Pt i |—p;?f (P, ... plm ):p?j)’

TO€ CY Piys - - - » Diy» Pj HEKA UCKA3HA CIIOBA, Gjy, . - - , Qi , & € {0,1}, mpu yemy p°
o3HauaBa —p, a p' 03Hauama p, 3a GO KOje MCKA3HO cIOBO p. OBO 3amakkarse
WITYCTPYjeMO Y HapeTHOM TIpUMeEpY.

TTPUMEP 24. OcoGuHe HaBemeHE y MPETXOIHO] JIEMU MOXEMO MOCMATPATH KO MMPaBHUIIA
nomoliy KOjux ¢ce HEKH CEKBEHT MOKE ,,CBOAUTH HA CEKBEHTE y KOjUMa y4eCTBY]y popmyIie
CBE Matbe CJIOKEHOCTH.

Jlokakxumo, Ha TOMEHYTH HauuH, 1a je - (pg = p1Vpa) = (poA—p2 = —(po = —p1)).

F (po = p1 Vp2) = (Po A —p2 = —(po = —p1))

akko po = p1 VP2 - po A —p2 = =(po = —p1) (D=)
akko po = p1 VvV p2,po A p2 F —(po = —p1) (D)
aKKo po = p1 V p2,Po A —p2 - po,

Po = p1V p2,po A —p2 E —mpy (D)
aKKo po = p1 V p2,Po A —p2 = po,

Po = 1V p2,po A p2 - p1 (D2)
aKko po = p1 V p2,Po, P2 F po,

po = p1V p2,po, P2 - p1 (La)

aKKko —po, Po, "P2 = po,
p1V P2, Po, P2 - po,
—po, Po, ~P2 - p1,
p1V D2,D0, P2 - p1 (Ls)
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aKko P, Po, P2 - po,
P1,P0, P2 F po,
P2,Po, P2 F po,
—Po, Po, ~P2 F p1,
P1,P0, P2 - p1
P2,Po, "P2 = p1 (Lv)
VY natom u3Boljemy, OTa3HH CEKBEHT je CBEICH Ha ,,CHCTEM™ CEKBEHaTa y KOjHMa ce
1I0jaB/byjy CaMO HCKa3Ha CIIOBa M HETAIMje MCKa3HUX crmoBa. OUHUITIENHO je [a ce CBH
CEKBEHTH ,,CUCTEMA" MOI'Y U3BECTH, I1a j€ Ha Taj HAYMH [[0Ka3aH ¥ [OJa3HU CEKBEHT. >

Jema 15. Ako cy pi, .- -, Pi,n,Pj HeKa HCK4a3HA CIOBA H Gy, . . ., 4;,,,a; € {0,1},
Taza cy ciencha rBphema eKBUBATICHTHA:

(D) pit, .. pim b pl
Q) PPl

(3) mocroju k € {1,...,m} TakaB na je pj = pi, M aj = aj HIH IIOCTOje
k.l e{1,...,m}, k #{, takBu na je p;, = pi, U ay 7 ay.

JTOKA3. (1) — (2) IupexTHO U3 TEOpPEME CATITIACHOCTH.
(2) — (3) Axo mocroje k, ¢ € {1,...,m}, k # ¢, TakBu na je p;, = p;, U ar # ay,
TBpheme je mokazano. IpermocraBumo 3aTo Aa oBaksu k u ¢ He mocroje. Y ToMm
citydajy, ako GH CIIOBO p;j GMIIO Pa3IMUMTO OX CBAKOT CIIOBA Pjj, .- ., Pi,,, OHAA
Ou 3a Banyauujy v takBy ga je v(p;,) = ap (npuMeTHMO 1a ako Mely CIoBHMA
Diyy - - - s Di,, AMA HCTUX, OHZA U ,,M3JI0KHOIN* THX CJIOBA MOPajy OUTH jeHAKH) U
v(pj) = 1 —aj, Baswno v = pi¥, 1 <k <m,mv = p?j, CynpoTHO TBphemy (2).
Jlaxite, CIIOBO p; MOpa GHTH jeTHAKO HEKOM CIOBY Pj,, 1 < k < m. Camum TMm,
360r (2), Mopa 6urty u a; = a.
(3) = (1) Ako mocroju k € {1,...,m} takaB nma je p; = p;, ¥ a; = aj, OHIA
npeMa npasuiy (ax) Baxu (1) ... ,p?j, Lk p?j. Axo nocroje k, ¢ € {1,...,m},
k # {, TaxBu ma je p;, = pi, U ar # Gy, OHOA IpeMa MpaBWiIy (—p,) CIeaun
s Dips -+ Wigs - - - L, omakie mpuMenoM npasma (L) 3akibydyjemMo 1a Baxu
(1). O
IMocnenuiia mpeTxoaHe ABE JeMe je TeopeMa ciiabe MOTITYHOCTH.

Teopema 6. [Teopema c1abe nornynocru| Axo = o, onzga b «.

TeopeMa o nocrojarmy mMojesa

Teopema 7. [Teopema o mocrojamy momena] Ako je HEKH CKyI (hopMyJia HENpPO-
THBpeYaH, OHJa HMa MoJAe (Tj. IIOCTOJH BaTyallHja Koja 3aJ0BOJbaBa CBe (hopMyJie
TOT CKYHa).
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WEJA TOKA3A. Heka je I' wenmporuspeuan ckyn gopmyna, tj. I' I/ L. Tpeba na
JOKaxeMo s1a nocroju Banyaumja v : P — {0,1} taka na v = T, 1j. 0(v) = 1,
3a cBe v € I'. Jlpyrum peumma, ako je xp : For — {0,1} xapaxrepucruuna
¢dbynxnuja moackymna I' C For, onma Tpeba mokas3aT 1a IMOCTOjH Balyalldja v TakBa
na je xr(a) < v(w), 3a cBaky popmyiy . Hajsakuuja 10CETKa y 10Ka3y TEOPEME
MOTIIYHOCTH jecTe mocMaTtpati (Gyukimjy v : For — {0, 1} kao kapakreprcTuuny
¢dyukimjy Hexor noackyma ox For. Hawuwme, cBaka Bamyanuja v oapelhyje jenan
nenporuspeyan ckynm A, = {« € For | v(a) = 1}. Tlopen tora, ckym A, je u
MakcuManaH (y CMUCITy MHKITy3Hje) HepOTUBpeUYaH CKyn GopMyia jep My ce He
MOJe TIOATH HUjenHa GopMyia a Jia ce cauyBa HEMPOTHUBPEUYHOCT. 3aucTa, aKo je
d 6uso xoja hopmyna koja He npunana A,, ouaa je A, U {0} nporuspeuan cky:
m d ¢ Ay, ciemn na je v(6) = 0, ma je v(—=d) = 1, u cxomHo ToMe =0 € A,
WTO Aajbe 3HauM aa 0 u — npunagajy A, U {0} omaxie 3akibydyjeMo na je oBaj
ckyn mpoTtuBpeyan. O CYIMITHHCKE BAXXHOCTH 34 I0KA3 TeopeMe MoTnyHocTH Oulie
obpat: ako je A MakcHMalHO HEMpOTHBpEYaH CKYI, OHIA TOCTOjU Baslyalldja
v takBa ma je A = A,. Kapakrepuctnuna (GpyHKIMja GWIO KOT MAKCHUMAIHO
HEeMPOTHBPEUHOT CKYIA jecTe eKCTeH3uja Heke Banyanuje. OCHOBHA Wieja qoKasa
TeopeMe TOTITYHOCTH CaJia je jacHa: MPOUIMPUTH cKyn I' 10 Hekor MakcHMallHO
HEMPOTUBPEYHOT cKyma A.

Jedunnumja 14. HermpotuspedaH ckyn ¢popmyia I' je MakcumatHO HeTpOTHBpEedaH
YKOJIUKO HE IMTOCTOJH MPaBH HAJACKYIT OBOT CKYIla KOJH je HEIIPOTHUBPEUAH.

Jlema 16. Axo je A MakCHMAJIHO HENPOTHBPEYAH CKYII, OHIA MTOCTOJH BAIyallHja
v TakBa ga je A = {a € For | ¥(a) = 1}, 1j. TakBa na je meHa eKCTeH3Hjd
v : For — {0, 1} jeanaka xapaxtepuctuunoj ¢pyukmuju x A : For — {0, 1}.

JIOKA3 JIEME. Heka je A MakcuMatHO HEMPOTHBPEYAH CKYIL.

IMpumerrMo Hajrpe 1a 3a cBaky GopMyiay o Baxku wm « € A wm —~a € A
(1, HapaBHO, HUKaKo 060a). 3amcTa, ako 61 3a HeKy popMmyny « 6uno o € A u
- € A, 360T MaKCHMAaJIHE HEMPOTHUBPEUHOCTH cKyna A umanm 6uemo A, o - L n
A, o L, acamuM UM u

AabF L A —abF L
AF -« (~v) Al « (-x)
AF 1 '
IITO je CYMMPOTHO HEMTPOTUBPEYHOCTH CKyma A.
TpaxkeHa Bajiyanuja ce MOxe ,,ipountaru® u3 ckyna A. Heka je va : P —
{0,1} pecrpukuuja xapaktepuctuune dynkuuje xa : For — {0,1} na ckyn
HCKa3Hux ciaosa P, va = xa [p, TO jecr:

1, €A,
UA(p):{ 0 ﬁpEA.
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Tpeba na moKakeMo 1a je VA = XA, Tj. 1a je Ua(a) = xa(«@), 3a cBaky ucKasmy
dbopmymy a. Tlocneama jeqHAKOCT je OUMTIICAHO TaUHA aKO j& (v ICKA3HO CIIOBO WJIN
Jorudka Koncranra L. Ocraje joI qa ce ToKaxe Ia 3a IpOU3BOJbHE hopMylie ¢ U
1) BaXU:

(1) xa(=¢) =-xalp) =1-xalp)

(2) xaly Q/}) = xa(p) A xa(y) = min{xa(e), xa(¥)}
(3) xaleVy)=xalp)Vxa() =max{xa(e), xa(¥)}
(4) xalp =) =xale) = xa¥)

OBe jeMHAKOCTH Cy Y CKJIay ca JeGUHUITNjOM eKCTeH3Hje HEKe BaTyallrje ¥ CaMuM
THM JIOKa3yjy keJbeHo TBphewe. byayhm ma je xA KapakTepucTHuHa (HYHKITH]ja
ckyma A, HaBeIeHE jeTHAKOCTH MOKeMO (popMynucaTy u y cieaehem o6anky:

(1) mp € A akko ¢ € A,

(2) p AN € Aakko p € Auntp € A,

(3) V€ Aakko p € Amwm ) € A,

(4) p =1 € Aakkousz p € A, cnean ga ¢ € A,

[Ipe Hero mTo MOKakeMO CBa HaBeZleHa TBphema, qokazahemo jorr jeqHo 3HauajHO
CBOJCTBO MAaKCUMAITHO HEMPOTUBPEUHUX CKYIOBA!

(0) ¢ € Aakko A F o.

JTokas tBphema (0). Ako ¢ € A, onnma je jacno ma Mopa 6utn A = . Jla 6ucmo
Joxazaimn u o6pHyTto, mpermoctaBumo 1a A F o u ¢ € A. 360r MakcHMaine
HEMpOTUBpeYHOCTH cKyma A mmamo ma A, F L, a camum tim 1 A F =,
npuMeHoMm nipasuiia (—y). Mehytum Tana je

AF L £/
ITO HUje MoTyhe 360T HEMPOTUBPEUHOCTH CKyma A.

Joxas tephema (1). (—) Ako —p € A, onja 360T HENPOTUBPEUHOCTH CKyTa A He
MOJKe @ TIPUIIaaTH OBOM CKYITY jep OMCMO y CYIPOTHOM MMAJIH:

(ax) (ax)
AT - AT
wAFL ().
(«) Ako ¢ ¢ A, onza 360r MAKCUMAJIHE HEMPOTUBPEYHOCTU CKYNA MMAMO J1a
A o 1, acamum Tum 1

Aok L
AF—p

ITpema TBphemy (0) mmamo ma —p € A.
Jloxas tBphema (2). (—) Ako p A € A,onpa AF o AYn

w(/\) K40 1 w( )
AFyp VB2 ARy VBED

(—u)-
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na rpema TBphemy (0) ciemn p € Au € A,
(«-)Akop e Auyp € A,onma A puAtr i, man

AFp ARy

A ond (Au),

onakse npema (0) ciemm na ¢ A € A,

Jloxka3 tBphema (3). (—) Ipernocrasumo na p V1 € A,ammna @ € Anp & A,
Tana 360r MakCUMaJlHe HEIPOTUBPEYHOCTH 3aKibydyjeMo qa A F —pu A F =,
MehyTuM, Taga IMamo

Atb =g Ak —g
Aol Apob-p AYvEY AYE-—p
A'_ ) ) b b
VY AoF L ApF L
AF L ’

IITO je Y CYIMPOTHOCTH ca HempoTuBpeuHotnhy ckyma A.
(<) Axo ¢ € A, onma A F ¢, ma uMamMo u

AF g 1
m(VU),

onakie npema (0) cnenn ma ¢ V¢ € A, Ananorno, npumenom npasmia (V)
3aKJpydyjeMo ma u3 ¢ € A cmemu ma ¢ V P € A,

JToxas tephema (4). (—) Ako ¢ = 1 € Auyp € A, ona umamo ga A = ¢ = 1)
uAF p man

AFp=19v Al
=
onaxne npema (0) cnenn na ¢ € A,
(+—) PasmukyjeMo aBa ciydaja. Axo ¢ ¢ A, oHma 360r MAKCUMATHOCTH CKyIa A
Baxu A, ¢ F |, ma umamo

Aok L
Ao, L
Aoy
AFp=1
Axop € A,onman € A,atumen A F 9, na

AFY
AN
AFp=1

V o6a ciyuaja npema (0) cienm na ¢ = ¢ € A, O
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JIOKA3 TEOPEME 7. IlpeMa IpeTXOOHUM pa3sMaTpamuMa, TPaKeHH MOMAEN J00u-
jaMO aKO KOHCTPYHIIEMO MAKCHMAJIHO HENMPOTUBPEUHO npoiupere ckyna I'. To
heMO y4YMHHTH Tako MITO heMo cBe MckasHe dopmyite mopehaTy y HU3 U pPeaoM
34 CBAKY IOjeIUHAYHO MCIUTHBATHU Ja JIU C€ MOXKE JOJATH XKEbEHOM MaKCHMAITHO
HEMPOTHUBPEUHOM TMPOIIHPEIHY.

Kaxko je ckym uckasznux opmyna npebpojuB, cBe HcKasHe GpopMysIe MOXEMO
niopehatu y HM3: ©q, 1, P2, . . . Popmyse hemo nocreneno nomgaBatu aepununryhn
m3 'y, n € N, Ha cnenehn nauun:

T'o=T
r _ Ty, ako 'y, o F L,
=, u {¢n}, axoTy,,@nt/ L.
Ouurnequo je ' = I'g C I'y C I's C I's C ---. IlpuMeTHMO 1a je 3a CBAKO

n € N ckyn I',, nenporuspeuan, 1j. Baxu I'y, I/ L. OBo jeanocraBHo 10Ka3yjeMo
MaTeMaTHIKOM WHAyKIHjoM. Ako je n = 0, TBpheme je Ta9HO 1o MPeTIOoCTaBIIN.
IIpernocraBumo ga je I'y, P/ L. Ha 6ucmo goxaszamu ga je I'p41 L, pasmukyjemo
JIBa cIyd4aja.

1. cayuaj: Ty, on F L. Taga je I'y, 11 = 'y, na je TBpherbe TauHO 110 HHAYKTUBHO]
MPETIOCTABIIN.

2. cnyuaj: Iy, n 7 L. Tama je I'yy1 = 'y U {pn}, ma je u y oBom ciyuajy
Fn—&-l |7[ 1.

Heka je I' = ey I'k. Joxaxumo ma je n I' memporuspedan ckyi. ITper-
nocrasumo cynpotHo ga I F L. Tana nocroju xonayan noackyn IV C I'*, Takas
ma I = L. Iowrro je I'" xomagan u I'" C I'™* = | J; .y I'k, mocToju npupoaan 6poj
n takas ga je [V C Uk<n Tk = T'n. Mehyrum, Tana I'y, = L mro nuje Moryhe.

Ckyn I'* je m menykTuBHO 3aTBOpEH, Tj. 3a cBaky dopmyny ¢ Baxu: I F ¢
akko ¢ € I'*. Baucra, Heka je ¢ nmpousBosbHa hopmyna u I'* - . Taga je ¢ = ¢y,
3a HeKW mpuponan 6poj k. Axo ¢ & I'*, onma 'y, o, F L, omaxite mpema mpasuiry
(—u) cemn Ty, B -, ma Tume u I'* F -, Kako je I'™ + ¢y, mpema mpasuy
(—g) mobujamo I'* = L, mrTo je cynmpoTHO 10Ka3aH0j HENPOTUBPEUHOCTH cKyma [,
OOpPHYTO je TPUBHUjaTTHO TAYHO.

Ocraje jorr 1a moxaxemo aa je ['* makcnmaiio nenporuspeuan. Akojel™ ¢ A,
nokasahemo na je A mpotuBpedan ckym. Heka je ¢ € A\ I'*. Tama mocrojun € N
Takas 1a je p = @n, nnputome L'y, o, = L jep ¢ & I'*. Onasne cnenu, mpuMeHoM
npasuia (—y), ma I'yy F —p, ma tume u A + =, jep je I'y € I'™ C A, TMomro
» € A nmamo na A F ¢, a ogasze 1o6ujamo

AF L e

Haxme, I'* je MakcMaHO HEMTPOTHBPEYAH CKYII.
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IIpeMa IIpeTXOAHO]j JIEMHU IIOCTOjU Ballyalldja v TakBa 1a je xp= = v. Kako je
I' C T, umamo na je xr(a) < xr+(a) = v(a), 3a cBaky dpopmyny «. Jlakie,
vET. O

TeopeMa jake MOTNYHOCTH

JlupeKTaH A0Ka3 TeopeMe jake MOTIYHOCTH U3BOINMO KopucTehu uaeje u3 apyror
JIoKa3a TeopeMe KOMIAKTHOCTH (cTpaHa 61).

Teopema 8. [Teopema jaxe nornynocrn] Axo jeI' = «, onma jeT' - .

JTOKA3. Tokaszahemo ma u3 I' I/ o, ciemn ma ' J~ av.
TTpernocrasumo na je I' i/ ov. Tamajen I' i/ L (jep w3 I' - L, npema mpasuiny
(Li) cmemu u I' - «). Ha ckymy cBux ¢opmyia For nedpunummmo penanujy ~r:

a~rp fakko I'Fa & 8.

Huje temko qokasatu 11a je ~r peajldja eKBUBajeHIHje (3amaTak 35). O3HaunMO
ca |a| = {¢ € For | a ~r} knacy ekusajnenuumje oapeheny popmynom «. Ha
ckyny Bp(T'), nepunuiurmo nse 6uHapHe onepaije Y 1 A, U jeqHy yHapHy :

ol Y [B] = la v B, [o] A 18] =laABl, o] = |-al.

Omnepaije cy no6po nepunncane (3amatax 36) u Bp(I') = (Bp, Y, A,’,|L],|T])
je BynoBa anre6pa (zamatax 32). Ilpumerumo na je |-a| # |L|. 3auncra, ako 6u
ouno |[-a| = |L|, 1. T'F ma< L, umamm 6uecmo I' - —a = L u T+ L = —a,
npema mpapmmMa (Ak) m (AL). Kako je I' F (ma = 1) = a (moxasaTu),
MIPUMEHOM TipaBmiIa (=) 3akibyuyjemo ma je I' - «, mro je cympoTHO ToNa3Hoj
npernocrasiy. Jaxie, |—«| # | L[|, ma mpema Teopemu o ynrpadunrepy (ctpana
30) nocroju ynrpadunrtep U y Bp(T') koju canpxu |—a|. dedunuimmo Banyanujy
v: P — {0,1} na cnenehu Haumn:

_ 1, |p‘ eU,
volp) = { 0, |p|¢U.

Kao y mokasy II teopeme kommakTHOcTH (cTpaHa 61), mokasyje ce da 3a CBakKy
dhopmyny o Baxu:
vy (a) = 1 axxko |af € U.

Baceakoy € I',Baxu |[y| = |T|,1j. ['F~v & —L.
1.0y, LEL (ax)
2.0,y F L u3 1 mpema (L)
3.Fy= -1 u3 2 mpema (=y)
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4. T~y (ax),jepy €T

50, -LFxy u3 4 mpema (slab)

6. -1l =~ u3 5 mpeMa (=y)

7.TE(y=-LA(-L=7) u3 3, 6 nmpema (Ay)

Maxkie, 3a ceako v € I, || = |T| € Bp(T'), na v = I'. Takohe, us |-a| € U
cienm na v = o, omakie 3akibydyjeMo qa I' & o O
3anaum

1. O,I[pCI[I/ITI/I CIIOXKEHOCT U CKYII HOT(i)OpMYJ'IEl d)OpMy.]'IC:
(@) ~(—p1 = p2);
(6) ~(—p1 = p2) V p1;
®) (—(=po & ~(p1 = 1))) = p1.

2. JTokasaTH J1ia je CBOJCTBO ,,0MTH OTGOPMyTIa“ TpaH3UTHBHO: ako « € Pot() n
B € Pot(y), onma a € Pot(7).

3. Jloxasaru ma je |Pot(a)| < 2°U(®) — 1, 3a 6uno xojy dopmymy .

4. Onpenurn (p = q)[p/ql, (p = @)[p/dlla/p] v (p = @)la/pllp/ql, axo cy pu q

5. Hahwu, ykonuko moctoje, 6ap jeaaH MOJEN y KOMe Baxn (hopMyia

=g ANPr1=aq)=((p=p)=(@=q))

u 6ap jeman MOJIEN y KoMe oBa (hopMysia HE BaXKM.

6. Viciuraty na mu cy cienehe Gpopmyiie 3a10BOIbUBE:
@) ((pr = p2) = ~(p2 = p1)) & (p1 © p2);  (6) ((P1 = p2) = P2) = p2s
®)p1 & (p2 < (m1 & (p2 & p1))); (r) p1V —p2 = —p1 V p2;
(m) (p1 Vv —p2) A (=p1 V p3) A (p2 V —p3);
M) ((p1 = p2) = p1) & (P2 = (P2 = p1));
(e) ((p1 = p2V p3) = (—p2 = —p3)) = —p2.

7. Onpenntu hopmyiy a(p1, p2, p3) TaKo aa 3a CBaKy Bajyalujy v, v(«) = 1 akko
IIpY BaJlyallji v TA9HO JBA O] CJIOBA P1, P2, P3 N0OMjajy BPEIHOCT 1.

8. Onpenntu popmyny a(p1, p2, p3) Tako 1a je beHa UCTUHUTOCHA BPEAHOCT TIPH
OMII0 K0jOj BaJlyalllju jeTHaKa BpeTHOCTH KOjy IPH TOj Badyaruju 1oOuja Behinna
(MamuHA) CIOBA P1, P2, P3.
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9. INocmarpajmo ckyn Pis = {po,p1,...,P14} KOjU CaapKi METHAECT MCKA3HUX
CJI0BA uMju Cy MHEKCH cxBahienu kao ejeMenTu joMena rpyne (Zis, +15). Hahu
BaJlyalldjy v, ako ITOCTOjH, Koja 3a/10BoJbaBa cieaehn ckym dhopmyia

{po} U{pi = p—i|i € Zis} U{pi ADj = Dit155 | 1,7 € Z15}.

Hamomena. —1 je cynpoTaH eJleMeHTY ¢ Y TOCMaTpPaHo]j TPYITH.

10. Axo *x € {V,\,=, <, <, V}, ucriuraty 1a 1 je p1 * (p2 * p1) 3a00BOJbMBA
(hopMymta, 1 aKo jecTe Ja JIH je TayTOJIOTHja.

11. Axo * € {V,\,=, &, <, V}, ucriuratu 1a 1 je (p2 * p1) * —(p1 * p2) 3a10-
BOJbMBA (hOpPMYyJIa, M AKO jeCTe Ja JIH je TayTOJIOoTHja.

12. loxasatu na je dopmyna ((p1 = p2) = p3) = ((p3 = p1) = (pa = p1))
TayTOJOTH]a.

13. 3nak,,”“ 3amenutn GopMyIOoM HajMame Moryhe CII0)KeHOCTH TaKo Ja 100ujeHe
(hopMmyre Oymy TayToJIOTHjE.
pANL&? pAT &7 pVvV_LlLe? pVvVT&?
p=1L)e? p=T)e? (L=pe? (T=pe?
pel)e? (peT)e?

14. Wcnuratu na nu cy cneaehe oopMyie TayTomoruje:
() (p= —p) &
©)p=(p=4q) =aq);
®p=((g=r)=((p=q9=@=r1));
@®(Ag=r1)=((pVr=p) = (¢=Dp));
@ ((pva) Ap=r1)N(g=s)A=(rVs)) = ((r=p)A(s=q)).

15. Jokasaru na 3a ce popmyiie «, 3,7y, d Baxu:
(a)akoje = aV BuE —aVy,ounaje = [V,
(6)akojeEaV B Ea=yulE =0, ounaje =~y Vo;
(6)ako je =~V fu = BV -y, onpa je = a = —.

16. Hexa cy « u 3 nuckasHe (GpopMyle Koje HeMajy HHUjeTHO 3ajeTHHYKO HCKA3HO
cnoso (P(a) N P(B) = (). MokazaTtu na cy cnenehy ycioBu eKBUBAJIEHTHH:

(a) @« = [ je TayTonoruja;

(6) 6ap jenna ox hopMyia ~« WM [ je TAyTOJIOTH]A.

17. Kapa cabupamo aBa 6poja y GMHapHOM CHCTEMY KOja MMajy HajBuLue ABe uudpe,
petmo ab u cd, nobujamo pesynrar ca HajBuie Tpu nudpe, pqr. Ha mpumep,
11 + 01 = 100. Kopucrehn cranmapaHe JTOTHYKe Be3HHUKe, U3PA3UTH D, ¢, T Y
dbyukimju a, b, ¢, d.
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18. Heka je P = {p1,...,pn} KOHAYaH CKyI MCKa3HMX CIoBa. Ha cKymy cBHX
Banyaumja 27 nedunncana je Gunapua penanmja < Ha cienehy Haunn:

u < v aKKo 3a cBako p € P, u(p) < v(p).

(a) Jokasaty 1a je < penanmja noperka na 2. Jla i je oBaj nopenak mmne-
apan?

(6) DopMyna « je pactyha axo 3a cBe u, v € 2F, w3 u < v, cnemy U(a) < v(a).
Axo dopmyna o HUje pactyha, ma U BeHa Heranuja —« Mopa outu pacryha?

(B) Hokazatu nma je o pacryha ¢gopMyna akko je « TayTOJIOTHja WU je —«
TAYTOJIOTHja WK 1ocToju hopMmysta f Koja He caapKi HUjelaH Of Be3HUKA 7, = U
< W KOja je eKBUBaJIeHTa ca (.

19. Axo je o = 3, nokaszaru ga je tama u «(p/0) = B(p/6), 3a 6uno koje cnoBO P
1 6110 K0jy popmyiy 6.

20. Onpenuty opMyNy ¥ AUCjYHKTHUBHO] (KOHjYHKTHBHO]) HOpMAIHOj popMH Koja
j€ CEMaHTHUYKY €KBUBAJIEHTHA (POPMYITH:

(1) ((p1 = p2) = (p3 = —p1)) = (-2 = ~p3):;

(2) ~(p1 A (2 V p3)) = ((p1 A p2) V p3).

21. Ced uma n GpaBa U MOKe OMTH OTBOPEH CaMO aKO Cy OTKJbyJaHe CBe OpaBe.
ITer ocoba a,b,c,d u e gobuno je kibyueBe Hekux OpaBa. Moryhe je ga Buie
ocoba nobwuje kJbyueBe 3a wcty O6paBy. Hahwu majmamu 6poj n m omrosapajyhy
pacnofieny kJbydeBa Meljy TOMeHYTUM ocobaMa Tako aa cep Moxke OUTH OTBOpPEH
caMmo y citydajy Ja ¢y mprucyTHe ocobe a u b, uiu ocobe a, b u d, win ocobe b, d u e.

22. Onppenutu popmyny a(p1, p2) Tako aa O6yme:
@) (a Ap2 = —p1) = ((p1 = —p2) = a);
6) (p3 = (mp2 = p1)) = a) = (@ A (p1 = p2) A p3).

23. Onppenutu popmyny a(p1, p2, p3) Tako aa oyne:
@QprAa=prApeupVa=pVps;
(6)p3 = a=p3 = (p1Vp2)ua = p3 = ~(p1Vp2) = ps;
(B)p1 = a=p2 = (—p1 Vp3) u (p3 = p2) = p1 = ~p1 = "o

24. Nmajyhn y Buay 3naverme dpopmyie (a A ) V (—a A ) MOKeMO je 3amucaTu
n y obmuky if-popmymne: if aothen felsey. Cxyn if-popmyna mnepunuiemo kao
HAjMarby CKYIT TAKAB 1A BAXKH:

® JCKa3Ha CI0Ba ¥ jJoruuke koucranre | u L ¢y if-popmyire,

® aKo ¢y «,  u vy if-popmyne, onma je if-popmyma n if . . . then. . .else.. ..

(a) dokaszaTu [a je cBaka McKazHa (JOpMyJle eKBUBaJIeHTHA HeKoj if-popmyan.

(6) Hoxazatm na cy ekBuBajieHTHe cienehe dhopmyrie

if (if p then g else r) then ¢; else |
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if p then (if ¢ then ¢y else 1) else (if r then g; else 7).

(B) Kaxemo na je if-popmyna npocra ykoimko je ycioB (dopmylia Koja ce
namasu m3mely if u then) mckasno cmoso. [oxasatu ma je caka if-popmysa
€KBMBAJIEHTHA HEKO] IIpocToj if-popmyrmm.

(r) Kaxewmo ma je if-popmyna HopMaiHa axo je mpocTa M ako Cy CBe mhene if-
notdopmyie obmuka if pthen avelse 8, mpu yemy je p UCKa3HO CIIOBO Koje ce He
1ojasibyje HU Yy o HUTH y 3. Jloka3aT 1a je cBaka if-hopmysia ekBUBaIeHTHA HEKO]
HopMaHoj if-opmymn.

25. Apucrorel, KOju ce cMaTpa TBOPIIEM JIOTHKE, Y jeIHO] OJ1 CBOj KEbHI'A j€ HAITCAO
,,HI/Ije Moryhe N3BECTU TaYaH 3aKJby4YdK U3 KOHTPAAUKTOPHUX HpeTHOCT’dBKI/I“. Ilo-
JeTUHM TOTHYAPH KacHUjeT 10Oa HaBeleHy pedeHuIly Cy CXBATHIIH Ha clleiehr HaurH

(%) axoje« = fu—a = B, onnaje = —f.

Jlokasartu 1a, YKOJIMKO |= O3HAYaBa CEMHATHMYKY IOCIEIMUIlY, TBPAA (%) HUje
TayHa.

26. [Toxasaru na 3a cse Ghopmyne o, 3,7, d Baxu:

@a=((B=7)=7),8=7aF"
©)a=(BVY),8=-aka=7.

27. Axo je I' nexu cxyn dpopmymna, onza ca Cp (I') o3nauyaBamo ckym ceux popmyia
Koje ¢y ceMaHTHuUKe Hocnenuie ox I'. Jlokasatu ma 3a npoussosbhe I', A C For
BaXKM:

()T C C(D);

(6) C(C(T)) € Cp;

(8) ako je I' € A, onma je C(I') € C(A);

(1) C(T) € Usepg, ) C=(2), rae je Ppn(I') cxyn csux xonaunux mnoscky-
mosa ox I

28. Cxynosu dopmyna I'y u Tz cy exuBarentan axo je C(I'1) = C(I'2) (Bunetn
TPETXOMHU 3amatak). Mcnuratu ga mm ¢y eKBUBalleHTHU ciieaehm ckymoBu ¢op-
MyJIa:

(@) {p1, 2, p3} m {p1,p1 = p2, (P1 = P2) = P3}:

(©) {p1,p2,p3} u{p1,p1 = P2, 01 = (P2 = p3)};

B P={pn[n €N} uQ = {po} U{pn = pni1|n €N}

@ P={pn|neN}uR={po,p1} U{pn APnt1 = pPnt2 | n € N}

29. Cxyn ¢opmyna I', I' C For je mHezaBuctan axo 3a cBaky dopmyny v € I' Baxu

A {7} .
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(a) Ucnmratu xoju ¢y ox cnenehmx ckymosa (p, ¢, T Cy UCKa3Ha CIIOBA) He3aB-
HCHM:

e{p=q.q=rr=p}k

elp=qq=>rp=r}

e{pVagp=rqg=r-p=qVr}

e{p,a.p=rr=q}

(6) Ha nu je mpaszan ckyn He3aBucrtaH? Hahu nmorpeGaH v 10BOJbaH yCiioB Aa
CKYTI KOjU CaaApKU caMo jerHy hopMyity Oy/ie He3aBUCTAaH.

(B) Joxa3zaTu 1a cBaky KOHA4YaH CKYIl (hopMyla caApKu Oap jenaH eKBUBaJICH-
TaH (BUIETU MIPETXOIHU 3aJaTAK) HE3aBUCTAH MOCKYTI.

(r) JoxazaTu 1a je ckyn ¢popMyiia HE3aBUCTAH aKKO j€ HE3aBHCTAH CBAKH HETOB
KOHAYaH TTOJICKYTI.

(m) 1a mu GeckoHaYaH CKYIl

{p1,p1 Ap2,p1 AD2 AP3, ..., DLADIN - ADpy. .}

CaJp>Ku eKBUBAJICHTAH HE3aBUCTAH MOACKyN? Jla v mocToju OUIIO KaKaB He3aBHUC-
TaH cKyT (hopMyJia eKBUBAJIEHTAH OBOM CKyITy?

(h) doxazaTu ga 3a cBaku mpeOpojuB ckyn opmysia IOCToju Oap jenaH HE3aB-
HCTAH CKYI KOJU MY je eKBUBAJICHTAH.

30. Axo je T ckym uckazHux GOpMyJIa TakaB Jia 3a CBAKy BaJlyaljy v MOCTOjU
dopmyna ¢ u3 T Taksa 1a v = , OHIA MOCTOjH KOHAYHO MHOTO (opmyna u3 T’
TaKBHUX Ja je IMCjyHKIHMja THX GopMysia TayTOIOoTHja.

31. Jloxazatu TeopeMy KOMIAKTHOCTH MpruMeHoM KeHurose neme.
YnyTcTBO. [lornenatu moka3 I TeopeMe KOMITAKTHOCTH U TipuMep 15.

32. oxaszatu:

AN aVv(BVy) & (aVvp)Vy; (AN an(BAY) & (anB)Ay;

K FaVv(BVy) e (aVvB) vy KMFaAB e BA
D)HFaV(BAy)e (aVB)A(aVy); DHFan(BVy)e (anB)V (aAy);
(CYHYFaV-a&s T; (CHFaA-as 1;

(N FaVlea (NMYFaAT < a.

33. Hdoxazaru:
@a=p,a=vFa=(BAy); G a=L,arN=>vFa=7;
Ba=B=7)FarB=y @Oa=BAY)F(a=p)A(a=p);

(m) o, & B F B M) anBE=(a=—p);
(e) ~(a= B) - =8 (x)a= BF 8= aq
B) 8= ata=p; m)a= pF(an—p);

Ha=LF-aVg ®aVp,~at g.
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34. Jloxaszatu ga ce crieneha jreBa mpaBuiia H3Bolhema MOI'y KOPUCTHUTH IIPH JOKA3H-
BambY.
Fa,BFy N Lo,y Faky [,BFy
Na,a=pgF~y L anBEy L NaviBky

L

35. Moxasaru:
@QI'Fas o
G)axoje'Fa < B,onmajel' - 3 & «;
®B)akojel'Fa< ful'F < vy,oumajel - a < 7.

36. Axkojel'+a < ayul' F < 1, nokaszaru na je:
@I'F-ae-a;; G)T'Farhar < BALRL; BITFaVa < BV

37. IlpaBuia uzBolhema Tako3BaHe MUHHMATHE JIOTUKE CY CBA IMpaBUIa KITACHYIHE
noruke, ocmm npasuna (L), koje je uzbaueno. Ca ' b, ¢ 03Ha9aBaMO unmeHHUILY
Jia ce cekBeHT I' - ¢ Moxe JoKka3aTH MPUMEHOM caMo MPABUIIA MUHUMAITHE JIOTHKE.

(a) doxazatu na ce y MUHUMAJTHO] JIOTUIIN MOTY KOPUCTUTH U ciieneha mpaswa:

Na=pgkFa -akFa Nak-a, ,
(= (= — (4.
F,a:BF,B( B) F,ﬂaFJ_(E)’ F,aFJ_(E)

(6) dokazatm:
(D) Fp o= —a; 2) Fpy 7= —a;
Q) bFm —(aAB)= (mmaA--06); @by —(a=p)= (—a=—p);
S) Fm ~(aV B) & (maA=p);

38. Ipasuna usBohewa HHTYHUHOHHCTHYKE JIOTHKe Cy CBa TMpAaBUIa KIACHUYHE
noruke, ocum rpaswia (L), koje je 3amemeno npasuiom (L),

' _L
I'Fa

(L)

Cal F; ¢ o3HauaBaMo uMmbeHUILy 14 ce cekBeHT I’ - ¢ Moxke nokazaTu mpruMeHOM
caMo TpaBHITa HHTYUIIMOHUCTHYKE JIOTHKE.

JlokazaTtu

(@) b (mma = 2=B) = (o= p);

6) i =((=8 = —a) = (a = B));

B)F "~ (((a= p) = a) = «);

@Fi (@A =7)=(a=7)V(E=7));
(@i~ ((a=BVy)=(a=B)V(e=17))
(B) i (= B) V(B = a)).
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Jloruka npBor peaa

CuHTaKCca M ceMaHTHKA JIOTMKe NPBOr peaa

Hedopmanno rosopehu, rickazna joruka ce 6aBU CTPYKTYPOM PEUEHUIIA Y3H-
Majyhut y 063up caMo HAUYMH Ha KOJU CY HEeKHM jeTHOCTABHU WCKA3U TOBEe3aHM
JIOTMYKUM BE3HUIIMMA, JOK je 3HAUYCHE TUX MOJA3HUX MCKa3a MOTIYHO HEBAXHO.
Jloruka mpBOT peAa HaMm oMoryhiaBa ga pazMaTpaMo M CMUCAO MOJIA3HUX MCKAa3a.
IIpe Hero mITo AeTa/bHO ONHUIIEMO MOMEHYTY JIOTHKY, HABOJMMO JIBa MpUMEpPa Y
KojuMa hieMo mokymartu aa 00jacHIMO HeKe IToJIa3He HJIeje Y pa3Bojy JIOTHKE IMPBOT
pena.

TTPUMEP 1. Tlpupoauu je3ury HUCY TIOTOMHK 32 MPEIM3HO U3pakaBarbe CMICIIA HCKA3a,
Ha nu peuenunia CBaku MOMaK BOJIH jenHy neBojky 3uauu na (1) Ilocroju jeana aeBojka
KOjy BoJiu cBaku MoMak wiu 1a (2) 3a ceakor MomKa ce Moske npoHaliu jesHa geBojka Kojy
OH BoJH?

TTorpeba na ce eMUMUHUINY ABOCMHUCICHOCTH IPUPOIHOT je3uKa A0BEa je, usMely oc-
Tajor, 10 yBohema dopMatHux jesuxa’’. Craxu GopMaIHU je3uK YBOAUMO IpeMa YHATIPEN,
yrBphennm npaswinma. Hajupe bupamo andader, 1j. ckyi Hekux cum0oJa Koju je 1oro-
JIaH 33 U3pakaBame oJpeljeHuX CBOjCTaBa, a 3aTUM, HA CTAHIAPAU3ZOBAH HAYUH IPAIMO
peUCHUIle KA0 KOHAYHE HHU30Be M3abpaHux cuM0oja Koje U3pakaBajy jKeJbeHa CBOjCTBA.
Kao u y mpupoaHuM jesurniuma, Hehe cBaku HU3 u3abpaHux cum0o0s1a OUTH HeKa peUeHHIA.

Angaber noruxe npBor pena HOpe JIOrHYKUX BedHuka {V, A, 71, =, <) cajpxku u
kBaHTU(DUKATOPE V — CBaKH U J — HEKH, IPOMEHIBbUBE T, Y, 2, L1, Y1, 21, T2, . . . © HOMONHe
3HAKE: 3ape3 U 3arpaje.

Ja drucmo Mornu hopMaTHoO 1a 3aIHUIIEMO PEUSHUIE Ca IOYeTKa IpUMepa, IIOTpedHo
je /1a HeKMM cUMOOIIMMa 03HAYMMO U 0COOUHE OUTH MOMAaK U GUTH JEBOjKa, KAO U OJHOC
Bosetu. HaBefieHe 0cOOMHE MOXEMO CXBATHTU KAO JABE YHAPHE peNalivje HA CKYITY JbY/IH:
Heka je M ckym cBux MoMaka B D CKyII CBHX meBojaka. M3jaBy ,,x je MoMak™ 3ammcaheMo
kpahe M (x), a usjasy ,,x je neBojka“ samucahiemo kpahe D(z). OQHOC BOJIETH CXBATAMO
ka0 GuHapHy penanujy Mehy sbyauma. Ako oBy penanmjy o3Haummo ca vV, ouma V(z,y)
3HAYH ,,Z BOJIH Y,

3 ITanac najmo3uaTHju mpiveps HOPMATHUX je3MKA CY CBAKAKO TPOTPAMCKH jE3HII.
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Peuenunama (1) u (2) penom oarosapajy cienehie pederniie Hamer GopMaIHOT ja3HKa:
dz(D(x) AVy(M(y) = V(y,x))) n Vo(M(z) = Fy(D(y) AV (z,y))),

BeowMa je koprcHO TOJIa3HUM cHMOOTTHMA IIPUKJBYUXTH B 3HaK jefHaKocTH =. HaBoanmo
jelaH IpHUMep PEUCHUIIE Ca OBUM 3HAKOM

3) Ju(M(z) A 3y3z(D(y) AD(z) Ay # 2z AV (2,y) AV (2, 2))),

npu uemy je y # z ckpaheme 3a =y = z. Huje TENIKO IPEBECTH OBY PEYEHHUILY HA CPIICKU:
IIOCTOjH MOMAK KOJU BOJIH JIBE pa3iuiuTe JeBojke. [IpemymraMo YuTaonuMa aa mpeBemy
HA CPIICKU U cliefiehe JBe peueHulIle:

(4) 3a(D(x) AVy(M(y) = —V(z,y))) n

(5) Fx(M (z) A y(D(y) AV (z,y) AV2(D(2) AV (x,2) =y = 2))).

HapaBHo, BaXXHO je IPABWIHO IPEBOAUTU U €A CPICKOT Ha (GOpPMAalIHH je3UK, Ia 3a
BEXOY /TajeMo JABe PEUCHUIIE Ha CPIICKOM:
® CBAKOI MOMKA BOJIM Dap jesHa AeBOjka u b6ap jenHa A€BOjKa ra He BOJIH,
® CcBAaKa /€BOJKA BOJIM CBAKOI' MOMKA KOJH by BOJIM.

Cuara yBeseHOT GOPMATHOr je3MKa JIEKKM y TOMe mTO HapeneHe peuennne (1)—(5)
MOMKEMO TOCMATPATH y TIOTIIYHO JAPYradnjuM KouTekctiMa. Hapenthemo Tpu MaTemMaTHuKa
KOHTEKCTA.

Konteker 1. AKO roBOpHMO O NPOCTHM U CIIOKEHHM IMPUPOJHUM OpojeBHMa, U
penanuju aesbuBoctu Mehy npupogHuM GpojeBMMa, MOKEMO KOPUCTUTH MOTIIYHO HCTH
andabeT ¢ TUM IITO OBOTa MyTa UMaMO Ha YMY CaCBHUM JIpyraddje 3Hauerme cumboma M,
D uV: M(zx) Hexa 3Hauu ,,& je mpoct 6poj“, D(x) sHauu ,,x je cinoxer 6poj“ u V(x,y)
3Hauu ,,x geiad y“. V oBoM kourtekery pedenuna (1) Jz(D(z) AVy(M(y) = V(y,x)))
3HA4YM MOCTOjU C/IOKeH Opoj KOju je Je/buB cBakuM IpoctuM 6pojem. Peuennua (2)
Va(M(x) = Jy(D(y) A V(z,y))) 3nauu 3a ceaxm npoct 6poj MOCTOju CHOKEH O6POj KOjH
Jje sespuB Tum 1poctum 6pojem. Kajia cMo roBopuiin 0 MoMLMMa U JA€BOjKama, UCTUHUTOCT
peuennna (1) u (2) je 6una auckyTaOWiIHA, alu Y OBOM APYTroM KOHTEKCTY peueHura (1)
HHje TauHa, Jok peueHuna (2) jecre. Hac hie 3aHIMAaTH HCKIBYIUBO KOHTEKCTH HAIUK OBOM
apyrom. IlpemymraMo 4uTaomuma qa HHTepIperupajy pedenune (3)—(5) y oBoM HOBOM
KOHTEKCTY, U UCTTUTA]y HUXOBY HCTHHHTOCT.

Konteker 2. HaBogumo jour jegaH KOHTEKCT MOTIYHO APYraduju O IPETXOJHA JBA.
Hexa M (z) suaum .z je rauxa®, D(x) suaum ,,x je npasa“ u V(x,y) na ,,x npunaza y*.
ITornenajMo cazia Kako ce, Ha [IPUMEP, MOXKE 3aIIUCATH [I03HATA aKCHOMA [UIaHUMETPHje:
3a CBaKe JBe pasjIMyuTe TA4YKe X H Y HOCTOJU IPAaBa % KOja uX CaApKH.

(6) Vavy (M(z) AM(y) Nx £y = 32(D(z) ANV (z,z) ANV (y, 2)).

Huje Temxko ¢gopmatno 3ammcaTi U ocTalle akCHoMe pumiagama. HapasHo MoxeMo ¢op-
MaJU30BATH U HEKE TOTaTHE 3aXTEBE:

(7) Craku o6jekar je Tauka wiu npasa — Vo (M (x) V D(x));

(8) Hujeman objexar uuje u Tauka u npasa — 3z (M (x) A D(x)).
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Axo ca u || y xpahe osHaunmo uzjaBy ~Jw(M (w) A V(w,u) A V(w,y)) (1j. tBpamby

I8 U M U HEMA]y 3ajeIHNYKNX TA4aKa), U CIMYHO 38 ¥ || ¥, pasMoTpumo cnenelly peuenury:
(9) VaVy (M (z) AD(y) A=V (z,y) =

= JuFv(u v ADu)ADW)Au|yAv]|y).

OBa peueHUIA TBPOU 1A 3a CBAKY TAUKY ¥ CBaKy IPaBy Koja He CAIPKH YOUeHY TaUKy, IIOC-
TOje JIBe pa3JIM4uTe IIPaBe KOje CaApiKe Ty TAUKY H HEMAjy 3aje[HUYKHX Ta4aka ca yOUeHOM
npasom. Ckopo cBako he, umajyhu Ha ymy yoOuuajeHo (SyK/IHICKO) CXBATAME MIOJMOBA
Tayka U 1pasa, oxmax pehu na peuenuua (9) uuje tausa. HapaBHo, y HEKOM apyrom
KOHTEKCTY OBa pevueHHIa Moxke Outu TayHa. [ToceOHO je 3aHUMIBUBO TO IITO Ce TOJTA3HU
cHMOOJIM MOTY MHEPIIPETUPATH Tako Aa (9) Oyie TayHO 3ajelHO ca CBUM aKCHOMaMa e€yK-
TUACKE TeOMETPHje, OCUM HapaBHO aKCHOME IapaIeTHOCTH.

Konrekcr 3. 3a60paBuMo HA TPEHYTAK HA 3HAUCHE KOje MO jaaiu cumbonuma M, D
u V y IpeTxoaHOM KOHTEKCTY, CaMO 3aTO Aa GUCMO UM Jalid HOBO 3HAUCHHE.

3aMHCIMMO TTPaBY P KOja JIEKHU Y eyKIIWJICKO] PABHU T U YOUUMO jeJHY O OTBOPEHMX
nonypaBHU Koje oHa oxapehyje 7. Heka cama M (x) 3Hauu ,,Tauka x mpumaza 7, a
D(x) 3nauu ,,x je nosykpyr y T ca HEHTPOM HA P WJIM je HOJIyIpaBA HOPMAJIHA HA P U €4
rroueTkoM Ha p Koja nexu ynt . Takobe, nexa V (z, y) 3Haun ,,x npunaga y*. PazsMorpumo
cajia T2 HaM TBpIM peueHnna (6): 3a cBe Tauke T My U3 T IIOCTOJH IIOIYKPYT Ca HEHTPOM
Ha D KOjH MPOJia3u KPo3 Ta4Ke T U Y HJIH ITOCTOJH ITOIyIIpaBa HOPMAJIHA Ha P KOjJa CaJipKH
TAYKE T H Y.

y,.

O p D

Ja 6mcMmo ce yBepuIIH J1a je oBa peUeHHIa TaYHa, JOBOJBHO je KOHCTPYHUCATH CHMETPAITY
Iyxku Ty u Halim weH mpecek O ca p. Ouurienso he kpyr k(O,OX) UMaTH TpaxeHO
CBOjcTBO. Y ciydajy Aa je Oy TY HOPMaJHA Ha P MOXEMO CMAaTpaTd Ja je IIeHTap ,,y
OECKOHAYHOCTU™ W JIa Ce KPYT , JIeTeHEpUIIe™ y HOpMaITy.

IIpemymramo ynTaonuMa aa ce yBepe Aa je TauHa U pedeHuta (9).

Buso koju kouTekcT. IIpumernMo ma moxkemo Gopmynucatu (y HameMm HopMaTHOM
je3uKy) gocTa peueHuiia xoje fie Outu Taune y 6u0 KoM KOHTEKCTY. HaBOAMMO HEKOJIHUKO
[PUMEPA TAKBUX PEUCHHULIA:

o JaM(x)V —JxM(x),
e Vz (D(z)V —~D(x)),

e —JxD(z) = Ve -D(z), utn.
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VY HacraBky he Ham 10ceGHO OUTH BaXKHE YIIPABO OBAKBE PEUCHHUIIE, T3B. Ba/baHe
dopmye. >

IIPUMEP 2. Ckym 3ajenHo ca HEKUM OllepalijaMa Koje Cy Ha mbeMy AehHHUCAHE M HEKMM
n3abpaHuM KOHCTaHTama, IPEeICTaBba BeoOMa BaXHY BpCTy crpykrypa. Cpaka Bysoa
anre6pa, permmo 2 = ({0, 1}, V, A, —,0,1), mpencraBiba jenan IpuMep OBAKBE CTPYKTYPE.
Taxsa je u crpykrypa Z = (Z,+,-,—,0,1), npu uemy je Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}
CKYTI 1IennX OpojeBa, + U - cabupame U MHOXeHe HeInX OpojeBa, a — YHapHa omepanuja
cyipotian enemenini. Vlako cy aBe HaBeAeHe CTPYKTYPE UCTOT THIIA, Tj. YHMHE HX [IBE OMHAPHE
oriepalirje, jeHa yHapHa U JABe KOHCTaHTe, OHE UMajy CACBUM Pa3jIn4yuTa CBOjCTBA.

Jla 6ucMo U3pa3WIN CBOjCTBA OBUX CTPYKTypa KopucTtuhemo andader cimdaH OHOM
U3 MPETXOMHOT IPUMEPa 3ajeJHO ¢a 3HAKOM jeqHakocTH, ocuM 1rro hiemo ymecro M, D
u V xopuctutu cumGorie 3a HaBeneHe onepaije u koucrtante. Heka cy F' u G GunapHu
omeparujcku cuMo60iu, U yHApHU OllepallidjcKu CUMOOII, a ¢ U e 1Ba cuMO0JIa KOHCTaHTH.
OBe cuM00JIe Pa’IUUUTO WHTEPIPETHPAMO Y HaBEOCHUM CTPYKTypama, Kao INTO je TO
MIpUKa3aHO Y HApeIHOj TaOeTIH.

| F(z,y)snaun | G(x,y) ssaun | U(z) sHaun | ¢ 3Haum | e 3Haunm

y2 zVy TNy T 0 1
yZ T+y Ty - 0 1

Tocmarpajmo cama popmyny VaVy (F(x,y) = F(y,x)). Osa popMyna uHTEprIpETH-
pana y cTpykTypu 2 TBpau na 3a cee =,y € {0,1} Baxu x Vy = y V z. Ucra popmyna
uHTEplperupana y Z TtBpau ja 3a cse T,y € Z Baxu x +y = y + x. Hapasho, y obe
CTPYKTYpe JaTa popMylia je TaduHa, jep ¢y oaroapajyhie omnepainje KOMyTaTUBHE.

Hasoanmo u jemdy ¢opMyily Koja je TauHa y 2, and Huje TauHa y Z. JemHa Taksa
dbopmyna je Vo (G(z,U(z)) = ¢). Onaje tauna y 2 jep je x A - = 0, 3a ceako = € {0, 1}.
Hacynpor ToMe, HHje TauHO 1a 34 CBako € Z Baxu « - (—z) = 0 (3a1paBo jesHaKOCT
nehe Baxutu 3a ceaku x € Z \ {0}).

[penrymramo yntaounma ia npoHaljy mpumep dopmyiie koja je rauna y Z, a Huje TauHa
y 2, kao u npumep GopMysie Koja HUje TaYHa HU Y jeHO] O/1 HABEJICHUX CTPYKTYpa. >

Y NOpeTxogHuM NMpUMEpUMa HATOBELIECTEHO j¢ KAKBE MATEMATHUYKE CTPYKTYpe
HACTOj! Ja OTHIIIE JIOTUKA TIPBOT pefa M Ha KOjU HAUWH.

KaxBe MmaTemaTHike CTPYKTYpe ONHUCYyje JOrHMKa npsor peaa?

Jlormka mpBOr pema OMHUCYje TAKO3BAHE OMEPANMjCKO-peIaljcKe CTPYKTYPpe.
JemHy OBakBY CTPYKTYPY UMHU CKYII 32j€THO Ca HEKMIM CBOJHM OTIepanyjaMa, pelalu-
jaMa M enemMeHTHMa (KOHCTaHTama), Ia je 3aTO CXBaTaMo Kao ypeheHy 4eTBOpKy
M = (M,R,F,C), npu uemy je M Hekn HelpaszaH CKyIl, R CKyIl HEKHX pelaruja
ckyma M, F ckyn nekux omepauuja ckyna M u C C M. Ckyn M ce Hazusa
JTOMeHOM, IOk ce emeMenTH ckyna C' HasuBajy KoHcTaHtama ctpyktype M. Tlog-
cehaMo ma cBaka omepalyja M cBaka peialifja mMa CBOjy OYKWHY: m-apHa OIe-
pammja ckynma M jecre dynknmja f @ M™ — M, a n-apua penarmja ckyma M
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jecte mogckyn R C M"3* Kamaje R = {Ry,...,Rx}, T = {F\,....F)} u
C = {ci,...,cm}, 1. R, Fu C cy koHaunu ckynosu, ymecro 3anuca M =
(M,{Ry,...,Rx},{F1,...,Fi},{c1,...,cn}) xpahe muremo

M= (M,Ry,...,Ri, F1,...,Fn,c1,...,¢pn).

AKO CTPYKTYpY UMHH CaMO JOMEH ca oliepaliijaMa U KOHCTaHTaMa, 0e3 penanyja,
OHJIa je Ha3uBaMo aarebpom.

HajjennocraBanja kimacudukanyja moMeHyTHX CTPYKTYpa BPIIIH ce IIpeMa je3uKy
CTPYKType, OJTHOCHO TIpeMa Opojy W AYXKUHU peralivja U orepanuja, Kao u 0pojy
KOHCTaHTH KOje YU4eCTBY]Y Y BUX0BOj AepuHHIMjH. dpyruM pednMa, BPCTy Heke
CTpyKType oapehyjemo m36opoM Tpu MelhycoOHO OMCjyHKTHA cKyma 4ujy hemo
VHUJY HA3UBATHU JE3HKOM CTPYKType u obenexaBaTh je ca L. Je3HK je CBAKM CKYII
L = Rel; U Fung U Constg, taoe cy Relg, Fung, Const; mehycobno aucjynk-
THU ckynoBu. Enementu ckyna Rel; HasuBajy ce pemanujcku 3HaIM, elneMEeHTH
ckyna Fung onmepanujcku (pynkuujcku) 3uanu, a enementu ckyna Constg cum-
6o koHCTaHTH. 3a cBakw je3uk L, Ha ckyny Rel; UFun; nebunncana je pynkunja
ar : Rel; UFung; — N koja cBakoMm 3naky S € Rel; U Fung mpumpyxyje Heku
npupozan 6poj ar(S), 138. gyxuHy (,,apHOCT) 3HaKa S.

Kaxo ce y Jrornmm npBor pena onucyjy onepanujcko-peanmjcke CTpykrype?

3a BPCTY CTPYKTypa Koje JKEIMMO Ja OINCYjeMO OIpenesbyjeMo ce n300pom
onrosapajyher jesuka £ = Relg U Fung U Constg. Cumboi1e je3nka Ha3uBaMo U
HemoruykuM cumbonuma. Tlopean oBUX cuMO0JIa, y JIOTHLIY IIPBOT Pefa KOPUCTE ce
U cienehyt JOrHIKd CHMOOITH:

e GecKOHAa4aH CKyIl mpoMensbuBux Var = {x,y, z, x1, Y1, 21, - - - };
® JIOTWYKM BE3HULIM: A, V, 7, = U <

® JIOTWYKe KOHCTaHTe: L, T;

e kBaHTH(UKaTOPU: V (YHUBEP3AIHN) U 3 (€r3UCTEHIIMjATHH);

® 3HAK jeIHAKOCTH: = (OBAj 3HAK CE MOHEKa a M U30CTABIbA);

e 1oMOhHM 3HANM, Tj. yoOMYajeHn CUMOOIIH 3a 3ape3 U 3arpaie.

JTOTUYKY ¥ HETOTMYKH CUMOOITH TIPeNICTalbajy alihabeT Ha KOMe CACTABIHAMO OTIHCE
nzabpaHe BpCTE CTPYKTypa. Y OBHM OINMCHMA IIEHTPAIHY YJIOTY MMajy H3pa3H
(Tepmu) u popmyre.

3 Ckyn cBuX penanuja Hax HenpasauM ckynom M je Unen P(M™), a ckyn cBux onepanmja ckyna
MijeU,en{fIf : M™ = M},
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Hednuuumja 1. Ckym cBux m3pasza jesuka £, y o3Hau Termyg, jecTe HajMarbH CKYyII
KOHAYHHUX HU30BA (JIOT'HYKUX H HEJIOTHYKHX) CUM0OO0JIa TAKaB /4.

e Consty; C Termg m Var C Termg (ozHOCHO, IPpOMEH/BHBE H CHMOOIH
KOHCTaHTH cy uzpasu jeauka L);

e axo I € Fung mty, ..., tap) € Termg, omna F(ty, ..., tyr)) € Termg

Hedunummnja 2. Ckyrm atoMudHux (ejtleMeHTapHHX) opmy.ia jesuka L, y o3HAIH
At, jecre ckym koju mopen | u T caapxu jom caMo

® jeqHaKoCTH U = v, 3a cBe u,v € Termy, u

e sammce obmuka R(t1,. .., t.(R)), 3a cBakH peranmjckn cumbom R € Relg n
om0 KOje TepMe i, . . ., tar(r) € Termyg.

Hedunuumja 3. Ckym cBux ¢popmyaa jesuka £, y osnauu Forg, jecre nHajmamwu ckym
KOHAYHUX HH30Ba CHMOOJIa TaKaB Ja:

e Aty C Forg (ogHnocHo, cBe aromudne hopmyiie cy popmyie);
e ako o € Forg, onna ~« € Forg;

e ako«, 3 € Forg mx € {V,\,=, <}, onna (a* 3) € Forg;
e axo « € Forg, x € Var, ouga Vxa € Forgy mwdza € Forg.

ITpumeTrnmo fa cy nedmHNIMje n3pasza u popmyna MHIYKTUBHE, U Ja CY CKYTIOBH
n3pasa v popMylia pa3InIuTH 3a pa3InauTe n3bope caapxaja jesuka L. CIoXeHOCT
u3pasa u popMyIia yBOAM C€ MOTIIYHO aHAJIOTHO KA0 y CIIy4ajy UCKa3HuX Ghopmya
(Bmpmety crpany 39), anm ce oBora myTta Hehemo Tnme 6aBuTH Beh hemo ce ocmamarn
caMo Ha UHTYUTHUBHO TIONMahe CII0KEHOCTH U3pasa u hopMya.

Ipn nucamwy Gopmyna MpUMemYjy ce pasHu JTIOTOBOPU YCBOJEHU PaHl jeTHO-
CTaBHUjer W MperiiefNHujer 3amuca. [IpeTnocTaBbaMo f1a je yuTanal yrmo3HaT ca
OCHOBHUM KOHBEHITMjaMa O THcamy GopMmysa, Kao IITO Cy IpaBuia O Opucamy
3arpajia, T0TOBOPEHH MMPUOPHUTETH IOTHYKHUX BE3HUKA UT/I.

Axojet € Termg,ca V (t) o3naunhemo CKyn OHUX IPOMEH/LUBUX KOj€ YUECTBY]Y
y rpahemy Tepma t. HapaBHo, 3a cBaku tepM t, ckym V (t) je koHauan. MyHKIHMjy
V : Termg; — P(Var) nedununiemo anajaorso GpyHKIUjU KOjOM CMO MCKA3HUM
(dbopMyaMa e/bUBAIIM CKYH MCKa3HHX CJIOBa Koja ce y Oj IMOjaBibyjy (BHIOETH
crpany 40), na 3ato crpory aehunuimjy pyukuuje V usocrapipbamo.

Maro BuIlle NaXmke MOCBETHREMO T0jaB/bUBAKBMMA IPOMEHJBUBHX Y (POpMYy-
nmaMma. [lojaBibuBare MPOMeHIbHBE y (OPMYITH MOXe OUTH CTOOOAHO WITU BE3AHO.
CBako nojaBspMBamkE MPOMEHIBHBE KOje HHje MO/ AejCTBOM KBaHTH(UKATOpa HA3WBA
ce CIToOOIHMM, a OHa MTojaBJbHBamha Koja jecy Mo AejCTBOM KBaHTH(HUKaTOpa Ha3H-
Bajy Ce BE3aHNM.
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ITPUMEP 3. Heka je Rel; = {<}, ar(<) = 2, Fung = {+, -}, ar(+) = ar() = 2. Ha
HAPEAHO] CIMIU Y 1aT0] GOPMYJIIH MOBE3AHE Cy MTPOMEHIBUBE HA KOje Aeyjy oarosapajyhin
KBaHTU(UKATOPH, AOK CTPEIHIIE TIOKa3y]y CI000IHA T0jaB/bUBAhA TPOMEHIBUBUX.
1 v T Vv v v VR
Jy(Va(z +y=a+2)VVy(y-y=2= wy<aVy+z=0)A-z<y
|

>

CBe mpoMeHJBHBE KOje MMajy c1000/IHA MOjaB/bUBaka Y HEKOj (hOopMYJIH HA3U-
Bajy ce cJ10060aHe mpoMeHbuBe Te hopmyiie. CKyI CBUX COOOTHIX MPOMEHIHHBHX
dopmyne o oznauaBamo ca Fr(a). ®ynxumjy Fr : Fory — P(Var) npenwnsno
nedIHAIIIEMO HHAYKITHJOM TI0 CIIOKEHOCTH (opMyIIe:

o Fr(Ll)="Fr(T)=0;
o Fr(u=v)=V(u)UV(v), u,v € Termg;

Fr(R(tl, e 7tar(R)>) = V(tl) U---u V(tar(R))a
R € Relg, t1, ..., tar) € Termg;

Fr(—a) = Fr(a);
Fr(ax 8) = Fr(a) UFr(B8), * € {V,A,=, &}
o Ir(Vza) = Fr(dza) = Fr(a) \ {z}, x € Var.

3a cBaky dopmyiny «, ckyn Fr(a) je konauan. Ako je Fr(a) C {z1,...,z,},
onja GopMyIry v 0O3HAUABAMO U ca (L1, X2, . . ., Tp) KaJd KETUMO J1a UCTAKHEMO
YHILEHNIY [1a Cy CBe CIIOOOIHE TIPOMeHsbUBe (popMyIe v HeKe Of TIPOMEHIBHBHUX
T1,X2y...,Tn.

Hdepunuumja 4. @opmyna o je peuennna jezuxa L ako Hema CI10OOAHHX MPOMEH-
spuBHX, Tj. ako je Fr(a) = 0. Ckym cBux peuenuna jesuka L 03Ha4aBaMo ca
Sent.

Axo je £ najsuie npeGpojus ckym, onga cy ckymosu Termg, Forgy u Sentg
pedGpojuBy.

Penanuja 3an0B0o/bemHa

Ha 6ucMo oapehuBaam BpemHOCTH M3pa3a, OJHOCHO TOBOPWIM O TAYHOCTHU
(hopmyna, moTpeOHO je Ja Mpenn3upaMo KOHTEKCT Y KoMe n3pase U Ghopmylie moc-
Matpamo. To YMHMMO Tako ITO M3abepeMo Heku ckym M (T3B. MTOMeH WHTep-
TpeTanuje), a 3aTUM Ha TOM CKYITy HHTEPIIPETHPAMO HEIOTUIKE CHMOOIIE (TIOIITY-

Jjyhu BUXOBY BpCTY U TYXKIHY) U TIpOMEHJbUBaMa J0JeTMMO HeKe elleMeHTe CKyITa
M.
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Hexka je £ jesux u M nexu HerpasaH ckyi. Murepnperanmja jesuka £ Ha CKyIty
M jecte cBaka dynkuuja Jps ca nomenom £ koja cBakom R € Rely mpuapyxkyje
jemy ar(R)-apuy pemammjy ckyma M, 1j. Jpr(R) € M* ()| cpakom F € Fung
npuapyxyje jenny ar(F)-apuy onepaunjy ckyna M, 1j. Jp(F) : M>F) — M u
ceakoM ¢ € Const jeman enement ckyna M, 1j. Jps(c) € M. Monen je3uka £ nan
Helpa3HuM ckyroM M je

M= (M, {Inu(R) | R € Relg},{Im(F) | F € Fung},{Iam(c) | ¢ € Constg}),

rae je Jps Heka mHTepnperanyja jeauka £ Ha ckymy M. [lakie, CBakKH MOJIEN HEKOT
je3uka jenHo3HauHo je oxpehien ckynom M u muTepriperaijom Jys Tor je3uka y
nmatoM ckymmy. Ako je M mogen jesuka £ oapeljeH HekoM HHTepIperamnujoM Jys, 3a
ceaxu S € L ymecro Iy (S) kpahe ce mume S™M.

I[MPUMEP 4. Heka je L = {<,+,-,0,1}, npu uemy je Rely = {<}, Fung = {+,-},
Consty = {0,1} u ar(<) = ar(+) = ar(-) = 2. Bupajyhu jeman oBakaB je3uK, Tj.
kopuctehu HaBeZieHe O3HAKe 3a CUMOOIIe je3nka, yriaBHoM hemo npehiyTHo ykasuBaTu mga
JKEITMO Ja OIIMCYjeMO HEKH CKyIl OpojeBa 3ajeTHO ca yoOudajeHuM ypehemeM, cabupameM u
MHOKeHeM, u Koucrantama 0 u 1. Jenan rakas mouein jecre R = (R, <, +, -, 0, 1). TToceGuo
narmamagamo aa < y zamucy R = (R, <, +, -, 0, 1) o3nauaBa KOHKpeTHY GUHAPHY peaanujy
CKYNA peaTHHX OpojeBa, 10K < Kao ejeMeHT je3uka £ o3HauaBa caMo 3HAK KOjH HA3HBAMO
pealHjCKHM U KOMe je IPU/IPY:KeH NPUPOJAH Opoj 2 U HUIITA BUILE, UCTA HATIOMEHA BAXKU U
3a 3Hake +, -, 0, 1. Mako 6u Tpebano mpmwinkoM HaBohemwa crpykrype R, ymecro <, +, -, 0
u 1 mucatu pemom <B, +8, -’ 0R 1 1R 10 He unnnMoO jep GreMmo Ha Taj HAUMH HEIIOTPEGHO
KOMITTUKOBAJIM 3aIIUC, HAPOUYUTO Ka/1a HAC JeHO OBAKBO ckpalinBame He MOKe 30yHUTH.

Vet je3uk MOKEMO UHTEPIIPETUPATH U Ha CKYITy IeJux OpojeBa Z, Tj. mocMarparu
momen Z = (Z,<,+,-,0,1). 1 oBora 1yTa, yMecTo, Ha IpuMep <2 MHIIEMO caMo <.

HapaBHo, je3nk MOXKe J1a TIOCIY)XH 33 OIUCUBAILE BEJIMKOI OPOja CACBUM ApYradujux
CTPYKTYpa, Tj. OWIO KOje CTPYKType KOjy UHHE jelHa OWHapHa penalija, 1Be OWHapHE
orepaldje U JBa KOHKPETHA eleMeHTa noMeHa. HOBHM npuMep TakBe CTPYKType jecre
X = ({a,b,c}, <, *,0,a,b), tne je <= {(a,a), (b,d), (¢, ), (a,b),(b,c),(a,c)}, a onepa-
LHje * 1 o cy 3amaTe cieaehnM Tadaumama.

o o Q%
QO Qe
ISERQIIRS SIS
S Q oo
o oo
Q Q Qe
0O Qo>
S0 2o

V oBoM ciyuajy’, pemaumjcku 3HaK < AyKUHE 2 TyMaul (MHTEPIPETHPA) ce y CKYITY
X = {a,b,c} xao GuHapHa pemanmja < ckyna X (<X=<), onepanujcku 3HamM + M -
JyKHHE 2 pesoM Kao GuHapHe oneparmje * 1 o ckyna X (+X = * u -X = o), a cumboiu
xoncrautu 0 u 1 xao enementn a u b ckyna X (0% = au 1X = b). >

STpumerumo aa je X camo jeana ox 1785233613312 moryhux unrepuperanuja jesuxa £y
tpounanom ckyny X = {a, b, c}. HapaBHO, NCTH j€3MK MOKEMO MHTEPIIPETHPATH U Y CKYITy PEATTHHX
6pojeBa R Ha HeorpannueH 6poj HaAUMHA.
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Banyauuja npoMensbuBux y ckymy M jecte cBaka ¢yHkimja p : Var — M.,
Ako je 3anart monen M jesuka £ u Banmyauuja p @ Var — M, oHga cBakoM u3pasy
t € Termg mpuapyxyjeMo jemuncTBeny Bpemnoct t™[u] € M kojy Hasuamo
BpeaHocT u3paszat y mogeny M 3a paryarmjy pi. ®yuxkumjy t — t™[u] nedummmemo
WHAYKIHjOM TIO CIIOKE€HOCTH M3pasa t:

M

o 'V u] = p(x), x € Var;

o M[u] =cM, ce Consty;

M
o (Pt tare)™ ) = PN, ),
F € Fung, tq,... 7tar(F) € Termg .

Cnuuno ToMe, cBakoj opmyian o € Forg npuapyxyjeMo UCTUHUTOCHY Bpe/I-
noct oM[u] € {0,1} xojy HazMBaMo HCTHHHTOCHA BPEIHOCT (opMyiIe o y Mo-
nery M 3a Banyauujy p. ®yuximjy o — o™ [u] nepunumemo mHmykumjom mo
croxeHocTr hopMyrte o (IpU YeMy y3UMaMo y 0031p yobudajeHe TOTHYKe orepa-
muje Ha ckyny {0, 1} u mopenak 0 < 1):

o LM =0,TMu] =1,

o (u=v)M[u] =1 axxo uM[u] = vM[u], u,v € Termy;

M .
(R(th <. 7tar(R))) [lu] = 1 akko RM(tllvl[/’L]? s 7t¥(R) [M])’ T.]'36
(M, - -,ti\f(R)[M]) € RM, R € Relg, t1,. .., ta(r) € Termyg;

~e)Mlp] = ~aM

o (Vza)
«

e (Jza)

1] = min{a™M[u(z/a)] | a € M};

( 0

(a* B)M[u] = aMu] + M), x € {V,A, =, &}
( M

( M

I
(1] = max{a™M[u(z/a)] | a € M};

rae je p(z/a) Bamyanuja xoja MpoMeH/bMBAMA JI0JIEJbYj€ UCTE BPEAHOCTH KAO M
BaJlyalldja (4, OCUM IIPOMEHJBHBO] T K0joj HOMesbyje BPeIHOCT a, WIH IIPEITU3HHje
v), v#=T
p(x/a) : Var — M u p(z/a)(v) = { ’uil ) ; f 1‘,
, = .
Ha BpeaHoCT M3pa3a y HEKOM MOJIEY YTUYy CaMO BPEAHOCTH MPOMEHIBHBUX
KOje ce M0jaBIbyjy y ToM u3pa3y. CIMYHO TOMe, Ha HICTHHUTOCHY BPETHOCT (hopMyIie
y HEKOM MOJIENTy YTHUY CAMO BPeIHOCTH CITOOOTHIX TPOMEHIBUBUX Te (hopMye.

3% Akoje p C M™ Heka n-apna penanmja ckyna M, onma ce ymecto (o1, . .., Ty ) € p 4ECTO MHIIE
p(xh R xn)-
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Jlema 1. Heka je M mpomusBospan momen jesuka L u pi,ps : Var — M naBe
Baslyauje.

e 3a cBaku uzpazt € Termg, axo je 1 (v) = p2(v), 3a cee v € V(t), onna je
tM[p] = tM[pia].

e 3a cBaxy ¢opmyity o € Forg, axo je 1 (v) = pa(v), 3a cee v € Fr(a), onaa
je aM[u1] = aMus].

Joxka3 mperxoaHe eMe (MHAYKITUJOM TI0 CIIOXKEHOCTH u3pasa t, OQHOCHO (op-
MyJe () IPenylTaMo YUTAOLMMA, Y3 HAIlOMEHy Ja je aHalloTaH J0Ka3y OJro-
Bapajyhe meme HaBeneHe Ha cTpanu 43.

W3 mpeTxoaHe jeMe 3aKJbydyjeMo Aa je Ipu oJipehuBamy BpeIHOCTH U3pas3a t y
mozeny M 3a Banyanmjy p @ Var — M 3Ha4ajHa camo pectpukmja i [y (). Kako
je V (t) xonauan ckym, 1j. |V (t)| = n, 3a neku npupoaan 6poj n, onaa ogrosapajyhe
PECTPUKIIN]jE CBUX Bajlyalllja MOXEMO UAEHTU(UKOBATH ca ckyrom M ™, jep je ipu

HEKOM TIofipasyMeBaHoM ypehewy mpomerwbusux V(t) = {x1,...,z,} cBakum

- . . xy T

a=(ai,...,a,) € M™ onpehena 10 jeqnHa pecTpukIumja v = al a" ) .
Lo ap

HaBe/leHn pasosu onpasiaBajy ynoTpeby osnake t™[d@] 3a BpemHocT u3pasza t y
moneny M 3a @ € M"™. Ucro Baxu u 3a popmyite. ITpu HeKOM TTOpa3yMeBAHOM
ypehemy npomensbuBux Fr(a) = {z1,...,2,}, cBakum @ = (ay,...,a,) € M"
onpelena je jenHa pecTpukimja Guino koje Baiyauuje, ma ca o™[d@] oznauaamo
HCTHHUTOCHY BpeaHocT opmyie oy momeny M 3a a € M™.

Hednuuummja 5. @opmyna « je tauna (1j. Baxu) y momeny M za d, y ozHamu
M [ a[d), ako je ™[] = 1.

ITPUMEP 5. Ogaj npumep je HacTaBak mpumepa 4, y KOMe CMO rmocMmarpaid je3uk L =
{<,+,+,0,1} u Tpu momena osor jesuka: R = (R, <, +,-,0,1), Z = (Z,<,+,-,0,1) u
X = ({a,b,c}, <, %, 0,0,b), t1e je <= {(a,a), (b,b), (c,), (a,b), (b, ), (a, )}, a orepa-
IIHje * U O Cy 3aJaTe Tabauiama.

o o
o Qe
SIS S
Q2 oo
o o>~gfo
Q Q Q2
o Qo
>0 Qo

Hexa je p(z,y) popmyna 32(0 < zA 2z #0Ax+ 2 < y Az + 2z # y) (noacehamo na,
3a m3pase ¢1 u ta, 3anmucom t; # to ckpaliyjemo dopmyiny —t1 = t2). ¥V crpykrypu R 3a
Bayauujy  — 5,y — 6, HaBeneHa opMmyna jecte TauHa, R = ©[5, 6], jep mocroju peanan
6poj z Behu ox Hyne TakaB 1a je 5+ z < 6 u 5 + z # 6. HaBenmena Baiyanuja Moxe ce
CXBATUTH U K0 Ballyalldja IPOMEHIbUBUX Y Z, amu taga Z = ¢[5,6]. Ako mpomeHHEMO
BaJIyalujy, U CTABUMO, HA pumMep, & — 5, y — 5, ouna R & ¢[5,5] u Z = ¢[5, 5].
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Hcrurajmo taurocT hopmyiie ¢(z,y) y crpyKTypu X IIpy Balyaluju & — G U T — C.
To 3uaun ma Tpeda ucruratu aa m nocroju z € X = {a,b,c} Takas ma je a < z, z # a,
ax*xz <l cuaxz# c Oaropop je moTBpaaH, b je eneMeHT KOjU 3a710BOJbaBaA HABEICHE
yeaose: a < b (1. (a,b) €<1),b# a,axb=>b<cuaxb=>+# c. OcraBbamo yuraouuMa
Ja IpoBeEPe TAYHOCT (hopMylle ¢ y Mogeny X 3a Heke Apyre Baayauuje. Ha npumep, na iu
je X = ¢la, b]? >

Axo je V(t) = 0, 1j. ako je t 13B. 3aTBopenu uzpas (u3pas 6e3 IPOMEHIHUBHX),
TTpu oapehnBamby HeroBe BPEAHOCT Y HEKOM MOJIEITY Ballyallyje He UTpajy HUKaKBY
yrory (3a 6mIo Koje ABe Bamyarmje iy U pio Baku t™M[u] = tM[us]). Ipyrum
pedrMa, BPEIHOCT 3aTBOPEHOT M3pas3a t moTmyHo je oapehena camo mzabpaHuMm
MozertoM M 1 Ty BpefocT o3HauaBamo ca t™. Ananorno, akoje Fr(a) = 0, 1j. axo
je o peyeHuIla, lbeHa NCTHHUTOCHA BPEIHOCT 3aBUCH caMo 0]l u3abpaHor Mojera
M, a Banyanyje HUCY O] 3HAayUaja Ma WX MOTIIYHO M30CTaB/HAMO U3 pa3MaTparba.
Yumenuny aa je pedyennna « rauna y M o3nauasamo ca M = .

ITPUMEP 6. ITocMaTpajMoO UCTH je3UK M MOZEIIE OBOT je3MKa Kao Y IIPETXOIHOM IIPUMEDY,
OIHOCHO Yy IIPUMeDY 4.

Heka je o peyennna 3zVy(z < y). Huje remko Buneru ga R [~ o, jep y ckyity peansux
6pojeBa He MOCTOjU HajMALU EIEMEHT Y OIHOCY Ha ypeheme <. Takohe, Z [~ 0. MelyTum,
crakunyX:a<a,a<ba<ec

Peuenua Vy3z(r < y) Baxu y cee Tpu crpykrype. [lpemopydyjemo uuraomy ma
OIpeny ITO BUIIE pedeHHUNA jesnka £ Koje ie BAXXUTH Y HEKUM O[T TOCMATPaHUX CTPYKTYPA,
aJI1 HE U y CBUM. >

Moaeju 1 KOHTPaMo/ie/I pe4eHnIa, 0JIHOCHO Teopuja

VY npumepy 6 MCIIMTHBAIM CMO Aa JIM CY Y 33aTOM MOJeNy HeKor je3mka L
(ne)taune peuenuile jesuka L, mpe cBera ga OMCMO WIIyCTPOBAIM AeDUHUIIN]Y
pernanuje 3a10BOJbeba. BeoMa je BakaH M1 OOpHYTH POOIeM: aKo je 1aTa pedueHuIa
Hekor je3uka L, OJIpeINTH, KO YOIIIITE MOCTOjH, CTPYKTYpY je3rnka L y Kojoj je Ta
pedeHnIa TauyHa, OJJHOCHO CTPYKTYPY Y KOjoj HUje TayHa.

Hepunnunja 6. Moaen peuenurne 0 € Sentg jecre cBaka cTpykrypa jesuka Ly
Kojoj je Ta pedeHnua tayHa. KaxxeMo na je pedeHHIla 3a10BObHBA 4KO UMa 0ap
Jjenan moznen. Konrpamoges pedenuiie o € Sentg jecte cBaka CTpykTypa jesuka L
Y KOjoj Ta pedeHnIia HHje TaJHa.

ITPUMEP 7. Heka je Rel; = {R}, ar(R) = 2. Oxmpenumo, ako mocToje, MOJET U KOH-
tpamogen pedenune Vo (—R(z, z) A FyR(z,y)).

Jla OGucMo ompemuian MoZelN JaTe pedeHule, Tpeba na usabepemo Heku ckyn M u
Gunapny peramujy RM C M x M, tako na M = (M, RM) |= Vo (=R(x, z) A JyR(x,y)).
HapaBHo, Ha pacioaraiby HaM CTOje CBH CKYIIOBH ,,0BOra {MATEMATHYKOT) CBETA™ U Ha
CBAKOM O]1 BUX CBe OunHapHe penanuje. Hepeagno Ou 6mwi0 o4ekuBaTH Ja MOCTOJU HEKU
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VHHUBEP3aJIHU CaBeT KaKO M3a0paTH JKeJbeHH CKYII (U, Y OBOM ClIy4ajy, OMHApHY penaiyjy
Ha BmeMy). VICKYCTBO U MHTYMIIMjA CYy YIJIABHOM HAjjayd aayTH IPU PEIIaBarby OBAKBHX
npobiema. Tako, UCKYCTBO U MHTYUIIM]A y BE3U Ca CTPYKTypama OpojeBa MmoMaxy HaM Ja
youumo ja he 6uiio koju oj ckynosa 6pojesa N, Z, Q wiu R, 3ajenHo ca ogrosapajyhum
CTPOTUM ypehemeM IpecTaBibaTu KelbeHu Mozen. Ha npumep,

(R, <) | Va(=R(z,z) A JyR(z,y)),

jep xoju Tox peasHn 6poj x Aa u3abepeMo, 3HAMO 7a je & £ X, Kao W Ja TOCTOjH PeasTHu
6poj y Takas ga je x < y.%7

AKO ce Mallo Jiy’ke 3apKIMO Ha 33/]1aT0j PEYEHUI® yourheMo jOIT IheHuX Mojela.
HaBomumo camo 1Ba, ocTaBibajyhiu ynTaonuMa fa mpoHalyy jorn Heke:

e ortsopenu untepean (0, 1) (moxckyn ox R) 3ajemuo ca oarosapajyhum crporum ype-
heweM 3a10B0JbaBa ATy PEUEHULLY;

e ckyn X = {1,2,3} zajemno ca pemarmmjom <= {(1,2),(2,3),(3,1)} 3amosomasa
JlaTy peveHuIly.

CIIMYHO [IOCTYIIAMO ¥ IIPH TPakKerby KOHTpamoeia peueruie Ve (—R(x, 2)AJy R(z, yv)).

Huje Temko youuru na he 6uno koju ox ckynosa 6pojesa N, Z, Q unu R, 3ajequo ca oaro-
Bapajyhum ypehemem npejicrapibatu KOHTpamoen aare pedenune. Ha npumep,

(R, <) & Vo(=R(z, ) A JyR(z,y)),
jep Koju rof pealHu 0poj x ga uzabepeMo, 3HaMO Jla je T < T. >

ITpobem ncnutnBama (He)3a10BOJBUBOCTH HEKE PEUEHUIIE, IPUPOTHO CE MPO-
mmpyje Ha mpoOJeM NCTIUTHBamka (He)3aT0BOJBMBOCTH HEKOT CKyIla pedeHuIa, Tj.
Heke reopuje. buio xoju ckyn peuenniia ' C Sent Hazua ce Teopujom jesnka L,
a pedeHuIle Koje mpumnanajy 1' HasuBajy ce akCHoMaMa Te TeOpHje.

Hedunnunja 7. Moxer teopuje T’ jesuka L jecTe 6mmo Koja CTpYKTypa Ha je3HKY
L koja 3agoBospaBa cBe peuenuie u3 1. Konrpamoaen teopuje 1’ jecte 6uIo koja
CTPYKTYpa Koja He 3aJ0BOJbaBa 6ap jeqHy pederuiry u3 1.

ITPUMEP 8. Heka je Rel; = {R}, ar(R) = 2, u T,y Teopuja koja caapxu cnenehe uetupu
peuenune:

o VaR(z,x),
o VaVy(R(z,y) AN R(y,x) = = =y),
o VaVyVz(R(z,y) A R(y,z) = R(z,y)),

Yecro je xopucro 3amuc (R, <) = Vo (-R(x,z) A 3yR(z,y)) npesectn na Gpopmysy Teopuje
ckynosa (Vz € R)(—z < z Ay € R(z < y)), rae cy R u < nosnare ,,ckynosue koucranre®. Mu
OBAKBE NpeBo/ie HelieMO HABOUTH, AJIH IIPENIOPYYYjEMO YUTAOLLY /Id Ce IIOBPEMEHO U HbHMA IIOCITYKH.

¥ VBek je moxkesbHO NPHINKOM PElllaBaiba OBAKBHX IPOGJIEMa IIOTPAXKUTH IITO BHIIE PA3THUATHX
Mojena 3azare hopmyiie, jep ce Ha Taj HAYMH CTHYE UCKYCTBO U ja4a HHTYHUILIH]A.



107

o VaVy(R(z,y) V R(y,z)).

Peu je 0 BeoMa BakHOj TCOPHjU KOja 3aTO HOCH U TIOCEOHO MIME TeopHja THHEAPHOT ypelema.
CauMa cy 6inckn nojequnu Mogenu ose reopuje: (N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <). Iosnatu
¢y u MHorH KonuTpamoenu: (N, |) (ckyn npupoanux 6pojeBa ca peaalujoM AeJbUBOCTH, jep
ona uuje muueapra), (P(N), C) (ckym noackymosa ox N ca pemanujom nukiysuje), (Z, <)
(cxyn nenux 6Gpojesa ca penanujom crporor ypehema), ur/. >

V MaremaTunu je yoOW4ajeHo Ja Ce CTalHO Iperumhy mpoOiieMu Tparama
3a opMysTaMa Koje cy TauyHe y HEKOM KOHKPETHOM MOJIENTy U Tparama 3a MO/I-
enMMa y KojuMa Cy TauHe Heke 3amate popmyire. To hemo mirycTpoBatu y HapeIHOM
MpHMeEpY.

TTPUMEP 9. Teopuja rpyna. Joii 0/1 paHOI HIKOJIOBAA YIIO3HAJEMO Ce Ca OCOOMHAMA CTYK-
type (Z,+, —,0), rue je ,,+ cabupamse 1enux 6pojesa, ,,—* yHapHa olepalmja CyIPOTHH
esreMeHT, U 0 KoHCcTaHTa. BpeMeHOM CXBATUMO a Cy HeKe OCOOHHE 1ToceOHO BaXKHE U 1d U3
IbUX [IpOU3JIa3e MHOTe pyre. JlocTa ImyTa cMO UMaIu IPUIIMKE Y yUOSHHIIUMA /14 CPETHEMO
noceOHO u3aBojeHe crenelie ocoouHe:

o VaVyVz(z + (y+2) = (z+y) +2),
o Vo(z+0=2x),
o Va(x + (—x) =0).

Hcre ocobune usnsajamo u 3a (Q, +,—,0), (R, 4+, —,0), (C,+, —,0). 3atuM ux mpemnos-
Hajemo n y crygajy erpykrypa (Q\ {0}, -, 71, 1), (R\ {0},-, 71, 1), (C\ {0},-, 7", 1), Ges
o63upa Ha HOBe o3HaKe: VaVyVz(z - (y-2) = (v -y) - 2),Vo(zr -1 =2) Vo(z - 271 =1).
Yum ce yrmo3HaMo ca IojMOM OUjeKIrje, CXBATHMO Jia je 3a OWIo Koju cKym X, KOM-
11 11
nozunuja ase 6ujeknuje f 1 X 53 X nug: X 53 X takohe jenua 6ujekuuja fog: X — X,
11
1a je WACHTUYKO IpeciukaBame Oujekimja, idx : X gz X, m ma 3a cBaky Oujekiujy
1-1 1-1
f X 3 X nocroju umBepsHa f~ ' : X 12 X, U Ja IPUTOM Baxe IO3HATH 3aKOHH:
11
fo(goh) = (fog)oh, foidx = f, fof~" = idx,3a 6uno xoje Gujexmuje f, g, h : X 7z X.
IIIto ayGibe yaa3umMo y MATEMATHKY, HAMIA3MMO Ha CBE BHIE CTPYKTYpa Koje 3370~
BOJbABA]y TOMEHYTEe 3aKOHMTOCTU. 3HA4a] OBAKBUX CTPyKTypa Hamehe u moTpedy, amu
U Kelby, Ja UCTPaXkyjeMO CBe TakBe CTPYKType. YouaBajyhu kakaB je THUIT CTPYKTypa
KOjiMa KelnMo 1a ce 6aBuMo, 6upaMo jesuk Lgr = {*, 1, e} (mpu ueMy je, HapaBHO,
Moryhie n3abpatu u Heke Apyre cumborne), Fung,, = {*, 71}, ar(x) = 2; ar(7!) = 1,
Consz ., = {e} u Ha memy hopmymumemMy TeopHjy

Taor = {VaVyVz(z * (y* 2) = (x*y) * 2), Ve(zxe =x), Ve(z sz~ ! =€)}

Teopuja Tor HasuBa ce Teopuja rpyna, a lbeHu Mojenu cy rpyire. OBUM ce oTBapa jeaau
HOBH CBET MaTeMaTHUYKUX 00jeKaTa KOjU II0 Pa3HOBPCTHOCTHU JAJIEKO IIPeBa3uiIa3u Habpo-
jaHe TIoJIa3He IpUMepe. >
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IIPUMEP 10. Teopuja ypehenux moswa. Heka je Lor = {<,+,—,, 0,1}, npu uemy je
Rel; = {<}, Fung = {+,—,-}, Const; = {0,1} u ar(<) = ar(+) = ar(-) = 2,
ar(—) = 1. Osnauumo ca Tro Teopujy jesuka Lrpo MO3HATY KAO TEOpHja ypeheHux mosba,
yuje cy akcuome cienehe pedenuue:

(Sk) VaVy(z +y=y+x),
(Sa) VaVyVz(z+ (y+2) = (x+y) + 2),
(Sn) Vz(x+0==x),
(Si) Va(z+ (—zx)=0),
(Mk)  Vavy(z-y=y-z),
(Ma) VaVyVz(z-(y-2) = (z-y)-2),
(Mn) Vz(z-1=uz),
(Mi) Va(x#0=Jylz-y=1)),
(SM) VaVyVz(z-(y+2) = (z-y)+ (z - 2)),
(01) 0#1,
(Ur) Vz(z<x),
(Ua) VaVy(z <yAy<z=z=y),
(Ut) VaVyVz(r <yAy<z=2<2),
(Ul) VaVy(zr<yVy< o),
(US) VavVyVz(z<y=z+z2<y+2),
(UM) VaVyVz(z < yAO0<z=z-2<y-2).

CBaku MOJENl Y KOME Cy TAYHE CBE HABEIEHE PEUCHUIIC HA3ZUBAMO YpeheHHM IOJbEM.
Crpykrype R = (R, <, +,—,-,0,1) ® Q = (Q, <, +,—,+,0,1), ca cranmapauum uHTEp-
nperanujaMma HeJJOrnYKux cum0oi1a, jecy ypehena mospa. Ca jour Hekum ypeljeHuM nosbuma
cpemrheMo ce KacHHje. >

IIPUMEP 11. Teopuje moaeaa. IloceGHO cy 3aHUMIBUBE TE€OPHUje KOje OKYILbAjy CBE
peUeHHUIIe TAUHE ¥ HEKOj (PUKCHPAHO] CTPYKTYPH, HAPOUUTO aKO OHA 3ay3UMa BAXKHO MECTO
y maremaruuu. [Ipumep Takse cTpyKType jecre cBakako ypeheHo 1osbe peaiHux OpojeBa
R=R,<,+,—,-0,1). Heka je

Th(R) = {0 € Sentz,., | R Eo}.

Ounrnenno je Tor C Th(R) u R = Th(R). Meljytum, uma nu teopuja Th(R) npyrux
Mojielia Koju ¢y padnuuntu oi R? TlpuroMm, HapaBHO, MUCIMMO Ha CTPYKTYpE KOje HUCY
uzomopdue ca R (Bumetn Hapenny nedununujy). OArosop je mOTBpIaH, a KacHuje hiemo
BUIETH U 34ILTO.

CnuyHa nutama ce Hamehy u 3a 610 kojy ctpykrypy M Hekor jesuka £, Tj. 3a Teopujy
Th(M) = {0 € Sent; | M = o}. >

Kana cMo y mpeTxoaHuM mpruMepruMa MOMHUEAIN Pa3InduTe MO/ICIIe, IIPe CBera
CMO MHCIIHIN Ha MOJeJie KOji HHCYy TPUBUJATHO PA3NMYUTH, Tj. HA MOJENe KOju
nucy nzoMmopduu. Ilojam mzomopdusma Heka 1Ba MOJENa UCTOT je3MKa YBOIUMO
AHaJIOTHO Kao y cnyvajy Bymosux anrebpm (Bumetu crpany 11).

Hednuuupja 8. Moaenmu A u B, ucror jesuka £, H30MOpHH Cy aKO IIOCTOjH

1-1
oujexnuja f : A 13 B TakBa na:
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1. ako R € Relg, ar(R) = n, onga 3a cBe ay, . . . ,a, € A,
RA(ay,...,a,) akko RB(f(ay),..., f(an));

2. ako F € Fung, ar(F) = n, onga 3a cee ay, ..., a, € A,

FFEAar,. .. an)) = FB(f(a), ..., f(an));

3. axo je c € Consty, omna je f(c®) = B.

bBujexnuja koja 3anoBojpaBa HabpojaHe 0COOHHe Ha3HBa ce H30MOP(H3aM.

Ha cy A u B uzomopduu momenu, ozHagaBaMo ca A = B. Axo xemumo aa

ucrakuemo naa je f : A i—é B w3omopduzam oarosapajyhux BynoBux anredpu,
rmumeMo f : By & Bo.

Huje Temko mokasat Aa W30MOPGOHN MOJIEIN 3a0BO/bABAJY MCTE PEUCHHIIE,
Tj. 1 cy TeopHje OBUX Mojena>’ jemHake.

Jlema 2. Ako je A = B, onza je Th(A) = Th(B).

TTPUMEP 12. Jla mu mehy momenuma (R, <), ((0,1), <), (N, <) u (Z, <), tae je < yobu-
yajeHo cTporo ypeliewme oarosapajylier qoMeHa, ¥Ma OHUX KOje Cy usoMopdue?

Ouurnenno je, ma mpumep, 1a (R, <) % (N, <), jep kao mro 3HaMo He MOCTOju OUjeK-
uuja mMehy JoMmeHnma oBUX MoJea.

Bujexuuja mehy momenuma monena (N, <) u (Z, <) mocroju, anu HUjEAHA O HBUX
He Moke 6utn nzomopduzam. OBO jeAHOCTABHO TOKA3YjEMO, TPUMEHOM TIPETXOHE JIEME,
Ka/la youMMO PEUEHHILY KOja je TauHa y jeTHOM MOJIEY U HUje TauHa y Apyrom. Ha mpumep,
(Z,<) EV2Iy (y < ), amn (N, <) £ VaTy (y < z). Hakne, (Z,<) 2 (N, <).

Mogemu (R, <) u ((0, 1), <) jecy nuzomopdpuu. ®yuxumja f : R — (0, 1), nedunucana
ca f(x) = B + —arctgx, z € R, jecte Gujexnnja u Baxu: ¢ < y akko f(z) < f(y). Hakie,

£ (R, <) = ((0,1),<). >

Basbane gopmyiie

V yBomnoM npumepy 1 (cTpana 95) Beh cMo HaroBecTH/IN 3Ha4a] peueHHIIA Koje
Cy TauHe y OMIIO KOM MOJIeNTy oaroBapajyher jesuka.

Hednnuunja 9. Popmyna o € Forg je Basbana ako 3a cBaku mMozmeax M u cBaky
Banyanujy p @ Var — M Baxu M |= «o[u]. Croenujamno, pevenuna o € Senty je
Ba/baHa (IITO hie GUTH U HajBa)XHHJH CJTydajeBH BaJbaHHUX (hopMyJia) aKo je TaUyHa y
cBakoM mogaeiny jesuka L.

¥Teopuja monena M jesuxa L jecre reopuja Th(M) = {0 € Sentg | M = o}.
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O06pas3No)UMO Hajlipe KOMEHTAp HaBeJIeH Y 3arpajid y NMPEeTXOJHOj AeUHM-
LUjH, Tj. pasiore 300r KOjuUX HE MOpaMoO pa3MmaTpatu BabaHe (popmyne Beh
MKy MOXEMO YCMEPUTH CAMO Ha BajbaHe pedenuie. Ako je «(zi,...,Zn)
BaJjbaHa (GOpMyNa, OHMA je TO W IEHO YHHBEP3ATHO 34TBOPEHbE, Tj. peueHHIa
Vry...Vepa(zy,...,z,). [Jla 6UcMO ce y TO yBEpHIIH, TPETIIOCTABMMO JIa j€
(dopMmynna  BajbaHa U JOKAXMMO [a je Taga BajbaHa U popMmyna Vra, Tae je x
MMPOM3BOJbHA ITPOMEHJBUBA, OJIaKiIe fie OUUTIICHO CIIeIUTH HaBeIeHA TBPIbA.

Heka je M npousBosban Mozen oarosapajyher jesuka u p : Var — M npowus-
BoJbHa Banyanuja. [lomro je o BasbaHa popMyita, mMaMo J1a 3a cBako a € M Baxu
M E afp(z/a)], jep M = a[v], 3a cBaky Banyauujy v, na CIELMjaIHO U 33 Baly-
aunje p(z/a), a € M. Ilpema nepuHUINU peanyje 3a10BoJberba (Tj. (QyHKIMje
KOja 10/1eJbyje MCTUHUTOCHE BpeaHocTu opmynama), uz M = afu(z/a)], 3a ce
a € M, cnemn na M = «fp]. Baxu u 06pHyTO, aKo je Vxa Basbana popmyiia, OHia
je BajbaHa u opMyla . AKO IPOM3BOJBHO HM3abepemo Momen M u Banyarmjy
w: Var — M, tana he uz M |= Vaa[u], cnemur na M = afu(z/a)], 3a 6uino koje
a € M, na criennjaino u 3a a = u(x), mro 3Haun aa he outn u M = ofp].

HaxamocT, 3a pa3nuky o HCKa3HUX GopMyia, He TIOCTOjH YHUBEP3AIHU MOC-
TyNax MmoMohy Kojer 6MCMO MOIIM JlJa UCIIMTaMO BaJbaHOCT OMIIO Koje dhopmylie
JIOTHKe NPBOT pera. Heke ommre 3akibydke HIIAK MOXKEMO J1a U3BEIEMO.

HMucranne uckazuux rayronoruja. Cse Gopmyle TOTHKE MPBOT peaa Koje Cy HH-
CTaHIle UCKa3HUX TAYTOJOTHja CUTYPHO Cy BajbaHe. 1o MHCTaHIIOM TayTOJOTHje
roapasymMeBaMo (GpopMyIry kKoja ce JoOHja 3aMEHOM CBUX MCKA3HUX CIIOBA HEKUM
(hopMyIramMa TpBOT pefa MpU YeMy HAPABHO HCTa CIIOBA MEHaMo UCTUM (PopMy-
mama. CBaka TayToJIOTHja MMa HEOTPAHMYEHO MHOrO MHCTaHIM. Ha npumep,
HHCTaHIle TayToioruje p = (¢ = p) cy dpopmyie o = (S = «), 3a 6uiI0 Koje
o, 8 € For;. Huje Temko yountu ga Cy MHCTAHIIE TAyTOJOTHja 3aUCTa BasbaHe.
Heka je 7(p1,...,pn) TayTodoruja u 7 (opMmyia J0OHjeHa TAKO INTO Cy CIOBA
D1, - - -, Pn PEIOM 3aMetbeHa opMysiama o, . . ., oy, € Forg. Tana he 3a npousso-
mbai Mozen M 1 61o kojy Banyauujy 1 Baxuti 7 [p] = 0(7), rae je ¥ Banyarmja
VICKa3HUX cToBa TakBa ja je v(p;) = aM[u], i = 1,...,n, onakme crmemm xkebeHO
TBpheme.

IMocroju nocra BasbaHux (popMyita Koje HUCY MHCTAHIIE UCKA3HUX TayTOJIOTH]a.
HaBomnMo Heke o1 HajjeMTHOCTaBHHUjHX.
YHuBep3aauu kBaHTOP U KOHjyHKuMja / Er3ucTeHuMjaIHi KBAaHTOP M THCjyHKIHja.
Ha ce yHuBep3aaHu KBAHTH(DUKATOD ,,JIEMO CIIAXKE™ ca KOHjYHKIIMjOM, a €r3UCTCH-
IHjalTHA ca OHCjYHKIIHNjOM, TIOKa3yjy HapelHe IBe BajbaHe Gpopmyire (3a OMIo Koje
a, B € Foryp).

Ve(a A B) & Vea AVep n Jz(aV f) < Jra Vv Jzp
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V BarbaHOCT mpBe GOopMyJIe jeTHOCTABHO CE YBEpaBaMO:

(Vz(a A )M (1) = min(anB)M[u(z/a)]

aeM

= minmin{a™{u(z/a)], M [u(x/a)]}

= min{crbrelij\l} aM[u(aﬁ/a)Lgéij\I} BM[u(x/a)]}

= min{(Vaza)M[u], (vV2B)M[u]}
= (Yza AVzB)M[u]

Ha notnyHo anajgoran HauMH MPOBEPABAMO M BaJbaHOCT Apyre hopmye.
YHuBep3aHu KBaHTOP M AucjyHkumja /| ErsucreHunjatau KBaHTOP M KOHJYHKIHj.
YHUBep3aJIHU KBAHTU(DHUKATOP CE CaMo ,,JeTTMMHYHO CIaxke ca OUCJyHKIH]OM, a
ersuctenImjany ca Koujyakmujom. Crenehe popmyine cy Babane (o, 8 € Forg):

Ve(aV B) < Vea VVep n Jx(a A f) = Jxa A Jzs.

(Va(av )M ] = min (a v BM[u(z/a)]

= Zréiﬁmax{aM[u(fv/a)],ﬁM[M(l‘/G)]}

> max{(l;relij\r/} aM[u(x/a)],gIéij\I} 5M[N($/a)}}

= max{(Yza)™[u], (vzB)M[u]}
= (Vaza\/Vajﬁ)M[u]

Ja oOpHyTe MMILTHKALIMje HaBeJleHnX (OopMyiia HUCY BajbaHe jeHOCTABHO T10-
kasyjeMo. WM3abepumo, Ha TIpUMep je3WK KOjU CAIp)KU JBa YHApHA pellalfjcKa
cnmGona U u V' 1 MHTEpIpeTHpajMo MX Ha CKyIy mpupoanux 6pojesa N: UN =
2N ={0,2,4,..}u VN =2N+1={1,3,5,...}. Tama N | Vo (U(z) vV V(2)),
amu N & VU (x) V VeV (x), 1j. N Va(U(z) vV V(z)) = YaU(z) V V2V (z).
Takobhe, N = JzU(z) A 2V (z) = Jx(U(x) A V(x)).

VYxonuko = Huje cnoboHa TpoMeHIbUBa GopMylie «v, OHIA Cy BasbaHe U Gop-

myne Vz(aV B) & aVVefudz(a A B) & aAJzp.
JBa y3acronna kBanropa. /IBa KBAaHTHU(HUKATOPA UCTE BPCTE MOT'Y 3aMEHUTH MECTA.
Basbane cy cnenehe dhopmyie VeVya < VyVra u drdya < Jydxa, 3a 6uno kojy
dhopmyny a. 3a 6110 KOje o BasbaHa je u cineaeha popmyna IxVya = Yydza. O6p-
HyTa NMIUIMKAIMja HUje BaJbaHa. Ha npumep, ako OMHApHM pelanujcku cuMo6on R
MHTEePIPETHPAMO Ha CKYIy IpHpoanux 6pojesa N kao crporo ypelieme, RN =<,
onga N £ VyJzR(x,y) = JxVyR(x,y)
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e MopraHoBH 3aKoHH 32 KBaHTOpe. Baibane cy cnenehe peuennne “Vra < Jz—a
u ~Jdxa & Vo

(Wea)™M ] = 1-min aMu(z/a)] = max(l — Mlu(w/a))
= max(-aMu(z/a))
— Er-a)M[]

3ameHa npoMeHn/bHBe TepMoM. [TocebHY MK by 3aCyKyje ceiehia UnmbeHnIa: ako
je t 3aTBOpeH mM3pa3 HEKOT je3nka M « (popMylia UCTOT je3uka, oHma je dhopmyia
Vxa = a(z/t) Basbana, npu yemy je a(x/t) popmyna qobujeHa U3 o TaKO IITO CY
CBa CII000HA TI0jaB/bUBaha TPOMEHIBHBE T 3aMeHeHa M3pa3oM t. Hanme, 3a 6mto
koju mozen M u Banyanujy g Baxu:

(Vaa)Mu] = min Mpu(e/a)] < M (/M) Lala /M)
Jlokas jenHakocTH (%) mpenynraMo YntaounMa. [IpUpOIHO je 3amiraTu ce 1a i
he popmyna Vea = a(x/t) 6urn Basbana 3a 6110 Koju u3pas (Koju He Mopa OUTH
3aTBOpeH). HeratuBan oarosop Aaje cnenehu jenHoCTaBaH MpUMep Ha je3UKY KOjU
caJpKH jelaH OMHAPHHU penalujcku cuM6on <. Heka je a popmyna Jy (x < y)
(ma je Vza dpopmyna VrIy (z < y)) u t npomensbuba y. Tana je o(x/t) dpopmyna
Jy (y < y). Ako < HHTepIIpeTHpaMo y CKyImy npupoaHux 6pojeBa N kao crporo
ypeheme, tana N = Vady (z < y) u N & Jy(y < y), 1j. N E Vza, am
N = a(z/t). Beh na nmpBu morien BUAMMO J1a je IIpoGJIeM TO ILITO je HAKOH 3aMeHe
MIPOMEHJBMBE X ca Y 'y popMynu a2 /y) MpoMeHbMBa Y TIOCTalla Be3aHa. YKOIHMKO
ce TO He JoroaM, mpobiaeMu HecTajy. 3awcra, ako je o dopmyna 3z (x < z) m
t mpoMenbuBa Yy, Taga je o (x/t) dopmyna 3z (y < z). W3 TauHOCTH peveHHIE
Vr3z (x < z)y HEKOM MoJiey, clieam TauHoCT popmyite 3z (y < z) y ICTOM MOJIey
3a OMJTIO KOjy Baslyanujy. AKO IIPHMETHMO J1a ce He pas3lIUKyjy 3Hauema GopMyia
Vedy (x < y) u VzIz (x < z) y 6Gu1o KOM MOJIENY, OH/IA jeJHOCTABHO HAJIa3UMO
pelliere MOMEeHYTHX TpobIieMa Koje ce 3aCHUBA Ha ceieNM OTIITUM YHEeHUIIAMA:

1. axo je popmyna o’ Bapujanta popmyne «, Tj. ako ce o’ gobuja MpenMeHo-
BameM CBUX Be3aHUX MOjaBJbUBAIbA HeKe MPOMEHIbYBE Y (POPMYITH (v HOBOM
MIPOMEHJBUBOM KOja Ce He MojaBbyje (HU CIIO00MHO HU BE3aHO) Y (v, OHIA je
dopmyna o < « Basbana;

2. aKo HaKOH 3aMeHe CBUX CIIO0OIHNX TOjaBIbMBAhA TPOMEHIBUBE T Y GOPMYITH
o U3pa3oM t, HMjeqHa TPOMEHJbMBA M3pa3a ¢ HUje MmocTaja Be3aHa, OHZA je
dopmyna Vo = a(z/t) Bamana.
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KibydHU KOpaK y ONpaBIaBamy Apyre TBPIILE jecTe TOKAa3 Ja MO yBeAeHUM IIpeT-
nocraBkama Baxu jemxaaxoct o™ [p(z/tM[u])] = a(x/t)M[u], 3a 6u10 Koju MOzEN
M u Banyanujy u.

Ha 6ucmo m3bernm HemoTpeOHO onTepehmBame TEKCTa ycBajaMo cienehe mo-
ropop: 3a (opMmyny «, IPOMEHJBMBY & M u3pa3 t, gopmyna «|x/t] o3HauaBa
6uno xojy ox gopmyna o (x/t), rae je o Bapujanra gopmyse o qobujena mpe-
MMEHOBAEM CBHX BE3aHUX MOjaBJbUBAKA HeKe MPOMEHIbUBE Y (GOPMYITH v HOBOM
NIPOMEHJbUBOM KOja C€ HE I0jaBibyje (HM cI000JHO HM BE3aHO) Yy (v HUTH C€ TI0-
jaBibyje y mzpasy t. [dakie, Vra = «afz/t] je Basbana popmya.

IlIpenekc Hopmasna ¢gopma

V npeTxoaHOM MOTTABIBY, BUAEIH CMO 1a HOpMaJTHe (hopMe HcKazHux hopmyra
(crpana 51) mory 6mutn Beoma kopucHe. TpanchopMmarmje nckazuux Gopmyna y
HeKy HOpMaITHy (hopMy 06aBIbaii CMO oclarmajyh ce Ha ceMaHTUYKY eKBUBAJICHT-
HOCT ucka3Hux Gopmyna. OBy BPCTY €KBHBAJIEHTHOCTU MPUPOIHO MTPEHOCHMO U
Ha (opMyIie TOTHUKe TIPBOT pefa.

®opmyne o u [ Hekor je3uka L jecy ceMaHTHYKH €KBHBAJICHTHE, Y O3HAIIU
a = [ ako je = a < . Heke on Basbanux Gopmyia Koje CMO JI0 cafa youuiIu
TOBOpPE YIIPAaBO O CEMaHTUYKOj €KBUBAIEHTHOCTHU oapelhennx hopmyma:

o Vz(aAf) =VeaAVzfuIz(aV p) = Jza V Izp,

e Vz(aV f) = aVVef ndx(aAB) = aAJxp, ako = uuje cnoboana
npoMeHsbrBa hopMmyIie a,

o Vra =dr-au-Jra =Vra;
o Voo = VYyalzr/y| m Jza = Jya(z/y].

OBe eKkBUBAJICHITH]E 3ajETHO Ca HEKMM Koje cMO Beh KOpHCTHIM y MCKA3HO]
morunu, omoryhaBajy HaM ga cBe KBaHTH(UKaTope Heke (hopMmyle ,,M3BYy4eEMO
Hampen Tj. 1a GopMyITy TpaHC(HOPMHUIIIEMO Y T3B. IIPEHEKC HOPMATHY (hOpMy.

Hedpunnmmja 10. Qopmyna o je y npeHeKc HOPMATHOj (pOPMH YKOJIHKO je OOJTHKA
Q121 ... Qnxn0, rae je cBaku (Q; HeKH KBaHTH(HKATOp, a 0 je popMmyna 6e3 KBaH-
tugpukaropa (Q1x1 ... Qnr, ce Ha3uBa npepukc gopmyne o). Ilpepurc mosxe
OHUTH Tpa3aH, MMa ce H cBaka (opMyna 6e3 KBAHTHPUKATOpA cMATPa (GOPMYIOM y
IIpeHeKC HOPMAJTHOj (hopMH.

Jlema 3. CBaka ¢popMyiia je eKBUBaJIEHTHA (hOpMYJTH Koja je Y IpeHeKC HOPMAJTHO]
¢opmmu.
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Hoxka3 neme ckuiupahieMo y HapeaHOM IIPUMEpY.

ITPUMEP 13. Heka je Rel; = {R, S}, ar(R) = ar(S) = 2. Tpanchopmumumo GopMyIry

—Jz—(FyR(z,y) = JyS(z,y)) y npeHekc HOpMaIHy GopMy.

~Je-(3yR(z, y) = IyS(2,y))

~Jz=(=JyR(z,y) Vv IyS(2,y))

Vo= (=3yR(z,y) V IyS(z,y))

Va(-3yR(z,y) V IyS(z,y)
)

1. EnuMuHUCATH BE3HUKE = U <>

2. ITpumewusatu Jle Mopranose 3akoHe (3a BE3-
HUKE U KBaHTU(DUKATOPE) y3 eIMMHUHALIN]Y JBOj-
HHX Heraluja JOK TOJ Ce Herauuje ,He CITycTe™

)
v) 10 aTOMUYHAX hopMyia
VaVy(—R(z,y) V JyS(x,y)) 3. M3Bnauntu kBaHTU(UKATOPE HAIPEL y3 Ipe-
)

Va(Vy-R(z,y) V 3yS(z,

)
VaVy(—R(z,y) V 325(x, 2) UMEHOBAIbE BE3aHUX IIPOMEHJbMBUX Kajad je TO
VaVy3z(—~R(x,y) V S(x, 2)) moTpeGHO.

Huje Teniko younrtu jia ce nara popmyiia Moxe TpanchopmucaTi 1 y cnenehu rpexexc
06mux VrIyVz(—R(z,2) V S(z,y)), na 3akbydyjeMo na jeaHa GopMmyla MOXKE Aa UMa
e npenexc hopmu. [opern Tora, popmyrna y mpeHeke GopMu Moxe GHTH eKBUBATIEHTHA
CHHTAKCHO PasTuIuTuM GopMynama. >

ITPUMEP 14. TIpenexc HopMmanHa gopMma Heke GopMylde Moxe OUTH ITOCEOHO KOPUCHA
MIPHIMKOM Hallakerha Mojiela Te hopMyIe.

ITocMatpajmMo Gopmyny u3 nperxoador upumepa —Jx—(JyR(z,y) = JyS(z,vy)).
VMecTo ia Tparamo 3a MoJesIoM 0Be hopMyIie, MHOTO j€ jeIHOCTABHUjE TOTPAKUTH MOIE
mene TIpeneke nopMaue gopme VaVyIz(—R(x,y) V S(x, z)). Hakre, Tpeba na oapemumo
uexu ckyn M u Ha mwemy e Gunapue peianuje RM u SM, rako na 3a ceaxa jpa ejementa
x,y € M mocroju Hekn z € M rtakas nan3 RM (z,y) cnemu ma SM(x, z). OBo hemo Hajjen-
HOCTaBHHUje IOCTURM, aKO HajIpe nepuHUIIeMO jenny momohny yukuujy f : M x M — M,
Koja 3a cBakum map enemenata (x,y) € M? oxpelyje kemenu enement f(x,y). Tamga, kako
rog aa nedunumemo penaumjy RM, moxemo yseru na je SM = {(=, f(z,v)) | RM(z,y)}.
Ha mpumep, axo je M = {a,b}, f : M x M — M je nedpunucana ca

f b

a
ala b
blb a

u RM = {(a,a),(b,a)}, ouma axo y3memo ma je SM = {(a,a), (b,b)}, 3axmydyjemo na
(M, BM, $M) = ~Ju~(3yR(z,y) > FyS(z,)).

OIIFCaHMM HOCTYIIKOM jENHOCTABHO HANA3UMO M KOHTPAMOIEN HaTe (popMyle, Tj.
monen gopmyrne IxIyVz(R(z,y) A =S(x, 2)). Huje Temko yountn na qoMeH TPaKeEHOT
mosena M tpeba jia caapiku Heka j1a exementa a u b, Taxsa na je RM (a, b), amm na SM ne
CaApKU HUjeJIaH I1ap 4uja je npea KoopauHarta a. OCTaB/baMo YUTAOLLY [1a HABE/IE IPUMED
OBaKBOT MOJENIA. >

CeMaHTHUKA nOcC/IeULIA

[Tojam ceMaHTHYKe TOCIIEUIIE 32 JIOTUKY TPBOT Peia YBOAUMO MOTIIYHO AaHAIOTHO
Kao y CiIydajy UCKa3He JIOTHKE.
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Hednnuunja 11. Axo je I' Heku ckym popmyna u o popmyia jesuka £, kaxeMo ga
je a cemantmuxa nocaeauna ckyna ', y osnamu I' |= «, ako 3a cBaxu mozgean M
jesuka £ u cBaKy Bamyanujy (v : Var — M,

w3 M |= v[u|, 3a cBakoy € I', creqn ta M = ofp].
Vmecro ) |= o mumremo = .

TMpumeTnMo J1a = « 3ampaBo 3HAuM Ja je o Babana popmyna. Kao wmro ce
U oueKyje, Haj3aHNMJbUBHjU he HaM OWTH ciTydajeBM Kaja je I' ckyIr peyeHuna u o
HEKa PeYeHUIla UCTOT je3uKa.

ITPUMEP 15. Cerumo ce ma je rpyma cBaka cTpyktypa G = (G, *, 1, e) xoja je Mmozen
teopuje rpyma Tgr. IlocMaTpajMo TBpheme

¥V cBakoj rpynm Baxxu JecHH 3aKOH KaHIeaanuje (ckpahnpama).

JecHu 3aKOH KAHLENALH]E, Ha Je3UKY TEOPH]je IPYyIa, MOXKEMO U3pa3uTH cieaehoM pedeHu-
nom VaVyVz(x x 2 = y * z = & = y), kojy hemo o3HaunTu ca 0. Y3 oe ozHake, Tor | o
KaXe MCTO IITO U HABE/ICHO TBPljeme. YoOuuajeH [0Ka3 Teue OBaKo.

Hexka je (G, *, 1, e) npoussosbHa rpyna (mogen 3a Tar).

1. M3abepumo pOU3BOJLHE elIEMEHTE X, Y, 2 u3 (G, TaAKBE Aa je & * 2 = Y * 2.

Tana je

2. (zx2)xz7 = (y*2) %271, [mo6pa meduHmECcaHOCT Onepanuje * |

oax(zx2z7 ) =yx(zx271), [13 IPETXOAHOr ITpeMa 3aKOHY aCOLMjaTHBHOCTH]

4. rxe=yxe, [13 mpeTXomHoT jep je 2 * 21 = ¢]

5. 2=y, [13 peTXxOAHOr jepje xxe =x U Y * € = Y|

6. VaVyVz(zx z =y*xz = x = y). [iep ¢y , ¥, z IPOM3BOJLHM EIEMEHTH]
>

CBe ocoOWHEe ceMaHTHUKe MOCIenlle HaBe/leHe y JieMu | 3a MCKa3Hy JIOTHKY
BaXXE M y CITy4ajy JJOTHKE MPBOT Pefia, ITa X OBOM MPIIINKOM HeheMo H1 HAaBOJIUTH.
Taxole Baxxu u Teopema koMmakTHOCTH. Kao 1y cirydajy uckasse JIIOTHKe, ped je O
BeOMa BA)XHO] TEOPEMH ca OPOjHIM IpHMEHaMA.

TeopeMa KOMIIAKTHOCTH

Teopema 1. [Teopema KomMmakTHOCTH] AKO CBaKH KOHAYAH ITOJCKYI HEKE TEOPHJE
HMa MoJieJl, OHJIa H Td TEOpHja HMa MOJEIL.

WIEJA TOKA3A. [loxa3 hemo cipoBecTH MO MPETIOCTABKOM Ja je oaroBapajyhu
jesnk L mpebOpojus, ma je caMuM THUM U cKyn ¢opmyna npebpojuB. Heka je I
NIpOM3BOJbHA TeopHja Ha MpebpojuBoM je3uky. IlomTo je Tama ckyn I' mpebpojus,
cBe peuenuiie u3 ' Moxxemo nopehatu y HU3: Yo, V1,72, ... AKO CBaKM KOHAYAH
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nonckyn o I' mMa MoJien, oHia 3a cBaku npupoad 6poj n noctoju moaen M, Takas
na M, = {70,.--,V}. Hobujenn nusz mogena M,,, n € N moxkeMo cxBaturu Kao
HU3 CBe 0OJBMX alpoOKCHMAaIlfja TpakeHoT Mozena Teopuje [, jep moehaBamem
uHaekca n Momenmu M, 3amoBoJbaBajy cBe BHIle peuenuna Teopuje I. Mmuoro
je BaKHMje MPUMETUTH Ja CBaKa peueHuIa u3 [' Baxku y CKOpO CBUM MOAEIMMa
HaBeJIEHOT HM3a, Tj. Y CBUM OCHM €BEHTYaJIHO Y KOHauHo MHoro mux (M, = v,
3an = k, 10K 7y, He Mopa Baxutu y mogenuma M, 3a n < k). 3anpaBo, Mmoaen
teopuje I' 6ulie y ompehenom cMuciy rpaHnuHa BpeaHocT Hu3a Moaena M, n € N,

Ja 6ucMo ITo jemHocTaBHUje 00jaCHIIIN MAejy KOHCTPYKITHje MoJiea TeopHje
I, samucoumo ga je 3a ceaku mozen M, n € N, 3agyxena no jemgHa ocoba koja
caMO y CBOM MOJIeNTy IIpoBepaBa (He)HUCTHHHTOCT pedeHuna jesnka L M Jaje HaM
OJITOBOP /14 WIM He Ha NUTame J1a JIM je TauHa Heka ojapehena peuenuna. Kana
CBHMa TIOCTABMIMO MCTO NUTAamke MOMEHYTOT 0OJNKa, cBaka 0coba Ha CBOj HAYMH
MHTEPIIPETHPa CUMOOJIIE ITOIA3HOT je3uKa (I1a THME M Apyrauuje pa3yMe Halle Iu-
Tame), IPOBepaBa HCTUHUTOCT T€ PEYCHHUIIE Y CBOM MO/IENTY U CAOIIITABA HAM OJTO-
Bapajyhu onrosop®. HapasHo, Mo’keMO MIUTATH U 1 1M je TaUHA Heka (hopMyIa ca
CIIO0OTHUM TTPOMEHJbMBAMAa, TIPH YeMy CBAKOj 0COOM Tajla MOpaMoO MPEIu3upaTu
KOje BPeIHOCTH M3 JIOMeHa CBOT Mojela Tpeba /a MoAenu THM IpOMeHJbUBaMa.
Kako goMenu mMojieia MOTY OUTH pa3IMuUTH, aKO KEJIMMO CBUMA MCTOBPEMEHO J1a
Mpenu3nupPaMo KOjy BpeaHOCT Tpeda JoeTNTH HeKOj MPOMEHIbUBO], TOTPEOHO je 1a
sagamo Hn3 f @ N — |J, oy M, takas ga f(n) € My, n € N, npu uemy he oco6a
3amyxena 3a M, ysumaTtu y 063up camo wian f(n). Kao mro je n ouekuBaHo,
Ha CBAKO NUTakbe (IOMEHYTE BPCTE) MOXKEMO TOOUTH Pa3IMuUTe OJrOBOPE, Ma y3-
nMajyhu ux cse y o63up, popmupamo 6unapuu uu3 r : N — {0,1}, npu uemy
r(n) = 1 3naum ga je ocoba 3amyxena 3a M, nana oarosop aa, a r(n) = 0 ga
je Ta ocoba mama omroBop He. McmocraBiba ce ma YKONWKO ,,Ipodunrpupamo
CBe OJITOBOpE, Tj. YCBOJUMO AOOPY CTpaTerujy TyMauewma OATOBOpa, CTPATETH]Y
rmoMohy Koje GMCMO Ha OCHOBY HU3a Jja—HE OATOBOpPA OMpay OAroBop ,.BehmHe",
OH/Ia MOXEMO CMATPATH J1a UMaMO CBOjeBpCTaH Mojen moirazHe Teopuje. lllta
3HauM BehmHa nipermsupaheMo Tako mTo heMo yBeCcTH KOJEKIW]Y BETHKHX TOJ-
ckynoBa on N. Haume, xomnekiujy U moackymosa og N cmaTpaheMo KOIEKIIHjOM
BeukHX rogckyroBa on N ykomko Baxe crieneha cBojcraa:

1. Ne U, 1j. N je Bemnku noackym ox N;

2. ak0je V C X nuV €U, onna X € U, Tj. HAICKYI BETUKOT CKYIa je BEITMKU
CKYTL;

“Ha npumep, ako nona3Hu je3uK caapxKu GuHAPHU penanujcku cumGon R cBuM ocobama MOKEMO
MOCTABUTH MUTambe JAa JiH je Tauno VxIyR(z,y). Ocoba koja je 3aayxena 3a M, nposepaBahe na
m 3 caxu © € M, nocroju y € M, Takas na je R™" (z, 7).
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3.akoU e UnV € U, ouma U NV € U, 1j. npecek B4 BelUKa CKYyIa jecTe
BEJIMKH CKYIT;

4. 3a cBaku ckyn X C N, X € U nunu X©¢ € U u 06a wucy y U, 1j. 6mto
koju noAcKyn o7 N UjIu je BEIIMKY UJIH je BerOB KOMILJICMEHT BEJIMKH, U IIPU
TOMe 00a He MOTY HICTOBPEMEHO OWTH BEITUKH;

5. ako je K C N 6uo koju xonauan ckyn u U € U, onpa U \ K € U, 1j. ako
U3 BEJIUKOT CKyIa H30aIliIMO KOHAYHO MHOTO eJleMeHaTa, JOOMjeHH! CKYI je 1
JlaJbe BEJIUKU.

Hagenene 3axTeBe HHje TEIIKO OMPABIATH ¥ KOHTEKCTY 3a KOjU Cy HamMa TOTPEOHH
BEJIMKU CKYIIOBH. A KoHTekcT je cnemehu: axo je r : N — {0, 1} uus oxrosopa
KOje cMO JOOWIIM HAa HEKO MHUTAE, OHMAA je TIOTPEOHO Ia M3MEPUMO ,,BEIMUNHY"
ckynmoBa D = {n € N|r(n) =1} u N = {n € N| r(n) = 0}, 1j. ma ucnmramo
mam D € Uwnmwm N € U, unme onpehyjemo oarosop sehuHe — Ha30BUMO ra
PETEBAHTHUM OATOBOpOM. PeneBaHTaH onrosop je ,,qa“ ako D € U, omHOCHO
»He“ ako N € U. Ycnos 1 3naun ga ykoauko 3a cee M, n € N, nobujemo uctu
OJITCOBOP, OHJIA T4] OJITOBOP MPUXBATAMO K0 pelieBaHTaH. [[pyru ycIoB je Takole
MPUPOAAH U BeoMa je OJIm3ak ca MOIyc moHeHcoM. Tpehu yciioB MOXeMO TYMaunuTH
Y Ha crienehin HAYMH: 4KO CMO NMPHUXBATIIIN K40 IIOTBPJIHE OJITOBOPE HA HEKA JIBa
MUTarba, OHIa MOPAMO TIPUXBATUTH K40 TIOTBPJAAH OJTOBOP HA KOHjYHKIIM]Y THX
nmuTama. YeTBpTH ycioB oMoryhasa Jja Kakas roJl HU3 OJIroBopa Jia ToOoMjeMo yBeK
MO’EMO JIa U3JIBOJUMO pelleBaHTaH oAroBop. [1eTH ycoB Kaxe Ja KOHAYHO MHOTO
OJIFOBOPA HE MOXe YTHIIATH HA PEJICBAHTAH OJITOBOP.

Ja mocToju KoJeKIja moackymosa o1 N TakBa fa Baxke ycnoBu 1-5 mokazahemo
xacuuje (tema 4)*!. TIpe Tora ykpaTko onmmcyjemMo Kako jJ06HjaMo MOJIeN TeopHje
I'. Ysumajyhu y 063up To ma cBakoj IPOMEHJBHBO] MOAEIbYjeMO jenHy (hYHKITH)Y
[N = U,eny Mn taxBy na f(n) € My, n € N, npupoano je 1a usrpausmy
KeJLeHOT Mojena 3armodeHeMo ckynoM M cBHX oBakBUX (yHKIHWja. Jlaibe, ako
CBUM 0c00aMa IIOCTABUMO IUTAME /1A JIH Cy Heka j1Ba efnementa f, g € M jemnaka®?,
cBaka ocoba he y ceom momeny M, nposepasaru na mu je f(n) = g(n). 3a Hac
cy f u g jemnaxu axo {n € N | f(n) = g(n)} € U. Haxre, uaxo f u g ne Mopajy
OWTH 3aMCTa jeqHAKU, MU X CMATPaMO jeTHAKUM Ha OCHOBY TOOMjEHHMX OJITOBOPA.
OBo Hac ajbe JOBOJU JI0 ToTa Ja eleMeHTe ckyna M uaeHTHUKYjeMo y CKIaay
ca ckynom U. Tlomenyro u3jemHavyaBame HU30Ba M3 M yBOAMMO JePUHULIUOM
penamyje eKBUBANIEHIje ~ Ha cenehn HauuH:

f=ug akko {n e N| f(n) =g(n)} € U.

#Peu je o jeanoj Bpery yarpaduarepa Bynose anrebpe nag P(N).
“yurame na m cy enementy f,g € M jeHAKH HCTO je KA MUTabe 4 JTH je TauHa (hopMya
x =y 3a Banyauujy ¢ — f,y +— g.
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Axo ca (f) o3HaunMo Kiacy ekBuBajeHnuje oapeheny enementom f € M, umamo
na je

() (f) = (9) axxo {n e N| f(n) =g(n)} € U

Ha ckyny M* = M/ =y, cBUX KJlaca eKBUBAJIHIIH]e, [PAJINMO JKEJbEHH MOJIEN, Tj.
uHTEpnperupamo oarosapajyhu jesuk. Penanujcku cumbon R € Relyg, ar(R) = m,
HHTEPIIPETHPAMO T10 y30py Ha (*):

RM((f1), ..., (fm)) akxo {n € N|RM(fi(n),..., fm(n))} € WU

®ynkuunjcku cumboi F' € Fung, ar(F') = m, uarepnperupamo Ha crienehn naum:
ako (f1),..., (fm) € M*, ouna je Bpemoct F™M ((f1),..., (fm)) jensaxa xmacu
exBuBanenumje oapehenoj mmsom n — FMna(f1(n), ..., fm(n)), mro hemo xpahe
sammcuBati FM ((f1), ..., (fn)) = (FMa(fi(n),..., fm(n))). Hajsan, cumbom
koncraute ¢ € Const g MHTEPIPETHPAMO KAO KJIACY EKBUBAJICHIIM]e HU3A 1 > M7,
1j. M = (cMn). OBaxo no6ujern Mozen jecte Mozen nonmasue Teopuje I'.

MHOTO je TBpAKH y TPETXOAHOM M3JIaramy KOje HICMO JT0Ka3aan. Y HaCTaBKy
heMo MOKa3MBATH TIOCTENEHO CBE IITO je TPOIIYIITEHO, AU TIPe TOTa HABOANMO
jeman mpumep.

ITPUMEP 16. TTocmaTpajmo je3uk ypeheHux mosba MPOIIMPEH jeTHUM HOBUM CUMOOIOM
koncrante £ = {<,+, —,,0, 1, ¢} u cienehy Teopujy Ha 0BOM je3UKY:

F=TroU{c+c<l,c+c+ec<lc+ct+c+e<l,c+ect+ct+e+e<l, ...},
npu uemy je Tro Teopuja ypehenux moma®’. ITocmarpajmo cana uus mozena M, = (Q, <

,+,—,,0,1,1/(n 4+ 1)), n € N, npu yemy ¢y y cBakoM Mozeny cumbonn <, +, —,-, 0,1
HMHTEPIIPETUPAHN Ha CKYILy palHoHAIHHX OpojeBa (Q Ha yoOuuajeHM HAUYHH, JOK je CHM-

601 KOHCTAHTE C y CBAKOM MOJETy Pa3IMUUTO MHTEpIperupan: cMn = 1 n € N.
Ipumerumo ga vu3z M, n € N,  nocreneHo® 3a/0B0osbaBa CBE BUILE PEUEHUIA TEOPUje
I". Nsrpagumo, Ha rope omucanu HayuH, moaen M™ koju hie 3a10BOJbaBATH CBE PEUCHUIIE
ckymna I'. Kaxo je ckym Q moMeH cBakor Moziesia JaTor HU3a, YHHja CBHX JIOMEHA je Takohe
Q. Heka je U neka xoneknuja moackynosa ox N taksa ga Baxe ycnosu 1-5. Keibenu
mozen he 6urn M* = QN /U, rae je QY ckyn cBux nusosa parmonanuux 6pojesa. Jla M*
3a/10B0JbaBa CBe Gopmysie u3 Iro IpenyuraMo YuTaoluMa Jga o0pa3ionke HAKOH Haller
obpaszoxkerba 3aIITo CY 33JJ0BOJbeHe ocTale pedeHune ckyna I'. Ha mpumep, Ha nmuTambe
4 JIM je TaYHA pedeHHa ¢ + ¢ + ¢ + ¢ < 1, cBe ocobe 3amyxeHe 3a mogeine M, n € N,
pauyHahe 36up ¢ + ¢ + ¢ + ¢ Ha CBOj HAYMH:
11 11 1 1 11 1 1 11 1 1 1

1
Gfetatoststsfyrtatatostststs

4
Bdopmyna ¢ + ¢ < 1 je ckpaherse popmyiie ¢ + ¢ < 1 A = ¢+ ¢ = 0, u ciuuHo 3a ocrae.
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a 3aTUM e UCIUTUBATHU Ja JTH Cy AOOUjeHH 30MpPOBU MambU O 1:

?
2,-,1 )< (1,1,1,1,1,1,1,..),

3’ )

N
[STTN

1
727"

IS

2
) §7
U JaTy oAroBapajyhe oarosope:
(He, He, He, na, 14, 1a, 14, . . .).

Mu hemo kao pejeBaHTaH OATOBOP NIPHXBATHTHU A4, jep Cy, OCUM IMPBA TPH, CBU OCTAIIU

oxroBopu rnoTBpaHu. Jakie, peuenuna ¢ + ¢ + ¢ + ¢ < 1 Baxu y M* (noacehiamo na je

™M =(1,1,1,1,..)ucM = (%7 %7 i, %, ...)). Huje Temko 3akpyunty na he momen M*

3aMpaBo 3a0BOJbABATH CBAKY pedeHuly c+---+c < 1,mn > 2. >
—_———

n IMyTa

Crene oGehanm mokas3W CBHX TBPIILUM HaBelEeHHX V HM3Jaramy HIeje moKasa
TeopeMe KOMITAKTHOCTH.

Jlema 4. TTocroju xomekuuja U nmoackynosa onq N takBa ja Baxke ycinoBu 1-5.

JIOKA3. Heka je I xoneKIija cBUX KOKOHAYHUX MOJICKYNoBa oA N, Tj. moAcKymnoBa
upju cy kommiementu konaunn: F = {X € P(N) | N\ X je konauyan ckyn}. Huje
TEIIKO MPOBEPUTH J1a OBAj CKYIT IMa CBOJCTBO KOHAYHOT Tpeceka. 3amcTa, ako Cy
Fy,...,F, € FupousBosbun, Tagaje F1N---NF, = N\ ((N\F)U---U(N\ F,)),
na kaxo je ckyn (N\ Fi)U--- U (N\ F,) xonauan, ckyn F; N --- N F,, Mmopa 6uru
HempaszaH. IIpema Teopemm o ynrpadunrepy (crpana 30), y BymoBoj anrebpu
(P(N),U,n, <, 0,N) nocroju ynrpapunrep U xoju canpxu F. Hakre, U 3am080-
JbaBa ycnoBe 1-4. Ocraje jour na mpoepuMo aa U 3amoBosbaBa ycrmoB 5. Heka je
K C N npoussosban konauan noackyn u U € U. Tama K¢ € § C U, na npema
yenoBy 3cnemmma U \ K =UNK° € U. O

Hedunnunja 12. Komeknwuja moackymoBa oa N koja 3a10BoJbaBa yciioBe 1-5 HazuBa
ce HeriaBHU ynTpaguiatep Haa N,

VY omnmcanoj KOHCTpyKIju Mozena teopuje I' monmmm ecmo on ckyma M koju
canpxu camo dyukumje f : N — (J, oy My, Taxse ma f(n) € My, n € N. Osaj
CKyI ce HasuBa ¥ (yomurtenn) JlexapTos mponssos i obenexkasa ce ca | [, .y Mn.
3aTuM je Ha OBOM CKyITy AeHHUCAHA pealyja =y Ha ciueaehy HayuH:

f=ugaxxo{n eN| f(n)=g(n)} el
rae je U neku HernaBHu yurpadunrep Haj N.

Jema 5. Penanmja =y ckyna [ [, .y My je penanuja exBusaienmmje.
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J0KA3. (P) 3a cBaxo f € [],cny Mn, Baxu {n € N | f(n) = f(n)} = N € U,
omakie cremu a je f =y f.
(C) Hexka je f =y g,3aneke f,g € [[,,eny Mn. Tama {n € N| f(n) = g(n)} € U,
axkako je {n € N | f(n) = g(n)} = {n € N | g(n) = f(n)}, 3axibyuyjemo na
{neN|g(n)=f(n)} €U, omnocro g =y f.
(T) Mpernocrasumo na je f =y g m g =y h, 3a nexe f,g,h € [],cy Mn. Tanma
jeX={neN]|fn)=9gn)}eUnY ={neN|ghn) =hn)} el
Kako je XNY e Unu X NY C {n € N | f(n) = h(n)}, 3akmyuyjemo na
{neN| f(n)=hn)}eW, 1. f=yh. O
Ha xommunnukom ckyrmy M* = [], oy M,/ =y, nin xpahe sammcano M* =
[ I Mn, jesuxk £ nntepnpernpa je Ha caenehu Haun:

e axo R € Relg, ar(R) = m, onma

RM ((f1), ..., (fm)) axko {n € N| RM(fi(n),..., fm(n))} € WU
e axo F' € Fung, ar(F') = m, onna

FM*(<f1>7"' ) <fm>) - <FMn(f1(n)7 . 7fm(n))>7

npu uemy je (FMn(fi(n),..., fm(n))) knaca expusanenuumje oxpehena Hu-
somn = FMo(fi(n), ..., fm(n)).

e ako ¢ € Constg, onma je ™M = (¢Mn), ipn wemy je (M) kmaca exsupa-
n

TeHmyje ogpehena HU30M N > ¢

Jlema 6. UnTepriperanuje penandjcKux H GyHKIHJCKHX cHMOoJ1a jesuka £ Ha CKyITy
M* mobpo cy nepunucane.

JOKA3. Jo6pa nemHICAHOCT HHTEpIIpeTallija pelalijcKuX U (YHKIM]CKIX CHM-
Ooma 3Haum fa:

D w3 (f1) = (1), ..., (fim) = (gm) cnemn

RM*(<f1>a R <fm>) aKKO RM*(<91>7 SRR <gm>)v

2) w3 (f1) =(q1), ..., (fm) = (gm) cnenn

FM((f1), oo (fnd) = FM ((g1)s -+ (gm)-

Heka je (f1) = (91), -, (fm) = (gm). Tamaje fi =u g1, ..., fm = gm, WTO
svaanga X; = {n e N| f(n)=g(n)}eU,i=1,... . mumanXN---NX,, € W
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Jlokaxumo exBuBanenmujy u3 1. IIpermocraBmvo ma RM ((f1),..., (fm)).
Tama X = {n € N| RM»(fi(n),..., fm(r)} e ,ma XNX;N---NX,, € U
Axon € X NX1 NN Xy, mmaMo ga je RM(f1(n), ..., fm(n)), fi(n) = g1(n),
covs fn(n) = gm(n), ma Baxu u RM» (g1 (n), ..., gm(n)). daxre,

XNX1N-NXpn C{n e N[ R (g1(n),..., gm(n))},

ma {n € N | RM(gy(n),...,gm(n))} € U, 1j. RM ((g1),...,(gm)). AHamorxo

ce moxasyje ma 13 R™M " ((g1), ..., (gm)) cemmt RM ((f1), ..., (fm)).
Jlokaxumo jemuakoct u3 2. Axkon € X; N --- N X,y,, ouma je f1(n) = g1(n),

1
ooy fmn(n) = gm(n), maje u FM=(fi(n), ..., fu(n)) = FM"(gi(n), ..., gm(n)).
Jlakite,

X100 X € {n € N FM(fy(n), . fon(n) = FM (gi(n)...., gn(n))},
oraxte ce a
(€N FM(fi(n)..... fm(n)) = FM"(g1(n). . ... gm(n))} € U,
1 (FM(fy(n)...., frn(n))) = (FM2(g1(n), .. giu(m)). Jarcne,
FM(AD ) = FM((90) - )

O

Koncrpyucann momen M* HasuBa ce yntpamnpouspon monena M,, n € N.

Ocraje jour 1a ce MoKaXke 1a 0Baj MOET 3aI0BOJbaBa keJbeHy Teopujy. To he outn
jemHOCTaBHa mocieuIa cienehier TBphema mo3nator kao Jlomosa jeMa.

Jlema 7. 1. 3a cBaku tepm t € Termyg u cBe f1,...,fr € M, npu demy je
k= |V (t)|, Baxnu:

ML) (] = A ), fe(@)]).

2. 3a cBaky gopmyny o € Forg ucse f1,..., fr € M, npu uemy je k = |Fr(a)|,
BaXKH:

M* = al(f1), .., (fi)] axxo {n € N | My, = a[fi(n), ..., fr(n)]} € U

JIOKA3. 1. Jloka3 U3BOMMO MHIYKIMJOM IO CIIOKEHOCTH M3pasa t.

Axo je t mpoMenIbIBa T, 32 Bayamnjy x — (f) € M*, umamo naje t™M [(f)] =
(f) = (tMn[f(n)]), ma TBpherme ounrmeHo Baxki. AKo je t CHMGOT KOHCTANTE C,
onma je tM" = M = (Mn) = (tMn) na u y oBoM ciyuajy Baku TBpheme.
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HpeTHOCTaBI/IMO Ja TBphC}be BaXXM 3a CB€ U3pa3€ CIIOKCHOCTU MALE O1 7. Heka

je t n3pas cnoxenoctu n. Tana je t obmuka F(t1,...,tn), 3a neko F' € Fung,
ar(F') = m, u Heke uspase ty, . . ., t,, CJI0KEHOCTH Mambe o1 1. Heka je k = |V ()|.
Tana je:

M), ()]
= P (AT ) B, )

= FM (A A S0 M) i)
= (FM (A" A @) B A )]
= (" [fi(n),., fu(m)])

2. Joka3 u3BOAMMO MHIYKIIM]jOM IO CIIOKEHOCTH (hOPMYIIE .
Axo je o atommuHa popmyna obmuka t1 = to, t1,t2 € Termy:

M* =ty = ta[(f1),. -, (fx)]
axko 10 [(f1), -, (fi)] = BV [(A), -, (f)]

[mpema nebunuIMju peanmje 3a10B0IbErbA]

axxo (1 [f1(n), ..., fr(m)]) = (& [fi(n),..., fr(n)])
[mpema TBphewy nox 1]
axko {n € N | M [fi(n),..., fs(n)] = 5™ [fi(n), ..., fr(n)]} €U
[mpema sedunuIMju pesalvje eKBUBAIEHII]e]
akko {n € N|M,, =t1 =t2[fi(n),..., fr(n)]} €U
[mpema nebunuLmMju penanyje 3a10B0JbEmbA].

Axo je « atomuuna dopmyna obnmka R(t1,...,ty,), R € Relg, ar(R) = m,
t1,...,tm € Termg:

M* = R(t1, .. tw)[(f1), -+ o (f2)]
axko RM" (M [(F1), oo, (Fd], o B () (Fi)])

[mpema neduHMIMjH penalije 3a10BOIberbA)
axko RM" (A" [fy(n), .., fi(m)])s - (B (i) fum)]))
[mpema tBphewy o 1]
axko {n € N | EM» (85 [£1(n), ..., fu(n)),... M [fi(n), .., fu(n)])} € U
[mpema nedunmmmjn penammje RM ]
akko {n € N| M,, = R(t1,...,tm)[fi(n),..., fx(n)]} €U
[mpema medunuIMju peanyje 3a10B0Jberba).
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AKo je a obnuka —0, onna

M* = 0[(f1), .-, (f)]

axkko M* £ 0[(f1), ..., (fx)] [mpema nepuHMLIMjK penanyje 3a10B0JbEmbA]

akko {n € N| M, E 0[fi(n),..., fx(n)]} €U
[peMa MHAYKTHUBHO] MPETIOCTABIIN]
akko {n € N| M, [~ 0[fi(n),..., fx(n)]} €U [X ¢ Uakko X € U]
akko {n € N| M, = —0[f1(n),..., fu(n)]} €U
[mpema nebunuIMju pealyje 3a10B0IbEA).

AKo je a ob6nuKa @ A 1, oHma

M* |: e A ¢[<f1>7 EER) <fk>]

akko M = o[(f1), ., ()] m M* = [(), . ()]
[peMa neMHUIM]H penaliyje 3a10BOJberba)

akko {n € N| M, [ ¢[fi(n),..., fr(n)]} € U
u{n e N[ M, = ¢[fi(n),..., fr(n)]} €U
[lipeMa MHIYKTUBHOj TIPETIIOCTABIIH]

akko {n € N| M, E ¢[fi(n),..., fr(n)]} N
N{n e N|My = ¢[fi(n),.... fe(n)]} €U
[XNY eUakko X e UnY € U]

akko {n € N[ M, = o[fi(n),..., fu(m)] u My = ¢[fi(n),..., fu(n)]} €U
[mpeMa neMHUIMjN MTpeceKa JIBa CKyIal

akko {n € N| M, =@ AY[fi(n),..., fu(n)]} €U
[peMa neMHUIN]N peralyje 3a10BOJbEbA] .

Hexka je o o6muka Jz0(x, 1, . .., xp).
IMpernocrasumo npso ga M* = 3z0[(f1),..., (fx)]. Tama nocroju f € M,
takaB ga M* = O[(f), {(f1),..., (fx)], ma mpeMa MHIYKTHBHO] IPETIIOCTABIIL:

{n e N| M, E0[f(n), filn),..., fr(n)]} € U, omakne cneau u
{n e N| M, = Jz0[f1(n),..., fr(n)]} € U.

Joxaxumo u 06puyto. Hekaje X = {n € N | M,, = Jz0[f1(n),..., fr(n)]} € U
3acBakon € X, Hekaje ap, enement u3 M, takasna M, = 0lan, fi(n), ..., fr(n)].
Hedpunummumo nus f € M na cnenehu naumu:

f(n) = o nex
| 6wuno xoju enement uz M,, n ¢ X.
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Tama {n € N | M,, E 0[f(n), f (n),,fk(n)]} € U, ma nmpeMa MHAYKTUBHO]

npernocrasuu M* = 0[(f), (f1), ..., (fx)], a TmMme m M* = 320[(f1), ..., (fr)].
O

TeopeMa KOMIAKTHOCTH TIPYXa Belnuke MOTYRHOCTH TIpHMeHe Y Pa3THIUuTHM
obrmacTiMa MaTeMaTHKe, y IITa CMO C€ YBEPWIIM jOII y CIIydajy MCKa3He JIOTHKE.
ITopen Tora, 40Ka3 KOjH CMO HaBEIIH OIKCYje U jeTHY BeoMa 3HauajHy KOHCTPYKITH]Y
KojoM ce m3rpaljyjy BaxxHe CTPYKType IPBOT pena.

ITPUMEP 17. Axo Heka Teopuja 1’ uma MoIesIe IPOU3BOJLHO BETMKE KOHAYHE KAPIHHAT-
HocTH, fokazaheMo na Tajga Mopa UMaTH U OeCKOHAYaH MOJET.

IIpernocraBumMo, nakie, aa je 1' Teopuja Taksa Ja 3a CBAKO N IIOCTOJH MO/ISI TEOPH]je
T 4yuju qoMeH uMa b6ap n eneMeHaTa. AKO je m IMO3UTUBAH MpUpoAaH Opoj, 03HAUNMO ca
Ym pedeHuny 31 - - Ixm \j oo j<m Ti 7 x;. Huje Telko younTn 1a peveHnua v, Baka
y HEKOM MOJEITy aKKO JIOMEH TOT Mojielia uMa 6ap m eixemeHarta. Heka je

" =T U{ym |[m =1}

Hoxazaliemo na teopuja 1™ uma mozesn, Tako mro heMo moxkasaTy Ja CBaKU BbeH KOHAYAH
noackymn uma mozei. Hexka je Tp xonauan mogckym on 1. Tanga nocroju npuponan 6poj n
takaBpaje To C T} = TU{"1,...,Vn}. Teopuja T} uma Momen o npeToctaBiy. AKo je
M 6uio koju Mmogen teopuje T’ Koju UMa HajMarbe 1 enemMeHata, odga M | v, 1 <@ < n,
na M |= T}, a camum Tum u M |= 1. Tlpema teopemu komnaktaocTr 1 1T nva mogmern,
o3Hauumo ra ca M*. Jlomen oor mozena M™ mopa 6utu OeckoHauyaH, jep ako 6u Guo
KOHAuaH, oHna 6u Guno |M*| = n, 3a ueko n > 1, na ue 6u Baxwmio M* = 11, >

VY HacTaBKy HaBOAMMO HEKOJIWKO IpUMeHa Koje TMpeNCTaBIbajy MOJIA3UIITE
HEKNX BaXXHUX U y30YIAJBUBUX OOJACTH MAaTEMATHUKE JIOTHKE, Al U MaTeMaTHKE
VOIIIITE.

ITTPUMEP 18. PasmoTprmMo MOryhiHOCTH KOje HaM IpysKa JIOTHKA MPBOT pefa MPH OIICH-
Bamby jelHe Ol HAjBaXKHHUUX CTPYKTypa Matematuke — crpykrype N = (N, < s, +,+,0).
Osnaunmo ca Th(IN) ckyn cBux pedennna oxrosapajyher jesuka £a = {<,s,+,-,0}*
koje cy ucrunure y mogieiy N. Teopuja Th(N) ce nazusa kominierHa apurmeruxa. JacHo,
N je monen teopuje Th(N) u nasusa ce cranmapaun mogen apurmeruke. [locToju mu jou
Heka (HecTangapaHa) crpykrypa jesuka £ a koja je mogen 3a Th(IN), anu Huje uzomophua
ca N. Oarosop je moTBpaaH.

Teopema. ITocToju HecTaHAAPAHU MOZEN KOMIUIETHE APUTMETUKE.

HoxkA3. Ipomupumo jesuk Lo HOBUM cUMGOJIOM KOHCTaHTe €. 3an > 1, o3HatH/IMo cam
tepm s(s(---s(0)--+)). Haxue, 1T = s(0), 2 = s(s(0)), 3 = s(s (5(0))), ura®. 'V cknany
——
n myTa B
ca oBuM, cumboul koHcranTe 0 o3nauaBahemo u ca 0. Heka je 3a cBaku nipupojiad 6poj n,
n < c ckpaheme 3a popmyny 1 < ¢ A 7 n = c. [TocMaTpajMo TeopHjy

T=Th(N)u{0<e¢l<e¢2<ec...,n<c,...}

“Relg, = {<}, Fung, = {s,+, },ar(s) = 1, ar(<) = ar(+) = ar(:) = 2, Const,, = {0}
*HapeseHu TepMH Ce HA3HBA]y HYMEPAJTH.
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jesuka L U {c}.
Hexa je Ty npousBoibad KoHadaH nogackyn ox 1'. Cxyn Tj caapku camMo KOHATHO

MHOTO pedcHuIa obmuka n < ¢, n € N; Heka ¢y 10: ] < ¢, Ng < ¢, ..., N < ¢, 3d HEKE
pupoaHe 6pojeBe Ny, Na, . . ., Ng. Taaa je OUUTIeTHO

TocTh(N)U{mi <ec, iz <c¢, ..., g < c}.
Hexa je m Oumo koju mpupomad Opoj Behwm om CBUX 7Tp,N2,...,NE; HA IIPUMED,
m = max{ni,ng,...,ng} + 1. Tama je

N =N, <, s,+,,0,m) ETh(N)U{n1 <e¢, M2 <e¢, ..., I, < c},

pu demy je ¢ = m, ma je u N* |= To.

Jlakie, cBaky KOHA4YaH MOJACKYI on 1’ MMa MOJelN, Ia IpeMa CTaBy KOMIIAKTHOCTH H
T nma mozen. Hexa je (M, <,s™,®,®,0,m) moaen teopuje T. Jlobujena cTpyKkTypa
M = (M, <,sM,®,®, 0) Huje uzomopHa ca N. ITpeTHOoCTaBUMO CYIPOTHO, a IIOCTOjH

oujekumja f : N iﬁ} M, rtaxBa na 3a cBe z,y € N paxu: = < y akko f(z) < f(y),
F(s(0) = M), flo+y) = F@) @ [), fz-y) = F@) © f(y) u [(0) = 0.
WHIyKIHjOM Ce jeIHOCTaBHO ToKasyje aa 3a ceako n € N saxu f(n) = a™. Ilomro je f
Ha pynknuja, Mopa nocrojatu ng € N takas ga je f(ng) = m. Kaxo je f u 1-1 pyuximja,
ciemu aa je m = mp™. Meljyrum, To nuje moryhe jep (M, <,sM, @, ®,0,m) | 7g < c.
Hakne, M = (M, x,sM,@®,®,0) je HecTannapIHi MoJe] apHTMETHKe, 110 MHOTO 4eMy
PABIMYAT O] CTAHJAPAHOT MOJIENA, Y IITA CE YBEPABAMO aKO MOKYIIAMO 3 3aMUCITMO
KaKo OBa CTPYKTypa ,,u3riena‘.
TMolumo ox crnenehux pedennIa Koje Baxe y CTaHAApAHOM Mozery N.

Omne kaxy na je 0 HajMamu eleMeHT, 3aTuM Aa je 1 creaehu Hajmamu nocie 0, ma ga je 2
cinenehu Hajmamy nocne 1, u tako gasbe. Kako cy oBe peueHuiie HICTUHUTE Y CTAaHIAPAHOM
mojieny N, rma Tume u y nectangapanom moaeiny M, nouernu cerment o1 M usriiena oBako:

>

ol -+
— =
vl 4=
wl -

Meljytum, ckyn M campku v €IEMEHT M KOju ¢e Hajasu ,,u3a’ (y cMucity ypehema <)
M -M =M
ceux ememenata 0, 1,2, ... Kako craumapauu momen N 3a10B0/baBa peUeHUILY

Ve (Ey(S(a) = y) A (~x = 0= 32(S(2) = 2)),
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KOja KaXe 1a CBAKU €JIEMEHT MMAa HEIOCPETHOr CIICAOCHUKA U CBAKH €IEMEHT Pas3IHIUT
0J1 HyJIe HETTOCPEAHOT MPETXOAHNKA, CKyll M mopesn ejieMeHTa 1M CaapKu joIn OECKOHAYHO
MHOT'O HOBUX €JIeMEHATa KOju Cy 3ajeqHo ca m nopehanu ypehemem < kao eau Opojesu:

{ P Koo
M M m

ol -
v

=l
i

AKO y3MeMo y 003up eneMeHT m & m nodujamo HoBe enemeHTe us M:

: i o > o —f——— >
MgM m

ol —+
—| =
rol 4

Tj. HOBY KOIIHjy meiaux O6pojeBa. Huje Temko mokasatu fa ce m3Mel)y cBake /1Be KOIHje
ypebhema nenux 6pojesa (Z, <) y M Hanasu HoBa TakBa KOIIMja.

IIpumernMo u Aa < Huje m00po ypeheme ckyma M. Ywmraonuma mpemymraMmo aa
noKaxy a, Ha npumep, Herrpasan ckyrt Mo = M \ {”™M | n € N} nema Hajmamu exement.

Melhytum, 1 mopen cBux youeHux pasnuka, He 3abopasumo na M | Th(N). Oso
sanpaso 3Haun 1a M = (M, <, SM, @, ®,0) 3amoBosbaBa cBe peueHulle jesnka L Koje
3a/10BOJbABA U CTAHAAPAHU Mozelr. Huje Telko youuTu ga Mopa BaXUTH U OOPHYTO: aKko
je Heka peuenuna jesuka L tauna y M, ona mopa 6uru tauna u 'y IN. JIpyrum peuuma,
peuenuniama jeauka £ HE MOKEMO PA3IMKOBATH CTAHAAP/IHU U JI0OMjEHN HECTaHIapIHU
MOJIeII KOMILIETHE apUTMETHKE.

Kao mro ce Moske HaCITyTHTH, OBaj IPUMED He IIPeACTaBIba CaMo jJeIHy OONYHY IPUMEHY
TeopeMe KOMITAKTHOCTH, Beli oTBapa uuTaBy 00J14aCT UCTPAKUBAIbA HA KOjuUMa ce HelieMo
3a[IpKaBaTH. 3aMHTEPECOBAHOT YnTaola yiyhyjemo Ha ?7. >

ITPUMEP 19. Iopex cTpyKType IPUPOIHUX OpOjeBa, O KOjOj CMO TOBOPHUIIN Y IIPETXOIHOM
[IPUMEPY, BaXHO MECTO Y MaTeMATHUIM 3ay3uMa U ypeheHo mospe peannux 6pojea R =
(R, <, +,-,—,0,1).

ITpumeHOM TeOpeMe KOMIIAKTHOCTH j0Ka3aliemMo ja mocroju ypeljeHo nobe Koje 3a,10-
BoJhaBa ucte peuennrle jesuka Lrpo Koje Baxe y R, anu ce y oapeljerom cmucny u 6utHO
pas3nuKyje o1 ypeheHor ToJba peaHux OpojeBa.

IIpormpumo jesuk Lro HOBUM cuM0O0jI0M KoHCTaHTe c. Heka je

T=Th(R)U{0<c¢l<cl+l<cl+l4+l<e...,14+14+---+1<e...}
N—————

TeopHja y IPOIINPEHOM je3uKy. AKO je T mpon3BosbaH KOHAYAH IIOACKYII o1 1, Tama ce y
Ty HATIA3K CAMO KOHAYHO MHOTO peueHuiia obmuka 1 + 14 ---+ 1 < ¢, n € N; Heka cy To
~—_——

n

pedeHue:
l+14+-4+l<e 1414+ F+1<e¢...,14+1+---+1<c
— — —
ni no ng
3a HeKe MmpupoaHe Opojese Ny, Na, . . ., N,. M3abepumo 6mI0 Koju peanaH 6poj r Behu of

CBUX N1, N3, . . . , Nj; HA TPUMEP, HEKA je ' = max{ny, na, ..., Nk} + 1. Huje Temro sunetn
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ma je crpykrypa R* = (R, <, +, —,-,0,1,7), mpu gemy je c® = r, jeman mMozmen ckyma
peuennna Ty, TTpema TeopeMu koMmmakTHOCTH Teopuja 1 uma momen. Heka je crpykrypa
F=(F<,®0,6,0,1, K)vonen reopuje T, npu uemy je c¥ = K. Kaxo je F = Th(R),
3aksbydyjemo na je (F, <, ®, ®, 6,0, 1) jenno ypeheno nosme (Gynyhu na je Tro C Th(R)).
Taxobe,

FE{0<c¢l<cel+l<el+l4l<e...,l4+41+4---4+1<eg...},
N—————

n

omakie ciaenu aa je K enement qoMeHa F' Koju 3a10BOJbaBa HEjeOHAKOCTH

0<K,1<K,....,.1®¢1¢---d1<K,...
N——

n

CamuM TuM, nobujeHo ypeheHo mosbe HUje apXHMEACKO, 3a pa3uky of ypeheHor mosba
peanux 6pojesa. Ypeheno mome F = (F, <, +F,.F _F 0F 1F) je apxumencko axo 3a
cBaku enement ¢ € F, mocroju npupogan 6poj n taxas aa je x <& 1F +F ... 4 F1F
5:—/
IMocrojame HeapXuMeACKUX ypeljeHUX mosba mpubImkaBa HAC WejaMa T3B. HECTAH-
JapaHe aHaIHu3e, Koja je pasBujeHa 60-TUX roawHa IPOILIOT BeKa M Koja je Hamuia OpojHe
IIPUMEHE y IPYTUM 00JIacTUMa MaTeMaTHKe (TeOpHju BepoBaTHONe, EKOHOMMU)H, MATEMATH-
4KOj pu3ULM, OECKOHAUHO] KOMOMHATOPUIIM UT/,). Y HAPETHOM IIPUMEDY, AeTabuuje hemo
IIPOYYMTHU j€/IHO HEAPXHUMEJICKO 110Jb€ KOj& MMa BAXKHY YJIOIY Y HECTAH/IAP/IHO] aHAIIN3HU. [>

ITPUMEP 20. Cerumo ce moiba Koje cMo Jobunu y npuMmepy 16. Ja momceTumo, Taza
cMo nonnasehu o HeKoT HerlaBHOT yiuTpaduirrepa U, KOHCTPYHCATIH YPeleHo MoJbe UMjH je
nomer QY /U, rae je QY ckyn cBuX HM30Ba pamMoHAIHUX GpojeBa. OBO MOJbE Ce O3HAYABA
ca *Q v Ha3uBa ce MoJbe xuneppanHoHaIHux opojesa. Quurnenuo je na *Q caapxu Komujy
panuoHanHux 6pojesa, jep ce cBaku ¢ € Q Moxe upenTudukopatu ca (¢, q, q,...). Kao
IITO CMO BHUJEIH y TIOMEHYTOM TIpuMepy, mosbe *(Q mma jorr gocra ememenara. Beh cmo

HCTaKIU eJIEMEHT (%, %, i, %, ...), Koju hieMo cajia O3HAYMTH ca €, M BUAETH [a BaKK:

1 . . .
0 < ¢ < —, 3a 6wio Koju npupoAan 6poj n. Emement x € *Q, Takas na je
n

1
|x] < =, 3a 6uio Koju MpupomaH 6poj n,
n

Ha3uBaMo HH(pHHAUTE3HMaIoM. [axie, € je nHGUHUTE3NMAlA pa3andnTa ox Hyie. bynyhu
Jaa *Q uma uHpuHUTE3NMAITE KOjE HUCY jeHAKE HYIIM, 3aK/bYy4yjeMO 1a OBO ypeheHo mobe
Huje apxumencko. ITopex tora, *Q uma u T3B. GecKOHaYHE eJIeMEHTe: KAKO je € MHUHUTES-
UMaJIa Pa3IMuKuTa O/ HyJle, OHa je e~ - = (2,3,4,5, .. .) 6eCKOHAUHO BEJIMKY €JIEMEHT, LITO
3Hauu jaa je Behu o ceakor n € N. KoHa4yHU eleMeHTH cy OHU KOjU HUCY OeCKOHAYHHU,
Tj. OHH KOJU CY MamM Of HEKOT IIpHPOJHOT Opoja n. Ha mpumep, nHGUHUTE3NMAIE CY
KOHAYHU eJIeMeHTH. [IpUIMKOM [poyyaBama HeapXUMEICKUX [10Jba, O]l II0CeOHOr 3HAYaja
je penatmja 6eckoHa4yHO Oycko neduuucaHa Ha ciaenehu HAUMH: T X Y aKKo je T — ¥

“(0,0,0,0,...) < (3, 3,

N
=
~
—
=
|=
[
[
~
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nHuHuTesnMana. Huje Telko IokasaTH Aa je &~ penalyja ekBuBaieHiuje Ha *Q. 3an-
UMJBHBO j€ Ja Kjlace eKBUBAJICHIIMjE Y OJHOCY HA ~° Koje onapelyjy KoHAYHH eeMeHaTH,
3ajeqHo ca ypehemeM u onepanujaMa aehuHICaHUM Ha oArosapajyhu vauut, o6pasyjy 3a-
[IPABO APXUME/ICKO 110Jbe M30MOPGHO ypelieHoM 110sby peainux Opojesa. Jlakie, onucaHy
KOHCTPYKIUJY MOXEMO CXBATHUTH Kao jOII jeJHY WU3rpadiby CTPYKTYPE pealHux OpojeBa
(Topen Mo3HATHX KOHCTPYKIIMja 3acHOBaHUX Ha KomiwjeBuM HuzoBuMa, JleNeKUHIOBUM
npecennMa, win BajeprTpacoBuM peloBUMa).

Amnanorso oy QN /U, usrpabyje ce u mosme xuneppeanrnx 6pojea RN /U. 'V oBom
BEOMa ,,60TaToM" TI0JbY MOTY CE IIPOYYABATH PA3HH KOHIICIITH KIIACHYHE AHAJIN3E YUME CE
mu Hehemo OaBuTn. YiyliyjeMo 3auHTepecOBAHOT YnTaona Ha 77, >

TTPUMEP 21. Pem3njeBa Teopema. 3a Guiio xoje k > 1, nexaje [S]F = {X C S | |X| = k}
CKYII CBUX KOHAYHHUX ITOACKYIIOBA Of S KOjU UMajy k eleMeHaTa U Koje liemo kpahe 3BaTu
k-moackymoBuma. Ceaxy dyrkumjy 7 : [S]F 25 {1,...,7}, 3a Hexo r > 1, HasuBahemo
6ojemem k-moackymnosa og S v r 6oja. Ckyn H C S je xomoreH 3a 60jerbe T aKo Cy CBU
enementy u3 [H|¥ o6ojenu ucrom 6ojom, Tj. axo je 7 | [H]¥ xoncrantHa dyHkumja.
Beckonauna Bep3uja Pem3ujese teopeme. Heka cy k u 1 O3UTUBHU IPUPOIHE OPOjeBU U
S Geckonauan moaekym ox N. Ao 7 : [S]F 22 {1,...,7}, oHga mocroju GeckoHAYAH CKYIT
H C N xomoren 3a 7.

JIOKA3. Teopema TpuBHjaHO Baxku ako je 7 = 1. [IpermocraBumo 3ato majer > 1. Jlokas
M3BOIMMO HHIYKLIHUJOM 110 K.

Axo je k = 1 ([S]' = S), Teopema Baxu Ha OCHOBY jeaHe BapujaHTe JUPUXIIEOBOT
IIPHHIMIIA: aKO je CBAKH elleMeHT u3 S 000jeH jeAHOM o1 KOHauHO MHOro 0oja, oHOa
Mopa IIocTojaT 00ja KojoM je 000jeHo OeCcKOHAYHO MHOTO eleMeHaTa u3 S, jep S mma
6ecKOHAaYHO MHOTO eJleMeHaTa, a 60ja je KOHAYHO MHOTO.

Ja Ou MHOYKTUBHU KOpak OMO jacHUju, pasMoTpulieMo u ciydaj k = 2. Jlakie, Heka
7 [S]? 2 {1,...,7}. O3HAUNMO ca T( MHHIMAIHH eJIEMEHT CKyITa S U ITOCMATPAjMO CBE
napose {zg,z}, © € S. CBu 0BaKBH IapOBU 000jEHH CY jETHOM Of T 50ja, IIa ITOCToju 60ja
T, 1 < 19 < 7, KOjoM je 000jeHO DeCKOHAUHO MHOTO BuX. OBa] 3aK/byUaK je 3aPaBo MO3K-
Bame Ha cryuaj k = 1. [Nocmarpajmo cama ckyn So = {z € S\ {zo} | 7({zo,2}) = 70}.
Heka je x1 = min Sy. M3BoguMo HOBH 3aKJby4aK: IIOCTOjU 6oja 1, 1 < r1 < 7, KOjoM je
000jeHo0 OEeCKOHAYHO MHOTO IIapoBa KOjU cafpke 1. YouaBaMo JaKlie HOBH O¢CKOHaYaH
ckyn S; = {z € So \ {z1} | 7({z1,2}) = 1} u Wwerop HajMamyu e1eMEHT T3 = Min Sy,
vta. Hacrasspajyhu oBaj mocrymak, gqobujamo uusz 60ja 79, 71,72 ... U omnaxajyiu Hus

GeckoHaunux ckymoa Sp O S1 D S D ... TakBux ja 3a cBaxo ¢ > 0, S;41 caapxu
MapoBe YHjU je jemaH wiaH x;,4+1 = minS; u Koju ¢y cBu 06ojenu 6ojoM r;41. Kako je
r0,T1,7T2 ... HU3 OpojeBa u3 {1,...,r}, npema Beh moMeHyTOj BapHjaHTH MPUXIEOBOT

MIPUHIIKIIA, TTOCTOju GeckoHauaH ckym uHaekca | C N, Takas ma cy cBu 14, ¢ € I, jemHaku
uexkom 1/, 1 < v/ < r. Jeduuummmo Hajzan u xesbern xomorenu ckym: H = {xz; | i € T}.
Huje Tenmko noxa3saru aa je oBaj ckyr 3aucra xomoret 3a m. Heka je ; # x;,%,j € I. Bes
ry6ibera OIIITOCTH MOXEMO IIPETIOCTABUTH Aa je T; < xj. CBu maposu u3 S; cagpxe
x; u obojeru ¢y Gojom r; = r’. Meby muMa Mopa ce HanasuTtd u nap {x;, x;}, jep je
S; D Sj > x;. Nakie, cBu naposu u3 H 06Gojenu cy Gojom r’.

IIpeTocTaBIMO 4 je TeopeMa TauHa 3a Heko k > 2. Heka 7 : [S]F+1 23 {1,... ).
KoncrpyuuieMo WHAYKTUBHO HU3 HENPA3HUX MOACKYNoBa Sy, S1,S2,... on S, HU3 dyH-
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KIMja T, 771, T2, . . . AHA3 T, T2, . . . eleMenara ckyna {1, ..., 7} , na cienehn Hauun. Heka
je So = S umg = m. Axo cMmo aepuHUCATH CKYTOBE S0, . . ., Sy, @ QKO j€ Tp1 = Min Sy,
byuxujy mp11 ¢ [Sn \ {Znt1}]" = {1,..., 7} nedunumenmo ca:

7Tn+1({y1,...,yk}) = ﬂ-({anrlvyla"'vyk})ﬂ {yla"'vyk} € [Sn\{anrl}]k

Ilpema MHAYKTUBHO] XMIIOTE3HU, MOCTOjU GeckoHauan ¢yl Sp+1 C Sy \ {@n41} xomoren
38 Tpy1, Tj. 32 HEKO Typi1, 1 < 7pyy < 7, pecTpukuyja mn1 | [Xn41]¥ je xoHcTanTHA
dynKmja 1 cBuM enemenTHMA U3 [X,, 11" monermyje BpemHOCT 7y 1.

Kakojery,rs ... uu3 6pojesaus {1, ..., r}, mocroju Gekconauan ckyn ungekca I C N,
TaKaB [a cy CBU 7, ¢ € I, jennaku nekom 7', 1 < 7/ < r. Tamajeckyn H = {x; | i € I}
XOMOTEH 32 . O

Ipumernmo aa ce y GopMyIanuju IpeTxoHe TEOPEMe MOKe MTPETIIOCTABUTH /1a je S
OMII0 KOju OGeCKOHAYAH CKYII.

Jla 6ucmo jeaHocTaBHUje GopMyIHCaTN KOHAYHY BapujaHTy PeMm3ujeBe Teopeme, 3a
MO3UTHBHE MPUPOHE Opojee mu r,mekajem = {1,...,m}ur={1,...,7r}.
Konauna Bep3nja Pemzujese Teopeme. Heka cy r, K 1 n IO3UTHUBHU IPUPOIHU GPOjEBU U
n > k. Tama mOCTOjM MPUPOZAH OPOj M > n, Takas Aa 3a cBako Gojeme 7 : [m]F =3 r
nocroju ckyn H C m, |H| = n, xoju je xomoreH 3a 7.
JIOKA3. TIpeTrocTaBUMO CyIpOTHO, Tj. A 38 CBAKO M = 7, IOCTOju Gojerse 7 : [m]* Br
3a koje ue nocroju ckyn H C m, |H| = n, xomoren 3a 7.

®opmupahiemo jenny teopujy jesuka L = {B1,..., B;}, KOjU CaIpkKu T PeIallijCKUX
cumbona myxune k, ar(B;) = k, 1 < i < r. Hexka je o koHjyHKIIHja cnienehe Tpu pedeHune:

— V- -Vap | Bi(zr,...,z0) = A ziFxj,

1<i<j<k

= Vay---Vap | Bi(z1,...,26) = N\ Bil@pa), - Tpky) |, T je P ckyn cBux mep-
pE P
myranuja ckyma {1,...,k},

— V-V N ziFzi= \ DBi(ri,...,2x)

1<i<j<k 1<igr

Axo je Bi(z1,...,x,) dopmyna \ Bi(zj,,...,%j,), O3HAUMMO ca [5 peUCHHLLY
1</ <. <jk<n

Vay---Va, AN zi#Fzj= N (Bilzy,....,20) ABj(21,...,70))

1<i<j<n 1<i<j<r
Hajsan, neka je v, £ > 1, pedenuua 3z -- -3z, N\ x; # x5
1<i<j<e

Hoxaxumo na treopuja T = {a, 8,71,72,73, - - -} tma mogen. Heka je T npoussosban
konaua® nmoackyn ox T. Tama mocroju mpupoman 6poj m > n takas ga je 1o C T} =
{a, 8,71, ,%m}. TIpeMa HaIIO] HOIA3HO] IIPETIIOCTABLIM, TOCTOju 6ojeme 7 : [m]F ™3 r
3a xoje He mocroju ckynt H C m, |H| = n,xomorenza. 3ai € {1,...,7}, ueka B™ C mF”
canpxu caMo ypeheHe k-Topke MeljycoOHO pasIHUATHX eNeMeHaTa 21, . . . , £ € 1N TAaKBe Aa
jem({x1,...,2x}) =i. Tamaje (m, B™,..., B™) | 1. IIpema TeopeMn KOMIIAKTHOCTH,
u ckyn T uma mogen. Hexaje M = (M, BM, ..., BM) |= T. Ilpumerumo Hajipe aa ckyIr



M wmopa 6urn 6eckonadan. dedunummmo dyskumjy 7 : [M]* — r na crnenehn nauus:
a({z1,...,zx}) =i akko BM(z1,. .., 1), 32 MelycoOHO pasmuduTe 21, .. ., Ty € M.

Yuraonuma IpenymramMo IpoBepy Aa je m mobpo meduHucaHa Ha-pyHKmmja. IIpema
GecKoHAYHO] BapujaHTH PemsujeBe Teopeme mocTtoju Oeckonadad ckyn H C M koju je
xoMoreH 3a 7, CBaKaKo U3 OBOT CKylla MOXEMO M3ABOJUTH N Me[jyCOOHO pasInuuTHX eje-
meHata Ry, . .., Ry O KOJUX Ce He MOTY (hOPMUPATH [IBA CKyIa ca 1o k enemenara koju he
OuTH pasuuuTUX 60ja, MITO IPOTUBPEUN Yurbennnu aa M = 5. >

CunrakcHa nocjeauuna

[lojaM cUHTaKCHE TOCIEANIIE TIPYKa BeoMa J00ap YBUA y TO KAKO CIIPOBOIAMO
Jiokaze y Matematui. OCBpHUMO ce MaJIo JieTa/bHUje Ha JIOKa3 JaT y npumepy 15
(ma crpanm 115). Tama cMo JoKa3any ga JECHU 3aKOH KaHIIEIAIlNje BaXXH y CBAKO)]
rpynmu. Makxo cMo TOKOM A0Ka3a 3aMUIIJbATN J]a PAJIUMO ca HEKOM KOHKPETHOM
(TpOM3BOJEHO M3AOpPAHOM) TPYIIOM, HHjETHOT TPEHYTKA HUCMO WMAJld MOTPedy
Jla TIpen3upaMo O K0joj je 3arcTa rpymu ped, Beh cMO UCKIbyYNBO KOPUCTUIIH 3a-
KOHUTOCTH KOje TPyIia 3a10BOJbaBa 1Mo IehUHUIINJH, Ka0 U JOOPO MO3HATA CBOjCTBA
jemHakocTH U omeparja (hyHkimja). JpyruM peunMa, 3HadajHe Cy caMoO aKCHOMe
TeopHje Tpyma, JOK je CEMaHTHKA Yy OBOM CIIy4ajy caMoO TICUXOJIOIIKA ITOAPINKA
32 OHOTa KO CIIPOBOAM A0Ka3. [lOTIyHO HMCTy CHTyalljy cMO MMalld Ha TIpIMep
y NPBOM TIOTJIaB/bY Kajla CMO moka3mBaju jieMe 1 m 2 (Ha crpanama 14 u 15).
Crnmcak npaBmiia KOja CMO KOPUCTIITU 3a N3BOlerbe CeKBeHATa y CKA3HO] JIOTHUIN,
MPOIINPYjeMO HOBUM TPABHIIUMA KOja ce OJIHOCe HAa KBaHTU(UKATOPE U 3HAK jell-
HakocTu. OBOTA MyTa CHHTAKCHA TIOCIIEANIIA jeCTe peJlalja KOjoM Ce YCIIOCTaBIba
onHoc m3Mely ckyma popmyia moruke npsor peaa I' u Heke popmyte a.

Hedmuuunja 13. @opmyrna o je cuHTakcHa riocaenuia ckyna ¢popmyna I', ako ce
cekBeHT I' - o Mo2xe mobuTH puMeHOM ceaehux MpaBuiIa KOHAYAH OpOj MyTa:

AKkcuoma Ciabbeme
| )

e T — (slab
R¢F¢®@ R7F¢®a)
VBoljemwe nmrnkargje Emnvunanuja uMimiukaimje

Lok 'Fp=vy I'k
P (o) d ? (=p)
'Fp=1y '
YBohemwe xonjyHk1mje Enumunanuja KOHjyHKIHjE
'k T'FHY LAy oAy

Trong Tre M Ty (W
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VBobheme aucjyHkIHje Enmuvunanuja aucjyHKIHje
| R ) Fr'Fevy T,pF0 T,0+-0

1 d
- — (V V
VBobheme Herammje Enmuvunanuja Heraiiuje
F,gpFJ_( ) 'k —yp Fng( )
Th-p ' Y T L B

YBohemwe ynuBep3aHor KBaHTU(UKATOpa

I'- ¢ =z Huje cmoboaHo y popmynama ckyma I’
(Vu)
I'-Vze

EnmuMmunanuja yHUBep3aTHOT KBAHTH(HKATOPA

I'=Vze
T+ o[z/1] (Ve)

YBohemwe eraucreHIujaIHOT KBAHTHPHKATOPA

I glo/t]
TF e V)

Enmvunanuja ersucTeHnjaTHOT KBAHTH(GHKATOPA

'3z T,pk 0 x nujecnobonnoy ¢popmynama ckymal U {0}

3
THo (o)
YBobhewe jeqHakocTu EnuMmuHanuja jeTHaKkocTH

F'Foyv/t] THt=u
=7 (=v) (=E)
THt=t ' ofv/ul

Kiacnuna HNpPOTHBPEYHOCT

'~k L

Feo (L)

Jedunnumja 14. dopmyina o je foka3HuBa, Tj. jecTe TeopeMa JJOTHKe IIPBOT peaa, y
o3Hauu b o, ako je nokasus cekpeHt () - 0.

V napeanum npuMepuma uiycrpoalieMo npruMeHy npaBujia Koja ce OAHOCE Ha
KBaHTHU(HUKATOPE U jeTHAKOCT.

IIPUMEP 22. + Vza V VS = Ve(a V f)
l. Vea V V2f - Vza V Va3 (ax)
2. Vaa V VB, Vra - Vea (ax)
3. Voa VVzB,Vea F o u3 2 npema (Vi)
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4. Vea VVxB,Veat aV s 3 3 pema (Vi)
5. Vea V VxS, Vea b Va(a Vv B) u3 4 npema (Vy)
[mpomenmbuBa = Huje cIoGoAHA Y POPMyYNIAMa Ca JIEBE CTPAHE PaMIIE]

6. Vra VVap, VxS + Vas (ax)
7. Vea VVxB, Ve F S u3 6 npema (Vg)
8. VeaVvVaB,VzfEaVvy u3 7 pema (V)
9. Vxa VVzB,Vrp F Vr(aV 3) u3 8 mpema (Vy)
10. Vza V VxS F Vx(a Vv §) u3 1,5, 9 mpema (Vg)
1. FVza VVaf = Ve(a Vv B) u3 10 mpema (=)
>

I[IPUMEP 23. F Jz(a A ) = Jza Az

1. Jz(a A B) F 3zx(a A ) (ax)
2. Jz(aNB),aNBFanp (ax)
3. Jz(aAB),a NS Fa u3 2 npema (AL)
4. dz(a A B),a N B F Jza u3 3 npema (Ju)
5. 3z(aAB),aNBES 3 2 ipema (AS)
6. Jz(aAB),a NP F Izp u3 5 npema (Ju)
7. dz(a A B),a A B+ Fza A Izl uz 4, 6 mpema (Ay)
8. Jzx(aAB)F JzaAJzp u3 1,7 mpema ()
[mpomensbuBa = Huje cinoboana y popmynama Jx(a A B) u Jxa A Jxf]
9. FJz(aAp) = JzaAJzs u3 8 mpema (=)
>
[IPUMEP 24. + VfElVl'g(fEl = T9 = Ty = 1'1)

l.xi1 =29 F 21 =21 (=v)
Axo ca ax) oznauumo hopmyiy & = 1, oHaa je afx/x1] hopmyna 1 = x1.
2. r1 = To + 1 = X2 (ax)
3.rp =12 w2 =11 u3 1, 2 mpema (=g)
alz/xs] je popmyna o = 7.
4. Fxy =29 = 29 =271 u3 3 npema (=y)
5. B Vo Vae (g = 20 = 22 = 21) n3 4 npema Yy (nBa myTa)
>

ITPUMEP 25. + ‘v’a:NxQVa:g(xl =22 ANTo =T3 = T1 = 1‘3)
l.21 =29 ANxo =23 21 =9 ATy = T3 (ax)
2.1 =x9Nxo =x3F 21 = 29 u3 1 mpema (/\}E)
Axo ca a(x) oznaunmo popMyiIy 1 = &, OHOa je a[x/x2] hopmyna 1 = Xs.
3.x1=x9Nx2 =23 F 290 = 23 u3 1 mpema (/\%)
4. 21 = w9 NTo =23 F 21 = 23 u3 2, 3 npema (= E)
alz/x3] bopmyna 1 = xa.
S5.F 21 =290 ANx0 =23 = 21 = 23 u3 4 pema (=)
6. b Vo VaoVaes () = 29 Ao = 23 = 21 = 3) u3 5 npema (Vy) (Tpu 1yrta)

>
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Kao ny criyuajy nckasne JIOTHKe, U3BeJeHa ITpaBUiIa HAM MOT'Y 3HATHO OJAKIIATH
JIOKa3MBAaKE CEKBEHATA. Y HAPEIHO] JIEMH 1ajeMO CaMO jeAHO OBAKBO ITPABUIIO, IOK
Cy MHOTa Jpyra jiata y 3aaatky ?2.

Jlema 8. 1_‘,74 —sF t[.’L’/’I”] _ t[:);’/s] (:C)

JIOKA3.

I.T,r=skr=s (ax)
2T, r=skt=t (=u)
3.0, r =sttlz/r] = tlx/s] u3 1, 2 npema (=g).

O

'V HacTaBKy OBOT o/ieJbKa aHaTn3upaheMo HEKOJINKO ,,00MIHIX " MaTEMATHUKIX

nokaza. [IpuMepn kKoje HABOAMMO HE caMo JIa WIIYCTPYjy 3Hauaj YBeIeHOT CITICcKa

TIpaBWIIa 3a MOKA3UBAKE CEKBEHATa, Beh mMajy 3a b U 1a pacBeTiie yoOudajene
MaTeMaTH4Ke ToKas3e.

IIPUMEP 26. Heka je f yHapHHU ollepalldjcKu cuMOOIT B HEKa je:
e Inj, popmyna VoVy(f(z) = f(y) = = = y) (xoja 3nauu: f je 1-1 dyuxiuja);
e Sury dpopmyna Vy3z(f(z) = y) (koja 3naun: f je Ha dyukumja);
e Bij; popmyna Inj; A Sury (koja snauu: f je Gujekumja);
e Invy popmyna Vo (f(f(x)) = ) (xoja 3naun: f je unBOIyLH]A).

Hoxaxumo Invy = Bij;.

) It UG 2 () o
2. Invy Yy) =1y u3 | ipema (VE), 0OAHOCHO
Invy B (f(z) = y)lx/f(y)]

~—

3. Invy - 3z(f(z) =) u3 2 npema (Jy)
4. Invy b Vy3z(f(z) =y) u3 3 mpema (Vy), OHOCHO
Ian - Surf
5. Invy, f(z) = fly) F fx) = f(y) (ax)
6. vy, 1(2) = £5) F F(F(@) = F(F(9)) (=)
7. Invy, f(z) = f(y) F f(flx) == u3 1 npema (V) u (slab)
8. Invy, f()=fy) F fF(fly) =y u3 1 npema (Vi) u (slab)
9. Invy, f(z) = flyy Fe=y us 6,7, 8 mpema 2 X (=g)
10. Invy F Vavy(f(z) = f(y) =z =y) w3 9 mpema (=y) + 2 x (Vy), oanocuo
Inv¢ F Inj
11. Invy = Bij,; u3 4, 10 mpema (/\U)f

Jato usBoljere y MOTIMYHOCTH OAroBapa yoOudajeHOM J0KAa3y Jla HHBOIYIIHjA MOpA
o6uTH OHjeKIIHja.

IlpernocraBumo ga je f uHBonyTuBHA GyHKIMja. Jokazahemo aa je Gujexuuja. Ilo-
TpebHo je mokaszatu na je 1-1 u na-pynxmja (Ay).
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f je 1-1 pynxuuja? Heka cy = u y npoussosbhu (Vy). Ipernocrasumo na je f(z) = f(y),
u pokaxumo 1a je x = y (=y). OBo je mocnenuna cnenehe Tpu jemaakoctu (2X =g):

(1) f(f(z)) ==,

(i0) £(F(9)) = v,

(iii) F(F(2)) = (£ ).

Jemnaxocru (i) u (i7) Baxe jep je [ unponynuja (Ig), (ax). Jemnakocr (4i7) je mocnenuia
npernocraske f(z) = f(y) (=¢).

f je ma-pynxumja? Axo je y npousBosbHO, gokazahemo na nocroju = tako aa je f(z) =y
(Vu). Heka je z = f(y) (Ju). Ilomro je f unsonyuuja, mobujamo na je f(f(y)) = v,
(Fg), (ax). >

ITPUMEP 27. JleBa npasuiia u3Bolera M jeaan Aoka3 u3 anaause. Beh cmo pexiu na u3se-
JieHa IIpaBuiIa 3HAYAJHO oJlakiuasajy uzBobeme ceksenara. IIITo Bulne TaKBUX LIPABHIIA
3HAMO, jJeNHOCTABHHU]E U3BOAUMO AoKase. [ToceOHO ¢y KOPHCHA T3B. JIeBa IIPABHIIA KOjHMa
ce cMambyje CIIokKeHOCT (hopMyIia ca JIeBe CTpaHe paMIle ako ce 4uTajy oqo3ao Ha rope. Ce-
THMO Ce JIa OBAKO YHTAMO MPAaBIJIA KaJa TparaMmo 3a HeKUM mokasom. Hasomumo deTnpu
TAKBa IIpaBUIA:

Lo, 6 o, 0 Voo, olx/t| F 6
F,g)mwa( v F,Wp;»zwo( L) T, Vo - 0
I'a b6 zwuunje cnobomno y popmynama uz I'U {0} 5
T,3za k0 (5u)

I'py6o roBopehu, u3BeeHa npaBuia UMajy CJIUMUYHY YIOTY Kao pasHa nomohina tBphema koja
KOPUCTHUMO TIPIIHKOM JOKa3uBarba G0 Koje HoBe TeopeMe. CBe oBO mimycTpoBalieMo Ha
JeIHO] TEOPEMHU U3 MATEMATHUYKE aHAITU3E.

Heka je jesux ypehenux moma {<,+,, —, 0,1} mpommpen GHHAPHAM pPeTIaIlijCKHM
cumbonmuma <, >, >, yHAPHUM OTEpanujckuM cumbonmma | | u /2 (oBaj mocienmu he
3/IeCHa ,,/IGJCTBOBATU HAa apryMeHT). YcBajamo u cienehu yobuuajen aorosop jia hopmysia
(Vz > u) o o3nauasa popmyny Va(z > u = «), a (3z > u) @ popmyny Va(z > u A o), u
CITHYHO 3a OUIT0 KOJy IPYTy IPOMEHJBUBY U 3a OCTalle 3HaKe <, <, =.

O3HAYUMO ca wgrfoof(m) = { popmyny Ve > 035Vx > 0 |f(z) — ¢| < e. Heka je u:

(V1)

Lemay popmyna VeVy Iz (z 2 x Az > y);
Lemas dopmyna Vo —(z < x);
Lemag dopmyna Va VyVz1Vza(Jly — 21| < /2 A |y — 22| < /2 = |21 — 22| < 2);
Lemay popmyna Ve Vy(z # y = | — y|/2 > 0).
Joxazahiemo ma

Lemayj, Lemag, Lemag, Lemay = lim f(z) =4A lim f(z)=0=(=1/".
T—r+00 T—>+00

1. JloxasnBame *KebEHOT CEKBEHTA, mpema mpasuanMa (=vu), (AL) u (L), Mmoxemo
CBECTH Ha JIOKA3UBAbE CCKBEHTA:

Lema, , Lemas, Lemas, Lemay, hrf flx) =1¢, lirf fle)=0 040+ 1.
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Hda 6HCcMO TIOjeJHOCTABIIIN 34IlUCHBalbe, 03HauuMo ca I' ckyn dopmyna ca yese
CTpaHe paMmIie.

2. Hexka je € Tepm |£ — ¢'|/2. Tama mpema mpaswty (Vi) OIpUMEmEHOM TPH IIyTa,
IPETXOMHHU CEKBEHT CBOAUMO HA

[,36Vx > 6 |f(x) — ¢ <& 36Ve > § |f(x) - V| <E,E>0F L.
IMpasunom (V1) ,,akTUBHpaan cMo® (opmyiie Erf flz) = ¢, EIJP flx) =20
cynctuTynujama [¢/g], kao u popmyiry Lemay, cyncrurynujama [x/¢) u [y/¢'].

3. ®opmysie, Koje Cy jo/arTe ca JIEBE CrpaHe pamiie y 1IPeTX0/HOM KOpaKy, Jajbe pas-
rpalhyjemo yrorpeboM npasuia (3r,), TAKO MITO YBOXUMO HOBE IPOMEHIBUBE 01 H O
KOje ce He M0jaBJbyjy clIoOO0THO ¥ OcTaIuM GopMyIaMa.

Vo> 6 |f(x) — 4 <ENz = 8 |f(x) — V| <EE>0F L.

Jla 6ucMo TI0jeTHOCTABIIIH 3aITHC, YMECTO Habpajama CBUX (hopMyIia ca JeBe CTpaHe
pamile, U3ABOJUIIH CMO CaMO HAJBAXKHU]E, 4 OCTAJIC 3AMEHWIN TAYKULAMA.

4. Axo gopmyny Lema; akTuBMpaMo ABOCTPYKOM IIpuMeHoM rpasuia (Vi) opu cyr-
cruryumjama [x/d1] u [y/02], a 3aTMM yBeaeMo HOBY IPOMEHIBUBY 2 KOja HUje CIO-
GouHa y octaiuM GpopMyiiaMa, o3usajyhin ce Ha npasuio (3y, ), 1 Haj3a1 IPUMEHIMO
(AL) nobujamo:

22 01,220,V > 6y |f(x) — 4 <E Nz = 6 |f(x) -] <EE>O0F L

5. Hakon oarosapajyhe npumene npasuna (Vi) u (=), ABa myra, Q0masumo 10
cneneher cexBeHTa

() =l <E|f(2) =] <EF L

6. Axrusupamem opmyne Lemas npu cyncruryuujama [x/[¢ — O'|], [y/ f(2)], [#1/4)
u [22/0'] (moncehamo ma je € tepm |¢ — £'|/2), a satum npumenom npasmwia (Ar) u
(=1.), HOIA3UMO 10 CEKBEHTA:

=< |- F L.
7. Hajzan, aktusupameM popmyne Lemay mpu cymcruryuuju [z/|¢ — ¢'|], crikemo mo

CCKBCHTA

=l <=0, S le=]) <=0 L,
KOjH ce MOXKe JOOUTH ITpuMeHoM mpasuna (). Jlokas je 3aBpiieH.

ITpumMeTrMO a Cy TJIABHE JIOCETKE Y U3JIOKEHOM [0Ka3y CYIICTUTYIIU]je KOJUM aKTUBUPAMO
MIPETIIOCTaBKE ca JIeBe CTPAHE paMIIe. >
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IIPUMEP 28. V oBoM npuMepy KOpHCTHREMO HEKOJIMKO, MHTYUTHBHO jaCHUX, H3BEICHUX
IpaBuiia KOjU € OJIHOCE Ha jeIHAKOCT.

=) Fl—tlztg_) Tkt =ty Fl—tgztg(_)
THt=t % TFty=1t," > TFit = ts -
Tkt =ty

LEt(z/t) =t(z/t2) (Ssup)-

ITopen Tora, 3Ha4ajHO hieMo I0jeTHOCTAaBUTH 3aITUCHBAIbE, TAKO IMITO fieMO caMo jeTHOM, Ha
MTOYETKY JI0KA3a, HABECTH CKYII PETIOCTaBKy I, a 3aTumM TOKOM n3Boljema moapasymeBaTu
U M30CTABIBATH JIe0 ,,I' F*, 1mITO je uHaye yoOuuajeHa mpaxkca y MaTeMaTHIIH,
IIperriocraBuMo Aa je3uK Caapku jean OUHAPHM OIIEpalijCKU 3HAK, KOoju hemo o3Ha-
YaBaTH JBeMa BEPTHKAIHMM IpTaMma | | (13Meljy Kojux mosase apryMeHTH), U 1B TEpHAPHA
3HaKa koje fiemo o3HauaBat ca £ u A (M KOjH OUCKY]y TP apryMeHTa ca JeCHE CTPaHe).
Hexka je Ttong TeOpHja UHje Cy aKCHOME YHHBEP3aIHA 3aTBOpemba cienehnx hopmymna:

eyl = |yl

Yo Lrxyz = Lzyz,

v3 Axyz = Auvw = |zy| = |uv| A lyz| = Jvw| A |zz| = |wul,

v4 Azyz = Auvw = Lryz = Luvw A Lyzx = Lvwu N\ Lzxy = Zwuv,
Y5 |zy| = |uwv| A Leyz = Zuvw A lyz| = |vw| = Dxyz = Auvw.

Hoxazahiemo
Teong F |ab] = |ac| = Zabe = Zacb.

ITpema nipaBuy (=), JOKA3HBAILE KETHEHOT CEKBEHTA CBOIMMO Ha

Teong, |ab] = |ac| = Zabe = Zach.

Hakne, ckyn mpernoctaBku [ canpsxu GpopMmyne i1, Y2, V3, V4, V5 4 |abl = |ac| (ma y
HACTABKY HCIIpeN cBake GopMylie moapazymMeBaMo fa croju I' F).
1. |ab| = |ac| [PETIIOCTABKA, Tj. (ax)
2. ac| = |ab] u3 1 mpema (=g)
3. |ab| = |ba| axtuBuparmeM 1 npasmwiom (Vi) npu [x/al, [y/b]
4. |ba| = |ab| u3 3 mpema (=g)
5. |ba| = |ac| u3 4, 1 npema (=7)
6. |ac| = |cal akTUBUparbeM Y1 IpaswioM (Vi) upu [z/a], [y/c]
7. |ba| = |cal u3 5, 6 mpema (=)
8. Lbac = Zcab aKTMBUpamEM Yo npasuiiom (Vi) pu [x/b], [y/al, [z/c]
9. |ba| = |cal A Lbac = Zeab A |ac| = |ab] u3 7, 8, 2 npumerom (Ay) aBa myTa
10. |ba| = |ca| A Lbac = Zcab A lac| = |ab] = Abac = Acab

aKTHBUparmeM 5 npasiwioM (Vi) pu [x/b], [y/al, [2/¢], [u/c], [v/al, [2/D]
11. Abac = Acab u3 9, 10 npema (=)
12. Acab = Abac u3 11 npema (=s)

13. Acab = Abac = Zcab = Lbac A\ Zabe = Zachb A\ Zbca = Zcba,
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aKTHBHpameM V4 npasmioM (Vi) mpu [2/c], [y/al, [2/b], [u/b], [v/a], [w/c]

14. Zeab = Zbac A Zabe = Zachb A Lbca = Zcba u3 12, 13 mpema (=)
15. Zabc = Zach u3 14 ipema (AL) u (AG).
>

TTPUMEP 29. 3nauajHy BpCTy TeOpHja TPeACTaB/bAjy OHE KOJUMA Ce YBOJE BaKHE aire-
Hapcke cTpyKTYpe, Kao rpyle Ha iipumep. Ped je o Teoprjama uuje cy akcuome yHUBep3aiHa
3aTBOpEHa aToMuuHuX opmyia objuka t1 = to, rae cy t1 u to HeKu u3pasu ogrosapajyher
jesuka. OBaKkBe PEUEHHUIIE Ce HABUBAJY AIrebapCKUM 3aKOHHMA, T1a Ce CXOIHO TOME Teopuje
Koje campike caMo ajrebapcke 3aKOHE Ha3WBAjy aiarebapckuM TeopHjaMa. Anrebapcku 3a-
KOHHM 4YeCTO Ce HaBoje Oe3 HaBolewa yHUBep3aIHUX KBaHTudukaTopa (KOju ce, HapaBHO,
UMIUIMIIUTHO 0Apa3ymeBajy). Ocnamajyhiu ce Ha 3anakarma Koja ce Hamehy y mpeTxoaHoM
1IpUMepy, HaciiyllyjemMo ja ce 3HauajHO MOIKE 110j€/JHOCTABUTH [J0KA3UBAILE J1a j& HEKU all-
reGpacku 3aKOH Mmocaeauia gate anrebpacke Teopuje. Tako, 10Ka3 1a je HEKU anredapcku
3aKOH CHMHTAKCHA rocneauna anrebapeke teopuje I' cripoBoauMo kopucrehu mpaBuiia T3B8.
JEAHAKOCHE JIOTUKE:

ti=ts,

ty =t la=1t3
to =1t

t1 =13

t1 =12

N

— =r) (Zsup)-

=1

s)

o~

Kaxemo na je anrebapcku 3akoH u = v nocienuna anrebapcke teopuje I, y o3naum
I' F3 v = v, ako MOCTOjM KOHAYAH HU3 JEMHAKOCTH U] = V1, ..., Up = Up, U = U (KOjU
Ce 3aBpIlaBa jeHaAKOIINY U = V) TAKaB [1a CBAKA JEJIHAKOCT y HU3y mium npunaaa I’ wiu ce
MOKe TOOUTY TPUMEHOM HEKOT OJI [TIPABUIIA jeJHAKOCHE JIOTHKe, AUPEKTHO (IIpeMa TIPaBUILy
(=R)) Win Ha jeHAKOCTU KOje joj IIpeTxode v Husy. Huje TEIKO H0Ka3aTH Ja CE MOXKE
KOPHUCTUTH U ciefielie u3BeIeHo IpaBuio? :

Uy =7V1 U2 ="UV2 - Up ="Un
Fuy,...,un) = F(v1,...,0p)

(=pD);

rzie je F' Heku n-apHu onepalijcky 3HaK.
Joxaxumo, Ha 1puMep, J1a je

1

=gty (zxy)xy " =z

xx(yxz)=(xxy)*xz,xxe=x,x %"

LLox(y*xz)=(r*xy)*z [IPETIOCTABKA (aKCHoMa)
2. (wxy)xz=xx*(y*z) u3 1 mpema (=g)
3wy syt —ar (yry ) w3 2 nipema (=wup), [2/y ]
4. xxrxl=e MIPETIIOCTaBKa (aKCHoMa)
S5.yxy l=e u3 4 mpema (=sup), (/Y]
6.x=zx IIPETIIOCTaBKa (aKcuoMa)
T.ax(yxy ) =xxe u3 6, 5 npema (=pp)
8. rxxe=ux [IpeTnocTaBKa (akcuoma)
9. 2x(yxy H==x u3 7, 8 mpema (=7)

“Mupexc DD moxemo cxBatuTi Kao ckpahenniyy 3a ,,106pa aedunncanoct™.
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[TpumeTnMo ma cBe OBe KOpake IoipazyMeBaMo (YKIbYUyjyhin u ogrosapajyha objamrmme-
a) ¥ Kajld HABOUMO UCTH JI0KA3 Y HAJCAKETUjeM OOJIUKY:

(@ry)ry 'l =ax(y*xy ) =vre=u

Huje Temko younuTy Ja ce HaBeAeHN (,,jeMHAKOCHH ) JOKa3 jeMHOCTABHO MOXKe Ipepa-
muTH y 1oKas cekBenta Tar F Vavy((z x y) xy~! = ). >

Teopema normyHnocTu

CBa pasMarpama 0 TEOPEMHU MOTIIYHOCTH UCKA3HE JIOTHKE (CTpaHa 74) ogHOCe
CC 1 Ha JIOTUKY IMPBOT pe€id, IMda X OBOM ITPUIIMKOM neheMo TToHaBILATH. I‘IPIH:;CHPIL[Y
JIa ¥ 33 JJOTUKY TIPBOT pelia BaXXu

'FaakkoI' =«

M3BOJINMO M3 TEOpEME CATIIACHOCTE 1 TEOPEME O ITOCTOjary MOJIENA.
Teopema 2. [Teopema cariacuocru) AxoI' - «, onpa I’ = .

JIOKA3. Jlokxa3 HaBefleHe TeopeMe aHaJIOTaH je TOKa3y TeopeMe CarJacHOCTH 3a
VICKa3Hy JIOTHKY (Teopema 5, Ha ctpanu 77). 3aro hemo m30CTaBMTH CBa pa3ma-
Tpama Koja ce 0JJHOCe Ha MpaBmIa KOja CMO KOPUCTUWIIM U Y UCKA3HOj JTOTHIIH,
TTIOCBETUTHU CE CaMO IpaBWIIMMa KOja C€ OJHOCE Ha KBATU(HUKATOPE M jeTHAKOCT.
IToacehamo ma OKa3 CIPOBOAMMO HHAYKIIAjOM IT0 Oy:KUHHU M3Bohema 3a ' - «.

Ako je nyxuna uzBoljema 3a I' - o jenqnaka 1, onzia je oBaj cekBeHT A00OMjeH 1
npaswioM (ax) wim npasuwioM (=y). Uy jeqrHoM ¥ Apyrom ciiyuajy jeIHOCTABHO
M3BOAMMO 3aKJbydak fa je I' = a.

ITpernocraBuMO Aa je TBphere TAUHO 3a CBE CEKBEHTE UMja je My>KUHA N3BOhema
Mama o1 HeKOor 1, n > 1 U nma je myxuHa u3Bohema cexBenta I' F « jemnaka n.
Hexa je M mozen ogroapajyher jesnka u (4 Baryanuja IpoMeHJbUBUX y M TakBu
na je M, = I'. PasnmukoBaheMo HEKOIMKO CllydajeBa y 3aBMCHOCTH OJI TOTa
KOJUM IPaBUIIOM je 100MjeH nocieamu cekBeHt ' - . Kao mro cmo Beh ucrakim,
pasmaTpalieMo caMo citydajeBe Kadd je IOCIeamy ceKBeHT I' - o mobujeH HeKuM
OJ1 MpaBuUJIa KOja Ce OJTHOCE HA KBATH(PUKATOPE U JETHAKOCT.

Axo je I' - o mobujeno nmpumenom npaswia (Y ), onaa je popMmyna a o6ImKa
Vz6, roe je x mpoMenJbuBa Koja HUje croboana y dopmymama uz . Tama, 3a
ouo koje a € M Baxku M, u(z/a) = I'. YoueHOM CeKBEHTY IPETXOIU CEKBEHT
I' F 6, ma npema MHAYKTUBHO] MPETIIOCTABIU CIIEAM Ja 3a CBako a € M Baxu
M, u(z/a) k= 0, onaxie 3akmyayjemo na M, p1 = Vab.

Axo je I' F « no6ujeno npumenom npaswia (Vg), onna je gopmyna a 06-
mmka Oz /t], mpn yeMy yo4eHOM CekBeHTy nperxoam cekBent I' - Vaf. TIpema
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MHAYKTUBHOj IIPETIIOCTABIM CleM ja 3a cBako a € M paxu M, u(z/a) | 6.
Crenwjasno, Baxu u M, pu(z/tM[u]) | 6, omaxne cienn M, u |= 0]z /t].

Axo je I' F o mobujeno mpumenom npasuia (Ju), onaa je popmyna o obmka
326, npu yeMy youeHOM CeKBEHTY IpeTxoau cekBeHt I - Oz /t]. TIpema muayk-
THBHO] TipeTniocTaBim cnemm 1a M, u = 0z /t], 1j. M, p(z/tM[u]) = 0. Onasne
JTMpeKTHO qooujamo qa M, p = Jz6.

Axojel' - o nobujeno npumenom npasuia (Jg ), OHIa OBOM CEKBEHTY ITPETXOIE
cekBeutu I' = J260 u I', 0 F «, npu yemy je = mpoMeH/bMBA KOja HHje clIoOaHA ¥
dopmynama ckyna I'U{a}. TIpema unayktusHoj npernocrasim nmMamo aa M, 1 =
20, 1j. 3aneko a € M Baxu M, p(z/a) = 6. Tomro ce = He MOjaBIbyje CTIOGOIHO
y popmynama ckyna I, 3akmyuyjemo u na je M, u(z/a) = T'. Tlo3usajyhu ce jom
jeIHOM Ha MHIYKTHBHY IPETIOCTABKY, 1obujamo na M, u(z/a) = a. Kako x Huje
cnoboana mpomensbuBa popmyiie o, ciuemn aa M, p = a.

Axo je I' F a nobujeno npumenom npaswia (=g), onaa je popmyia o 00-
mika 0[x/u], n youeHoM cekBeHTy Tmperxone cekBentn I' - Oz /tj u T' F t = w.
IMpema wHAYKTHBHO] mpernocTtaBun ciequ M, p = O[z/t] v M,pu = t = u,
omnoco M, pu(z/tM[u]) = 0 u tM[u] = vM[u]. Omasae nenocpenmo mo6ujamo
na M, u(z/uMp)) = 0, 1j. ML, p = Oz /ul. O

Tpe HEro IWTO JOKAXKEMO JIa BAXU M OOPAT MPETXOJHE TEOPEME, HABOIAUMO
jenHy ,,TEXHMUKY" JIeMy TO3HATY I10J1 HA3UBOM JIEMA O HOBOj KOHCTAHTH.

Jlema 9. Heka je ¢ cuM60.T KOHCTaHTEe KOJH ce He I1ojaBJbyje Y popMymnaMa cKyria
I'u{a}. Axojel' - afz/c|, onga jeT' - Vza.

CKUUA NOKA3A. Heka je I'[x/c] = {v[z/c] | v € I'}. Hajnpe tpeba yountu aa
BaXXH jeTHO OIIIITE TBpheme:

(x)  wmIz/cF alx/c], cnemn na I'[z/t] - az/t], 3a 6uno koju TepMm t.

Tephemwe (*) ce T0Ka3yje MHAYKIMjOM TI0 IyKMHH M3Bohema cexsenta ['[z/c|
alz/c] (npu yemy cByza ¢ 3aMembyjeMo ca t).

IIpeTniocTaBMO a ce cMMOOIT KOHCTAHTe € He TMojaBlbyje y GopMylamMa cKymna
F'u{al,mpmajel - afz/c]. Moxe ce NpeTnocTaBuTi U Aa je & NPOMEHIbUBA
Koja Huje cnoboana y popmynama ckyna I'. Ha ocHoBy TBphema (*) jeIHOCTAaBHO
nobujamo (kazga 3a t yamemo z) u na je I' = a. Kako  nuje cinoboana y popmynama
n3 I', npumenom npasmia (Vv ), nodujamo I' - Vaa. O

Teopema 3. CBaka HeIIpOTHBPEUHA TEOPHja HMA MOJEI.

NOEJA TOKA3A. Jloka3 m3BoanmMo XeHKHHOBOM MeToAoM koHcTaHTH. (OCHOBHA
HIeja je Ja MPOLINPUMO je3HK Tako na qoOmjeMo OoraT cKyIl m3pas3a 6e3 IpoMeH-
JbUBUX JIOBOJBhAH Ja C€ O] FheTa MOXe KOHCTPYHCATH JXeJbeH! Mozell. Kao y ciryuajy
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HCKa3He JIOTHKE, 1 MT0JIa3Hy TeopHjy heMo IpOoIUpUTH, KOJMKO oA je Moryhe, Tako
Jla 13 TOT MPOLIMPEHa MOXKEMO ,,ipountatu’ mojei. Heka je 1" HenpoTuBpeuHa
teopuja jesuka L. Hajmnpe ce koHcTpywiie HoBa Teopuja 1™ O Ty mpomupemy
L* D L, Tako ma je:

e T CT™

T je KOMILTETHA TEOPHja, Tj. 34 CBAKy peueHuny @, uan 1™ F pum 1™ - -,

3a cBaky popmyny p(x) jesuka L* xoja uma jemny ciro60aHy NPOMEHILUBY,
HOCTOjH CUMOOJ KOHCTaHTe (03HAa4UMO Ta ca) ¢, jesuka L* Takas ga 1™
Jrp(z) = plz/cy).

Haxown Tora, nehunuie ce moaen M teopuje 1.

e Jlomen Mogena je ckynn M = E/ ~, rae je E ckyn cBUX u3pasa jesuka L* Koju
HE capiKe MPOMEHJbUBE, 4 ~ pejlalivja eKBuBajeHnuje Ha F nepunucana ca:
t1 ~ to akko T™ - t1 = to. O3Haunmo ca (1) KIacy eKBUBaJeHIMje onapeheny
€JIEMEHTOM .

e Axo R € Relg+, ar(R) = n, onna je:

RM((t1),..., (tp)) akko T* F R(t1, ..., t,).

e Axo F € Fung«, ar(F) = n, omma je FM((t1), ..., {tn)) = (F(t1,...,tn)).
e Axo c € Constrx, onma je c™ = (c).

OBako gepuHucaHa cTpykTypa jesmka L* jecte momen teopuje 17, a Tume u
Mozen teopuje 1.

HOKA3. Hebunncahemo mHAyKTHBHO HHU3 je3nka L, n € N u Hu3 teopuja 1),
n € N (1}, je Teopuja jesuxa L,): Lo =LuTy =T,

o L1 =L, U{c, | ¢ € Forg,,|Fr(p)| = 1}, mpu 4emy apyru ckyn mpes-
CTaBJba CKYIT HOBUX CUMOOJIa KOHCTAHTH KOjUX HeMa y L]

o Thyr=ToU{3rp(x) = plz/cy] | ¢ € Forg,, [Fr(p)| = 1}

Hexka je £* = UpenLn n T = UpenTh.

JoxazaheMo HEKOJIMKO Ba)XKHUX ITOMONHUX TBphema.

1. 3a cBaky ¢popmyny ¢(z) € Forg«, x € Var, nocroju koucranra ¢ € L*,
taka na T' - Jzp(z) = ¢lx/c].

3amncra, ako () € Forg«, onna mocroju n € N, takas na ¢ € Forg, , ma ckyn
T4 canpxu popmyny Jxp(z) = [r/c,], npu yemy je ¢, oxrosapajyhu cnmGosn
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xoHctanTe u3 £, 1. Kako je T,o1 € T u L1 C L¥, 3aKpydyjeMo na TBpheme
BaXM.

2. Cxyn T je HempOTHBpEUaH.

HoBosbHO je qokaszatu aa je 3a cBako n € N, ckyn 1), HenporuspeuaH. [Joka3
na je T, n € N, HI3 HENPOTUBPEUHHX TEOPH]ja, CIPOBOJIUMO MATEMATUYKOM HH-
IYKIIAjOM.

Teopuja Ty = T HenpOTUBPEUHA € 110 IPETIOCTABIM TEOPEME.

IMpernocrasumo na je 1, HernpoTuBpedHa Teopuja 3a Heko n € N, Jla Gucmo
JTIOKA3aITU 14 je Taaa v 1,41 HeMpOTHBpEUHa TeOpH]ja, MPEeTIIOcTaABUNeMo CYyPOTHO:
Heka je 1), 41 nporuBpeuHa reopuja, 1j. 141 F L. Taxa nocroju KOHAYHO MHOTO
dopmyna v1(z1), ..., pr(zk) ca jerHom c1060IHOM MTPOMEHIEUBOM 3AMMCAHUX HA
jesuky L, Tako Oa

T, 3z101(21) = @iz1/cp, ], - - ., Fxppr (k) = @rlrr/cp,] F L.

OnaBne nobujamo:
T = Nicick Grivi(xi) = wilzi/cy,]) = L
[[Ipema jteMu 12 U3 MPETXOAHOT MOINTaBiba (cTpana 75))
To = Vy1 - Yy (A rcick Grivi(zi) = @ilxi/yi]) = L)
[TTpema stemu 9, jep ce KOHCTAHTe C,,; HE 10jaBibyjy y peueHnnama us 1,
IIpoMeHIBUBE Y1, . . . , Yk OMPAMO TAKO J1a Ce HUjeTHA O] ThHX He M0jaBIbyje
cnoboano y hopmynama @;(x;), i =1,...,k.]
T = 3y1 - 3k Nicicn Gipi(mi) = @ilwi/yi]) = L
[Fvy(p = L) = (Fyp = 1]
T, F /\1@@(3372‘%(%) = Jyipilzi/yi]) = L
(= 3y1Fy2(p1(y1) A pa(y2)) < Fyiei(yr) A Fyzp2(ye), n
axo y Huje cnoboano y ¢, ouga F Jy(p = ¢) & (¢ = Jyv)]
T, F L.
[F 3xipi(x;) = Jyivilxi/yi] (npenmenoBarme Be3aHNX TPOMEHIHHBYX )
Homa3uMo 0 KOHTpaJUKIIMje ca MHAYKTUBHOM TIPETIOCTaBKOM na je 1), Hempo-
TBpedan ckym. akmue, 1,11 Takohe je HeMpOTHBpeUaH.
IMpumernmo xaa je jesnk L£* mpeGpojuB, ma je mpedpojuB M CKYIT peueHHIa Ha
oBoM je3uky. CBe peuenurie jesuka L* nopehahemo y uus og, 01, 09, . . .
JedunncalieMo HHAyKTHBHO HU3 Teopuja T, n € N: Tg =T u

T _ TnU{Un}a TnaUnVJ—a
ntl T, Ty, 00 L.

Hexka je T* = UpenT .
3. Teopuja T™ je HEMpOTHBpPEUHA ¥ KOMIIIETHA.
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Z[OKBBG HEIIPOTUBPEYHOCTH U KOMIIJIETHOCTH ITPEIIYIITAMO ‘II/ITaOHI/IMa48.

IMpumerumo takohe na ce y tBphemy 1, ymecro T, mosxe nucatu u 1™,
Ocraje jotil 1a KOHCTPYHIIIEMO )eJbeHu Mozea. Heka je M ckyr CBUX 3aTBOPEHHX
m3pasa jesuka £* u ~ GuHapHa penanuja ckyna M nedunucana ca

t~sakko T"Ft=s,t,8€ M.

4. Penanuja ~ je penanuja eksuBajienuuje Ha I, To ce jenHocTaBHO J0Ka3yje
puMeHOM (=y) ¥ CeKBeHATa M3BEIeHUX Y TpuMepuMa 24 u 25.

Heka je M* = E/ ~. Ca (t) o3nauaBaMo KjiaCy ekBuBajeHuuje oapeheny
m3pazoMm t. Ha ckyny M™ unrtepunperupamo je3uk £* Ha crnemehn HaumH:

e axo R € Relg+, ar(R) = n, onpa je:

RM((t1), ..., (tn)) akko T* F R(ty, ... t,);

e ako F' € Fung-, ar(F) = n, onga je FM ((t1),..., (tn) = (F(t1,...,tn));
e axo ¢ € Constg-, ouma je M = (c).

5. Nnrepnperaije peaanujckux U GyHKIMCKUX cnMOosa jesnka L* Ha cKymy
M* nobpo cy nedpunucane.

Ho0Opa medhnHUCAHOCT UHTEPIIPETAIlja PEIAUjCKUX U (PYHKIHMCKIX cMMOoIIa
3HAYU J1a:

1) w3 (t1) = (s1), ..., (tm) = (Sm), cnean

RM ((t1), ..., (tm)) axko RM ((s1),..., (sm)),

2) w3 (t1) = (s1),..., (tm) = (Sm), cneau

FM (1), (tn)) = FM ((s1), ..., (sm)).

Hexka je (t1) = (s1), ..., {tm) = (sm). Tamajet1 ~ s1,..., by ~ Spy, HMITO 3HAYUN
mal*+t;=s,i=1,...,m.

Jloxaskimo Hajrpe exuBanenuujy u3 1). Heka je RM ((t1),..., (ty)). Tama
T + R(t1,...,tm). Ako m nyra npumeHuMo npaswio (=g), mobujamo aa
T* F R(s1,...,5n), omaxie caenn RM ((s1),...,(sm)). AHANOTHO ce moKa3yje
o0paTHa UMITTUKAIIH]a.

Jokaxumo jenHakocT u3 2). Ako Ha T* F F(x1,...,zp) = F(x1,...,Tm)
(=vu), npuyemycy 1, . . . , Ty, MehycobHo pasiuunte npomensbuBe u ar(F) = m, m

*Bugern 10Ka3 TEOPEME NOTIYHOCTH 32 MCKA3HY JIOTHKY.
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IyTa IPUMEHUMO TIpaBuio (=g), mobujamo 1 F F(t1,...,tm) = F(s1,...,5m),
onakne cneam na je (F(t1,...,tm)) = (F(S1,...,8m)), IITO Ja/be 3HAYM 1A j€
FM (), () = FM ((s1), ..., (sm)).

Ocraje jot 1a ce MOKaxe 1a KOHCTPYHUCAHN MOJIEN 33/I0BOJbABA XKeJbEHY TEOPH]Y.
To he 6utu jennocraBHa nocneauna cieaehux Tephema.

6. 3a cBaku tepm ¢ € Termg u cBe ay,...,a; € M, npu yemy je k = |V (t)],

BEI)KI/I49 :

™M (a1), ..., ()] = {t[ad, ..., ax)).

Joxas n3BoauMo MHAYKIIM]OM I10 CIIOXKEHOCTHU u3pasa t.

Axo je t mpomeHsbHBa T, 32 Banyaimjy = — (a) € M* umamo na je t™M [(a)] =
(a) = (t[a]), ma TBpheme ounrnenHo Baxu. AKO je t cHMOOI KOHCTAHTE C, OHJIA je
tM" = ¢, ma 1 y OBOM cityuajy Baki TBpheme.

IMpeTnocTaBuMO a TBphere Basku 3a CBE M3pa3e CII0KEHOCTH Matbe o1 1. Heka

je t m3pas cnoxenoctu n. Tana je t obnuka F(t1,...,ty), 3a Heko F' € Fung,
ar(F') = m, n Heke uspase t1, . . ., b, cioxeHocTn Mamwe o n. Heka je k = [V (t)|.
Tana je:

™M (ar), ..., (ap)]

= P () (o)) B ), ()
= FM ((tyfa1, ... ak)), ..., (tmlar, .. ax])

= (F(ti]ay,...,ax], ... tmla1, ..., ax]))

= <t[a1,...,ak]>

7.3a cBaky popmyiy « € Forg ucseay, ..., a; € M, npuuemy je k = |Fr(a)|,
BaXU:

M* E al(a1),. .., (ar)] akko T F ajaq, . . ., ag].

JoKka3 U3BOAMMO MHAYKITUJOM IO CIIOKEHOCTH POpMYIIE .
Axo je o aTommuHa popmyna obmuka t1 = to, t1,t2 € Termy:

M* = al(a1), .- ., (am)]

ako M [(ar), ... ()] = B [(a), ..., (ax)]
akko (tila1,...,ar]) = (t2]a1, ..., ag))
akko 1"k tl[al, ey ak] = tg[al, ey ak].
¥Ca tlai,...,ar] o3HauaBamo u3pa3 N0OHMjeH U3 © 3aMEHOM CBHX HEFOBHX IPOMEHJbUBUX

T1,...,Tk PEIOM U3pA3UMA A1, . . ., Qk.
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Axo je o atommuna popmyia oomuka R(tq,...,ty), R € Relg, ar(R) = m,
t1,...,tm € Termg:

M* = R(t, s t)[(01), - ()]

axko RM (tllvl*[<a1>, o {a)], M ), (ak>])
axko RM ((ti[ay,...,ax]), ..., (tmla1, ..., ax])
akko T F R(ti[ay,...,ak),...,tmla1,...,ak])

akko T*F R(t1,...,tm)[a1,...,ax].
Axo je a o6nuka —f, onma

M* E —0[(a1), ..., (ag)]

akko M™ }= 0[(a1), ..., (ar)] [npema medunuimju penanyje 3a10B0bEHA|
akko 1" ¥/ 0lai,...,a;] [npema MHIYKTMBHO]j IIPETIOCTABLH]

akko T*F —f0ay,...,ax] [T" je xomruteTHa]

akko 1™ F alag,...,agl.

AKko je o obnmka @ A 1, oHza

M* | ¢ AY[{ar), ..., (ax)]
akko M = ¢[(a1), ..., (ag)] n M* = ¢[(a1), ..., (ag)]
[mpema nebuHuIMjK pealyje 3a10B0IbEbA]
akko T*F play,...,ap] u T - lag, ..., ax
[lpemMa MH/IYyKTUBHO] IIPETIIOCTABIIH]
akko T F o Alaq,...,ax
[mpema mpasmmma (Ay), (Ak), (AD)]

akko T F afay,. .., axl.

Hexka je o o6muka 3x6(x, 21, . .., Tk).

IpernocraBumo ma je M* = af(ay),. .., (am)]. Tama nocroju enement a € M,
takas ga je M* = 0[(a), (a1),..., (am)], na mpemMa UHAYKTUBHO] NPETIIOCTABIM
T* b Ola,aq,...,an]. [Ipumenom npaswia (Jy) umamo T + bz, a1, . .., am),
omnocuo T* - afay, ..., am).

IpernocraBumo ga T* F alay,...,an], oqnocno T F Fxb[x,ay,. .., an).

IMpema tBphewy 1, nocroju cumboI1 KoHCTauTe ¢ jesuka L*, Takas aa

T F 320[z,a1,...,an) = 0lc,a1,...,an],
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onakie, nmpeMa (=), ciemu T* + O[c,aq,...,ay]. IlpeMa MHIYKTHBHO] IpET-
nocrasuu je M* = 0[(c), (a1),...,{am)], na M* = Jzb[z, (a1),..., (am)], on-
nocuo T F alay, ..., agl. O

TTormasspe 3aBpIIaBaMO HEKUM jETHOCTABHUM ITpIMEHAMa TEOPEMe

(%) F'Faakko I E a.

ITPUMEP 30. IIpuMeHOM HaBeleHE TEOPEME jeMHOCTABHO ce A0Kasyje da oapeheHa dop-
MyJId HUje TOCIIeAULA HEKOT CKYIIA IPETHOCTaBKU. To heMo HITyCTpOBAaTH jeJHUM IIPUMEPOM.
ITocmarpajmo Teopujy rpyna Tor 1 JOKaKUMO Ja Ce 3aKOH KOMYTATUBHOCTH, Tj. (hopmylia
VaVy(xxy = y*x) He Moxe ussects u3 Tgr. Ja 6ucmo nokasamu na Tar V VaVy(xxy =
Y * x), MOBOJBHO je mokasartu ma Tgr = VaVy(z * y = y % x), 3a wra je 10BOJBHO ja
KOHCTPYHIIIEMO TPYIy YHja OMHapHa olepaluja HUje KomyTatuBHa. Ko je 6ap mano yiI-
O3HAT ca TEOPHUjOM T'pyla, oAMax he ce ceTUTH NpuMepa TakBe rpyie. JemHa o mUX je
rpyma (S3,0, 1, 01), rae je S3 ckym cBux mepmyTanmja (Gujexnmija) ckyma {1, 2, 3} uujy cy
€JIEMEHTH:

(1 2 3 (12 3 (12 3
91=\1 2 3) "= \132) ™7 \2 1 3)
(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
2=\ 92 3 1) 37 \l3 1 2) 73 21

Ja rpyna Huje KOMyTaTHBHA TTOKa3Y]jy jJeHAKOCTH:

1 2 3 1 2 3
T3 0Ty = 3 1 2 = 03, T2 0T3 = 2 3 1 = 02.

AHaJIOrHO ce MoKa3yje /1a Ce YyBEHU eTU HOCTYIaT {Tj. aKCHOMa MapaleJIHOCTH) HE
MOJKe JOKA3aTH U3 OCTAINX AKCHOMA eyKITU/ICKe reoMeTpuje. Y MpUMeEpY ca IMoUeTKa OBOT
[OTIIABIbA TPYOO CMO OIHCAIIN MOJIET Y KOME AKCHOMA ITAPATIETTHOCTH He BAXKH, a1 CE MOT'Y
»»PEAN30BATU" CBE OCTAIIE AKCHOME EYKITHICKE TeoMeTpuje. MHOrO BHUIIE IeTajba O OBOM
MOJIeNTy YuTajal Moxe mpoHahu y 77, >

3apaum

1. Henmornuku feo je3nka npeauKaTcKe JTOTHKE IIPBOT pelia YiHe cienehin cuMOo:
Rel,={R, S}, Funy; = {F,G}, Const, = {e}, npu uemy je ar(R) = ar(F) = 2,
ar(S) = ar(G) = 1.

(1) Koju je on ciemehux HM30Ba cMMOona u3pas, Koju Gopmyia, a Koju HU
jemno uu apyro: F(G(z),G(y)); S(F(x,G(e))); R(x,S(z)); R(e,e); VyR(z,e);
VadyR(z,y); Va(R(z,G(y)) = F(z,y))?

(ii) dartu jesuk je unrepnperupan Ha ckynosuma Z, N, P(N) u X = {a, b, c}.

Wnreprniperanvja Ha Z:
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R% =< (ypeheme nemux 6pojena),

SZ = | 6urn nmosuruBan® = {1,2,3,4,...},

FZ = 4 (cabmpame 1enx Opojesa),

G%Z=g,npnuemyjeg:Z — Zug(r) = —x,z € Z,
Z _

e =0.

Wnreprnperanuja Ha N:

RN =| (nespuBocT npupoauux 6pojesa),

SN = | 6uru npoct* = {2,3,5,7,11,...},

FN = . (Muoxeme npupoauux 6pojesa),

GN = h,mpuuemyje h: N = Nuh(zr) =2z + 1,2 € N,
eN =1.

Wutepmperanyja Ha P(N):

RPMN) = (momckym),

SPMN) =  Gury komavan™,

FPMN) = n (TIpecek ckymoBa),

GPM) = ¢ (xommrement ckyma y omnocy Ha N, ¢ : P(N) — P(N) n z¢ = N\ z),
PN = ¢,

Unreprperanuja Ha X :

RX = {(a7 C): (b, C)v (Cv C), (CL, b)}a

SX = {a,c},

FX = % npu uemy je * Gunapna ornepanuja aehHHICAHA TAGIULIOM

GX =/ npuuemyjel: X — X matocal = (Z 2 Z),

BX:C.

(a) Onpemutn Bpemnoctn uspasa F(F(xz,e),G(y)), G(F(x,z)) u ucnuratun
taunoct popmyite S(F(z, x))=R(G(x),G(y)) y
— Z 1pu Bayaiuju IpOMEH/bUBUX [ : & — —2,y — 1;
— N npu Bajtyauuju NpOMEHJbUBHX [ : T +— 2,y — 1;
— P(N) npu Banyauuju npomerwsusux u: x — {1,2}, y — {2,3};
— X 1pH Balyaiyju IpOMEHbUBUX (4 : & —> a, Y — b.

(6) Ucimtat TaunocT pevennna JxVyR(x, y), Vo S(x)VVz—-S(x), x-S (x),
—S5(G(e))), Yavy(S(x)AS(y) = S(F(x,y))), VaVy(R(z,y) = R(G(y), G(x))),
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Va(S(x) = JyR(x, F(z,y))), VaVy(R(z,y)V R(y, x)) penom y momemuma Z, N,
P(N), X.
(B) Peuennnama naror jesuka uspasurtu cieneha csojcrsa crpykrype IN.
— IlpousBox aBa npocra 6poja HHje IPOCT 6poj.
— Caku nipoct 6poj Behu o 2 je Hernapat.
(r) Peuennnama naror jesuka uspasutu criegeha csojcrsa crpykrype P(N).
— KoMIureMeHT KOHAYHOT CKyNa HUje KOHAYAH CKYIL
— Ilpecek nBa KOHAYHA CKYHAa je KOHAYAH CKYIL
— Ilocroju cKym Koju HHje KOHAYAH H YHjH KOMITTIEMEHT HHje KOHAYAH.

b

2. 3a cBaKy o[ HAPEIHNX PeUYeHNIIA je3UKa U3 IPETXOIHOT 3a1aTka Hahu, ako je To
Moryhe, 6ap jenan monaen u 6ap jenaH KOHTPAMOIEN.

oV S(z) ANVeR(z,z) = Vo (S(x) A R(z, x)),

o Vx—R(x,z) VVaxR(z, ),

e 3xS(z) V Iz R(z,z) = I(S(z) V R(x,x)),

o Vr(—R(xz,z)V R(z,x)).

o VrS(x) AVxR(x,x) = Va(S(z) A R(x,x)),

o Jx(R(z,z) = S(x)),

o Vx—R(x,x),

e 3zS(x) V Iz R(x,x) = Jz(S(z) V R(z, x)),

o Vz(—R(x,z) V R(x,x)),

o VxIy(S(x) V S(y)) < VaVy(—S(z) A =S(y)).

3. Jesuk L = {x,%,a,b} (Funy = {*,x}, ar(x) = ar(x) = 2, Const, = {a,b})
MHTEPIPETUPAH je Ha BUIIEe HAUYMHA.

Ha ckyny Z, onepallMjCcKy 3HAIU * U * CY MHTEPIPETUPAHH CTAHIAPIHUM OII-
epanujama + u -, peaom, a cuMmbon koucrantu a u b ca 0 u 1, penom.

Ha ckyny Z X 7., oniepaliiijcku 3HaIH * 1 * Cy UHTEPIIPETUPAHU PEIOM OTIepall-
jamMa @ u O, IpH YyeMy je

(k,0)® (m,n)=(k+m,l+n) u (k,0)®(m,n)=(k-m—~L-nk-n+L-m),
a cum6onu korctant a u b ca (0,0) u (1,0), penom.
Ha M2(Z) — ckyny cBuxX KBaapaTHUX marpuia tana 2 X 2 wag Z (Tj. CBUX
k /¢ .
KBaJpaTHHX ,,llleMa‘* oOIuKa [ m ]) OIIEPAITHjCKU 3HAIM * U * Cy HHTepIIpe-
tupanu peaom onepanujama H u L, mpu yemy je

[k: é} [k:’ e’} [ E+kK (+0
tH / / = / /
m n m n m+m n—+n
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k 7/ 0 Ko - kk' +tm! kO + in'
m n m n | | mE +nam ml +nan |’

5 b 0 0 10
a cuMboM KOHCTaHTH anbea | o | M| ; |> PEAOM.

O3HaunMo 100UjeHe CTPYKType ca
A= (Zv +, Oa 1),
B=(ZxZ,®,0,(0,0),(1,0)) n

c-(wasa[ 1] 1 3)

Hahu 06ap o jeany peuenuiyy jesuka £ Koja Baku Yy jeJHO] O/ OBUX CTPYKTypa
¥ He BaXU y OCTaje JBe.

4. [la mu moctoju popmyna o jesuka Lo TakBa Aa 3a cBako ypeheno mosse F Baku:
F E « akko je F apxumencko nosse (Bugeru npumep 19)?

5. 3a popmyny a Hekor jezuka £, Heka je
Ay = {n € N | mocroju momen M Han ckymom ca n enemenata Takas qa M = a}.

3a cBakm ox Hapemuux ckyrmoBa A C N ompemntn (ako mocrtoju) GopMyny o,
6upajyhu mputoM u ogrosapapjyhu jesux £, taxko na A, = A.

o A=N\ {0}

e A={l,....,.n},n>1;

e A={n},n>1,

e A=N\{0,1,....,n},n> 1,

e A={neN|n=2(mod3)};

e A= {n?|neN}

e A = {n € N | n nuje mpocr 6poj}.

6. Jdoxa3zaTu:
() o = V8 = Vz(a = ) ako x Huje CI06OaHO Y
(6) Iz = B = Vz(a = B) ako z Huje cnoboaHo y [;
(8) Jz(a = ) & (Vra = Fzb).

7. Hexka cy o, * n1Ba GMHapHa orepanujcka cumMooia, a <l, < 18a OMHapHa perannjcka
cuMmboma. Jlate cy cinenehe popmyie:

ap VaVuVv(z <uocv e Vy(z <y= (y<u=y<v)));

ay Vr,u,v(z<uxverz<duVae <o),

ag VaVyVz(z <yAhz<z=y<zVz<y),;

ay VaVyVu(z <uhz <y =y <u);
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a VaVuVu(z < (uow)* (vou)).
Jokazatu o, i, 3, g = .

8. Axo ¢y U u V ynapuu penanmjcku cuMOonu U f yHapHY OIepaIlijcKi CUMOOIT,
JIOKA3aTH:
(a) - JaVy
(6) - JaVy

E (z) =
(B F 3$Vy(((

)= U
)=U
(y) =

()
Uly (2));
U U(x)) = U(x)) = Uly)):
(r) - Jzvy (‘(/(y U(x)) = (V(z) = U(y))):
U

) =
(m = 32y (U (f(2)) = U(f(y)) = Ulx)) = U(y)).

9. Axo cy «, 5 ¥ 7y TpOM3BOJBHE MTPEANKATCKe GOpMYIIe, JOKA3ATH 1A je:

(@) F Vz(a = 8) = (o = Vaf) ykomuko x Huje CI06OAHA TPOMEH/BUBA Y
dhopmyn

©)F Jz(a = B) = (Vea = Jzp).

10. Toxasartu na ce cieneha zeBa mpaBuia n3Bohema MOTY KOPUCTUTH TP JOKA3H-
BamY.
I'\Vea,a(z :=1t) F v
( ) (VL)
IVea by
I'NabF vy =z uauje cnoboano y popmymama uz 'y
I' dza kv

(L)

TleanoBa apurmernka (npBor pena), y o3nanu PA, jecre reopuja Ha jesuky Lpa =
{<,s,+,,0} Relzp, = {<} Fung,, = {s,+, -} ar(<) = ar(+) = ar(-) = 2,
ar(s) = 1, Constz,, = {0}), koja caupxwu cienehe peuennie

PA1 Va0 = s(x),

PA2 Vavy(s(z) = s(y) = = = y),

PA3 Vz(z+0=ux),

PA4 VaVy(z + s(y) = s(z +vy)),

PA5 Vz(z-0=0),

PA6 VazVy(z-s(y) = (z-y) + ),

PA7T VaVy(z <y < 3z(z+z=1y)),

PA8  (¢(0) AVz(p(x) = ¢(s(x)))) = Vop(z).
Mpumernmo na je npunuun uaayknuje (PA8) nckazan GeCKOHAYHMM CITUCKOM
aKcroMa — 3a cBaky Gopmyiy () yBeoeHa je mo jeHa akCHoOMa.

11. Joxasatu:
(@) PAFYaVy(z +y=y+z),
(VayrcrBo. Noka3zatu Hajmpe na je PA - Vy(0+y =y +0).)
(6) PA FVz(x < 2),
B)PAFYaVy(zr <yAhy<z=z=y),
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O PAFVaVyVz(zr <yAy <z =2 < 2),

(m) PAFVz(x <0=2=0),

(h) PA FVaVy(z < S(y) = 2z <y Va=sy)),

(e) PA - VaVy(x <y Vy),

(x) PA F Jza(x) = Jz(a(z) AVy(y < z = —a(y))), 3a caky dopmyiy a.
12. Ha ckyny M = {0} x N U {1,2} X Z unrepnperupaH je je3uk apuTMETUKE
{S,+,-,0} na cnenehn Haunn:

SM(in)=(i,n+1),i=0,1,2,

(0,n) +M (i,m) = (i,m) +M (0,n) = (i,n +m),i=0,1,2,n
(i,m) +M (J,m) = (i,n+m),i=1,2,

(0,n) M (i,m) = (i,m) M (0,n) = (i,n-m),i =0,1,2,n
(iy,n) M (j,m) = (i,n-m),i=1,2,0M = (0,0).

Hoxazatu ga y momeny M Baxe cBe akcuome [leaHoBe apuTMETHKE, OCUM
akcrome nnaykuuje PAS8. Takohe, moxasaTu:

o M FEVaVy(x +y =y +x);

e PA — PAS8 I/ Vx(—2' = z), npu uemy je PA — PAS8 Teopuja Kojy 4nuHH
cenaM akcroMa IleaHoBe apuT™MeTHKe 63 akCHoMe UHAYKLHje.
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