
TEORIJA UZORAKA - ZADACI SA VE�BI

1. Pokazati da je MSE(θ̂) = D(θ̂) + b2(θ̂).

2. Neka su X1, X2, ..., Xn nezavisne sluqajne veliqine iz iste raspodele sa konaqnim oqekivaǌem µ i
konaqnom disperzijom σ2, σ > 0.

a) Odrediti pristrasnost ocene (za σ2) S2
n =

n∑
k=1

(Xk −Xn)
2.

b) Odrediti nepristrasnu ocenu za σ2.

3. Koliko ima prostih sluqajnih uzoraka bez ponavǉaǌa, a koliko sa ponavǉaǌem, ako se vadi uzorak
obima 7 iz populacije koja sadr�i 20 jediniki?

4. Marko ima 7 jabuka, Petar 2, Jovan 2 i Saxa 6. Da li je ocena ukupnog broja jabuka nepristrasna,
ako se uzorak obima 2 bira tako da je verovatno�a da su Marko i Petar u uzorku 1

3 , verovatno�a
da su Marko i Jovan u uzorku 1

2 , verovatno�a da su Petar i Jovan 1
6 , dok je verovatno�a izbora

svih ostalih uzoraka jednaka 0. (Kao ocena ukupnog broja jabuka koristi se statistika t̂ = NXn).

5. Ispitati da li je boǉa (u sredǌe kvadratnom smislu) ocena ukupne sume obele�ja (t̂ = NXn) na
osnovu uzorka obima 2, ili na osnovu uzorka obima 3, iz populacije {1, 2, 3, 4} ako se koristi prost
sluqajan uzorak bez ponavǉaǌa.

6. Iz skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} vade se uzorci bez ponavǉaǌa obima 2, tako da svaki koji sadr�i neparan
broj ima verovatno�u 0. Oni uzorci koji sadr�e 2 imaju verovatno�u obrnuto proporcionalnu
drugom elementu uzorka, a oni koji sadr�e 4, a ne sadr�e 2, imaju verovatno�u 1

8 . Ispitati
nepristrasnost ocene sredǌe vrednosti i odrediti ǌenu sredǌe kvadratnu grexku.

7. Iz populacije {1, 2, ..., 100} izvaditi 15 prostih sluqajnih uzoraka bez ponavǉaǌa obima 20. Na
svakom od ǌih na�i ocenu ukupne sume obele�ja i ispitati koji od uzoraka je najreprezentativniji,
tj. gde je realizovana vrednost statistike t̂ = NXn najbli�a stvarnoj vrednosti.

8. Neka je Z =

N∑
i=1

aiIi, gde su a1, a2, ..., aN konstante, a Ii indikatori ukǉuqeǌa i-te jedinke u uzorak, i ∈

{1, 2, ..., N}. Odrediti oqekivaǌe i disperziju sluqajne veliqine Z (u zavisnosti od verovatno�a
ukǉuqeǌa prvog i drugog reda).

9. Data je populacija {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} i razmotren je slede�i plan uzorkovaǌa:

S {1, 3, 5, 6} {2, 3, 7, 8} {1, 4, 6, 8} {2, 4, 6, 8} {4, 5, 7, 8}
P (S) 1

8
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1
8
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8
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8

a) Na�i verovatno�e ukǉuqeǌa πi za svaki element i.

b) Ispitati nepristrasnost ocene t̂ = NXn.

1 PROST SLUQAJAN UZORAK

1. U restoranu se slu�e qetiri vrste kolaqa - baklave, tulumbe, ekleri i xampite. Desetoro ǉudi
je kupilo baklavu, dvadesetoro tulumbu, dvadeset i petoro ekler, a petnaestoro xampitu. Na
sluqajan naqin se odaberu 2 razliqite vrste kolaqa i bele�i se broj ǉudi koji su kupili tu
vrstu.

a) Oceniti ukupan broj osoba koje su kupile kolaq, a zatim ispitati nepristrasnost ocene koja
se koristi.

b) Ispitati da li su uzoraqka disperzija i uzoraqka standardna grexka nepristrasne ocene
disperzije i standardne grexke na qitavoj populaciji.

2. Uzet je prost sluqajan uzorak bez ponavǉaǌa od 10 uqenika od 100 uqenika tre�eg razreda i
bele�ene su ǌihove ocene iz matematike. Zabele�eni su rezultati: (4, 5, 5, 2, 3, 1, 3, 4, 4, 5). Oceniti
proseqnu ocenu iz matematike, a zatim izraqunati ocenu disperzije te ocene.

3. Pokazati da je kod prostog sluqajnog uzorka bez ponavǉaǌa s2n nepristrasna ocena za s2.



4. Odrediti raspodelu sluqajne veliqine µi koja predstavǉa broj pojavǉivaǌa i-te jedinke popu-
lacije, (i ∈ {1, 2, ..., N}), u prostom sluqajnom uzorku sa ponavǉaǌem obima n.

5. U kutiji se nalazi 100 papiri�a na kojima se nalaze karo, pik, herc i tref. Izvlaqi se 10
papiri�a, tako xto se papiri� izvuqe, zabele�i se znak, a zatim se vrati u kutiju. Dobijen je
uzorak (K,P,P,H,K,T,T,P,H,H).

a) Ako karo ima vrednost 1 dinar, pik 2, herc 3, a tref 4, oceniti ukupnu sumu novca koja se
nalazi u kutiji.

b) Odrediti ocenu broja pikova.
v) Odrediti nepristrasne ocene disperzija ovih ocena.

6. Pokazati da je kod prostog sluqajnog uzorka sa ponavǉaǌem N
N−1s

2
n nepristrasna ocena za s2.

7. Odrediti obim prostog sluqajnog uzorka bez ponavǉaǌa potreban za oceǌivaǌe proporcije nekog
svojstva obele�ja populacije.

8. Istra�ivaq �eli da oceni proporciju dece sa plavim oqima u vrti�u od 4000 dece. Prihvatǉivo
odstupaǌe mu je 5% sa rizikom 8%. Odrediti obim prostog sluqajnog uzorka bez ponavǉaǌa koji
je potreban istra�ivaqu. Ako je istra�ivaq ve� radio istra�ivaǌe u drugom vrti�u i dobio
proporciju 1

3 , koji mu je onda obim uzorka potreban?

9. Uzet je prost sluqajan uzorak od 10 razliqitih ku�a od 100 ku�a koje se nalaze u jednom naseǉu.
Broj stanovnika u ku�ama iz uzorka je 2,5,1,4,4,3,2,5,2,3.

a) Oceniti ukupan broj stanovnika u tom naseǉu i oceniti disperziju te ocene.
b) Oceniti proseqan broj stanovnika po ku�i i oceniti disperziju te ocene.
v) Na�i pribli�ni 90%-ni interval povereǌa za ukupan broj stanovnika, kao i za proseqan broj

stanovnika po ku�i.

10. Oceǌuje se broj divǉih �ivotiǌa u nekom regionu koji je podeǉen na 286 oblasti. Izabran je
prost sluqajan uzorak bez ponavǉaǌa od 15 oblasti i dat je broj �ivotiǌa u ǌima:

1, 50, 21, 98, 2, 36, 4, 29, 7, 15, 86, 10, 21, 5, 4

a) Na�i uzoraqku disperziju, ocenu proseqnog broja �ivotiǌa po oblasti, ocenu disperzije te
ocene, kao i ocenu standardne grexke.

b) Na�i 90%-ni interval povereǌa za ukupan broj �ivotiǌa.
v) Koju veliqinu uzorka treba uzeti za oceǌivaǌe ukupnog broja �ivotiǌa tako da odstupaǌe

ne bude ve�e od 2000 �ivotiǌa sa verovatno�om 0.9.

11. Botaniqar �eli da oceni broj stabala breze u nekoj oblasti. Oblast je podeǉena na 1000 delova.
Poznato je iz prethodnih ispitivaǌa da je disperzija broja stabala po oblasti pribli�no 45.
Odrediti veliqinu prostog sluqajnog uzorka bez ponavǉaǌa, potrebnu da sa verovatno�om 0.95
odstupaǌe ne bude ve�e od 500 stabala.

12. Posmatramo populaciju obima 5, qiji su elementi oznaqeni brojevima 1, 2, 3, 4 i 5, i vrednosti
obele�ja su redom 3, 1, 0, 1 i 5. Razmotrimo princip prostog sluqajnog uzorkovaǌa bez ponavǉaǌa
za uzorak obima 3.

a) Odrediti sve mogu�e uzorke i verovatno�e da svaki od tih uzoraka bude izabran.
b) Za svaki uzorak izraqunati uzoraqku sredǌu vrednost, uzoraqku disperziju, ocenu disperzije

uzoraqke sredine i medijanu.
v) Pokazati da je sredǌa vrednost obele�ja na uzorku nepristrasna ocena sredǌe vrednosti

obele�ja populacije i da je uzoraqka disperzija nepristrasna ocena disperzije populacije.

13. U datoteci deca.txt dati su podaci o broju dece u svakoj od 512 ulica u nekom gradu. Na�i 95%-ni
interval povereǌa za ukupan broj dece u tom gradu koriste�i prost sluqajan uzorak bez ponavǉaǌa
obima 200.

14. Za koji od slede�ih planova prostog sluqajnog uzorkovaǌa bez ponavǉaǌa �e biti dobijena naj-
preciznija ocena sredǌe vrednosti obele�ja na populaciji? Pretpostavimo da obele�je na svakoj
od populacija ima disperziju 100.

a) Uzorak obima 400, dobijen iz populacije obima 4000.
b) Uzorak obima 30, dobijen iz populacije obima 300.
v) Uzorak obima 3000, dobijen iz populacije obima 300000000.

2



2 UZORKOVAǋE SA NEJEDNAKIM VEROVATNO�AMA

1. Odrediti Hansen−Hurwitz-ovu ocenu ukupne sume obele�ja populacije ako se koristi prost sluqa-
jan uzorak sa ponavǉaǌem, a zatim i disperziju i Hansen−Hurwitz-ovu ocenu disperzije te ocene.

2. Iz populacije se vadi uzorak sa ponavǉaǌem obima n i pretpostavǉa se da je pi, verovatno�a
izbora i-te jedinke u uzorak u jednom pokuxaju, poznata za svako i ∈ {1, 2, ..., N}. Odrediti πi -
verovatno�u ukǉuqeǌa i-te jedinke u uzorak i πij - zajedniqku verovatno�u ukǉuqeǌa jedinki i i
j (i, j ∈ {1, 2, ..., N}).

3. Populacija se sastoji od 15 jedinki qije su veliqine 23, 30, 41, 26, 53, 60, 28, 52, 113, 72, 80, 35,
42, 38 i 52. Izabrati uzorak sa ponavǉaǌem i uzorak bez ponavǉaǌa obima 5 sa verovatno�ama
proporcionalnim veliqini koriste�i Lahirijev metod.

4. Izabran je uzorak sa verovatno�ama proporcionalnim veliqini, sa ponavǉaǌem, obima 3 iz pop-
ulacije veliqine 10. Date su vrednosti obele�ja izabranih elemenata i verovatno�e izbora:

i 1 2 3
xi 3 10 7
pi 0.06 0.2 0.1

a) Na�i ocenu ukupne sume obele�ja populacije koriste�i Hansen−Hurwitz-ovu ocenu.

b) Oceniti disperziju te ocene.

v) Na�i ocenu ukupne sume obele�ja populacije koriste�i Horvitz − Thompson-ovu ocenu.

d) Oceniti disperziju te ocene.

5. Ako se bira uzorak obima n bez ponavǉaǌa, pokazati da va�i:

a)
N∑
i=1

πi = n.

b)
N∑

j=1,j 6=i

πij = (n− 1)πi, za svako fiksirano i, i = 1, n.

6. Za ispitivaǌe zaga�enosti 320 jezera ukupne povrxine 80km2 izabran je uzorak sa ponavǉaǌem
obima 4. Prvo jezero iz uzorka birano je dva puta, a ostala dva po jednom. Koncentracija zagad-
jenosti u ta tri jezera u uzorku je redom 2, 5 i 10, a povrxine tih jezera (u km2) su redom 1.2,
0.2 i 0.5. Na�i Hansen−Hurwitz-ovu ocenu sredǌeg zaga�eǌa po jezeru u posmatranoj populaciji,
kao i ocenu disperzije dobijene ocene.

7. U datoteci populacija.txt nalaze se veliqine 120 jedinki iz populacije. Izvaditi uzorak sa pon-
avǉaǌem i uzorak bez ponavǉaǌa obima 90 koriste�i metod kumulanti.

8. Iz populacije koju qine tri poǉa na kojima se uzgaja pxenica bira se uzorak obima 2 sa verovatno�ama
proporcionalnim veliqinama, sa ponavǉaǌem. U slede�oj tabeli su dati podaci o koliqini
proizvedene pxenice na svakom poǉu i verovatno�e izbora svakog poǉa.

i 1 2 3
xi 11 6 25
pi 0.3 0.2 0.5

Nala�eǌem svih mogu�ih uzoraka odrediti verovatno�e ukǉuqeǌa svakog elementa πi, (i = 1, 2, 3),
Hansen−Hurwitz-ovu i Horvitz − Thompson-ovu ocenu za ukupnu proizvodǌu pxenice.

9. U datoteci radnici.txt dati su podaci o broju radnika i proizvodǌi u 10 fabrika u industrijskoj
zoni. Izbrati uzorak obima 3 sa ponavǉaǌem sa verovatno�ama izbora proporcionalnim broju
radnika u fabrici. Koriste�i dobijeni uzorak odrediti Hansen − Hurwitz-ovu ocenu ukupne
proizvodǌe.

10. Data je populacija od qetiri praxume, ǌihove povrxine i brojevi tigrova koji �ive u ǌima:

Praxuma 1 2 3 4
Povrxina (u km2) 100 200 300 500

Broj tigrova 11 20 23 54
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Vadi se uzorak od 2 praxume. Oceniti ukupan broj tigrova, odrediti disperziju te ocene i na�i
nepristrasnu ocenu te disperzije ako je uzorkovaǌe vrxeno:

a) Sa ponavǉaǌem (Koristiti Hansen−Hurwitz-ovu ocenu),

b) Bez ponavǉaǌa (Koristiti Horvitz − Thompson-ovu ocenu),

i izvuqen je uzorak (1,2).

11. Populaciju qini baza trees koja sadr�i podatke o 31 drvetu.

a) Izabrati prost sluqajan uzorak bez ponavǉaǌa obima 10 i oceniti sredǌu vrednost obele�ja
V olume koriste�i dobijeni uzorak. Zatim ponoviti postupak 1000 puta i za tako dobijene
vrednosti nacrtati histogram. Uporediti ocenu sredǌe vrednosti dobijenu na osnovu jednog
uzorka i onu dobijenu simulacijom.

b) Izabrati uzorak sa ponavǉaǌem obima 10 sa verovatno�ama proporcionalnim obimu stabla
(promenǉiva Girth) i oceniti sredǌu vrednost obele�ja V olume koriste�i Hansen−Hurwitz-
ovu ocenu.
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