IFEOMETPUJA 3, mikosicka 2021/22
3aJanm 3a Bexkbame - KpuBe
Kpuse
1. Ckunuparu cienehe:

(a) TparoBe paBaHCKMX KPUBUX JATUX CBOJOM IIAPAMETPU3ALUJOM:

m t 11—t ¢ o
(Ctgt7tgt), te(g,’fr), W,m 5 téR, (2676 ), t€R7

(6) TparoBe MPOCTOPHUX KPUBHUX JATUX CBOjOM MAPAMETPU3AIN]OM:
(Int,2Int,2Int), t € RT; (Int,In2t,In2t), t € RT; (Int,In*t,In*t), t € R,

(B) ckymnoBe Tauaka y paBHU JATUX jeIHAYMHOM y JIeKAPTOBUM KOODAMHATAMA, U OJPEJIUTH HEKE MAapaMeTPU30BAHE KPUBE
YHjU Cy TPArOBW OBW CKYIIOBH:

23 =yt 23 =P, 23 = o5,
2. Jloxkazaru [a je KpUBa 4Uhja je moJapHa MapaMeTpPU3allin]ja:
a) p=cosf KpyKHHUIIA; 6) p= —— mpaBa; (B) p=-——— mapabona; r) p? = xunepboa;
(a) p pyxunng;  (6) p= — mp (®) p=1osg TP () p* =55 p
5 (0
(m) p = cos 5 ) xapamonza.
3. Jlara je KpuBa MOJAPHOM jeTHATUHOM
0
. 3
=sin” —.
P 3
(a) Ucnuratu perysapHOCT U U3padyHATH JIyKUHY JIaTe KPUBE, YKOJIUKO je HheH Tpar 3aTBOPEHa KPUBA.
(6) Oxmpenuru @peneos perep U KPUBUHY J1aT€ KPUBE.
() OzpeauTu yriioBe Koje TaHI€HTa U HOPMAJIA ATe KPUBE 3aKJIANA]Y €A KOODAUHATHUM OCAMA.
(r)

4. Jlara je KpuBa K0ja ce 30Be HedPOUIA, CBOjOM TapaMETPU3AIIN]OM
a(t) = (3cost — cos 3t, 3sint — sin 3t), teR.

(a) Jdokaszaru ja je nmara KpuBa ENUIMKIIONIA Koja ce J1obuja Kao rpar (hbUKCUpaHe Tadyke Kpyra IOJylNpedHuKa 1 Koju
ce KOTPJba U3HYTPA 110 KPYT'y LOJyIPEYHUKA 2 KOjuU je (DUKCUPAH U UMA LEHTAp y KOOPAMHATHOM Lo4erky (t je yrao
u3Mel)y mo3uTHUBHOT /€18 X —O0Ce W BEKTOPA I0JI0¥KAaja IEHTPa Mamer Kpyra). Vcnuraru peryjapHoCT Jare KPUBe U
CKUITNPATH je.

(6) Hdokaszaru ma Kpusa 3a10BosbaBa cieiehe jenqnauune y nonapauM u JleKapToBUM KOOPIMHATAMA:

2 0\ 3 0\ 3
(g)s - (sin 2) + (cos 2) ; (2% + % —4)% = 108y°.

(B) okasaru ma je Tpar KpuBe (v 3aTBOPEHA KPUBA U U3DAUYHATH FHEHY Iy KUHY.

(r) Oappenuru dbyukuujy myxune jayka gare kpuse 3a t € (0, 7), y3umajyhu 3a nouerny rauky npso (0,4), a 3atum (2,0).
Hokazaru na 3a noroguo onabpany GbyHKIM]y JyKHUHE JIyKa S 1 KpUBUHY K(s) Baxu dhopmysia

4p* 4 5% = 12s,

rae je p(s) MONyNpeYHNK KPUBUHE JlaTe KPUBe.

(n) Onpenuru eBOJIyTYy JaTe KPUBE, KAO U HEKY HhEHY UHBOJIYTY.

a(t) = <\g§et, \/Ee_t,t> , teR.

5. Jlara je mapaMeTpu3oBaHa KPHUBA

2

(a) Oxmpemutu Heku (bUKCUpAHU jeIUHUYIHUM BEKTOD U KOjU 3aKjara KOHCTaHTHE yriose ca BekropuMa Ppeneose Gaze
JaTe KpUBe y CBAKOj TAYKU W OJPEINTHU T€ yTJIOBE.

1
2
T—Yy = V2sh z. Onpenuru yriose uamelly Jare KpUBe M W3BOJHUIIA OBUX MUINHIAAPA. Jla Jin je 0Ba KpUBA yOIIIITEHU
XEJIMKC Ha HEKOM OJ, OBUX LIMJIMHAAPaT

(6) JoxasaTu ja Tpar aTe KpUBe IPHIAJIA XHIepOOJMYKOM IIIHHAPY TY = +, Kao u uuaumnapuma  +y = v/2chz u



(8) OzmpemuTu KpuBe Ha jequHUYHO] chpepu Koje ONmCyjy BPXOBU BEKTOPCKUX mojba Ppeneose 6ase KpuUBe (v, TOCMATPAHU
ca MMOYETKOM y KOODJIMHATHOM TTOYETKY.

6. /lata je mapamMeTpu30BaHa KPUBA
a(t) = (2t —sin(2t), — cos(2t), 4 sin t), teR.

(a) Jdoka3zaru ja TAaHIEHTHO BEKTOPCKO IOJbE JIaTe KPUBE, TPAHCIUPAHO Y KOOPAMHATHYU IIOYeTaK, onucyje BuBujanujey
KPHUBY Ha jeIMHUYHO] cdepH, dnuju ce Tpar aobuja y mpeceky ose cdepe u oarosapajyher muiumHIPa HOJIYIPEIHAKA
1
5.

(6) OumpenuTu KpuUBY 4Yuju je Tpar CKyIl Tadaka Ha PACTOjakby OJl JAaTe KPUBE JeJHAKOM YeTBOPOCTPYKO] KPDUBHHU AT
KpHBE, y CMepy HOPMAJHOI BEKTOPCKOI' I[10Jba KPUBE.

(B) dokaszaru ma je opToroHajHa Ipojekuuja nare kpuse Ha xOy paBaH IUKIOUIa, a Ha yOz paBaH neo napabose.

7. (a) Hexka je p BeKTOp ToOJI0OKaja Mpon3BosbHe Tavke P na jemuananoj cepn 22 +y? + 22 = 1, a U HeKH jeJUHITHA BEKTOD
HOopMamaH Ha p. JlokasaTh ja je Kpuba

a(t) = (cost)p'+ (sint) ¥, te (0,2m),

[IPUPOJIHO 1APAMETPU30BAH BEJIUKHU KPYr HA cdepu.

(6) ToxazaTu jia je NPUPOIHO apaMeTpU30BaHa KpuBa v Ha jeuHu4HOj cepu 22 + y? + 22 = 1 Hekn BeMKHN KPYT ako
U caMo aKo Baxk# o = —au.

(B) dokaszaru na je chepHa KprBa KOHCTAHTHE KPUBUHE JI€0 KPYTa.

8. Heka je a(s), s € I, 0 € I, kpuBa napamMeTpu30BaHa JIyKUHOM JIyKa, OpU 4emy 3a Top3ujy Baxku 7(s) > 0 3a cse s € I.
Kpusa § 3amara je ca

56) = [ Bludu,

rae je B(s) Bekrop Gunopmasie kpuse «. Jlokasaru ja je kpuBa [ Takohe mapamMeTpu30BaHa Jy:KMHOM JIyKa W U3pa3-
UTH KPUBUHY, TOP3H]jy, TAHI€HTHO, HOPMAJIHO, OMHOpMaJIHO U J1apOyoBO BEKTOPCKO IIOJb€ KpUBE (3 IPeKO oarosapajyhnx
€JIEMEHATa KPUBE (.

9. Heka je a perynapua kpuBa. Ciuka KpuBe [ cacToju O] Ta4aka KOje Cy Ha KOHCTAHTHOM pacrojamy d oj ojroBapajyhux
TavaKa CJIUKe KpPUBE (v JyK HOpMaJa KPUBE (.

(a) Ucnuratu perymapuoct kpuse (. AKO je KpuBa « 3aTBOPEHA PABAHCKA KPUBA, JOKA3ATH 13 CE MOKE Omabparn
JIOBOJPHO MaJIO d TaKO 13 je KPuBa [ peryjapHa.

(6) Uspasuru kpusuny kpuse [ IpeKo KpuBuHe Kpuse « u d.

(B) AKo je KpuBa (v €IMIICA, OJPEIUTH CBE BPEJIHOCTH KOHCTaHTe d 3a Koje je Kpusa [ Takobhe ejwmmca.

(r) Ako je KpuBa (v KpyzKHU XEJMKC, OJPEJUTH CBE BPEJHOCTU KOHCTaHTe d 3a Koje je Kpusa [ rakohe KPYy2KHU XeJIUKC.
10. Heka je o : I — R? perynapua Kpusa napaMeTpu30BaHa, J1y>KUHOM JyKa s, Kpusune £ # 0 u 0 € 1.

(a) Jdokaszaru na 3a cBe radke S y JOBOJBHO MaJioj okosunu tadke 0 € I Baxu

a(s) = a(0) + (s - %gs?’ + 0(53)) T(0) + (F;OSQ + %633 + 0(53)> N(0) + (@83 + 0(83)) B(0),
rae je ko = k(0), k{ = £'(0), 79 = 7(0).
(6) Hedurummmvo kpusy (3 : R — R3 ca
2 3

t t
,B(t) = 04(0) + tTO + EﬁoNo + EKQT@BQ.

JlokazaTu fa Cy KpuBWHA, TOP3HWja W OCKyJaTOpHA paBaH Kpuse [ y Tauku t = () mcre Kao KpWUBWHA, TOP3HUja U
OCKYJIaTOpPHA paBaH KpuBe o y Tadku s = 0.

() JoxazaTu ma je KpubmHa mpocTopHe Kpuse « : I — R3 y taukm s € I jemnaka KpUBHHH paBaHcKe Kpube (y MCTOj
TAaYKM) KOja ce 100Kja IPOjeKTOBAEM Tpara KpUBe (v Ha HheHy OCKYJIATOpHY paBaH y Tadku «(sg).



