
GEOMETRIJA 2

zadaci za ve�bu

PODUDARNOST

1. Neka su B1 i C1 redom sredixta stranica AC i AB trougla ABC. Dokazati da podno�ja normala iz taqke A na
simetralama unutrax�eg i spo	ax�eg ugla kod temena B pripadaju pravoj B1C1.

2. U oxtrouglom trouglu ABC taqka D je podno�je visine iz temena C i va�i AD = BC. Ako je L podno�je normale
iz D na visinu iz temena A, dokazati da je BL simetrala unutrax�eg ugla kod temena B trougla ABC.

3. U trouglu ABC sa pravim uglom kod temena A, taqka D je podno�je visine iz temena A, taqka E je sredixte du�i
CD, a taqka F je sredixte du�i AD. Dokazati da va�i BF ⊥ AE.

4. Neka su K i L sredixta lukova AB i AC opisanog kruga trougla ABC koji ne sadr�e preostalo teme. Oznaqimo
sa D i E preseqne taqke prave KL sa stranicama AB i AC redom, a sa S centar upisanog kruga trougla ABC.
Dokazati da je qetvorougao ADSE romb.

5. Dijagonale tetivnog qetvorougla ABCD su me�usobno normalne i seku se u taqki S. Oznaqimo sa O centar opisanog
kruga ovog qetvorougla, a sa M,N,P,Q redom sredixta �egovih stranica AB,BC,CD,DA. Dokazati da se du�i
MP,NQ,OS me�usobno polove.

SLIQNOST

1. U trouglu ABC taqke S i Sa su centri redom upisanog i spo	a upisanog kruga koji odgovara temenu A, E je
preseqna taqka simetrale unutrax�eg ugla kod temena A i stranice BC i N je sredixte luka BC kruga opisanog
oko trougla ABC koji ne sadr�i taqku A. Dokazati da va�i AS ·ASa = AE ·AN .

2. Ako se na stranicama AB i CD konveksnog qetvorougla ABCD mogu izabrati redom taqke M i N takve da je
MC ∥ AN i MD ∥ BN , dokazati da je ABCD trapez.

3. Krug k seqe stranice BC,CA,AB trougla ABC redom u taqkama D i D, E i E, F i F . Ako su prave AD,BE,CF
konkurentne, dokazati da su prave AD,BE,CF tako�e konkurentne.

4. Neka su Pa, Qa, Ra dodirne taqke spo	a upisanog kruga trougla ABC koji odgovara temenu A sa stranicama BC,
CA, AB redom. Oznaqimo sa X, Y , Z preseqne taqke pravih QaRa, RaPa, PaQa i pravih BC, CA, AB redom.
Dokazati da su taqke X, Y , Z kolinearne.

5. Neka su B′ i C ′ podno�ja visina iz temena B i C oxtrouglog trougla ABC, H �egov ortocentar i G presek pravih
B′C ′ i BC. Dokazati da va�i H(BH,CH;AH,GH).

6. Dat je pravougaonik ABCD i taqke P,Q, S, T takve da va�i H(A,C;P,Q) i H(B,D;S, T ). Dokazati da je qetvor-
ougao PQST tetivan.

KONSTRUKTIVNI ZADACI

1. Konstruisati trougao ABC ako su zadati slede�i elementi:

1) b+ c, r, α; 4) p, ha, ρa;

2) ta, r, β − γ; 5) ta, hb, β;

3) a, ρ, α; 6)Sa, Sb, Sc.

INVERZIJA

1. Ako su prava p i krug l inverzni likovi pri inverziji u odnosu na krug k, dokazati da je prava p radikalna osa
krugova k i l.

2. Dati su krugovi k1, k2 sa centrima O1, O2 redom i taqka A u �ihovoj spo	ax�osti, koja ne pripada pravoj O1O2.
Neka je l krug opisan oko trougla qija su temena taqka A i �ene slike pri inverziji u odnosu na k1 i k2. Ako je
L jedna preseqna taqka kruga l i prave O1O2, odrediti precizno slike krugova k1, k2, l pri inverziji u odnosu na
proizvo	an krug sa centrom L.



3. Neka se krugovi k1 i k2 seku. Dokazati da svi krugovi koji dodiruju k1 i k2 (spo	a) imaju zajedniqku normalu,
tj. da postoji prava ili krug normalan na sve ovakve krugove.

4. Neka su O1 i O2 centri krugova k1 i k2 koji se seku u taqkama A i B, a C i D redom taqke u kojima prave AO2 i
AO1 po drugi put seku k1 i k2. Dokazati da je prava AB ortogonalna na krug opisan oko trougla ACD.

5. Neka je p poluobim trougla ABC, a E i F taqke na pravoj BC takve da je AE = AF = p. Dokazati da opisani krug
trougla AEF dodiruje spo	a upisani krug trougla ABC koji odgovara stranici BC.

6. Dati su krugovi κ1 i κ2 i taqka A koja im ne pripada. Konstruisati krug l koji je normalan na krugove κ1, κ2 i
sadr�i taqku A.

IZOMETRIJSKE TRANSFORMACIJE RAVNI

1. Neka je ABC pravougli trougao sa pravim uglom kod temena B. Dokazati da je G−−→
BC

◦ G−−→
AB

◦ SA = T−→
AC

.

2. Ako su M i N sredixta stranica AB i AC trougla ABC, prava p medijatrisa stranice BC, q prava koja sadr�i
visinu iz temena A, dokazati da je SN ◦ Sq ◦ SM = Sp.

3. Dat je proizvo	an trougao ABC euklidske ravni. Oznaqimo sa S centar upisanog kruga ovog trougla, sa P,Q,R
taqke dodira tog kruga sa stranicama BC,AC,AB redom i usmerene uglove sa ]BAC = α, ]CBA = β, ]ACB = γ.
Odrediti tip i komponente izometrija:
a) SSC ◦ SSA ◦ SSB ; b) RC,2γ ◦ RA,2α ◦ RB,2β ; v) RC,γ ◦ RA,α ◦ RB,β ; g) G−→

RP
◦ G−−→

QR
◦ G−−→

PQ
.

4. Neka su prave p, q, r redom simetrale spo	ax�ih uglova kod temena A, B, C trougla ABC. Dokazati da je

Sr ◦Sq ◦Sp = GAC,−→v , gde vektor
−→v ima isti pravac i smer kao vektor

−→
AC, a intenzitet mu je jednak obimu trougla

ABC.

5. Neka su P,Q,R, S, T redom sredixta stranica AB,BC,CD,DE,EA konveksnog petougla ABCDE. Odrediti tip
i komponente izometrije ST ◦ SS ◦ SR ◦ SQ ◦ SP .

STEREOMETRIJA

1. Neka ravan π seqe ivice AC,BC,BD,AD tetraedra ABCD redom u taqkama P,Q,R, S. Dokazati da je qetvorougao
PQRS paralelogram ako i samo ako je ravan π paralelna sa ivicama AB i CD.

2. Odrediti pravu koja sadr�i teme triedra i zaklapa jednake uglove sa �egovim: a) stranama; b) ivicama.

3. Neka je u tetraedru ABCD boqna ivica AD ujedno i visina koja odgovara osnovi ABC. Dokazati da se ravni koje
sadr�e boqne ivice AD,BD,CD i normalne su na naspramne boqne p	osni tetraedra seku po jednoj pravoj.

4. U tetraedru ABCD va�i AB ⊥ CD i AC ⊥ BD. Dokazati da sredixta svih xest ivica tetraedra pripadaju
jednoj sferi i na�i �en centar.

5. Neka je ABCD tetraedar qije su naspramne ivice AB i CD me�usobno normalne. Dokazati da se prave odre�ene
visinama AA i BB seku (u taqki H), prave odre�ene visinama CC i DD seku (u taqki H), pri qemu taqke H i H
pripadaju zajedniqkoj normali mimoilaznih pravih AB i CD.

IZOMETRIJSKE TRANSFORMACIJE PROSTORA

1. Ako su P i Q dve proizvo	ne taqke i π proizvo	na ravan euklidskog prostora, dokazati da je kompozicija
SQ ◦ Sπ ◦ SP ili ravanska ili klizaju�a simetrija.

2. Neka je ABCD proizvo	an tetraedar i DD visina iz temena D. Odrediti tip izometrije SDD′ ◦ SAB ◦ SAC .

3. Dokazati da kompozicija Sa ◦ Sb ◦ Sc tri osne refleksije euklidskog prostora, qije ose a, b, c predstav	aju prave
odre�ene stranicama nekog trougla, predstav	a zavojni poluobrtaj.

4. Neka je ABCDA1B1C1D1 kvadar. Dokazati da je kompozicija zavojnih poluobrtaja Z−−→
CC1

◦ Z−−→
BC

◦ Z−−→
AB

◦ Z−−→
A1A

osna
simetrija i odrediti osu.

5. Odrediti tip izometrije koja predstav	a kompoziciju qetiri ravanske refleksije euklidskog prostora qije su
osnove odre�ene boqnim stranama qetvorostrane piramide.



HIPERBOLIQKA GEOMETRIJA

1. Neka je ABCD Sakerijev qetvorougao sa osnovicom AB. Ako su M i N redom proizvo	ne taqke sa pravih BC i
AD, dokazati da je AB 6 MN .

2. Neka je ABCD Lambertov qetvorougao sa oxtrim uglom kod temena D. Ako su P i Q sredixta stranica BC i AD,
dokazati da je 2PQ < AB + CD.

3. Ako su oba para naspramnih ivica konveksnog qetvorougla hiperboliqke ravni me�usobno podudarne du�i, dokazati
da su one i hiperparalelne.

4. U hiperboliqkoj ravni date su hiperparalelne prave a i b. Konstruisati pravu c koja je paralelna i sa a i sa b.
Koliko rexe�a postoji?

5. Dokazati da je polupreqnik kruga upisanog u asimptotski trougao hiperboliqke ravni kojem su sva tri temena
nesvojstvena jednak Π−1( 2R3 ).

POENKAREOV DISK MODEL

1. U Poenkareovom disk modelu hiperboliqke ravni dati su h-krug l i h-taqka A. Konstruisati h-pravu p koja
sadr�i datu h-taqku i dodiruje dati h-krug.

2. U Poenkareovom disk modelu dati su h-taqka X i h-prava t koja ne sadr�i taqku X. Odrediti h-krug k sa centrom
u X koji dodiruje h-pravu t.

3. U Poenkareovom disk modelu konstruisati h-du� mere Π−1(R3 ).

4. U Poenkareovom disk modelu hiperboliqke ravni konstruisati te�ixnu du� iz temena A h-trougla odre�enog
datim h-taqkama A, B, C.

5. U Poenkareovom disk modelu dati su h-prava a i h-taqka A koja joj ne pripada. Konstruisati h-taqku B koja je
h-simetriqna taqki A u odnosu na pravu a.


