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Teorijska pita�a i zadaci za pripremu kolokvijuma i ispita

Zasniva�e skupova prirodnih, celih, racionalnih i realnih brojeva

1. (a) Formulisati Aksiomu (princip) matematiqke indukcije, kao jednu od Peanovih aksioma.

(b) Neka je A =

{
n ∈ N | 13 + 23 + · · ·+ n3 =

(
n(n+1)

2

)2}
. Dokazati da je A = N.

(v) Neka je A = {n ∈ N | 2n ⩾ n2}. Odrediti skup A.

2. Primenom principa matematiqke indukcije, "dokaza�emo" slede�e tvr�e�e: U proizvo	nom skupu od n
ko�a, svi ko�i su iste boje.

Ukoliko je n = 1, tvr�e�e je taqno (jedan ko� je samo jedne boje). Pretpostavimo da je tvr�e�e taqno
za proizvo	an skup od n ko�a i doka�imo da odatle sledi da je taqno i za proizvo	an skup od n + 1
ko�a. Neka je {H1, H2, . . . ,Hn+1} proizvo	an skup od n + 1 ko�a. U skupu {H1, H2, . . . ,Hn} ima n ko�a,
pa na osnovu induktivne pretpostavke svi oni su iste boje (nazovimo je boja A). Sliqno tako, u skupu
{H2, . . . ,Hn, Hn+1} ima n ko�a, pa na osnovu induktivne pretpostavke svi oni su iste boje (nazovimo je boja
B). Kako ova dva skupa imaju bar jednog zajedniqkog ko�a (npr. ko� H2), boje A i B moraju biti iste, pa
su svih n+ 1 ko�a iste boje.

Otkriti grexku u prethodnom rasu�iva�u, s obzirom da tvr�e�e koje smo "dokazali" oqigledno nije taqno.

3. Formulisati preostale Peanove aksiome.

4. Objasniti xta znaqi da je (N,+) polugrupa, a (N0,+) monoid (polugrupa sa neutralom). Zaxto ove struk-
ture nisu grupe?

5. Formulisati osobine skupa N koje se odnose na me�usobno slaga�e binarnih operacija + i ·, kao i �ihovo
slaga�e sa binarnom relacijom ⩽.

6. Objasniti xta znaqi da je (Z,+, ·) prsten. Zaxto ova struktura nije po	e?

7. Koriste�i relaciju ⩽, definixu se relacije ⩾, <,> na skupu Z na slede�i naqin:

x ⩾ y ako i samo ako je y ⩽ x; x < y ako i samo ako je x ⩽ y i x ̸= y; x > y ako i samo ako je y ⩽ x i x ̸= y.

Da li su to relacije poretka?

8. Dokazati da u skupu celih brojeva va�i:

(a) x+ y = x+ z ⇒ y = z (zakon skra�iva�a za sabira�e);

(b) x+ y = x ⇒ y = 0 (jedinstvenost neutrala za sabira�e);

(v) x+ y = 0 ⇒ y = −x (jedinstvenost suprotnog elementa za sabira�e);

(g) −(x+ y) = (−x) + (−y).

9. (a) Definisati operaciju oduzima�a u skupu celih brojeva.

(b) Dokazati da jednaqina a+ x = b ima jedinstveno rexe�e u skupu celih brojeva (a, b ∈ Z).

10. Objasniti xta znaqi da je (Q,+, ·,⩽) linearno ure�eno po	e.

11. Dokazati da u skupu racionalnih brojeva va�i:

(a) x · y = x · z i z ̸= 0 ⇒ y = z (zakon skra�iva�a za mno�e�e);

(b) x · y = x i x ̸= 0 ⇒ y = 1 (jedinstvenost neutrala za mno�e�e);

(v) x · y = 1 ⇒ x ̸= 0 i y = x−1 (jedinstvenost inverznog elementa za mno�e�e);

(g) x · 0 = 0, x · (−1) = −x;

(d) x · y = 0 ⇒ x = 0 ili y = 0;

(�) −(x · y) = (−x) · y = x · (−y);

(e) (x · y)−1 = x−1 · y−1.



12. (a) Definisati operaciju de	e�a u skupu racionalnih brojeva.

(b) Dokazati da jednaqina a · x = b ima jedinstveno rexe�e u skupu racionalnih brojeva (a ∈ Q \ {0},
b ∈ Q).

13. Dokazati da u skupu racionalnih brojeva va�i:

(a) x+ z ⩽ y + z ⇒ x ⩽ y;

(b) x · z ⩽ y · z i z > 0 ⇒ x ⩽ y.

14. Formulisati Arhimedovo svojstvo u po	u R. Da li ono va�i i u po	u Q?

15. Koje aksiome po	a R va�e i u po	u Q?

16. (a) Formulisati aksiomu supremuma u skupu R.
(b) Navesti primer odozgo ograniqenog podskupa skupa Q, koji nema supremum u Q, a �egov supremum u R

iznosi
√
5.

17. (a) Formulisati aksiomu infimuma u skupu R.
(b) Navesti primer odozdo ograniqenog podskupa skupa Q koji nema infimum u Q, a �egov infimum u R

iznosi
√
5.

18. Odrediti (ako postoje) infimum, supremum, minimum, maksimum skupa A = {x ∈ Q+ | 3 ⩽ x2 < 4}, prvo u
po	u Q, a zatim u po	u R.

19. (a) Navesti ε−karakterizaciju supremuma i infimuma.

(b) Dokazati da je inf

{
3

n
| n ∈ N

}
= 0, sup

{
n− 3

n
| n ∈ N

}
= 1. Xta je supremum prvog skupa? A

infimum drugog skupa?

20. Predstaviti slede�e racionalne brojeve, zapisane u obliku decimalnom obliku, u obliku razlomka:

1, 2333 . . . , −6, 818181 . . . , 4, 559999 . . . , 0, 285714285714 . . . .

21. Dokazati da su slede�i racionalni brojevi predstav	eni u svedenom obliku i da imaju beskonaqan deci-

malni zapis (za sve n ∈ N): (a)
n

2n2 + 1
; (b)

n

n2 + n+ 1
.

22. (a) Dokazati da su zbir i razlika jednog racionalnog i jednog iracionalnog broja iracionalni brojevi.

(b) Dokazati da su proizvod i koliqnih racionalnog broja razliqitog od nule i proizvo	nog iracionalnog
broja iracionalni brojevi.

(v) Da li zbir, razlika, proizvod, koliqnik proizvo	na dva iracionalna broja mora biti iracionalan
broj?

23. Dokazati da su slede�i brojevi iracionalni:

√
3, 2024 +

√
3,

1

2024−
√
3
,

√
3 +

√
2024,

1√
2024−

√
3
.

24. (a) Ukoliko za racionalne brojeve a, b, c, d va�i a + b
√
2 = c + d

√
2, dokazati da je a = c i b = d. Da li

tvr�e�e va�i i za realne brojeve a, b, c, d?

(b) Dokazati da skup {a + b
√
2 | a, b ∈ Q} ima strukturu ure�enog po	a u odnosu na standardne binarne

operacije + i · i binarnu relaciju ⩽.

25. (a) Dokazati da se izme�u svaka dva racionalna broja nalazi racionalan broj.

(b) Dokazati da se izme�u svakog racionalnog i iracionalnog broja nalazi iracionalan broj.



Nizovi realnih brojeva

1. Definisati niz elemenata nekog skupa. Navesti nekoliko primera nizova qiji se opxti qlan ne mo�e
izraziti eksplicitnom formulom.

2. (a) Matematiqkom indukcijom pokazati da qlanovi Fibonaqijevog niza (tzv. Fibonaqijevi brojevi), dati
formulom

Fn =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n)
,

zadovo	avaju rekurentnu formulu Fn = Fn−1 + Fn−2, n ⩾ 3, F1 = F2 = 1.

(b) Matematiqkom indukcijom pokazati da qlanovi Lukasovog niza (tzv. Lukasovi brojevi), dati formu-
lom

Ln =

(
1 +

√
5

2

)n

+

(
1−

√
5

2

)n

,

zadovo	avaju rekurentnu formulu Ln = Ln−1 + Ln−2, n ⩾ 3, L1 = 1, L2 = 3.

3. Posmatrajmo prvih nekoliko qlanova niza (an): a1 = 1, a2 = 16, a3 = 81, a4 = 256. Odrediti realne brojeve
A,B,C,D takve da polinom P (n) = An3 + Bn2 + Cn + D zadovo	ava a1 = P (1), a2 = P (2), a3 = P (3),
a4 = P (4). Da li mora da va�i a5 = P (5)?

4. (a) Definisati ograniqen niz (odozgo, odozdo), kao i monoton niz poqevxi od nekog qlana (rastu�i,
opadaju�i, strogo rastu�i, strogo opadaju�i).

(b) Ispitati monotonost i ograniqenost niza qiji je opxti qlan an =
n+ 1

n
.

5. Definisati graniqnu vrednost niza (konaqnu, beskonaqnu), kao i konvergentan i divergentan niz.

6. Dokazati da svaki niz koji te�i ka +∞ ili −∞ mora biti neograniqen. Da li je taqno obrnuto tvr�e�e?

7. Dokazati da proizvo	an niz mo�e imati najvixe jednu konaqnu graniqnu vrednost (limes).

8. (a) Ukoliko je (an) konvergentan niz, dokazati da je i niz (|an|) konvergentan. Preciznije, ukoliko je
lim
n→∞

an = a, dokazati da je lim
n→∞

|an| = |a|.

U dokazu mo�ete koristiti poznatu nejednakost ||x|− |y|| ⩽ |x−y|, koja va�i za sve realne brojeve x, y.
(b) Kontraprimerom pokazati da obrnuto tvr�e�e ne va�i.

9. (a) Definisati nula-niz. Dokazati da je lim
n→∞

an = a ∈ R ako i samo ako je (an − a) nula-niz.

(b) Dokazati po definiciji da je niz an =
(−1)n

n2
nula-niz. Odrediti najma�e mogu�e n0 = n0(ε) za

ε =
1

100
, ε =

1

1000
, ε =

1

10000
.

10. (a) Dokazati da je proizvod nula-niza i proizvo	ne realne konstante opet nula-niz.

(b) Dokazati da za proizvod nula-niza i ograniqenog niza opet nula-niz.

11. (a) Ako je lim
n→∞

an = +∞ ili lim
n→∞

an = −∞, dokazati da je an ̸= 0 za skoro sve qlanove niza, kao i da je(
1

an

)
nula-niz.

(b) Kontraprimerom pokazati da obrnuto tvr�e�e ne va�i.

(v) Ukoliko je lim
n→∞

an = 0, dokazati da je lim
n→∞

∣∣∣∣ 1an
∣∣∣∣ = +∞.

12. Dokazati da je zbir, razlika i proizvod dva nula-niza opet nula-niz. Kontraprimerima pokazati da
koliqnik dva nula-niza mo�e imati bilo koju (konaqnu ili beskonaqnu) graniqnu vrednst, kao i da mo�e
biti divergentan.

13. Dokazati da su zbir, razlika i proizvod dva konvergentna niza (an) i (bn) opet konvergentni nizovi. Xta
su limesi tih nizova?



14. Objasniti grexku u "primeni" prethodnog tvr�e�a na raquna�e limesa

lim
n→∞

1 + 2 + · · ·+ n

n2
= lim

n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+ · · ·+ n

n2

)
= 0 + 0 + · · ·+ 0 = 0,

a zatim odrediti taqnu vrednost ovog limesa.

15. (a) Ako je lim
n→∞

bn = b ̸= 0, dokazati da je bn ̸= 0 za skoro sve qlanove niza, kao i da je niz

(
1

|bn|

)
ograniqen.

(b) Ako je lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b ̸= 0, dokazati da je lim
n→∞

an
bn

=
a

b
.

16. Ako je lim
n→∞

an = +∞, lim
n→∞

bn = b ∈ R, dokazati da je lim
n→∞

(an + bn) = +∞ i lim
n→∞

(an − bn) = +∞.

17. (a) Ako je lim
n→∞

an = +∞, lim
n→∞

bn = b ∈ R+, dokazati da je lim
n→∞

(an · bn) = +∞ i lim
n→∞

an
bn

= +∞.

(b) Formulisati odgovaraju�a tvr�e�a u sluqaju kada je b ∈ R− ili lim
n→∞

bn = −∞.

(v) Kontraprimerima pokazati da za b = 0 proizvod nizova (an · bn) mo�e imati bilo koju (konaqnu ili
beskonaqnu) graniqnu vrednost, kao i da mo�e biti divergentan.

18. Odrediti (sa dokazom) graniqnu vrednost u sluqajevima k > l, k = l, k < l:

lim
n→∞

akn
k + ak−1n

k−1 + · · ·+ a1n+ a0
blnl + bl−1nl−1 + · · ·+ b1n+ b0

.

19. Formulisati i dokazati Teoremu o policajcima (u R).

20. Dokazati da za proizvo	ne nenegativne realne brojeve a1, a2, . . . , ak va�i

lim
n→∞

n
√
an1 + an2 + · · ·+ ank = max{a1, a1, . . . , ak}.

21. (a) Definisati podniz datog niza.

(b) Odrediti podnizove a6k, a6k+1, . . . , a6k+5 niza an = (−1)n sin
nπ

3
.

22. Definisati taqku nagomilava�a niza u R, na dva ekvivalentna naqina. Objasniti xta je osnovna razlika
izme�u taqke nagomilava�a i granicne vrednosti niza.

23. Dokazati da konvergentan niz R ima samo jednu taqku nagomilava�a.

24. Odrediti koliko taqaka nagomilava�a u R mo�e imati proizvo	an niz realnih brojeva.

25. Navesti primer niza (ukoliko postoji) koji ima: (a) 0; (b) 2; (v) 5; (g) beskonaqno mnogo taqaka nagomila-
va�a u R.

26. U zavisnosti od q ∈ R, ispitati konvergenciju geometrijskog niza an = qn.

27. Dokazati da je svaki konvergentan niz ograniqen. Da li va�i obrnuto tvr�e�e?

28. Formulisati i dokazati Teoremu o konvergenciji monotonih i ograniqenih nizova (posebno za rastu�i i
opadaju�i niz). Da li je svaki monoton niz konvergentan u R?

29. Koriste�i (bez dokaza) tvr�e�e da svaki niz ima monoton podniz, dokazati da svaki niz ima konvergentan
podniz u R, dok svaki ograniqen niz ima konvergentan podniz u R. Drugim reqima, svaki niz realnih
brojeva ima bar jednu taqku nagomilava�a u R, a ograniqen niz bar jednu taqku nagomilava�a u R.

30. Definisati broj e.



Redovi realnih brojeva

1. Definisati niz parcijalnih (delimiqnih) suma nekog niza realnih brojeva.

2. Definisati konvergentan i divergentan red realnih brojeva. Xta je suma konvergentnog reda?

3. Dokazati da geometrijski red
∞∑
n=0

bqn konvergira ako i samo ako je |q| < 1. Koja je suma tog reda?

4. Dokazati da slede�i redovi konvergiraju i odrediti �ihove sume:

(a)
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
; (b)

∞∑
n=0

1

(4n+ 1)(4n+ 5)
; (v)

∞∑
n=1

n

5n
.

5. Dokazati da opxti qlan konvergentnog reda te�i nuli.

6. Dokazati da harmonijski red
∞∑
n=1

1

n
divergira, iako �egov opxti qlan te�i nuli.

7. Dokazati da red qiji je opxti qlan pozitivan konvergira ako i samo ako je niz �egovih parcijalnih suma
ograniqen odozgo.

8. (a) Formulisati i dokazati Prvi poredbeni kriterijum o konvergenciji redova sa pozitivnim qlanovima.

(b) Dokazati da red
∞∑
n=1

1

nα
konvergira ukoliko je α ⩾ 2, a divergira ukoliko je α ⩽ 1. Xta se dexava za

α ∈ (1, 2)?

9. (a) Formulisati i dokazati Drugi poredbeni kriterijum redova sa pozitivnim qlanovima.

(b) Dokazati da red
∞∑
n=1

1√
5n2 + 1

divergira, a red
∞∑
n=1

1
3
√
5n6 + 1

konvergira.

10. Navesti primer redova
∞∑
n=1

an i
∞∑
n=1

bn sa pozitivnim qlanovima, takvih da je:

(a) lim
n→∞

an
bn

= 0, pri qemu prvi red konvergira, a drugi divergira;

(b) lim
n→∞

an
bn

= +∞, pri qemu prvi red divergira, a drugi konvergira.

11. Formulisati Dalamberov i Koxijev kriterijum konvergencije redova sa pozitivnim qlanovima. Pri-

meniti ih na ispitiva�e konvergencije reda
∞∑
n=1

3n+ 5

2024n

12. Definisati apsolutno i uslovno konvergentan red realnih brojeva i navesti po jedan primer takvih redova.
U kakvom su odnosu ove dve vrste konvergencije?

13. (a) Definisati Ojlerovu konstantu.

(b) Dokazati da je
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= ln 2.

14. (a) Formulisati Lajbnicov kriterijum konvergencije alterniraju�ih redova.

(b) Dokazati da je red
∞∑
n=1

(−1)n

2n− 1
uslovno konvergentan.

15. (a) Formulisati Rimanovu teoremu o me�a�u poretka sabiraka kod redova sa qlanovima promen	ivog
znaka.

(b) Dokazati da je 1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− 1

8
− 1

10
+ · · · = ln 2

2
, iako je 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · · = ln 2.



Osnovne osobine preslikava�a

1. Definicija preslikava�a kao ure�ene trojke (domen, kodomen, pravilo/zakon pridru�iva�a) (primeri).

2. Injektivna, surjektivna, bijektivna preslikava�a (definicija, primeri).

3. Broj injektivnih, surjektivnih, bijektivnih preslikava�a na konaqnim skupovima.

4. Direktna i inverzna slika skupa (definicija, primeri).

5. Kompozicija preslikava�a (definicija, dokaz asocijativnosti).

6. Neka svojstva kompozicije preslikava�a (slaga�e sa osobinama injektivnosti i surjektivnosti).

7. Inverzno preslikava�e (definicija, primeri).

8. Preslikava�a i osnovne skupovne operacije.

9. Funkcije jedne realne promen	ive, elementarne funkcije.

10. Grafici elementarnih funkcija (stepena, eksponencijalna, logaritamska, trigonometrijske, inverzne
trigonometrijske).



Neprekidnost funkcija

1. Limes funkcije u R (definicija, primeri).

2. Definicija limesa funkcije preko nizova.

3. Levi i desni limes funkcije (definicija, primeri)..

4. Limes funkcije u R (definicija, primeri).

5. Teorema o jedinstvenosti limesa funkcije (formulacija i dokaz).

6. Algebarska svojstva limesa funkcije (formulacija).

7. Teorema o dva policajca (formulacija).

8. Teorema o limesu kompozicije funkcija (formulacija).

9. Neprekidnost funkcije u taqki i na skupu (definicija).

10. Dokaz neprekidnosti nekih elementarnih funkcija.

11. Taqke prekida (definicija, primeri).

12. Lokalna svojstva neprekidnih funkcija (formulacija).

13. Bolcano-Koxijeva teorema o me�uvrednosti (formulacija, posledica, primeri).

14. Vajerxtrasova teorema o ekstremnim vrednostima (formulacija, posledica).

15. Veza neprekidnosti i monotonosti (formulacija).



Diferencijalni raqun

1. Izvod funkcije (definicija, primeri).

2. Diferencijal funkcije (definicija).

3. Veza neprekidnosti i diferencijabilnosti funkcije (formulacija, dokaz).

4. Geometrijska interpretacija izvoda.

5. Tangenta i normala grafika funkcije.

6. Levi i desni izvod (definicija, primeri).

7. Algebarska svojstva diferencira�a (formulacija, dokaz, primeri).

8. Izvod kompozicije funkcija (formulacija, primeri).

9. Izvod inverzne funkcije (formulacija, primeri).

10. Izvod implicitno zadate funkcije (formulacija, primeri).

11. Izvod parametarski zadate funkcije (formulacija, primeri).

12. Izvod elementarnih funkcija (tablica izvoda).

13. Logaritamski izvod (formulacija, primeri).

14. Izvodi vixeg reda (definicija, primeri).

15. Fermaova teorema (formulacija, dokaz, geometrijska interpretacija).

16. Rolova teorema (formulacija, dokaz, geometrijska interpretacija).

17. Lagran�ova teorema (formulacija, dokaz, geometrijska interpretacija).

18. Koxijeva teorema (formulacija).

19. Neke posledice osnovnih teorema diferencijalnog raquna.

20. Tejlorov i Maklorenov polinom (definicija, primeri).

21. Tejlorova formula (formulacija, razliqiti oblici ostatka).

22. Lopitalova pravila (formulacija, primeri).

23. Veza monotonosti i izvoda (formulacija, primeri).

24. Ekstremne vrednosti funkcije (definicija, primeri).

25. Kritiqne taqke i potreban uslov za postoja�e ekstremuma funkcije (definicija, formulacija, primeri).

26. Dovo	ni uslovi za postoja�e ekstremuma funkcije (formulacija, primeri).

27. Konveksnost funkcija (definicija, geometrijska interpretacija).

28. Prevojne taqke i potreban uslov za �ihovo postoja�e (definicija, formulacija).

29. Dovo	ni uslovi za postoja�e prevojnih taqaka funkcije (formulacija, primeri).

30. Asimptote funkcije (definicija, primeri).

31. Ispitiva�e toka funkcije (formulacija svih koraka).



Integralni raqun

1. Primitivna funkcija i neodre�eni integral (definicija, formulacija, dokaz).

2. Osnovna svojstva neodre�enog integrala (formulacija, dokaz).

3. Tablica elementarnih integrala.

4. Teorema o smeni promen	ve u neodre�enom integralu (formulacija, dokaz, primeri).

5. Teorema o parcijalnoj integraciji u neodre�enom integralu (formulacija, dokaz, primeri).

6. Integracija racionalnih funkcija (formulacija, primeri).

7. Integracija nekih iracionalnih funkcija (formulacija bez Ojlerovih smena, primeri).

8. Integracija nekih trigonometrijskih funkcija (formulacija, primeri).

9. Odre�eni integral (definicija).

10. Veza odre�enog integrala i neprekidnosti (formulacija).

11. Integracija nekih jednostavnijih elementarnih funkcija po definiciji.

12. Svojstva odre�enog integrala (formulacija).

13. Odre�eni integral i primitivna funkcija neprekidne funkcije (formulacija).

14. �utn-Lajbnicova formula (formulacija, dokaz, primeri).

15. Smena promen	ive u odre�enom integralu (formulacija, dokaz, primeri).

16. Integral parne, neparne, periodiqne funkcije (formulacija, dokaz).

17. Parcijalna integracija odre�enog integrala (formulacija, dokaz).

18. Nesvojstveni integral (prva definicija, primeri).

19. Primena odre�enog integrala na raquna�e povrxine ravanskih figura (formulacija, primeri).

20. Primena odre�enog integrala na raquna�e du�ine luka krive (formulacija, primeri).

21. Primena odre�enog integrala na raquna�e zapremine rotacionih tela (formulacija, primeri).


