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I'maBHM nm/b OBEX MaTepujasa je Ipe3eHTalrja peleha 33,/1aTaKa IpeaBuheHnx 3a Bexkbe Ha kypcy leo-
MeTpHja KPUBUX W TOBPINU HA JIPYrOj TOAWHM OCHOBHUX AKaAEMCKuX cTyauja Maremarwdkor (hakysITera
y Beorpany. Crnucak 3amataka moxe ce Hahm Ha JuHKY http://www.matf.bg.ac.rs/p/files/74-vezbe_
2020.pdf. Ucmucana perema koaere JIumurpuja [naanjepa moxkere nahu Ha weropoj crpanunu [2]. 3a go-
Ope cTBapH OBOT MaTepHjasa 3acayre Majy 1 KoJiere Koje cy MPeTXOIHUX TOMUHA AprKajie 0Baj Kypc, Mo
Bopuh, Musom Auruh, Mapujana Babuh u Jumurpuje [llnanujep. 3a penesanrue nedunuimje u rephema
KOjU HUCY YBEJIEHU Y OBOM MaTepUjasly K0 U 3a LIUPY CJUKY LIOIJIEAATH LIPeJaBatba (1j. [JIaBHY JUTeparypy
[1] 3a ncra). OBaj marepujaz je y dbasum nspase u 6uhe monymabaH TOKOM cemectpa (n3mely ocramor Hagam
ce na hy rpaduke 3amenutu Gopum). Tpeba uMaru y BUIY 1a HAUMH U3/1aramba, MaKO HACTOjU 1 Oyae y
JyXy MaTeMaTHIKe CTPOrOCTH, MOXKe OMTH HedOpMaTaH HA MECTHMa M KAao TakKaB oaroBapa Oememkama. Ha
IDEIKe MU MOXKEeTe YKa3aTh €JIeKTPOHCKOM IOIITOM.

1 Kpuse

Ion, dugepenyujabuntiom napamempusosanom Kpueom y eyKIuICKOM npocTtopy R™ mompasyMeBaMo Ju-
dbepenuujabunno npecaukasamwe 7 : (a,b) =1 — R”

v(t) = (1(t), z2(t), ..., xn(t)).

IMapamerpusoBana Kpusa je Ki1ace k yKOIHMKO je upeciauksame v Kiace CF, a pezyaapna je y tauku to € I ako
Yy ) y
je %Z(to) # 0. IlapameTpu3oBaHa KpUBA je PEryJapHa ako je peryjapHa y CBUM Tadukama JoMmena. [Ipuvermmo
J1a je TEOMETPHUjCKU CMHUCAO PETYIAPHOCTH, Ja KPUBA WM TAHTEHTY.
Ha meknMm KypceBuMa KpHBa je CKYII Ta9aKa, 3& HAC je KPUBA IIPECIUKABAILE JOK IHEHY CJIUK, 1) moxxemo
)
BHJETH KO CKYIl TAYKa Yy KOJOMEHY W HA3WBAMO je TParoM KPHBE.

3amarak 1. [Tapamerpu3oBatu emumcy, xunepbosay u mapabosay mare:
a) y KaHOHCKOM 06smKy y JleKapToBOM KOODJIMHATHOM CUCTEMY;

6) y MOJIapHOM KOODJMHATHOM CHCTEMY YHMjH je TIeHTap HeKa ¥KU¥Ka KPHBe IPYror Pesia, a oca ce TOoKJana
ca OCOM KpHBE KOja CaJPIKU TAUKY.

Pewmeme. a) [lo3uara je jeqnauuna enunce y JlekapToBuM KOODIMHATAMA,

2 2
T Y 4 axb>o,

Ka0 M TPUTOHOMETPUjCKU WJIEHTUTET
.2 “in2 oy —
cos“a+sin“a=1,a €R.

Bummvo na je v : (0,2m) — R2,7(t) = (acost,bsint) jemna mapamerpusanuja eaunce. Kpusa je (Ha oBom
KypCy) [peciiiKaBame, Te HaBOAMMO JOMEH, KOJIOMEH W MPAaBHJIO 110 KOM IpecaukaBaMo. [Ipumerumo na je
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Ciuka 1

Tpar Kpuse 7y eJunca 0e3 jeane tauke (y oBoj napaMerpusanuju, 6e3 rauke (a,0)). 3a J0MeH CMO MOIJIU y3eTH
7 OWJI0 KOjU APYTH OTBOPEHHW WHTEpBaN ay:kuHe 27. HTepBas Mopa 6uTu oTBOpeH 300T a1e(pUHUIIN]e KPUBE
1a Tpar napamerpusaluje nokpuba eauicy (Kao reoMerpujcKo MeCTO Tavaka y paBHu) 6e3 jeane tauke, aju
TO HAM HHje MPOOJIEM jep MHOTa TeOMETPHjCKa CBOjCTBA KPUBUX KOja TIJIAHWPAMO /13 W3y94aBaMO He 3aBUCE
Ol jeHe TadKe, HIIP. Y KUHA.

Cmano, kopucrehn xunepbommuku uaenrurer cosh? z—sinh? z = 1, 3a xunep6ory i—z — 3;—2 =1a>b>0,
uMamo Hip. mapamerpusanujy Yo : (0,27) — R2 y5(t) = (acosht,bsinht). 3a mapamerpusamujy mapabose
y? = 2px,p # 0 MoxeMo yseru HID. 3 : R — R? 43(t) = (%t,t).

6) Heka je F(0,0) »xkuxa xpuse apyror peiga ' u meka je d : x = dp,dy > 0 jennauuna gupexrpuce
(norneparu Ciuxal[l]). Csaka rauka M € I' 3aj0Bo/basa

d(M, F) _e. (1)
d(M,d)
rue je e > 0 excuenrpunurer Kpuse u d(-, ) dynkuuja pacrojama. Heka cy p u 0 mosapae KoopauHaTe TauKe
M, 1j. M(pcosb,psind). Kako je d(M,F) = p (jep je F koopaunaruu noverak) u d(M,d) = dy — pcosb
(moruienaru cauKky) us UMAaMO:

p = dpe — pecosf
p(1+ ecosf) = dge

. doe
p= 1+ ecosb
b
_ _ 2
p 1+ ecosf’ 2)

rae je p = doe > 0. Uspas ([2) maje pacrojame xao byHKIMjy yriaa Te je mapaMeTpu3alyja KpuBe IPyTOT
pena y mojapHuM KoopamHarama y(0) = (pcosf, psinf) = (liz‘lsozo, 1f:’:020). Tpeba jonr ogpeaaT JOMEH.
Kaxko je p = >0wup>0, mopa Oure u 1+ ecosf > 0, 1j.

p
1+ecosf
1
cosf > ——. (3)
(&

Nmamo Tpm crydaja:

1) 0<e<1. VY oBom cayuajy je f% < —1 < cosf ma je 3amoBosbeHo 3a ceako € R. Kako cy

dyukuuje sin 6 u cos § 27w-1eprUoOaUIHE, MOXKEMO y3€TH 38 J0MEH OKMJIO KOju MHTEPBAJI Ly KUHE 277, HIIp.

v (=m, ) = R2 y() = (ligcfozo, %)- Hobujamo mapamerpusaimjy emwrce (6e3 jenHe Taduke).

2) e =1. OBze mopa 6utn cos # —1, 1j. § ¢ {n+2kn|k € Z} na je jeqna mapamerpusamuja vy : (—7w,m) —

R2 ~(0) = ( 1p-::§see’ 1Tci§s00)' Tpar oBe KpuBe je mapaboia.




(a)yd<r ®)d=r (m) d>r

Cimka 2
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Ciuka 3

3) e > 1. Pememe nejesnatmne cosf > —1, e 1 € (0,1) je yauja (J, oy (—arccos(L) + 2km, arccos(L) +
2km). 3a moMeH MoxKeMO y3eru OUJIO KOjU 07 OBUX MHTEPBaJIa YuMe 1001ujaMo napamerpusanujy (rpaue)

xunep6oiie, Hup. 7y : (—arccos(L), arccos(1)) — R?,~v(0) = (ﬁ%, %&Ze)-

IIpumenba 1. Besa /lekapToBuX 1 moJIapHUX KoopauHaTta. [locroju Buille HaUWHA /13, ONMUIIEMO TAYUKY
y pasuu. [Iperriocras/bamo f1a je cBUMAa MO3HATO onrcHBame moMohy JleKapToBUX KOOPIMHATA, PEIMO TavTKe
A(z,y). Jpyrn HauMH 1a ONWINEMO /e ce Tadyka A Haja3nm y paBHU je a KarxkeMO FeHO PACTOjarbe p Off
KOODJIMHATHOT TT0YeTKa U yrao § Kojn (ﬁl 3aKJana ca no3uTHBHUM JesoM z—oce. Koopanuare (p, §) HazuBamo
noaapHe. YKOJIWMKO Cy HaM IO3HATE TosapHe Koopamuare (p, §) tauke A, JlekapToBe KOOpIuHATE J00HjaMO
JIaKO x = pcos b,y = psin . Yromuko cy Ham Tnak mosuare lekaprose Koopauuare, p = /2 + y? je takobhe
jemHOCTABHO OfPeIUTH, TOK je yrao 6 memTo Texke. Hamve, Baxn tan = £, ann 0 me MoykeMO jeTHOCTABHO
BUIeTH Kao arctan £ jep arctan ysex spaha yrao msmehy —% u  mma MopaMo GUTH MaxK/bUBH y KOM KBaJIPAHTY
je Hallla Ta9Ka U CXOJIHO TOME KOPUCTU WHBEP3HY TPUTrOHOMeTpujcKy dyHKIH]y. [IpuMernomo ga y momapHum
KOODJMHATAMA, KOODMHATHY II0Y€TaK HUje 3anucan jegaoznadno (p = 0, 6 moxe 6uru 6uiio mra).

Bagarak 2. a) OxpenuTu HeKy IapaMeTpu30BaHy KPUBY YMjU TPAr MPEJNCTAB/ba CKYI CBUX Tadaka y
paBHE Koje ce n00mujajy Kao Tpar puKCupaHe TadKe Ha PACTOjarby d O MEHTPA AUCKA MOJyIPEIHAKA T
KOJU Ce KOTpJba 0e3 KIu3ama 10 PaBHOj ToA103u. CKUIMpaTH.

6) Vcnuraru peryjgapHOCT T€ KPUBE Y 3aBUCHOCTH OJ TOTa aa ju je d < r,d > r umm d = r. (nornaegaru

Cauka

Pememe. a) luck y tpenyTky ¢ = 0 uma menrap y taukn Co(0,7). Korppame 6e3 Kan3ama MO PaBHO]
MOJIJIO3Y j€ KOMIIO3UIIMja PABHOMEPHOT MPABOJUHUJCKOT KPETakha Yy CMEpPy I—0Ce KOHCTAHTHOM OP3UHOM ¥
¥ POTAIMOHOT KpEeTara OKO IEHTPA IWCKA KOHCTAHTHOM yraoHom Op3mHOM w. Kako ce muck kpehe 6e3
KJIM3amba, TO Ce y JAOJMPHO] TauKH JAMCKA W I0Jji0re OP3uHe MOHUIITaBajy, Tj. v = wr. (nornegaru Ciuka
JIEBO)

[Ipumerumo ga poranuja u TpaHCIAUja KOMYTHPAjy U /1a €€ HAKOH BPEMEHAa t MEHTAp [MCKA HAJIA3U Y
rauku C (vt,r). Ilornemsajmo kakas ederar nma KoTpibare Ha Tadky Mo (0,7 —d) ca y — ose. Hakon Bpemena
t, 1a HeMa poranuje, Ta Tauka Ou Ousta momepena y Tauky M (vt,r —d). la Gucmo 1obusu yKynaH pasysrar
KOTpJbatba, Tauky M (zar,yar), norpebHo je jom tauky M; 3aporuparu oko tauke C) 3a yrao —¢, rue je
¢ = wt (MuHYC jep ce poranuja JeniaBa y MareMarudku HeraTuBHOM cmepy). (moruexaru Ciuka [3f necho,
rae je ckunupaso 3a d = r). Jakmne, M = R¢, (M), 1j. dopmymama:



[MCi] = [Rey ] - [M1Ch]
zy —vt) _ (cos(—¢) —sin(—¢)\ [ vt—vt
yu —7r ) \sin(—¢) cos(—9) (r—d)—r
rm\ _ (vt —dsing
ym) \r—dcosg
Uckopucrumo vt = wrt = r¢ u pobujamo koopauuare tauke M (r¢ — dsin g, r — dcos ¢) = M(¢). Konauno,
napamerpusanmja je v : R — R2,y(¢) = (r¢—dsin ¢, r —d cos ¢). Tpar ose Kpuse je Tpoxona (I yoIITeHa

UMKJIOMA), 10K 3a d = 7 106ujaMo KpUBY KOjy 30BEMO LIUKJIOUIA.
6) Kako 61cMO MCTIUTAIIM PEryIapHOCT, u3padyHajMo ' (@),

v (¢) = (r — dcos ¢, dsin ¢)
() =0 < sing =0 Ar—dcos¢ = 0. (4)

Kako je sin¢ = 0 camo 3a ¢ = km,k € Z, 10 je npyru uzpas y exksupasentan ca r — d(—1)F = 0, a 1o
je Tauno camo 3a d = r u k napuo. Jakie, 3a r # d Kpusa je perynapHa Ha nejom R 0K je 3a d = r ona
peryjapHa Ha OoTBOpeHNM wHTepBasmma (2kw,2(k + 1)), k € Z. Ynopeantu oaj pesynrar ca Canka ?7) -
obpaTuTy naxkmwy Ha ’mmnwuiese” .

3amarak 3. /lara je acrepomga cBOjoM jemHadmHOM y JleKapTOBUM KOOpPHIHATAMA, zd + y% = a%,a > 0.

a) OzpeauTu HeKy NapaMeTpU3alUjy JaTe KpPUBE W JOKA3aTH Ja HEeH Tpar IPEeICTaB/ba TPAJEKTOPU)Y
bukcupane Tauke KpyzKHUIE MOTyNIpeYHAja 7 KOju ce KOTpJba 6e3 K/1u3arba U3HYTPa M0 HEMOKPETHOM
KPYyTry HOJIyIPEYHUKa a ([Horiaenaru CJII/IKa. Cxunuparu.

6) Hokazaru sa je QyzKHMHA OJCEYKA TAHIEHTHE JIMHU]e acTepousie oxpeljeHor KOOPpUIHATHUM OCaMa KOH-
CTaHTHA.

2

B) OJpeauTn HeKy mapaMeTpu3oBamy Kpusy Ha chepu 12 +y2 + 22 = a? 4nja je oproronasHa IpojeKImja

Ha xOy-paBaH JarTa KpUBa.

Pememe. a) Kopucrelin 0CHOBHE TPUTOHOMETDHjCKH MieHTHTE COS>t + sin?t = 1, Buaumo aa je y(t) =
(acos’t,a sin® t) jemma moryha mapamerpusanmja acreponze. Ocraje jorr ma ompeaumo nepnon. Baskn

cos 3t = cos (2t +t) = cos (2t) cost — sin (2¢) sin ¢
= cos®t —sin® tcost — 2sint costsint
= cos®t — 3sin?tcost
= cos®t — 3(1 — cos®t) cost

= 4cos®t — 3cost. (5)

Onakne pobujamo cos®t = 1(cos (3t) + 3cost) n cmuno (nmokazxmute) sin®t = 1(3sint — sin 3t). Hepuox
dbynxumje cos®t je Hajmamu 3ajeHIUKE caapIKasan mepuoga GyHKuja cos (3t) u cost, Tj. NZS(%’T7 27) =
27 u canano 3a sin® ¢, ma je u mepmos mapamerpusanmje y Takohe 2 ¥ KOHAYHO 7 : (0,27) — R2.

Heka ynyrpaimmsu auck y TpenyTky t = 0 uma nenrap y tauku Co(0,32) u neka je My(a,0) nomupua
Tayka aBa gaucka y tpenytky t = 0. Korpipame 6e3 kim3ama MO CIIOJBAIIHO] HETOKPETHO] KPYKHUIU je
KOMIIO3MIMja POTALMOHOI KPeTamba Marber JUCKa OKO LeHTPa HelokperHe (Belie) Kpy»KHUIE KOHCTaHTHOM
YTAOHOM OpP3WHOM w; W POTAIMOHOT KpeTama YHYTpamnTmher (Mamer) JUCKa OKO CBOT IEHTPa KOHCTAHTHOM
yraoHoMm 6p3unoM ws. (nornegaru Ciuka [5) Kako ce quck kpehe 6e3 kiusama, TO ce y I0JUPHOj TAYKU B,
[cKa Op3uHe TMOHWIITaBajy awi = Fwa, Tj. Wy = 4w;.

Hakon Bpemena t, kaja mHe 6u OWJIO poTalyje Marer AWCKAa OKO COICTBEHOr IeHTpa, Tadke Cy m My
nomepuite 6u ce 'y Cp = Row,t(Co) 1 M1 = Row,t(Mo), bopmynama:
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Ciuka 4

Ty, \ _ [acos¢
Ynr, B asinqS ’
rae je ¢ = wit yrao poranuje. Kako ce zermaBa u concrsena poranuja (OKO HEHTPA MAEr JUCKA), TO je

morpebuo poruparu M; oko C; 3a yrao wet = 4wt = 4¢ y mMareMaTrndkyd HEraTUBHOM cmepy, ma M =
Re,,—4¢- Pagyramo

cos (—4¢) —sin (—4¢)) _ (ach — xcl>
sin (—4¢)  cos (—4¢) YMy, — Yo

cos (4¢)  sin (4¢) acos ¢ — 3L cos
—sin (4¢) cos(4¢)) \asing — 3¢sing
38 cos ¢ + 4 cos (4¢) cos ¢ + 4 sin (4¢) sin ¢
38 sin ¢ — 4 sin (4¢) cos ¢ + % cos (4¢) sin ¢
_ (34;‘ cos ¢ + § cos (3¢)>

3a

1 sin ¢ — § sin (3¢)

<xM - ?{T’lcosqﬁ

Il
TN TN N

Kopucrehu monoBo amunnony dbopmyry nobujamo M (a cos® ¢, asin® ¢) 1ITO Cce MOKJamna ca napamerpu-
3anmjoM 7, Tj. mobujena rauka M mpumnama acTepouiu.
6) OxpeauMo HajIpe jegHAYMHY TAHreHTe P y Hpom3BosbHO] Taukm M (acos® ty,asin®ty) ca acrepouse,
a 3aTHM U IIPECeYHe TAYKE T€ TAHTEHTEe Ca KOODAMHATHUM OcaMa. Bekrop mpasna tanrente p je ' (tg) =
a(—3 cos? tgsintg, 3sin? tg cost) = 3a costysin to(— costo, sin tg). Kako mam Huje 6uTHA Ty>KUHA TOT BEKTOPA
3a jeIHAYMHY TAHTEHTE P UMAMO:
x — acos® ty Yy — asin® to

: = . 6
p —costy sin tg (6)

Koopuunare npeceunux rayaka A(xa,0) u B(0,yp) TaHrenTe p 1 KOOPAMHATHUX OCA 33/0BOJLABA]Y @ Te
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Ciuka 5

padyHaMO

x4 — acosStg 0—asin3t0

—costy sin tg
x4 = asin? tocosty + a cos® to

TrA = acosty.

U comeano yp = asin tg. Konaumo, ||1@|| = /(acosty)? + (asinty)? = a = const mro je u TpebaIO MOKAZATH.

B) Yrommko ce M(x,y,z) € S? mpojextyje na actepommy y xOy-paBHHu, TO meHe (r,%y) KOOpAUHATE
MODajy 3aJ0BOJbABATH jeIHAUMHY acTeponse, ma je z2 = a — a?cos®t — a®sin®t = a?(1 — cos®t — sin® t) =
3a2 cos? t sin? t, e mocsye/Imha jeITHAKOCT CAeId U3

cos?t +sin’t =1
(cos?t +sin?t)® =1
cos® t 4+ 3cost tsin®t + 3cos® tsint t +sin®t =1
3cos? tsin® t(cos? t +sin®t) = 1 — cos® t — sin® ¢.
3a Tpaery Kpusy Mozkemo yseru mup 7 : (0,27) — R3,5(t) = (acos® t,asin®t,v/3a costsint).
Bazarak 4. Jara je kapauousa cBojoM 1osapHoM jeanauusom p = a(l + cosf),a > 0.
a) Jokaszaru Jia je jara KpuBa 3aTBOPEHA U U3PAUYHATH HHEHY ILyZKUHY.

6) (aomalin) Jlokazaru Ja Tpar OBe KPUBE [IPEJCTaB/ba TPAjerKTopujy DUKCUPAHe TauKe KPYKHUIIE [0JLy-
NPEYHNKA § KOjU Ce KOTp/ba 0e3 Kn3arma Cro/ba 110 HEMOKPETHOM KPYTY TIOTypeYnuka 5. CKuupar.

Pememe. a) Cuenehe cemmure; 6) [pobajre camu 3a momahin

JIuteparypa

[1] U. Jumurpujesuh, 3. Pakuhi, [eomempuja kpusuz u nospwu, Maremaruuku daxyarer, Beorpau, 2024.
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