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Glavni ci	 ovih materijala je prezentacija rexe�a zadataka predvi�enih za ve�be na kursu Geo-
metrija krivih i povrxi na drugoj godini osnovnih akademskih studija Matematiqkog fakulteta
u Beogradu. Spisak zadataka mo�e se na�i na linku http://www.matf.bg.ac.rs/p/files/74-vezbe_

2020.pdf. Ispisana rexe�a kolege Dimitrija Xpadijera mo�ete na�i na �egovoj stranici [2]. Za do-
bre stvari ovog materijala zasluge imaju i kolege koje su prethodnih godina dr�ale ovaj kurs, Milox
�ori�, Milox Anti�, Marijana Babi� i Dimitrije Xpadijer. Za relevantne definicije i tvr�e�a
koji nisu uvedeni u ovom materijalu kao i za xiru sliku pogledati predava�a (tj. glavnu literaturu
[1] za ista). Ovaj materijal je u fazi izrade i bi�e dopu�avan tokom semestra (izme�u ostalog nadam
se da �u grafike zameniti bo	im). Treba imati u vidu da naqin izlaga�a, iako nastoji da bude u
duhu matematiqke strogosti, mo�e biti neformalan na mestima i kao takav odgovara belexkama. Na
grexke mi mo�ete ukazati elektronskom poxtom.

1 Krive

Pod diferencijabilnom parametrizovanom krivom u euklidskom prostoru Rn podrazumevamo di-
ferencijabilno preslikava�e γ : (a, b) = I → Rn

γ(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)).

Parametrizovana kriva je klase k ukoliko je preslikva�e γ klase Ck, a regularna je u taqki t0 ∈ I ako
je dγ

dt (t0) ̸= 0⃗. Parametrizovana kriva je regularna ako je regularna u svim taqkama domena. Primetimo
da je geometrijski smisao regularnosti, da kriva ima tangentu.

Na nekim kursevima kriva je skup taqaka, za nas je kriva preslikava�e dok �enu sliku γ(I) mo�emo
videti kao skup taqka u kodomenu i nazivamo je tragom krive.

Zadatak 1. Parametrizovati elipsu, hiperbolu i parabolu date:

a) u kanonskom obliku u Dekartovom koordinatnom sistemu;

b) u polarnom koordinatnom sistemu qiji je centar neka �i�a krive drugog reda, a osa se poklapa
sa osom krive koja sadr�i taqku.

Rexe�e. a) Poznata je jednaqina elipse u Dekartovim koordinatama

x2

a2
+

y2

b2
= 1, a ≥ b > 0,

kao i trigonometrijski identitet

cos2 α+ sin2 α = 1, α ∈ R.

Vidimo da je γ : (0, 2π) → R2, γ(t) = (a cos t, b sin t) jedna parametrizacija elipse. Kriva je (na ovom
kursu) preslikava�e, te navodimo domen, kodomen i pravilo po kom preslikavamo. Primetimo da je

1

 http://www.matf.bg.ac.rs/p/files/74-vezbe_2020.pdf
 http://www.matf.bg.ac.rs/p/files/74-vezbe_2020.pdf


Slika 1

trag krive γ elipsa bez jedne taqke (u ovoj parametrizaciji, bez taqke (a, 0)). Za domen smo mogli uzeti
i bilo koji drugi otvoreni interval du�ine 2π. Interval mora biti otvoren zbog definicije krive
pa trag parametrizacije pokriva elipsu (kao geometrijsko mesto taqaka u ravni) bez jedne taqke, ali
to nam nije problem jer mnoga geometrijska svojstva krivih koja planiramo da izuqavamo ne zavise
od jedne taqke, npr. du�ina.

Sliqno, koriste�i hiperboliqki identitet cosh2 z−sinh2 z = 1, za hiperbolu x2

a2 − y2

b2 = 1, a ≥ b > 0,
imamo npr. parametrizaciju γ2 : (0, 2π) → R2, γ2(t) = (a cosh t, b sinh t). Za parametrizaciju parabole

y2 = 2px, p ̸= 0 mo�emo uzeti npr. γ3 : R → R2, γ3(t) = ( t2

2p t, t).

b) Neka je F (0, 0) �i�a krive drugog reda Γ i neka je d : x = d0, d0 > 0 jednaqina direktrise
(pogledati Slika 1 ). Svaka taqka M ∈ Γ zadovo	ava

d(M,F )

d(M,d)
= e, (1)

gde je e > 0 ekscentricitet krive i d(·, ·) funkcija rastoja�a. Neka su ρ i θ polarne koordinate taqke
M , tj. M(ρ cos θ, ρ sin θ). Kako je d(M,F ) = ρ (jer je F koordinatni poqetak) i d(M,d) = d0 − ρ cos θ
(pogledati sliku) iz (1) imamo:

ρ = d0e− ρe cos θ

ρ(1 + e cos θ) = d0e

ρ =
d0e

1 + e cos θ

ρ =
p

1 + e cos θ
, (2)

gde je p = d0e > 0. Izraz (2) daje rastoja�e kao funkciju ugla te je parametrizacija krive drugog
reda u polarnim koordinatama γ(θ) = (ρ cos θ, ρ sin θ) = ( p cos θ

1+e cos θ ,
p sin θ

1+e cos θ ). Treba jox odrediti domen.
Kako je ρ = p

1+e cos θ ≥ 0 i p ≥ 0, mora biti i 1 + e cos θ > 0, tj.

cos θ > −1

e
. (3)

Imamo tri sluqaja:

1) 0 < e < 1. U ovom sluqaju je − 1
e < −1 ≤ cos θ pa je (3) zadovo	eno za svako θ ∈ R. Kako su

funkcije sin θ i cos θ 2π-periodiqne, mo�emo uzeti za domen bilo koji interval du�ine 2π, npr.
γ : (−π, π) → R2, γ(θ) = ( p cos θ

1+e cos θ ,
p sin θ

1+e cos θ ). Dobijamo parametrizaciju elipse (bez jedne taqke).

2) e = 1. Ovde mora biti cos θ ̸= −1, tj. θ /∈ {π+2kπ|k ∈ Z} pa je jedna parametrizacija γ : (−π, π) →
R2, γ(θ) = ( p cos θ

1+cos θ ,
p sin θ
1+cos θ ). Trag ove krive je parabola.
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(a) d < r (b) d = r (c) d > r

Slika 2

Slika 3

3) e > 1. Rexe�e nejednaqine cos θ > − 1
e , gde

1
e ∈ (0, 1) je unija

⋃
k∈Z(−arccos( 1e ) + 2kπ, arccos( 1e ) +

2kπ). Za domen mo�emo uzeti bilo koji od ovih intervala qime dobijamo parametrizaciju (grane)
hiperbole, npr. γ : (−arccos( 1e ), arccos(

1
e )) → R2, γ(θ) = ( p cos θ

1+e cos θ ,
p sin θ

1+e cos θ ).

Primedba 1. Veza Dekartovih i polarnih koordinata. Postoji vixe naqina da opixemo taqku
u ravni. Pretpostav	amo da je svima poznato opisiva�e pomo�u Dekartovih koordinata, recimo taqke
A(x, y). Drugi naqin da opixemo gde se taqka A nalazi u ravni je da ka�emo �eno rastoja�e ρ od

koordinatnog poqetka i ugao θ koji
−→
OA zaklapa sa pozitivnim delom x−ose. Koordinate (ρ, θ) nazivamo

polarne. Ukoliko su nam poznate polarne koordinate (ρ, θ) taqke A, Dekartove koordinate dobijamo

lako x = ρ cos θ, y = ρ sin θ. Ukoliko su nam pak poznate Dekartove koordinate, ρ =
√
x2 + y2 je tako�e

jednostavno odrediti, dok je ugao θ nexto te�e. Naime, va�i tan θ = y
x , ali θ ne mo�emo jednostavno

videti kao arctan y
x jer arctan uvek vra�a ugao izme�u −π

2 i
π
2 pa moramo biti pa�	ivi u kom kvadrantu

je naxa taqka i shodno tome koristi inverznu trigonometrijsku funkciju. Primetiomo da u polarnim
koordinatama koordinatni poqetak nije zapisan jednoznaqno (ρ = 0, θ mo�e biti bilo xta).

Zadatak 2. a) Odrediti neku parametrizovanu krivu qiji trag predstav	a skup svih taqaka u
ravni koje se dobijaju kao trag fiksirane taqke na rastoja�u d od centra diska polupreqnika r
koji se kotr	a bez kliza�a po ravnoj podlozi. Skicirati.

b) Ispitati regularnost te krive u zavisnosti od toga da li je d < r, d > r ili d = r. (pogledati
Slika 2)

Rexe�e. a) Disk u trenutku t = 0 ima centar u taqki C0(0, r). Kotr	a�e bez kliza�a po ravnoj
podlozi je kompozicija ravnomernog pravolinijskog kreta�a u smeru x−ose konstantnom brzinom v
i rotacionog kreta�a oko centra diska konstantnom ugaonom brzinom w. Kako se disk kre�e bez
kliza�a, to se u dodirnoj taqki diska i podloge brzine ponixtavaju, tj. v = wr. (pogledati Slika 3
levo)

Primetimo da rotacija i translacija komutiraju i da se nakon vremena t centar diska nalazi u
taqki C1(vt, r). Pogledajmo kakav efekat ima kotr	a�e na taqku M0(0, r−d) sa y−ose. Nakon vremena
t, da nema rotacije, ta taqka bi bila pomerena u taqku M1(vt, r−d). Da bismo dobili ukupan razultat
kotr	a�a, taqku M(xM , yM ), potrebno je jox taqku M1 zarotirati oko taqke C1 za ugao −ϕ, gde je
ϕ = ωt (minus jer se rotacija dexava u matematiqki negativnom smeru). (pogledati Slika 3 desno,
gde je skicirano za d = r). Dakle, M = RC1,ϕ(M1), tj. formulama:
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[
−−−→
MC1] = [RC1,ϕ] · [

−−−→
M1C1](

xM − vt
yM − r

)
=

(
cos (−ϕ) − sin (−ϕ)
sin (−ϕ) cos (−ϕ)

)
·
(

vt− vt
(r − d)− r

)
(
xM

yM

)
=

(
vt− d sinϕ
r − d cosϕ

)
Iskoristimo vt = wrt = rϕ i dobijamo koordinate taqke M(rϕ− d sinϕ, r − d cosϕ) = M(ϕ). Konaqno,
parametrizacija je γ : R → R2, γ(ϕ) = (rϕ−d sinϕ, r−d cosϕ). Trag ove krive je trohoida(ili uopxtena
cikloida), dok za d = r dobijamo krivu koju zovemo cikloida.

b) Kako bismo ispitali regularnost, izraqunajmo γ′(ϕ),

γ′(ϕ) = (r − d cosϕ, d sinϕ)

γ′(ϕ) = 0⃗ ⇐⇒ sinϕ = 0 ∧ r − d cosϕ = 0. (4)

Kako je sinϕ = 0 samo za ϕ = kπ, k ∈ Z, to je drugi izraz u (4) ekvivalentan sa r − d(−1)k = 0, a to
je taqno samo za d = r i k parno. Dakle, za r ̸= d kriva je regularna na celom R dok je za d = r ona
regularna na otvorenim intervalima (2kπ, 2(k + 1)π), k ∈ Z. Uporediti ovaj rezultat sa Slika ??) -
obratiti pa��u na "xpiceve".

Zadatak 3. Data je asteroida svojom jednaqinom u Dekartovim kooridnatama x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 , a > 0.

a) Odrediti neku parametrizaciju date krive i dokazati da �en trag predstav	a trajektoriju
fiksirane taqke kru�nice polupreqnija a

4 koji se kotr	a bez kliza�a iznutra po nepokretnom
krugu polupreqnika a (pogledati Slika 4). Skicirati.

b) Dokazati da je du�ina odseqka tangentne linije asteroide odre�enog kooridnatnim osama kon-
stantna.

v) Odrediti neku parametrizovanu krivu na sferi x2+y2+ z2 = a2 qija je ortogonalna projekcija
na xOy-ravan data kriva.

Rexe�e. a) Koriste�i osnovni trigonometrijski identite cos2 t + sin2 t = 1, vidimo da je γ(t) =
(a cos3 t, a sin3 t) jedna mogu�a parametrizacija asteroide. Ostaje jox da odredimo period. Va�i

cos 3t = cos (2t+ t) = cos (2t) cos t− sin (2t) sin t

= cos3 t− sin2 t cos t− 2 sin t cos t sin t

= cos3 t− 3 sin2 t cos t

= cos3 t− 3(1− cos2 t) cos t

= 4 cos3 t− 3 cos t. (5)

Odakle dobijamo cos3 t = 1
4 (cos (3t) + 3 cos t) i sliqno (poka�ite) sin3 t = 1

4 (3 sin t − sin 3t). Period
funkcije cos3 t je najma�i zajedniqki sadr�alac perioda funkcija cos (3t) i cos t, tj. NZS( 2π3 , 2π) =

2π i sliqno za sin3 t, pa je i period parametrizacije γ tako�e 2π i konaqno γ : (0, 2π) → R2.
Neka unutrax�i disk u trenutku t = 0 ima centar u taqki C0(0,

3a
4 ) i neka je M0(a, 0) dodirna

taqka dva diska u trenutku t = 0. Kotr	a�e bez kliza�a po spo	ax�oj nepokretnoj kru�nici je
kompozicija rotacionog kreta�a ma�eg diska oko centra nepokretne (ve�e) kru�nice konstantnom
ugaonom brzinom w1 i rotacionog kreta�a unutrax�eg (ma�eg) diska oko svog centra konstantnom
ugaonom brzinom w2. (pogledati Slika 5) Kako se disk kre�e bez kliza�a, to se u dodirnoj taqki dva
diska brzine ponixtavaju aω1 = a

4ω2, tj. ω2 = 4ω1.
Nakon vremena t, kada ne bi bilo rotacije ma�eg diska oko sopstvenog centra, taqke C0 i M0

pomerile bi se u C1 = RO,w1t(C0) i M1 = RO,w1t(M0), formulama:
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Slika 4

(
xC1

yC1

)
=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
·
(

3a
4
0

)
(
xC1

yC1

)
=

(
3a
4 cosϕ
3a
4 sinϕ

)
(
xM1

yM1

)
=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
·
(
a
0

)
(
xM1

yM1

)
=

(
a cosϕ
a sinϕ

)
,

gde je ϕ = ω1t ugao rotacije. Kako se dexava i sopstvena rotacija (oko centra ma�eg diska), to je
potrebno rotirati M1 oko C1 za ugao ω2t = 4ω1t = 4ϕ u matematiqki negativnom smeru, pa M =
RC1,−4ϕ. Raqunamo

(
xM − xC1

yM − yC1

)
=

(
cos (−4ϕ) − sin (−4ϕ)
sin (−4ϕ) cos (−4ϕ)

)
·
(
xM1

− xC1

yM1
− yC1

)
(
xM − 3a

4 cosϕ
yM − 3a

4 sinϕ

)
=

(
cos (4ϕ) sin (4ϕ)
− sin (4ϕ) cos (4ϕ)

)
·
(
a cosϕ− 3a

4 cosϕ
a sinϕ− 3a

4 sinϕ

)
(
xM

yM

)
=

(
3a
4 cosϕ+ a

4 cos (4ϕ) cosϕ+ a
4 sin (4ϕ) sinϕ

3a
4 sinϕ− a

4 sin (4ϕ) cosϕ+ a
4 cos (4ϕ) sinϕ

)
(
xM

yM

)
=

(
3a
4 cosϕ+ a

4 cos (3ϕ)
3a
4 sinϕ− a

4 sin (3ϕ)

)
.

Koriste�i ponovo adicionu formulu (5) dobijamo M(a cos3 ϕ, a sin3 ϕ) xto se poklapa sa parametri-
zacijom γ, tj. dobijena taqka M pripada asteroidi.

b) Odredimo najpre jednaqinu tangente p u proizvo	noj taqki M(a cos3 t0, a sin
3 t0) sa asteroide,

a zatim i preseqne taqke te tangente sa koordinatnim osama. Vektor pravca tangente p je γ′(t0) =
a(−3 cos2 t0 sin t0, 3 sin

2 t0 cos t0) = 3a cos t0 sin t0(− cos t0, sin t0). Kako nam nije bitna du�ina tog vektora
za jednaqinu tangente p imamo:

p :
x− a cos3 t0
− cos t0

=
y − a sin3 t0

sin t0
. (6)

Koordinate preseqnih taqaka A(xA, 0) i B(0, yB) tangente p i koordinatnih osa zadovo	avaju (6) te
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Slika 5

raqunamo

xA − a cos3 t0
− cos t0

=
0− a sin3 t0

sin t0

xA = a sin2 t0 cos t0 + a cos3 t0

xA = a cos t0.

I sliqno yB = a sin t0. Konaqno, ∥
−−→
AB∥ =

√
(a cos t0)2 + (a sin t0)2 = a = constxto je i trebalo pokazati.

v) Ukoliko se M(x, y, z) ∈ S2 projektuje na asteroidu u xOy-ravni, to �ene (x, y) koordinate
moraju zadovo	avati jednaqinu asteroide, pa je z2 = a2 − a2 cos6 t − a2 sin6 t = a2(1 − cos6 t − sin6 t) =
3a2 cos2 t sin2 t, gde posled�a jednakost sledi iz

cos2 t+ sin2 t = 1

(cos2 t+ sin2 t)3 = 1

cos6 t+ 3 cos4 t sin2 t+ 3 cos2 t sin4 t+ sin6 t = 1

3 cos2 t sin2 t(cos2 t+ sin2 t) = 1− cos6 t− sin6 t.

Za tra�enu krivu mo�emo uzeti npr γ̃ : (0, 2π) → R3, γ̃(t) = (a cos3 t, a sin3 t,
√
3a cos t sin t).

Zadatak 4. Data je kardioida svojom polarnom jednaqinom ρ = a(1 + cos θ), a > 0.

a) Dokazati da je data kriva zatvorena i izraqunati �enu du�inu.

b) (doma�i) Dokazati da trag ove krive predstav	a trajetktoriju fiksirane taqke kru�nice polu-
preqnika a

2 koji se kotr	a bez kliza�a spo	a po nepokretnom krugu polupreqnika a
2 . Skicirati.

Rexe�e. a) Slede�e sedmice; b) Probajte sami za doma�i
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