BepoBaTtHoha - cnimcak 3ajijaTaka
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. Banajy ce ucroBpemeno 2 mounha. OapenuTn CKym eJeMeHTAPHUX MCXOIA.

. ¥ KyTuju cy 4etupu auctuha o3nadeHa O6pojesuma 1, 2, 3 u 4. Il3Bnauumo guctuhe

(a) Ge3 Bpahatba,
(6) ca Bpahamewm,
CcBe JIOK He u3BydeMo jucTull ca HenapaumM 6pojeM. Ope T CKYI eJIeMEHTAPHAX HCXO/IA.

TpeJIall ¢ /b OOJINKA KPY2KHE MeTe HOJIYIPeIHUK JKIH IpHU 9eM MepHu
Crpesan raha 0bJInKa e MeTe TI0 e a e K, eMy ce Me
pacTojame moroTka o nearpa Mere. OapeauTn CKyI eJJeMeHTapHUX HCXOJIA.

KJTACUYHA JEOUHNIINIJA BEPOBATHORE

U3 onespema Koje nMa 12 ydyeHwka m § yUeHWIIAa HA CIyYajaH HAUYWH OWpa ce HeT Mpe/-
ctapHUKa. II3pauynarn BepoBaTHONY Ja cy m3aOpaHe TavHO JIBE YUEHUIIE.

N3 kyruje y Kojoj ce najase 1ejay/be o3nadene oOpojeBuma oj 1 J10 n u3BjIavu ce, je/IHa 110
jeaHa, n neaysba,

(a) Ge3 ppahama,
(6) ca Bpahamem,

u Gesiexke ce nobujenn 6pojesu. II3pauynaru BepoBarHohy ga Oy/y pejoM u3BydeHUn OPO-
jesu 1,2, ... n.

. Xores uMa n coba nopehanux jemna jo japyre y mpasoj JguHuju. Ha ciaydajan nHadumn

k (k < n) roctujy ce pa3merra mo cobama. V3padyuarn BepoBaTHoly ga oHH 3ay3my k
cyceanux coba.

N3 ckaaaumiTa ca n mpeaMera, oj KOjux je k HeMCIIPaBHO, y3UMa, Ce O/1jeTHOM 1M, ITPeIMeTa.
Nszpauynaru BepoBarnohy na mehy tum npeaMeruma Oyjie Ta4HO [ HEHCIIPABHUX.

Wspauynatu BepoBaTHONY Ja ce 3allMCHBAILEM IO CJIYYAjHOM perocjieny JBe mudpe 1,

jenne mudpe 2, Tpu nudpe 3, aBe nudpe 4 u jenne mudpe 6 mo6uje meBeTonUbppEeHH OPO]
KOjM Ha HENapHUM MeCTHMa MMa HernapHe mudpe.

. JIBajieceT MAEHTHIHUX KYTJIMIA JEBOjUNIIA HA CAyYajaH HAUYWH pacropeljyje y meT KyTuja.

W3pauynatn BepoBaTHONY Ja TAYHO /IBe KyTHje OYIy HMpas3He.

OOPMVYJIA YK/bYYEKA U NCKJ/bYYERA

Yerupu Opavuna napa Ha cjydajaH HAYUH ce1ajy y pes ca 8 crosuna . M3padynaru Bepo-
BaTHONY /& HUjeIaH Map He CeJn 3ajeIHO.

3a OHOCKOTICKY caJly KOja UMa 1 HyMepPHUCAHUX MecTa cBe KapTe cy pacmpomaate. [egaorm
caydajHo dupajy Mecta 06e3 o63upa Ha KapTe Koje uMmajy. zpadynaru BepoBaTHOLy 1a
Oap jejan ruejaJiall cejiHe Ha MeCTO 3a Koje uMa Kapry. demy Texku Ta BepoBarHoha KaJl
n — oo?
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Y BO3 KOju UMa M BaroHa ueme ce n (n > m) nyrauka. spaaynarun seposarnohy ga y
cBaku Baron yhe 6ap 1o jegan myTHUK.

Ha cmepy 3a undopmaruky na MaremarundkoMm (hakyJaTeTy, CBAKOL JIaHa Y PA/IHO] Hejle/bU
(071, TIOHEIEJbKA JIO0 METKA) e OJIpyKaBa TavHo miect dacoBa. CTYJEHT je oIydno Ja Ha
caydajaH HaUHH ojabepe cegaM dacoBa Koje he cayIaTu y ToKy pajiHe Hejlesbe, He Bojgehn
padyHa KOjUM JIaHOM Cy IIpe/laBama Koja Oupa. V3pauynaru BepoBarHohy ja je usbop
TakaB 7a 6ap jeJIHOT naHa y PajHOj HeJAe/bU CTYIEHT Hehe CymaTn JacoBe.

Urpau nobuja 13 mHacymMudHo ojabpaHuX KapaTa M3 CTaHJIAp/IHOr IIMWJIa Ol 52 KapTe.
Wspauynatu BepoBarHohy ja urpad 6ap oj jeJIHOT 3HaKa He A00Huje HUje HY KapTy.

'EOMETPNJCKA BEPOBATHOTA

U3 cermenta [0, 1] Ha ciyuajan wauun 6upajy ce apa 6poja. VI3padynaru sepoBaTaohy na
ILUXOB 30up Oyie Mamu o 1, a mpousBoj Behn o %.

YCJIOBHA BEPOBATHOTA 11 HEBABUCHOCT

Komkwura 3a urpy ce 6ana jasa nyTta. Ao je y 0ba bamama 100ujeH Opoj Mamu 01 YeTHpH,
U3padyHaTu BepoBaTHONY ja je 306up maaux O6pojeBa HelapaH.

Y pen ca 10 cenuinTa Ha caydajaH HauuH cefajy Tpu ocode. Ocodbe X u Y Hucy cese jenna
J10 apyre. N3pauynaru BepoBaTHohy ja je ocoba Z cejia u3zmehy ocoba X u Y.

Craka o1 15 mCnuTHUX Tie/y/ha CAAPKU TO JIBa MUTakHa KOja ce He moHaB/bajy. CTymeHT
3Ha OJITOBOp Ha 25 muTama. /la Ou 1M0JI0XKHO MCIHUT OH Tpeba Ja OJrOBOPU MU Ha 00a
NUTama ca Mejy/be KOjy MPBY U3BYUe WU Ha je/THO MUTAMe ca IeJly/be KOJy MPBY U3ByUe U
Ha MPBO MHATAILE ca Meay/be Kojy apyry u3Byde. [1lTa je BepoBaTHH]je: 1a CTYIEHT MOJTOXKHI
WIN 113 HE IMOJIOZKU ACIUT!

[Tox mpermocraBkoM Jia cy BepoBaTHOhe pabharba MYIIKOT M YKEHCKOT' JleTeTa je/IHaKe,
UCIIUTATH He3aBUCHOCT goraljaja A - mema mucy mcror mosa u B - meljy merom je Hajsuime
jeTHa JIeBOJUHTIA, aKO:

(a) y mopoauim uma Tpoje Jere;
(6) y mopoauIy WMa Y4eTBOPO JIeTie.

Urpaun A u B umajy jemHake IIaHce a3 V jeIHO] HAapTHju HeKe urpe ocsoje 601. Hewma
HeperreHnX urapa. llobehyje onaj koju mpsu cakynu 6 6070Ba. I3pauynaru BepoBaTHOhY
na mobeau urpad A, ogHocHo urpau B, ako je TpenyrHu pesyarar 4:2 3a urpada A.

OOPMVJIA TIOTIIVHE BEPOBATHORE 11 BAJECOBA ®OPMV.JTA

Y KyTuju ca pe3epBHUM JIeJIOBUMA, KOJU ce 10 U3IJIeJly He Pa3JInuKy]y, je eT HOBUX U TPHU
crapa jgena. CoaydajHo ce Oupajy JBa Je/ia OjeJHOM W KOPHCTE H3BECHO BpPEME, MOCJIe
vyera ce Bpahajy y xyrujy. Hakon Tora ce omer cay4ajuo 6upajy JBa jeJja 0JjeIHOM.

(a) Mspauynaru BepoBarHOhy ma oba apyroogabpana jena Oy1Ly HOBA.

(6) Axo cy apyroomabpaHu JeJI0OBU HOBH, H3pavYyHATH BepoBaTHONY Ja cy npBoogabpaHu
JeJI0BA OWIN CTapH.
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Y kyTuju ce Hayiaze TpHU KyIJIKIE, O/ KOjuX cBaka Moxke Outu Gena win npua. Cse nper-
mocTaBKe 0 OpOjy Oenux Kyryimia y KyTHjH Cy jeJIHaKO BepoBaTHe. M3 KyTuje ce deTupu
nyTa, ca Bpahamem, oupa kyriuna. Koju je HajsepoBarHuju cacraB KyTHje ako je jeHOM
U3BYYEHA I[PHA U TPH IIyTa Oesia Kyrymia’

Beposatnoha nma je onpeljena xkmura y 6ubiamorenu je p. AKo je Ta Kibura y OubJmoTeru,
OHJ/IA Ce Ca MCTOM BepoBaTHONOM HaJia3u Ha OMJI0 K0jo] oi n nojuna. llpersiegano je m
(m < n) moauna u Ta Kbura HEje Halena. V3padynaru BepoBarHOhy Ja je oHa caja y
OubIMOTEIN.

[IpeTnocTaBuMO J1a HIMaMO TPH KapTe KOje Cy HUCTe BeJUYHHEe, aJId TAKO Ja je IpBa KapTa
ca jelHe cTpaHe IpHe O0je, ca Japyre IpBeHe, Apyra KapTa je I[pBeHa ca obe cTpaHe, a
tpeha je npaa ca o6e crpane. CiydajHO ce M3BIaYH jedHA KapTa, a 3aTHM C€ CJIYYajHO
okpehe Ha jenny crpamy. AKo je ropma CTpaHa H3ByYeHEe KapTe HpPBeHA, M3padyHaTH
BepoBaTHONY J1a je /Ioiba CTpaHa Te KapTe IPHA.

Y TpBOj KyTHjU HaJa3e ce caMo Oejle KYTJUIe, a y APYroj KyTUju }L KYTJIAIa Cy TIpHE, a
% oere. CaydajHo ce 6upa KyTHja U U3 Bbe ce U3BJAa4N jenna kyruauna. VcmocraBumio ce
Ja je 6ena. M3Bydena kyrsmia ce Bpaha y KyTujy u3 Koje je u3BydeHa U U3 e Ce OleT
n3B/AYM jeqHA Kyruia. V3padynarn BepoBaTHOhy j1a oBa Kyryuia Oye mMpHA.

Y jenaHoj komapu ce HaJa3d 15 TEHHCKUX JIONTHUIA, OJ 4era 9 HekopumheHHX, JIOK ce
y JIpyroj Komapy HaJjasw 8 HekopuirheHux u 7 KopumiheHux Jontuia. rpaa A u3 Ha
cydajaH HauMH n3adpaHe Kolape cjaydajHo oupa 3 jourune. Kopucrtu ux y upBoM remy,
HaKOH 4dera ux Bpaha y xomapy u3 koje cy ysere. Urpau b y ciienehem remy ciayuajuo
oupa 3 JgonTuie u3 Te ucre Komape. M3pauynarn Beposaruohy nia je urpad b mzabpao 3
HEKOpHIIIieHe JIONTHUIE, aKO ce 3Ha Jia je urpad A m3abpao 3 HeKopulheHe JIOITHUIIE.

Jabyke yOpaHe ca Tpu ILTaHTaXKe ce 4yBajy y ucToMm ckiaaauimty. BepoBatnoha na jabyka
oyae npse kJace je 0.85 3a jabyky yOpany nHa npsoj miantaxku, 0.68 3a jabyky yOpany
Ha jpyroj mirantaxku u (.74 3a jabyky ybpany na Tpehoj mianrtazxu. llpunoc ca mnpse
nJaHTake je Tpu myTa Behn o mpuHOCca ca JpyTe MIaHTaxKe, a MPUHOC €A JIPYTe TLIAHTAZKe
je nBa myTa Behm ox mpuHOca ca Tpehe mianTaxke. 13 cknagumra ce ysuma 5 jabyka, ca
BpahameM. [lo3naTo je ma cy mehy muma 6ap Tpu jabyke mpBe KJace.

a) Oxpennru BepoBaTHOhy 1a je cBux mer jabyKa MpBe KJace.

6) Oxapenntu BepoBaTHOhy Ja je cBuX meT jabyKa ca MpBe MJIaHTakKe.

JNCKPETHE CJIVHAJHE BEJIMYNHE, MATEMATITYKO OYEKVBAIGE U J1U-
CIIEP3UJA

Y cMmepy Kperama ayToMOOHU/Ia HaJjla3e ce pejioM Tpu cemadopa Koju pajie He3aBHUCHO je-
nan ox apyror. Ha cBakom cemadopy ce ¢ BepoBarnohom p = 0.6 mojapsbyje IpPBEHO H
¢ BepoBaraHohoMm ¢ = 0.4 3eseno ceerio. Ciaydajua Benuunaa X IIpejcTaB/ba Opoj cema-
dopa nopen Kojux mpoJazu ayToMoOua 6e3 3aycTaBibama. OIpeuTn 3aKOH U PyHKIU]Y
pacrmojesne BepoBaTHONA caydajHe BeqndnHe X .

Y kyTuju ce HaJaze TpPU Kyriuie Hymepucane opojesuma 1,2,3. 13 kyTuje ce Ha caydajaH
Ha4YWH OUpajy JiBe KyT/uie, jeaHa mo jeana ca Bpahamem. Heka je X komynuk OpojeBa
J00UjeHnX Y MPBOM U JIDYTOM H3BJIAYEHY.

(a) OmpeauTu 3aKOH pachojiesie ciydajHe Beaununte X.
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(6) Cxkunmparu rpaduk dbynkuuje pacuomene Fy.
(B) M3pauynarn BepoarHohy na X y3me 1eg06pOjHY BPETHOCT.

Hexka je X ciydajaa BeludmHa YUjU je 3aKOH pacrojese

(—1 0 1)

p 1=2p p)’

3a p € (0,3). Halin 3axone pacnozene 3a cayuajue seamunne Y = X2 u Z = e*. Uspa-
gyynatu DY n DZ.

U3 ckyna {1,2,...,n} (n > 2) Ha caydajan HaYWH OUpajy ce OJjeTHOM JBa PA3IHIUTA
6poja  u y. Heka je S = max{z,y}. Oapenutn pacmnojesny ciydajHe Bequdnre S u
m3pauaynarn P{0.5 < S < 3.5}, P{S > 2}, kao u ouekusame ES.

Tecr uma 10 nuTama, a ¢Bako MUTame Ha TecTy uma m (m > 2) nonyheHUX OAroBopa.
CryaeHT 3Ha TavaH OATOBOP Ha HEKO muTame ca BepoBarHohom p € (0, 1), He3aBUCHO 01
OCTAINX MHUTakha. AKO He 3Ha OJTOBOD, CTY/IEHT HA CJIyYajaH HAUUH 3a0KPYKYje je/1aH o1
nouyhenux ogarosopa. M3padynaru BepoBaTHONY J1a je CTYAEHT 3a0KPYZKHO Ta9aH OJI'OBOP
Ha Ta4HO 6 NUTaIbA.

Cayuajua senmnuuna X uma 6unomuy B(n,p) pacmogeny. Axko je Y = n — X, onpenutn
pacnojieTy caydajue Beanawne Y u m3pauyHatu EY u DY

JMNCKPETHU CJIVHAJHU BEKTOPU, HESABUCHOCT CJIVHAJHUX BEJIMYNHA

Hosuuh ce ce 6amna derupu myra. Heka je X Opoja nasux mucama, a Y HajBehu 6poj
Y3aCTOMHUX MOHABJbaba mucMa. OapeuTn 3ajeHudKy pactojgeny sektopa (X, Y) u uc-
MATATH HE3aBUCHOCT CAYYAJHUX Beqwdanaa X u Y.

leneparop ciydajuux OpojeBa renepuiine mudpe, PAaBHOMEPHO PACIO/Ie/heHE Ha CKYIy
{1,2,3,4,5}. Oraj renepaTop ce KOPHUCTH 3a reHepucame mudpe Koja ce cacToju o IecT
nudapa caydajHo U He3aBUCHO T'eHepUcaHuX u3 oBOI cKymna. Heka je X 6poj nojas/buBarba
jenuHune, a Y Opoj mojaB/buBama neture y mudpu. OapeTuTn 3aje ITHIIHKY PACIoIeny
sekTopa (X,Y).

N3 kyTuje y K0joj cy dyeTupu neaysbe Hymepucane opojesuma 1,2,3,4 u3zBade ce 1meysbe,
0e3 Bpahama, 0K ce He M3BydUe Ileay/ba ca HermapHuM Opojem. Heka je X 30up m3ByI-
xeHux OpojeBa, a Y 6poj uzsnadema. OnpenuTu pacmnojeny caydajHor Bekropa (X,Y),
Kao  MapruHaJHe pacmofese 3a X u Y. Uzpauynatn £ X u FY . cnutatn He3aBUCHOCT
caydajHux BejimunHa X v Y U u3padyHaru odekuBambe npoussoja X u Y, EXY.

Heka cy X ~ P(A) uY ~ P(u) nezasucue cayuajue seananne. Hahn pacmoznesny muxoBor
3oupa, Z = X +Y.

ATICOJIYTHO HETNIPEKMJIHE CJIVHAJHE BEJIMYNHE

Jata je ¢dpyHKIHja

f(x) = { kx + 5, r € (—4,-1),

0, HHAYeE.
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(a) Uspauynaru KoHcranty k 3a Kojy je f IyCTHHA paclojesie HeKe cjydajHe BeJuduHe

X.

(6) Ompeauru GYHKIUJY paciojesie Te CaydajHe BeJuInHe.

(B) Uspauynatn P({X > -3} U{-2 < X <0}).

(r) Uspauynaru ouekusambe EX u aucuepsujy DX.

Hahu pacnogeny cayvajue sequaune Y = oX + p, 0 > 0,4 € R, rae je X ~ N(0,1).
Hexka je X mempekumHa cjaydajHa BeJIHIUHA Ca TYCTHHOM

1
fx(x) = 56_“'7 —00 < T < 00.

Hahu pacnojieny ciydajne equuute Y, rie je Y = X2

Ciyuajua Besimuuna X uma ekcronenuujajny €(A) pacuogeny. Oapejauru dynkuuje pac-
nojiesia caeaehnx caydajHux BeJUYnHa:

(a) V=1 - XJ;

(6) Z=min{X, X?}.
Bpeme (y caruma) jo jgosacka ayrodyca 1 mma excrnonennujaiany £(2) paciopeny, 0K
BpeMe 710 Jos1acka ayrobyca 2 uma excrnonennujaany () pacnogeny, rie je A > 0 Hero-

3HAT mapameTap. Bpemena jgosiacka Cy He3aBUCHA. AKO je OUeKMBAHO BpeMe J0 J0JIaCKa
IOPBOT O] Ta JiBa ayTodyca 15 MUHYTa, OIPeJIUTH BPETHOCT MapaMeTpa A.

Bpoj ¢ ce cayuajuo 6upa u3 cermenta [0, 7/2], a 3atum ce kpo3 Tauky A(0, 1) moBaaun
npaBa Koja a HO3UTHBHHUM JIEJIOM T 0Ce 3akjana yrao ¢. Axo je D yaa/beHOCT Te npaBe
OJ1, KOOPAMHATHOT MOYETKA, OAPEJANTH PACHOACNIY CJAydajHe Bejumanne D.

Cayuajua seqmunna X wMma yaudopmuy U[—1,2] pacmogeny. Ako je Y = min{X, 1},
OJIPESTUTHU PACHoJieNTy cIydajHe BeJIudnHe Y W M3padyHaTH odeKnBame FY .

Cayuajua Besmmanna X uma U[—1,4] pactnogeny. OapeauTn pacnogery crydajHe Beudu-
ne Y = | X| n uzpauynatu EY.

Cayuajua ermauna X uma U|0, 4] paciogeny. OApeauT pacioeny ciydajHe BeJudnHe
Y = [X].

Cuyuajua Bejquunna X uma craHgap/iHy ekcionennujaany pacuogeny &(1). Oupeanru
pacnozeny caydajue peamaune Y = X — [X].

[Mokaszarn ga 3a X ~ E(N) Baxkn P{X > s+t|X >t} = P{X > s}, s,t>0.
ATIPOKCUMAIIMJA BUHOMHE PACIIOJAEJIE HOPMAJIHOM

dabpuka y ToKy jgaHa npoussee 1000 ayTomobuiaa o1 Kojux cBaku ca BepoBaTHohowm 0.05
3aXTeBa JOPAJY.

(a) M3spauynaru BepoBarHohy ma y Toky mzabpanor gana uzmehy 800 u 975 ayromobuia
Oy/e uciIpaBHoO.

(6) Kosmku Tpeba ja Oy/le KamanureT NapKUHra, a jga ca BeposarHoliom 0.9 6yme jao-
BOJbAH 32 ayTOMOOHJIE KOJU YeKajy J0pary?!
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Crygenrt nosiazxe recr koju ce cacroju ox n (n > 100) nurama. 3a CBAKO nuTambe je
nouyheHo mecT oAroBopa o7 Kojux je camo jenan tadan. CTyIeHT HACYMUIHO 3a0KPYKYje
OJITOBOPE. 3a CBAKW TadaH OArOBOP CTyAeHT maobmja 20 moeHa, JOK My Ce 3a HeTadyaH
ojxy3uMa 2 noena. Kosmmko Hajmame Tpebda ja 6yjae n Ima ja CTyJIeHT ca BepoBaTHONOM O
6ap 90% ocsoju 100 wau Buime moeHa?

JIBa Guockona ce takmuye y upogaju kapara 3a 1000 nocerusnana. [IpernocraBumo ja
CBaKW TJiejaJial; Oupa HE3aBHCHO Ca MCTOM BepoBaTHOhOM jenaH of jaBa O6wockoma. He-
Ka je N Opoj ceammra y ceakom ox 6mockorna (N < 1000). M3pauynarn N tako ga je
BeposarHohia Ja cy ¢Ba MecTa y IPBOM OHOCKOIY IIOIIyH-eHa Mama o 1%.

Y Bpruhy ce Hajase jaBe roMue ca jexHakuM Opojem makermha. Cako o 100 meme Ha
cJaydajaH HaYMH OMpa TOMUJIy U y3uMa nakernh ca mwe. Kosuko Om HajMame makeruha
TpebaJio ga Oyae Ha CBAKO] TOMMJIM, I1a ja BepoBaTHoha ja Oyje JOBO/HHO HMakeTnha 3a
CBY ey Koja onabepy Ty rommiy, 6yme 6ap 0.967

AIICOJIYTHO HEINPEKMJIHU CJINVHAJHI BEKTOPU

Hara je dyHKIHja rycTuHe pactojiesie JBOJUMeH3UOHe ciaydajue Besmaune (X, Y):

fla,y) = we” @ 2 >0,y >0
a) Oapenntu dbynknujy pacnogene Fyy.
6) Ucnurarn HE3aBUCHOCT CIyvajHuX Beaudnaa X u Y.
B) Ako je T = {(z,y)|lz > 0,y > 0,2 + y < 1}, uspaaynarn P{(X,Y) € T'}.

Tauka A(X,Y) ce cayuajuo 6upa y keagpary D ca memennma (1,0),(0,1),(—1,0) u
(0, —1). Oapeauru rycruHy pacnomene ciaydajuor sekropa (X,Y), Kao U MapruHajiHe
pacnojiese caydajaux BennauHa X u Y. Mspauynatu FXY .

3a rycrune fx u fy He3aBucHux ciaydajuux sejauuunna X u Y Baxu fy(r) = 9%, r>1wu
fy(y) =1, y€[-2,2]. Ako je Z =2X — Y + 1, onpeanTu rycTuHy Pacuojese CiydajHe
BeJINYNHe /.

Cayuajue Bemunne X u Y ¢y He3aBuCHe n uMajy ucty ekcrnonenrnujanny € (1) pacmomesy.
Axo je Z = |X — Y|, ompenutu rycruny pacmojesne caydajue BeJudune .

Bpeme norpebno ja ce MamimHa IONpaBu je ciaydajHa BejnduHa 1’ KOja mMa eKCIIOHEeH-
. . . 1 .
IMjaIHy pacnojiesly 4uje je MeTeMaTHuko odekupambe 3. Pupma mnamniahyje monpasky

X =104 e3 (nomapa).
a) V3pavyHaTn O4eKHBAHy TIEHY TOMPABKE.

6) OxapennTu pacmnofeny ciaydajue Begumdnae X W UCIUTATH Ja JH je OHA AICOJYTHO
HEMPEeKUIHOT THTIA.

B) Oxpenutu dbyHKIM]y pacnojene caydajaor sekropa (X, T).

Cnyuajua Bennunna X uma ekcronennujaany (1) pacnomeny, ciaydajua Beauanua Y uma
yuaudopmuy U[0, h| pacrioneny u HesasucHe cy. Ako je Z = X + Y, oapeauTn TycTHHY
pacmojiesie caydajHe BeJInduHe /.
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Heka cy Xi,..., X, He3saBucue ciayuajue sesunuune u3 yuudopmue U(0, 1) pacuogesie.
Ako je M = max{Xy,..., X, },am =min{X,,..., X, }, oapeauTn pacnogese ciayvajanx
Besmuanaa M u m.

YEBNITOBJ/BEBA HEJEJJHAKOCT

Axo 3a ciyuajuy Bermauny X Baxu jga je EX =3 u DX = 0.01, upornenntu
P{25 < X < 3.5}

KOBAPUJAHCA I KOEOUIINJEHT KOPEJIATINIE

Kyraune nymepucane 6pojesuma 1,2,3,4,5,6,7,8 ydaltyjy ce pegom, jeJiHa 1o jejina, y jeJany
on nBe Kytuje. Ako je X Opoj Kyruna HyMepHCaHHX MapHuM OpojeBHMa Koje ce Hajaase y
IPBOj KYTUjH, & Y OPoj KYIJIMIA HYMEePUCAHUX OPOjeBUMA, IeJbUBUM ca 4 Y ApPYyroj KYTHjH,
u3padyHaru KoeuIMjeHT Kopesaluje ciaydajHux pejnduHa X u Y.

N3 cera ox 12 pazauuntux Oarepuja, Mehy Kojuma cy 3 HOBe, 3a KOje ce Mojpa3yMena Jia
cy ucupasue, 4 kopumheHne ajgu ucrnpaBHe U 5 KOPUIINEHUX AU HEUCIPABHUX, HCTOBPE-
MeHo ce bupajy ase. Heka je X 6poj ucnpasuux, a Y 6poj kopumnihenux Oarepuja Mmehy
omabpanuM. OpenuTn KoepunujeHT Kopeaaluje caydajHux BeJuania X u Y U HCIIUTaTh
Ja an cy mehycobno nezasucHe.

Ha cayvajan naqwH ce 6upa jemHa on BpeJHOCTH u3 cKyna Bpeanoctn A = {—2,—1,1,2}.
Heka caygajua Benuumna X mpejcraB/ba OJjadpaHy BPEIHOCT W HEKa je caydajHa BeJIu-
yuna Y gara ca Y = X?. Oapenurn koapujanujy cov(X,Y) cayuajunx penmunna X u
Y, a 3aTUM UCTIUTATH /14 JIU CYy OHE HE3ABUCHE.

Cayuajra Bermanna X uva yaudopvuy U[—1, 1] paciogery. Axo je Y = | X|, uspauynaru
KoepUIMjeHT Kopealuje ciaydajunx peananHa X u Y.

Cayuajua Besmauna X uma yaudopmuy U[—1, 1] pacnogeny. Ako je Y = sgnX, uspauy-
HaTU KoedHUIUjeHT Kopeaaluje caydajHux Beananna X u Y.

3a rycruny pacrogese ciaydajaor Bekropa (X,Y) Baxu jJa je
flx,y)=6(1—2), 0<z<1, 0<y<u.

Akoje Z =2X —Y,a H =X — 2Y, uspauynaru KoedHIHjeHT KOpeJalje CIyIajHux
BesmunHa 4 u H.

YCJIOBHA PACIIOJIEJIA

Y 1pBOj KyTHju ce HaJla3e YeTUPH MTPpaBUIHA MOJUEIpa U TO jejiaH ca 4 cTpaue, jejlaH ca
6 cTpaHa u JBa ca 8 cTpaHa, JIOK ce y JPYyroj KYTHjH HaJIa3u MIeCT HPABUIHUX IIOJIHEIapa
U TO TpH ca 4 cTpane, JABa ca 6 cTpaHa H jegan ca 8 crpana. CBaku MoJueap je XoOMOreH
U crpade cy My Hymepucane 6pojesumva {1, 2, 3, ..., k}, rue je k 6poj crpana noJueapa.
Pesynrar Oamama mosmesapa je 6poj KoOjuM je HymMepHCaHa CTpaHa Ha Kojy je nao. Msa
caydajHo Oupa jefaH mojneaap U3 JApyre KyTHje W CTaB/ba y NMPBY, HAKOH Yera M3BJIadu
jelaH mosiwenap W3 mpBe KyTHje U Oama ra. Heka je S 6poj cTpana m3BydYeHOr mHoJHe-
npa. OapeanTu pacnofiely ciaydajHe BeandnHe S, ako je VBa HaKoH Oalama W3BYYEHOT
nostueapa 100m1a 6poj TpH.

JIBogumensnona caydajua BesmunHa (X, Y) uma yHudOpMHY paciojesy Ha TPOYyLIy ca
remennma (0,0), (1,0) n (0,1). Onpeantn fx|y—,(z) - yca0oBHY TycTHHY pacroiese ciIy-
JajHe BeqnmauHe X TPH YCIOBY Y = ).
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U3 cermenta [0, 1] caydajno ce 6upa 6poj X, a 3aTuM ce U3 CerMEHTa [%,X] CILY YAJHO
oupa 6poj Y. Onpenurn pacnomeny ciaydajHe BeandunHe Y .

Cayuajua Bemunna X uma ekcrnoneniujaany & (1) pacnomeny. Ako je Y ciaydajua Be-
JIMIUHA TaKBa Ja je

fyix=2(y) = xze™™,
3a cee x > 0 u y > 0, uzpauynarn P{X > 2|Y > 1}.
Cayuajan Bektop (X,Y) uma yHudOPMHY pacrnojieny Ha yHYTPAIIHO] 00JACTH Tpare-
3a umja cy Temena (—2,0),(—1,1),(1,1),(2,0). OapeauTn ycaoBHY TYCTHHY pPacIojese
fX\X<3Y—2($)-

BajejHnuka rycruna ciaydajuor sekropa (X, Y) je

flz,y) =

Ako je Z = ln(%) + ln(%), OJPEJNTH YCJOBHY PACIOIEIY CAydajHe BeJHdYuHe 7 LU
ycaoBy /4 > 1.

3a rycruny pacmnogese ciydajaor Bekropa (X,Y) Baxu Ja je:

flz,y) =3ay(z+vy), (z,y)€l0,1]*

Akoje Z=X—-Y +2uW = X +Y, onpeurn ycjaoBHY TYCTHHY pacHojiesie CIydajHe
BesimanHe Z 1pu yeaoBy W < %

KAPAKTEPUCTUYHA ®YHKINJA

Oapeauru KapakTrepucTudny (QyHKIHM]Y C/IydajHe BeJIMduHe:

0

a) X Koja uma ( - p

1
acIojeny;
-

6) X, koja uma 6unomuy B(n, p) pacuojeny;

B) X3 koja uma [TyaconoBy P () pacnomeny u mokazaru Ja ako X3 uma [IyaconoBy P(\)
pacrniozeny, a X4 uma [TyacornoBy P(u) pacnosesny u He3aBHCHE CY, OHJIA BbHXOB 301D
X3 + X4 uma IlyaconoBy P(A + p) pacnomeny;

r) X5 koja uma exkcronennujasiny E(\) pacmomeny;

le=ll » € R, a 3arum m3pauynaru ouekuBame

1) X7 amja rycruna pacuogede je f(z) = 3

E X7 n nqucnepsujy DX7.
OJipe iUt pacIofiesTy CJIyvajHe BeJInIrHe 33 Ynjy KapakTepucTudny dbyHKIujy ¢(t) Baxku
Ja je:

a) p(t) = F=h

6) @(t) = 3=cu-

Axo ¢y Y u Z neszaBucue ciayuajue Bennunne takse gaje X = Y+Z, rme X uma U (0, n+1),
a 'Y uma U(0, 1) pacmoeny, OpeuTh PACIOAETY CIydajHe BeIndne 2.
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KOHBEPTEHIIMJE HUSOBA CJIVHAJHIX BEJIMYNHA

0 n
Ommrn wran au3a X, 1Ma 3aKOH pacrojese 1 6 6 . Mciimratn kousepren-
T m2n2 w22

Hje y PacIoesin u BepoBaTHOlN HU3a caydajuux BeaudnHa (X, ).

JlaT je HM3 HE3aBUCHUX CJAYYAJHUX BEJMIUHA UMUjU OMINTH WiaH X, uMa YHH(DOPMHY
U0, n] pacomeny. Ako je Y, = min{1, X, }, ucnurarn KoHBepreHnujy y pacromesn Hu3a
caydajanx seanansa (Y,).

Omnmru wnan X, HU3a HE3aBUCHUX CJAYYajHUX BEJIMYMHA MMa TYCTHHY pacnogene f,(x),
rjie je
fulz) =2(1—2), z € (0,1).

Axo je Y, = /n(1 — M,), rue je M, = max{Xi,...,X,}, ucnurarn KoHBepreHuujy y
pacrnofiesin Hu3a caydajHux Beandnsa (Yr,).

OmnTy wWia HU3a He3aBUCHUX CJIydajHuX Beandnna (X, ) uMa rycruny pacmnojene f,(x) =
—ir1, ¢ > 1. Menuratn KOHBEprennujy y BepoBaTHONM TOT HHU3A.

Omnmrrn wian X, HA3a HE3aBUCHUX CJY4YajHUX BEJTMYHHA UMa IYCTHHY pacnogene f,(zr) =

ne "™ x > 0. Ako je Y, = <, HCIUTATH KOHBEPreHIN]y y PACHOACIN HH33 CAy9ajHHX

X,
BeJINYNHA Y,,.

3a ommTy wiaH X, HU3a U HE3aBUCHUX CJYYajHUX BeTMIHHA BaxKu ja je X, = nY —[nY],
re je Y caydajHa BesmumHa umja je rycruna pacmogene f(y) = 2y,y € [0,1]. Ucnuratu
KOHBEDIeHINjy y PACIoien HU3a CIydajunx peamduHa (X, ).

3a kapaktepuctnyany YHKIHUjy ommrer 4iana X,, n > 1, Hu3a HE3aBUCHUX CJIYUYajHUX
BeJIMMUHA BazKH J1a je ¢, (t) = =5(cos(2t\/n) + 2cos(ty/n)) + 1 — 3. Ucnurarn xonsep-
reHIujy y BepoBaTHOln Hu3a cayuajunx Bemuanna (X,).

CJIABI 3AKOH BEJIMKUX BPOJEBA

Wcnurarn ja jm cjaabu 3aK0H BeJIMKUX OpojeBa BaykKu 3a HU3 HE3aBUCHUX CJIy4ajHUX Be-
JIMYMHA YUjU ONINTH 4ian X, uMa:

_\/lm \/H)’

a) 3aKOH PacIojese ( 1
2 2

6) rycruny pacnomene fx, (z) =ne " x > 0;

—2n 2"
B) 3aKOH pacHojesie ( 11 )
2 2

3a KapakTepuCTUIHY DYHKIU]Y OMIITEr 4iaHa X, HA3a HE3aBHCHUX CJIYYajHUX BeJTHUNHA
n
; — - _ 1Nl 1 :
BaXKH 1a je p,(t) = cos(2t). Axo je Y, = 2(1)@ + 5), HCIHTATH KOHBepreHIHUje y
1=
pacnogen u BepoparHohu HU3a cayuajHux Beauduna (Y5,).

JlaT je HU3 HE3aBUCHUX CJIy4YajHUX BEJMYUHA YMjU ONIITHU 4jaH X, UMa PaCIOIesry

(—n 0 n)
1 2 1 .
3 o5 &

Uspauynaru, ako mocroju, lim P{|S,| < 5}.
n—oo
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HEHTPAJIHA TPAHNYHA TEOPEMA

Pauynap y npomnecy cabuparma OpojeBa BpIIN 3a0KPYyrKHBake Ha HAjOIMXKHU 110 Opoj.
[IpernocTaB/ba ce 1a Cy Tpernike HACTajIe 3a0KPYKHUBAaheM HE3aBHCHE U YHU(MDOPMHO Pac-
nojesbene ma cermenty [—0.5,0.5].

a) Ako ce cabupa 1500 6pojeBa, m3paduyHarTu BepoBaTHONY Ja AICOIYTHA BPEIHOCT
VKYTIHe rperike Oyae Beha o 15.

6) Kosamko ce Hajsuie 6pojeBa Mozke cabparu, ma ga ca BepoBarHohom 0.9 BpegHOCT
VKyTTHe rperike Oyae Mama o 107

OmnmTy YiaH Hu3a He3aBHCHUX CJIydajHuX BesmdauHa (X, ) uMa ryctuny pacnogene f(z) =

3_—2x
—169066 ,x > 0.

_ _ n
a) Axko je Y, = /n(X, —2), rue je X,, = % > X}, MCIIUTATH KOHBEPTEHIIN]Y ¥ PACTIO-
k=1
Jlesin HU3a, coydajHux BeandnHa (Yr,).
6) UspadyHaru, ako HOCTOjH,

lim P {Yn < M} .

Ocurypasajyha KoMIaHuja »KeJiu J1a U3BPIIHA PEBU3H]Y OANITETHAX 3aXTeBA U3 CBOje BeJIN-
ke 6aze Tpancakiuja. [lo3naro je ga ogmrernu 3axres uma yaudopmuy U[10, 100] pacio-
Jeny (u3pazkeHo y gosnapuMa). Kako 6u uspmmin oarosapajyhy mporeny, Ha ciaydajan

HAYWH, HE3ABHCHO jejan o apyror, bupa ce 500 3axreBa u3 0aze. AKO ce Tu 3axTeBU
obesexkanajy ca Xy, k € {1,2,...,500}, ogpennTi KOHCTAHTY € TAKO 12 BaxKu

1

3a KapaKTepUCTHIHY (DYHKIIN]Y OMIITer Yiana X, HI3a He3aBUCHUX CJIyYajHUX BEJUUNHA

BazKm 112 je ¢, (t) = 2(cos(10t) 4 cos(5t)) + £. Ako je S, = Y X}, uspauynaru
k=1

lim P{S, < 10v/n}.
n—oo

10



