BepoBaTtHoha - cnimcak 3ajijaTaka
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. Banajy ce ucroBpemeno 2 mounha. OapenuTn CKym eJeMeHTAPHUX MCXOIA.

. ¥ KyTuju cy 4etupu auctuha o3nadeHa O6pojesuma 1, 2, 3 u 4. Il3Bnauumo guctuhe

(a) Ge3 Bpahatba,
(6) ca Bpahamewm,
CcBe JIOK He u3BydeMo jucTull ca HenapaumM 6pojeM. Ope T CKYI eJIeMEHTAPHAX HCXO/IA.

TpeJIall ¢ /b OOJINKA KPY2KHE MeTe HOJIYIPeIHUK JKIH OpHU 9eM MepHu
Crpesan raha 0bJInKa e MeTe TI0 e a e K, eMy ce Me
pacTojame moroTka o nearpa Mere. OapeauTn CKyI eJJeMeHTapHUX HCXOJIA.

KJTACUYHA JEOUMHNIINIJA BEPOBATHORE

Komnka qmje cy cBe ctpane obojerne nojesbeHa je y 1000 MamuxX KOIKY je/IHAKe BeJUUNHE.
Wspauynatu BepoBarHONyY Ja cjydajHO m3abpaHa KOIKa HMa TAIHO JBe oOojeHe cTpaHe.

N3 kyTuje y K0joj ce Hajase 1ejy/be o3Hauene opojesuma o1 1 J10 n U3BJIAYM Ce jeJHa 110
jeaHa 1eysba,

(a) Ge3 ppahama,
(6) ca Bpahamem,

u Gesiexke ce nobujenn 6pojesu. V3pauynaru BepoBarHohy ga Oy/y pejioM u3BydeHUn OPO-
jesm 1,2 ... n.

. Xores uMa n coba nopehanux jemna jo japyre y mpasoj JguHuju. Ha ciaydajan nHadmn

k (k < n) roctujy ce pa3merra mo cobama. V3padyraru BepoBaTHoly 1a oHH 3ay3my k
cyceanux coba.

N3 ckaaaumita ca n npeaMera, oj KOjux je k HeMCIIPaBHO, y3UMa, Ce O/1je THOM 1M, TIpeIMeTa.
Nszpauynaru BepoBaruohy na mehy tum npeaMeruma Oyjie Ta4HO [ HEHCIIPABHUX.

Wspauynatu BepoBaTHONY Ja ce 3allMCHBAILEM IO CJIYYAjHOM perocjieny JBe mudpe 1,

jenne mudpe 2, Tpu nudpe 3, aBe nudpe 4 u jenne mudpe 6 mo6uje meBeTonUbppEeHH OPO]
KOjM Ha HENapHUM MeCTHMa MMa HernapHe mudpe.

. JIBajieceT MAEHTHIHUX KYTJIMIA JEBOjUNIIA HA CAyYajaH HAUYWH pacropeljyje y meT KyTuja.

W3pauynatn BepoBaTHONY Ja TAYHO /IBe KyTHje OYIy HMpas3He.

OOPMVYJIA YK/bYYEKA U NCKJ/bYYERA

Yerupu Opavuna napa Ha cjydajaH HAYUH ce1ajy y pes ca 8 crosuna . M3padynaru Bepo-
BaTHONY /& HUjeIaH Map He CeJn 3ajeIHO.

3a OHOCKOTICKY caJly KOja UMa 1 HyMepHUCAHUX MecTa cBe KapTe cy pacmpomate. [egaorm
caydajHo dupajy Mecta 06e3 o63upa Ha KapTe Koje uMmajy. zpadynaru BepoBaTHOLy 1a
Oap jejan ruejaJiall cejiHe Ha MeCTO 3a Koje uMa Kapry. demy Texku Ta BepoBarHoha KaJl
n — oo?
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Y BO3 KOju UMa M BaroHa ueme ce n (n > m) nyrauka. spadynarun seposarnohy jga y
cBaku Baron yhe 6ap 1mo jegan myTHUK.

Kecumna cimauna cajipKu Ta4HO jeHY CAUYHILY jeauHor o n dyadaiepa u3 HeKOr dyil-
HasIckor Kiayba. AKO je KYI/bEHO m KeCcHIa, Tae je m > n, H3padyHaTH BepoBaTHONY ma
CY CKYILbeHe cJInduIe cBux dympbanepa u3 Tor Kiyoda.

Urpau pobuja 13 macymuyno ojadpaHux Kaparta U3 CTaHJIAp/HOr IINWIa O 52 KapTe.
Nszpauynaru BepoBarnohy na urpad 6ap oj jeHor 3HaKa He A00uje HUjeHY KapTy.

I'EOMETPNJCKA BEPOBATHOTRA

U3 cermenta [0, 1] HA cayuajan nauwn 6upajy ce na 6poja. l3pauynaru BepoBaTHOhy 1a
BUXOB 30up Oyie Mamu o 1, a mpoussoj Behu o %.

YCJIOBHA BEPOBATHOTA 1 HESABUCHOCT

Komxkura 3a urpy ce 6ama asa myTta. Axo je y 0b0a Oamama 100umjeH Opoj Mamu O YeTHPH,
U3padyHaTH BepoBaTHONY Ja je 30up maaux OpojeBa HemapaH.

VY pex ca 10 ceauimnra Ha caydajaH Ha9HH cefajy Tpu ocobe. Ocobe X u Y Hucy cene jenna
1o apyre. N3pauynaru BepoBaTHohy 1a je ocoba Z ceja u3mehy ocoba X u Y.

Csaka o 15 UCHUTHHUX IeAy/ba CAJAPZKH 110 JIBa IMUTAIba KOja ce He MoHaB/bajy. CTYIeHT
3Ha OJArOBOp Ha 25 muTama. /la Ou 1MOJI0XKMO MCIHUT OH Tpeba Ja OJArOBOPU WU Ha 00a
HUTaba Ca MELY/be KOJY IPBY U3BYYe WK HA JeTHO MUTAE Ca Iedy/be KOjy HPBY H3BYUe U
Ha PBO MIHTaE Cca MeAy/be KOjy apyry ussyde. [llta je BepoBaTHHje: 1a CTYAEHT MOJIOXKI
WIN 114 HE MOJIOYKU ACHUT!

Yopek nMa y 1ieny n K/bydeBa 07 KOJUX caMo jeJaH oTBapa BpaTa. Kibydese peioM BaIu
u3 ena (6e3 Bpahama) g0k He Halie ogrosapajyhu kibyu. 3pauynaru seposaTHoly na
TpaxKeHu KJ/byd U3By4de y k-ToM U3BJIaYemy, rje je k hukcupan 06poj rakas gaje 1 < k£ < n.

[Tox mpermocraBkoM Jia cy BepoBaTHOhe pabharba MYIIKOT M YKEHCKOI' JIeTeTa je/IHaKe,
HCIIUTATH He3aBUCHOCT jgoraljaja A - mema mucy mcror mosa u B - meljy menom je Hajsuire
jeTHa JIeBOJUHTIA, aKO:

(a) y mopoauim uma Tpoje Jere;

(6) y mopoauIy WMa 4eTBOPO JeTie.
Urpaun A u B umajy jemHake IIaHce Ja V jeIHO] HAapTHju HeKe urpe ocsoje 601. Hema

HepeteHnX urapa. llobehyje onaj koju mpsu cakynu 6 6070Ba. I3padynaru BepoBaTHOhY
Jla nobeau urpad A, oJiHOCHO urpad B, ako je TpeHyTHu pesysrar 4:2 3a urpada A.

Ha typuupy tpeba ogurparu Tpu mapruje CTOHOT TEHHCA MPOTUB MTAMINOHA A U HENITo
ciaabujer urpada B 1o jegnoj ox mema A — B — A wum B — A — B. Harpaga ce gobuja
aKo ce mobeau y 6ap jBe napruje ysacromnno. Kojy memy uzadbparu?

OOPMVYJIA ITOTIIYHE BEPOBATHOTRE 11 BAJECOBA ®OPMVJIA



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Y KyTuju ca pe3epBHUM JIeJIOBUMA, KOJU Ce 110 U3LJIe/ly He PA3JIUKY]y, je IleT HOBUX U TPHU
crapa gena. Caydajao ce OGupajy aBa Jeaa OIjeTHOM W KOPHCTe HW3BECHO BpEMe, IMOCTIe
vera ce Bpahajy y xyrujy. Hakon Tora ce orner ciay4ajHo 6upajy JBa jeJja OJ/jeIHOM.

(a) Uspauynaru BepoBaTHOhy 1a oba apyroogabpana jesna 6y1y HOBA.

(6) Axo cy apyroomabpaHu JeJI0BU HOBU, H3pavYyHATH BepoBaTHONY a cy npBoogabpanu
JIeJIOBU OWJIA CTapHu.

Y kyTHuju ce HaJsa3e TpU KYIJINIE, O] KOjUX CBaka Moxke butn Gena wian mpHa. Cse mper-
HOCTaBKe 0 OPojy Oeiux KyIVIMINA y KYTUJH CY jeJHAKO BepoBaTHe. M3 KyTuje ce dyeTupu
nyTa, ca Bpahamem, oupa kyriuna. Koju je HajBepoBaTHHjU cacTaB KyTHje aKo je jeTHOM
U3ByYeHA I[PHA U TPHU IIyTa Oesia Kyranna?!

Beposaruoha nia je onpehena kmura y 6ubiauorenu je p. Ako je Ta Kmura y oubsmoreru,
OHJIa Ce Cca UCTOM BepoBaTHOhOM HaJja3u Ha OWI0 K0joj oi n mosuna. [Iperienano je m
(m < n) noauna m Ta Kmbura Huje Haljena. V3padynartu BepoBarHohy Ja je oHa cajia y
OUOINOTEIN.

[IpernocTaBuMO Jia UMaMO TPH KapTe KOje Cy UCTe BeJUYrHEe, aJlu TAaKO Ja je IpBa Kapra
ca jeJaHe cTpaHe IpHe 0oje, ca Jpyre npBeHe, JIpyra KapTa je IpBeHa ca obe cTpaHe, a
tpeha je mpua ca obe ctpane. CirydajHO ce M3BJIAYH jeJHA KapTa, a 3aTUM Ce CJIYUYajHO
okpehe Ha jegny crTpany. AKO je ropma CTpaHa H3ByUYeHe KapTe INpBeHA, H3padyHATH
BepoBaTHONY Ja je I0Iba cTpaHa Te KapTe IPHA.

Y 1pBOj KyTHjH HaJia3e ce caMo Oejie KyIJuie, a y JAPyroj KyTuju %L KYTJINIA Cy TpHE, a
% besre. CaydajHo ce Oupa KyTHja W W3 e ce M3BAaYU jenaHa Kyranima. cmocraBuio ce
Ja je 6ena. M3Bydena Kyriauna ce Bpaha y KyTHjy U3 Koje je U3ByYeHa M U3 Ibe Ce OIeT
U3BJAYN je/IHa Kyruuia. V3padynaru BepoBaTHoly a oBa KyTJIHIa Oyie IpHA.

Wcupe i urpada ce Hajase jBa Iiuiaa. Jejan je cramjapian oj1 52 Kapre, 10K y JIPyromM
dasm jenan kpasb. rpad va cayvajan HayuH OWpa MW 1 U3BJIAYN O Kapara, jeJIHy 10
jenny, 6e3 Bpahama. 3pauynaru BepoBaTHOhy Jjla Ha Kpajy W3BIaderha y pyiu uma 4
ucTe Kapre (MCTOr OpOja, OJHOCHO CJIOBA, AlH PA3IUIMTUX 3HAKOBA), aKO Ce 3HA JIa je
pBa KapTa KOjy je U3BYKAO KpaJb.

[Tpernocrasspa ce aa je 1% cnoprucra na OJMMIKMjCKUM ArpamMa KOPUCTUIO HEJT03BOJbE-
He cyrcrante, Tj. jgonudar. CBeTcka aHTHIONMUHT areHInja y U/by CIPevaBama JOMNHTA
y CIHOPTY BPINH HeMOcpeTHO HAKOH OJIMMINJCKUX Urapa TeCTUpama CIYYajHO 0Ja0paHuX
cnoptucta. TecT faje mo3uTUBaH pe3yaTar ca BepoaTHOohoM .99 yKOIHKO je ocoba Koja je
TeCTHUPAHA 3aMCTa KOPUCTIIA HeJO03BObEHE CYNCTAHIIE M HETATUBAH PE3YJITAT ¢ BEPOBAT-
nohom 0.98 ykoJsimko ocoba Koja je TecTHpaHa HUje KOPUCTHJIA HEI03BOJHEHE CYICTAHIIE.
Pesynararu TecroBa pahenmx Ha jeaHoj ncToj ocobn cMaTpajy ce He3aBucHUM. AKO ce 3HA
Jia je ocoba X wmaJia MO3UTUBAH PE3y/ITaT Ha JIBa TeCTa, M3padyHaTH BepoBaTHONY Ja je
Ta 0coba KOPHUCTHUIA HET03BObEHE CYTICTAHIIE.

Y jeaHoj xomapu ce HaJgas3d 15 TEHHCKHUX JONTHUIA, 01 dera 9 HekopumheHHWX, JTOK ce
y JPYToj KOoIapu HaJja3u 8 HeKOpuinheHux u 7 KopuimheHux Jjonruna. Mrpaa A u3 Ha
caydajaH HauMH u3abpaHe Kolape caydajHo oupa 3 jgornrune. Kopuctu ux y npBoM remy,
HaKoH 4Yera ux Bpaha y komapy u3 koje cy ysere. Urpau B y ciienehem remy ciy4ajuo
oupa 3 JonTHIE U3 Te ucTe Komape. 3padynaru BepoaTHohy 1a je urpad b uzadbpao 3
HeKOpHIIhieHe JONTHUIE, aKO ce 3Ha Ja je urpad A m3abpao 3 HeKopuIheHe JIOITHUIIE.

JMCKPETHE CJIYYAJHE BEJIMYUNHE. MATEMATNYKO OYEKVBAWE U J11-
CIIEP3U1JA.
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. Y cMepy KpeTama ayToMoOmIa HaJa3e ce pejaoM Tpu ceMmadopa Koju pajie He3aBHUCHO
jenan o apyror. Ha csakoMm cemadopy ce ¢ BepoBarHOhOoM p = (.6 mojaBsbyje IPBEHO U C
BepoBarHOohoM ¢ = 0.4 3eseHo cBet10. CiiydajHa Beqnuuna X mpejcrasiba 0poj ceMadopa
ope1, KOjuX MPOoJIa3H ayTOMOOMJI 10 IPBOT 3aycTaBbarba. OapeuTn 3aK0H U (DYHKIH]Y
pacmoze/ie BepoBaraoha ciaydajue Bejgudnne X .

Y kyTuju ce Hajaze TPU Kyrjanuie Hymepucane opojesuma 1,2,3. 13 kyTuje ce Ha ciaydajaH
Ha4YUH OUpajy JiBe KYyTJIHIe, jeaHa 1o jeana ca BpahameM. Heka je X Kosmunuk OpojeBa
JIOOUjeHrX y TPBOM U JIPYTOM H3BJIAYCTHY.

(a) Ogpeuru 3aKOH paciojeie ciydajue Beananne X.
(6) Cxunmparu rpaduk dbyakuuje pacnomnene Fy.
(B) 3pauynaru BepoBarHohy na X y3Mme 1eg06pOjHY BPETHOCT.

Hexka je X cinydajua BenndmHa YUju je 3aKOH pacrojese

(—1 0 1)

p 1=2p p)’

3a p € (0, %) Hahu 3akone pacmogene 3a ciayuajie senuunne Y = X2 u Z = e~. Uspa-
gyynatu DY n DZ.

13 ckynma {1,2,...,n} (n > 2) Ha cay4ajan HAYWH OHpajy ce OJjeTHOM JBa PAa3IHINTa
opoja z u y. Heka je S = max{z,y}. Oapenutu pacmnojeny ciaydajHe Beaudure S u
mpauynara P{0.5 < S < 3.5}, P{S > 2}, kao u ouekupame ES.

Beposarnoha ja komapkain norogau kot je p € (0,1). On raba cse nok He noroau. V3pa-
YyHaATH OYeKUBaHW OPOj MOKYyITaja 0 moroTka. 3padyHarn odekuBanu Opoj mpomailiaja,
JIO TTOTOTKA.

Bpoj gecTruna Koje eMUTyje HeKH paJMOAKTHBHH U3BOP Y TOKY jeane cekynue je X - 1010,
rae je X cayuajua Besmumna ca IlyacomoBom P(N), a > 0 pacmogenom. Uspauynarn
OYeKMBaIbU OPOj YeCTUIA KOje eMUTyje U3BOP y TOKY jejHe cekynje kao u DX.

Tecr uma 10 nuTama, a cBako muTame Ha TecTy uMa m (m > 2) nonyheHux oaroBopa.
CryieHT 3HA TadaH OJr'OBOD Ha HEKO muTambe ca BepoBaTHOohoMm p € (0,1), HE3aBUCHO O
OCTAJINX MUTamka. AKO He 3Ha OATOBOP, CTYAEHT Ha CJIydYajaH HAUMH 3a0KpYKYyje jeIaH o1
nonyhenux oarosopa. MzpadynaTn BepoBaTHONY J1a je CTYAEHT 3a0KPYKUO TAYaH OJTOBOD
Ha Ta4yHO 6 MHUTArba.

Cayuajua Benmnunua X nma 6unomuy B(n,p) pacnogeny. Ako je Y = n — X, oapeaurtn
pacnojiesTy ciaydajHe BenuuwHe Y u m3padyHatu EY u DY

JNCKPETHU CJIVHAJHU BEKTOPU. HEBABUCHOCT CJIVHAJHUX BEJIMYNHA.

Hopunh ce ce bama verupu nyra. Heka je X Opoja manamx nucama, a Y nHajBehu 0poj
Y3aCTONMHUX MOHaB/bamka mucMma. OnpeanTn 3ajelHHYKy pacrnojgeny Bekropa (X, Y) u wuc-
MATATH HE3aBUCHOCT CJAYYaJHUX BeJudnHa X U Y.

W3 xyTuje y K0joj cy 4eTupm Ienysbe HyMepucane 6pojeBuMa 1,2.3,4 m3Baade ce meysbe,
0e3 Bpahama, /0K ce He M3BydUe Ie/ly/ba ca HemapuuMm Opojem. Heka je X 30up usByIi-
xeHnx Gpojesa, a Y 6poj mznadema. OnpenuTu pacrnojerty ciaydajHor Bekropa (X,Y),
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Kao u Maprusajine pacuogesie 3a X u Y. Uszpauynaru £X n FY. Ucunraru He3aBUCHOCT
caydajHux Bequunua X U Y W U3padyHaTH oueKkuBaibe rnpoussojga X m Y, EXY.

3a cayvajue BesudnHe X u Y U3 MPETXOMHOT 33/IaTKa, OJPEIUTH PACIONETy CJIydajHe
BeuunHe Z, Tae je Z = XY.

Heka cy X; m X, HezaBucHe ciydvajue Benumvune ca reoMerpujckoMm G(p),0 < p < 1,
pacnogenom. Ako je Y = max{X;, X2}, onpeauru pacnogeny ciydajne Besudnse Y.

Heka cy X ~ P(A\) uY ~ P(u) nesasucue cayuajue sennanne. Hahu pecroneny muxosor
3oupa, Z =X +Y.

AITPOKCUMALINJA BMHOMHE PACIIOJIEJIE IINACOHOBOM PACITIOAEJ/IOM

U3 ckyna 6pojesa {1,2,...,n} Ha caydajan HauuH ce, ca Bpahamem, u3Biaadn 2n 6pojesa
(n > 100). Onpenurn Hajmarmu 6poj k Takas na BepoBarHoha ja OPOj H3BYUYEHUX YETBOD-
K1 He Oyzae Mawwn o1 k nsnocu Hajsuire 0.05.

AIICOJINTHO HEIIPEKM/IHE CJIVHAJHE BEJIMYMHE
Jara je dpyukIimja

z ve (—4 —
f(x):{ kr + 4, € (—4,-1),

0, nHauve.

(a) Mspauynarn koucranty k 3a Kojy je f(x) rycruna pacmogene (BepoparHola) Heke
cayJdajHe BenduHe X .

(6) Ompenuru GYHKIHUJY pacrojeie Te CaydajHe BeJIuIHHe.

(B) M3pauynarn P{X > -3} U{-32 < X < 0}.

(r) Uspauynaru ouekusarbe EX u mucuepsujy DX.

Hahwu pacnogeny ciyuajue semunne Y = aX + 0, a,b € R, rae je X ~ N (m,0?).

Hexka je X nenpekujiHa ciydajHa BeJIUYUHA CA I'yCTHUHOM

1
fx(z) = 56"”, —00 < & < 00.

Hahu pacnojieny ciydajne seauuune Y, rie je Y = X2

Cayuajua Besimauna X uma ekcronennujajny €(A) pacuogeny. Oapeauru dynkuuje pac-
nojiesia ciaeaehnx caydajHux BeJUYnuHa:

(a) V=1 - X[;

(6) Z =min{X, X?}.

Bpeme (y caruma) jo gosacka ayrodyca 1 mma excrnonennujaiany &£(2) pacrogeny, JG0K
BpeMe JI0 JtoJacka ayTobyca 2 uma ekcnonernnujaany E(N) pacnogeny, rae je A > 0 He-

no3HaT nmapamerap. AKo je OYeKHBAHO BpeMe JI0 JI0JacKa MPBOT OJ Ta JBa ayrodyca 15
MUHYTA, OJIPEIMTH BPEJTHOCT IIapamMeTpa A.
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Bpoj ¢ ce cayuajuo 6upa us cermenra [0,7/2], a 3arum ce kpo3 tauky A(0, 1) nosiaaun
npaBa Koja ¢a IO3UTUBHHUM JIEJIOM I OCe 3aKJala yrao . Ako je D yIa/beHOCT Te IpaBe
0], KOOPJIMHATHOT I0YeTKA, OJIPeJUTH PACIoIesy caydajue sejuunne D.

Cayuajua seqmunna X wMma yaudopmuy U[—1,2] pacmogeny. Ako je Y = min{X, 1},
OJIPEINTHU PacHoiesTy cIydajHe BeaudnHe Y W m3padyHaTu odeKnBame FY .

Cayuajua Besmanna X uma U[—1,4] pacnogeny. OapeuTn pacnoaeny cydajHe Beaudm-
ie Y = | X| n uzpauynatu EY.

Cayuajua emauna X uma U|0, 4] pactiogeny. OApeauTn pacioieny ciydajHe BeJudnHe
Y = [X].

Cayuajua Beqununna X uma craHgapiHy ekcronennujaany pacnogeny &(1). Oupennru
pacnozeny caydajue peamaune Y = X — [X].

[TokaszaTu ja je ouekuBambe ciaydajue seaunanne X koja uma rama y(a, 3), a > 0,8 > 0
pacnogeny EX = a/f n aucnepsuja DX = /3%

[Mokaszaru na 3a X € E(N) Baxu P{X > s+t|X >t} = P{X > s}, s,t>0.
ATTPOKCUMAIINJA BMHOMHE PACTIOJAEJIE HOPMAJTHOM

dabpuka y Toky gana npousseje 1000 ayromodbuaa o kKojux csaku ca BeposaTunohom 0.05
3axTeBa J0PAJLY.

(a) Mspauynaru BepoBaTHONY 1a y TOKY u3abpanor gana usmelhy 800 u 975 ayromobuia
OyIe mcIpaBHO.

(6) Kosmku Tpeba ga Oy/e KamanmmreT MapKuHra, na na ca BepoarHohiom 0.9 6yme no-
BOJbAH 3a ayTOMOOWJIE KOjU YeKajy J0pajry’!

CrymeHt nosaxke TecT Koju ce cacroju ox n (n > 100) nurama. 3a CBAKO HMHUTAME je
HOHYDEHO TecT OIr0OBOPa O] KOJUX je caMo jefan Tadan. CTYIeHT HACYMUYHO 3a0KPYIKYje
OJIFOBOPE. 3a CBAKW TadaH OJArOBOP CTyAeHT maobuja 20 moeHa, JO0K My Ce 3a HeTadaH
ony3uMa 2 noeHa. Koiuko Hajmame Tpeba fa Oy/ie n Ima ja CTyAeHT ca BepoBaTHOhOM 01
6ap 90% ocsoju 100 nau Bume moena?

JIBa 6uockoma ce TakMu4de y npogaaju Kapara 3a 1000 mocermnamna. [IpermoctaBumMo na
CBaKHU TJiegajal Oupa HE3aBHCHO ca MCTOM BepoBaTHohoM jemaH on jaBa Ouockoma. He-
Ka je N Opoj cequmra y cBakom ox 6mockona (N < 1000). 3pauynarn N tako ga je
BepoBaTHOha 118 Cy ¢Ba MecTa y NpBOM OMOCKOILY IIOIYHEbeHA Mamba of 1%.

ATICOJINTHO HETIPEKM/THUN CJIVHAJHU BEKTOPU
Hara je dyHKIHja pacmojese 1BojuMeH3u0He caydajue Besnanbe (X, Y):

127" =27V 27, x>0, y>0,
F(z,y) = { 0, nHaue.
(a) Oppeaurn ryctuny pacnomese caydajue sesmanue (X,Y).

(6) Mcnurarn He3aBuCHOCT ciydajHux BesndnHa X u Y.

(B) Ako je T'= {(z,y)|z > 0,y > 0,z +y < 1}, m3pauynatu P{(X,Y) € T'}.
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Tauxka A(X,Y) ce cayuajuo 6upa y ksagpary D ca rtemenuma (1,0),(0,1),(=1,0) u
(0, —1). OgpeauTu rycruHy pacnomene ciaydajaor sekropa (X,Y), Kao m MapruxajiHe
pacnojese caydajunx pennauna X u Y. zpaaynarn EXY .

Cayuajua Beanunna X uma ekcnouenrujanny () pacmogeny. Axo je Y = ﬁ - X, onpe-
JIUTH PACIOJeTy cJaydajHe Beaudnne Y Kao u ciaydajaor Bekropa (X,Y).

3a rycrune fx u fy HesaBucHux ciydajHux Besnunua X u Y Baxu fx(r) = 1%, r>1m
fr(y) = i, y € [—2,2]. Ako je Z =2X — Y + 1, oapeanTu rycTHHY pacHoiese ciydajHe
BeJNYInHE Z .

Cayuajue Bemmanne X u Y ¢y He3aBucHe u uMajy ucry ekcnonenmujanny (1) pacmomesry.
Axo je Z = |X — Y|, ompenuTtu rycTuny pacrojesne caydajHe BeIudnHe .

Bpeme nmorpebno jga ce MarimHa IONpPaBU je caydajHa BeJudmHa 1 KOja MMa eKCIOHEeH-

IMjaJIHy PACIOJey 4Yhje je MeTeMaTHdyKo ouekmpame . Pupma nHamialiyje monpasky

3
X =10+ e3 (nomapa).
a) V3padynarn odekuBaHy IeHY MOIPABKE.

6) OxapennTu pacrnofeny ciaydajue Beaundnre X W UCIUTATH Ja JH je OHA AlCOJYTHO
HeNPeKuIHOT TUIIA.

B) Oxpemntu dbyHKIMjy pacnojene caydajuor sekropa (X, T).

Cayuajua sesmunna X uma ekcrioneniujajny (1) pacuogeiy, ciyvajaa pejuansa Y uma
yuaudopmuy U[0, h| pacriomeny u HesasucHe cy. Ako je Z = X + Y, oapeauTn TycTHHY
pacrosiesie caydajHe BeTHInHe /.

Cnyuajua BesmunHa X uMa DBepHyImjeBy pacmojieny ca mapaMeTpoM p = %, a cJIydaj-

Ha BennuwHa Y je HezaBucHa ox X W mMa YHHMDOPMHY pacnojgeny Ha umatepBaiy [0, 1].
OppenuTn pacnogeny muxopor 36upa, Z = X + Y.

YEBNITOB/BEBA HEJETHAKOCT

Axko 3a ciayuajuy Benmuuny X Baxu jga je EX =3 u DX = 0.01, uponenuru
P{2.5 < X < 3.5}.

KOBAPUJAHCA 11 KOEOUINJEHT KOPEJIAINJE

Kyrymne nymepucane 6pojesuma 1,2,3,4,5,6,7,8 ybairyjy ce pejioM, jeJiHa 10 jejiHa, Y jeHy
ox ape kKytHje. Ako je X Opoj Kyrianma HyMepHCaHHX MapHUM OpOojeBHMa Koje ce HaIas3e y
IPBOj KYTHUjH, & Y OPoj KyIJIHIa HyMepUCAHUX OpPOjeBUMA JIeJbUBUM ca 4 Y Apyroj KYTUju,
U3padyHaTH KoedHIHjeHT Kopesalyje ciaydajHux peandnna X u Y.

N3 cera on 12 paznuuntux b6arepuja, Mehy Kojuma cy 3 HOBe, 3a Koje ce Moapas3yMeBa 1a
cy ucnpasue, 4 kopunihene ajqu ucrpaBHe U O KOPUITNEHUX AU HEUCIPABHUX, KCTOBPE-
MeHO ce bupajy nse. Heka je X O6poj mcupapuux, a Y 0poj kopunihennx darepuja mebhy
ojnabpanum. OipeuTu KoepUujeHT Kopealyje caydajHux BeJuania X u Y U UCIIHTATH
Ja Ju cy Mehycobno nezasuche.

Ha cayuajan naqun ce 6upa jenna on Bpeaoct u3 ckyna speanocru A = {—2,—1,1,2}.
Hexka coryuajua eamumna X mpejicraBiba ogabpaHy BPeJIHOCT W HEKA je CJaydajHa BesIn-
unna Y gara ca Y = X2 Oapeaurtu koapujanujy cov(X,Y) cayuajuux sequunna X u
Y, a 3aTuM HUCIUTATH Jia JIK CY OHE HE3aBUCHE.



72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

Cayuajua Beamauna X uma yaudopmuy U[—1, 1] pactiogeny. Axo je Y = | X|, uspauynaru
koebUIMjeHT Kopesaluje ciaydajunx pejandnHa X u Y.

Cayuajua Besmauna X uma yaudopmuy U[—1, 1] pactnogeny. Ako je Y = sgnX, uzpauy-
HaTU KoeHUIU]EHT Kopealuje caydajuux seanauna X u Y.

Cayuajun Bektop (X,Y') uma yuudgopMHy pacmofeny Ha YHYTPAIIHO] 00IacTH KBaIpaTa
ca remenuma (0,0),(1,0),(1,1),(0,1). M3pauynarn koedunujeHT KOpeaarmje CIyIajanx
peqmanaa T u Y, rae je T = min{s, 3},

YCJIOBHA PACIIOJIEJIA

Y npBOj KyTHju ce HaJla3e YeTUPH MTPpABUIHA MOJUEpa U TO jejiaH ca 4 cTpaue, jejlaH ca
6 cTpaHa u JiBa ca 8 cTpaHa, JIOK ce y JpYyroj KYTHjH HaJIa3u MIeCT HPABUIHUX IIOJIHEIapa
u TO TpH ca 4 cTpane, JABa ca 6 cTpaHa H jegan ca 8 crpana. CBaku MoJueiap je XoOMOreH
u crpate cy My nymepucane 6pojesuma {1, 2, 3, ..., k}, vie je k 6poj crpana mnoJumespa.
Pesynrar Oamama mosmesapa je 6poj KojuM je HymMepHcaHa CTpaHa Ha Kojy je nao. Msa
caydajHo Oupa jefaH mojneaap U3 JApyre KyTHje W CTaB/ba y NMPBY, HAKOH Yera M3BJadu
jeman mosumemap u3 mpBe KyTuje u OGana ra. Heka je S O6poj crpana m3BydeHOr IOJIHE-
npa. OxpeanTn pacnofiely ciaydajHe BeandnHe S, ako je VlBa HaKOH Oalama W3BYUYEHOT
nostueapa J100mmaa 6poj TpH.

JIBoaumensuona caydajua BesmunHa (X, Y) uma yHudOpPMHY paciojiesry Ha TPOYyLIy ca
remennma (0,0), (1,0) n (0,1). Onpenntn fx|y—,(x) - yca0BHY TyCTHHY pacroiese ciy-
JajHe BeqnmauHe X TPH YCIOBY Y = ).

I3 cermenta [0,1] cayuajno ce 6upa 6poj X, a 3aTum ce u3 cermenta |5, X| ciydajmo
oupa 6poj Y. Oppenurn pacmojeny ciydajHe BeJauduHe Y .

Cayuajua Bemanna X umva ekcrnonenimjaany (1) pacnomeny. Ako je Y caydajua Be-
JIMIUHA TaKBa Ja je

fyix=2(y) = xe™™,

3a cee x> 0 uy >0, mzpauynaru P{X > 2|Y > 1}.

Jpoaumensnona ciayvajua sesmanHa (X, Y) uma yHudopMHY pacrojiesry Ha TPOYLIy ca
remennma (0,0), (3,0) u (2,1). Oapeanrn fy|xep,g(y) - YCIOBHY IycTHHY pacmojese
caydajue peauaune Y npu yeiaosy X € [1,2].

BajesHudka rycTuHa cay4dajaor Bekropa (X,Y) je

fr,y) =

Ako je Z = ln(%) + ln(%), OJIPEJINTH YCJIOBHY PACHONENIy CAydajHe BeJnduHe 7 Tpu
ycaosy Z > 1.

KAPAKTEPUCTUYHA ®YHKINJA

OnpennTn KapakTepUCTUIHY DYHKIHU]Y CJIydajHe BeJHYnHE:

a) X Koja numa ( 1= p

1

acIIoJIesy;
1) s
6) X, koja uma 6unomuy B(n,p) pacmnojeny;
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B) X3 koja uma [TyaconoBy P () pacuogeny u gokasaru ja ako X3 uma [Iyaconoy P(\)
pactozeny, a X4 uma [TyacornoBy P(4) pacnozesny u He3aBHCHE CY, OHIA BbHXOB 301D
X3 + X, uma TTyaconoBy P(\ + i) pacnogedy;

r) X5 koja uma exkcronennujasiny £(A) pacmnomeny;
n) X xoja uma Epnanrosy ~y(n, 3) pacnomgeny:

h) X7 amja rycruna pacnogerne je f(z) = %e““", 2 € R, a3aTuM n3padyHATH OYCKHBAME
E X7 n nqucnepsujy DX7.

OJipeIuTH pacTofiesly cIyvajHe BeJInIrHe 3a Yhjy KapakTepucTuany dbyHKIujy ¢(t) Baxku
Ja je:

a) o(t) = Hg=h

6) @(t) = -

Axo ¢y Y u Z neszaBucue ciayuajue Bennunne takse gaje X = Y+Z, rne X uma U (0, n+1),
a 'Y nma U(0, 1) pacmopery, oApeuTH PACTIONENy CIyIajHe BeJuInHe Z.

KOHBEPTEHIIMJE HUSOBA CJIVHAJHUX BEJIMYNHA

1 - m2n?  m2n?

Ucnuratu ¢Be 4eTHpU BPCTE KOHBEpreHIHje HU3a CaydajHux BesunauHa (X,), OJIHOCHO
Hu3a caydajuux seamanna (Ys,).

0 n
Omnmrru wran #Hu3a X, WMa 3aKOH pacmojgerne X, ( 6 6 ayYy, =1-— )HL;L

Ulo, %] pacnogesny,
). Axo je Z, =

3a cBaku npupogan O6poj n caydajHa BeandnHa X, UMa YHH(MOPMH

= O
O [=3 [

a He3aBHCHA O] Be CJyvYajHa BeJINYNHA Y, UMa 3aKOH paclojese (
X, + Y, ucinrat cBe YeTHPH BPCTe KOHBEPreHIHje HU3a CIyYajHUX BeanduHa (7).

JlaT je HM3 HE3aBUCHUX CJYYAJHUX BEJIHYMHA YUjU OMINTH 4iaH X, uMa YHHDOPMHY
U0, n] pacnogeny. Axo je Y, = min{l, X,,}, ucnuratu cBe 4eTupn BpcTe KOHBEPreHIHje
HU3a caydajaux BesnanHa (V).

Ommrrn wnan X, HA3a HE3aBUCHUX CJYUYajHUX BEJTMYHHA UMa IYCTHHY pacnogene f,(z) =
ne " x >0.Akoje Y, = Xin, HCIUTATH CBe YeTHUPHU BPCTe KOHBEPTreHIIMje HU3a CyIajHIX
BeJINYNHA Y.

Ouiiry 4wiaH HU3a HE3aBUCHUX CJryYajHux Besimauna (X, ) uma rycruny pacuogese fp,(z) =
—1, 2 > 1. Ucnurarn ¢cBe weTupn BPCTE KOHBEPIEHIHjE TOT HA3A.

o
3
po =g~

JlaT je HU3 HE3ABUCHUX CJIYYAJHUX BEJTUYMHA YHjU OMINTH 4iaH X, uMa ( ' > pac-

n
HoJIeJIy U Heka je S, = E Xy Jokazatu Ja HU3 cayvajHux Beaunduna (S, ) KOHBEprupa

k=1
Y PACIOeN K& CIAYIAjHO] BEJHINHA Sy, e Soo uMa yuubopMuy U[—1, 1] pacnomesy.

3a ommty wiaH X, HA3a HE3aBHCHUX CJIYYajHUX BeJndnHa Baxu 1a je X, = nY — [nY],
rie je Y cayvajua BesmanHa quja je rycruaa pacnogese f(y) = 2y,y € [0, 1]. Ucnurarn
KOHBEPIeHIINjy V PACIoesd HU3a CIydajHux Beamdauna (X, ).



91. Oumrry 4jaH HU3a HE3ABUCHUX Ciyuajuux Besumduna (X,) uma yuudopmuy U(0,n) pac-
nozeny. Ako je Y, = ™", ucnuTaTu cBe 4eTHpH BPCTe KOHBEPreHIMje HU3A CIyUajHHX
peananna (Y,).

3AKOH BEJIMKNX BPOJEBA

92. Mcnuratn na i 3aKOH BeJIUKUX OpOjeBa BayKd 3a HU3 HE3aBUCHUX CJIYIAJHUX BEJTUIUHA
YHJU ONMIITH 4IaH X, UMa:

_\/lm \/m>’

a) 3aKOH pacIo/ese ( 1
2 2

6) rycruny pacuojene fx, (z) =ne " x > 0;

—2n 2"
B) 3aKOH pacHojese ( 1 | )
2 2

93. 3a KapakTepUCTUUHY (PYHKIH]Y OIIITer YiaHa X, HU3a HE3aBUCHUX CJIYUYAJHUX BEJUIMHA
n
. _ : 1 1 1
BaXKm Jia je on(t) = cos(2t). Axo je Y, = - Zl(ZXZ- + 5), HCIMTATH CBE YETHUDPH BpCTe
1=
KOHBepreHiuje Hu3a caydajunx seananna (Y,).

94. JlaT je HU3 HE3aBUCHUX CJIYUAJHUX BeJIWYNHA YHWjU OMINTH YiIaH X, UMa PacHojesry

(—n 0 n)
1 2 1 .
30 1—37 am

Nspauynaru, ako nocroju, lim P{|S,| < §}.
n—oo
HEHTPAJIHA TPAHNYHA TEOPEMA

95. Pauynap y mporecy cabupama OpojeBa BpIIM 3a0KPYKHUBambe Ha HajOJMKu 11e0 Opoj.
[IpermocTaB/ba ce 1a Cy Tpelike HACTajIe 3a0KPYKHBAaheM HE3aBHCHE U YHH(MDOPMHO Pac-
nogesbere Ha cermenty [—0.5,0.5].

a) Ako ce cabupa 1500 GpojeBa, m3paduyHarTu BepoBaTHONY Ja AICOIYTHA BPEIHOCT
VKYTIHe rperike Oyae Beha o 15.

6) Kosamko ce Hajsuie 6pojeBa Mozke cabparu, ma ga ca BepoarHohom 0.9 BpegHOCT
VKyTTHe rperike Oyae Mama o 107

96. a) Cuayuajua seamunaa X wmva yaudopmuy U(0,1) pacmogeny. Ako je Y = —In(X),
OJIPEJINTHU pPacHoJiesTy caydajHe BeandwmHe Y .

6) Ommru wian X, HA3a HE3aBUCHUX CAydajHux Besumunua uva yaudopmuy U(0, 1)
n
pacuojgeny. Ako je Z, = \/iﬁln (e” kl:[1 X%) , HICIIUTaTH KOHBEPIEHIU]Y Y PACIIOLEIN
HU33 CIy9ajHux Beanduna (Z,).

97. Omnrrry 4iaH HU3a HE3ABUCHUX CJIyYajHUX BeuduHa (X,,) uMma rycruny pacnogene f(z) =

3_.—2x
—16“”66 ,x > 0.

a) Axoje Y, = vn(X, —2), tae je X, = % > X}, HCIIUTATH KOHBEPIEHIIU]Y ¥ PACIIO-
k=1

JleJin HA3a, coydajHux BesnanHa (V).
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6) Uspauynaru, ako nocroju,
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