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Kama�eǌe

i efektivna kamatna stopa

i (m) godixǌa nominalna kamatna stopa, m broj perioda
tokom godine

1 + i =
(
1 + i (m)

m

)m
neprekidno kama�eǌe

1 + i = lim
m→∞

(
1 + i (m)

m

)m
= eδ

δ = lim
m→∞

i (m)
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Diskontni faktori

υ = 1
1+i diskontni faktor za jednu godinu

υ = 1
1+ i(m)

m

diskontni faktor za jedan period kada se

kama�eǌe vrxi m−puta godixǌe

υ = e−δ diskontni faktor neprekidnog kama�eǌa

budu�a vrednost sadaxǌa vrednost

FV =
n∑

k=0
xk(1 + i)n−k PV =

n∑
k=0

xk
(1+i)k

=
n∑

k=0
xkυ

k

FV =
n∑

k=0
xk

(
1 + i (m)

m

)n−k
PV =

n∑
k=0

xk(
1+ i(m)

m

)k =
n∑

k=0
xk
(
υ(m)

)k
FV =

n∑
k=0

xtk e
r(tn−tk ) PV =

n∑
k=0

xtk e
−rtk =

n∑
k=0

xtkυ
tk
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Do�ivotna renta

ä = 1 + υ + υ2 + · · · = 1
1−υ = 1

d
sadaxǌa vrednost do�ivotne rente plative

unapred

a = υ + υ2 + · · · = υ
1−υ = 1

i
sadaxǌa vrednost do�ivotne rente plative

naknadno

ä
(m)

= 1
m

+ 1
m
υ

1
m + 1

m
υ

2
m + · · · = 1

m(1−υ
1
m )

= 1
d(m) sadaxǌa vrednost do�ivotne

rente kod koje se vrednost 1
m

pla�a m puta godixǌe svake
godine, a prva uplata je u trenutku 0

a
(m)

= 1
m
υ

1
m + 1

m
υ

2
m + · · · = υ

1
m

m(1−υ
1
m )

= 1
i(m) sadaxǌa vrednost do�ivotne

rente kod koje se vrednost 1
m

pla�a m puta godixǌe svake
godine, a prva uplata je u trenutku 1

m

(I (q)ä)
(m)

= 1
q
ä

(m)
(1 + υ

1
q + υ

2
q + · · · ) = 1

d(m)q(m) sadaxǌa vrednost do�ivotne

rente sa m rastu�ih uplata tokom godine plative unapred

(I (q)a)
(m)

= υ
1
m (I (q)ä)

(m)
= 1

i(m)d(q) sadaxǌa vrednost do�ivotne rente sa m

rastu�ih uplata tokom godine plative naknadno
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Rente (anuiteti)

ä = 1 + υ + υ2 + · · ·+ υK−1 = 1−υK

d
sadaxǌa vrednost rente sa K godixǌih

isplata i poqetkom u sadaxǌem trenutku

a = 1−υK

i
sadaxǌa vrednost rente sa K godixǌih isplata i poqetkom
nakon godinu dana

ä
(m)

= 1−υK

d(m) sadaxǌa vrednost rente kod koje se vrednost 1
m

pla�a m

puta godixǌe svake godine, a prva uplata je u trenutku 0

a
(m)

= 1−υK

i(m) sadaxǌa vrednost rente kod koje se vrednost 1
m

pla�a m

puta godixǌe svake godine, a prva uplata je u trenutku 0

(I (q)ä)
(m)

= ä
(q)−KυK

d(m) sadaxǌa vrednost rente sa m rastu�ih uplata tokom
godine i poqetkom u sadaxǌem trenutku

(I (q)a)
(m)

= ä
(q)−KυK

i(m) sadaxǌa vrednost rente sa m rastu�ih uplata tokom
godine i poqetkom nakon godinu dana

(D(q)ä)
(m)

= K−a

d(m) sadaxǌa vrednost rente sa m opadaju�ih uplata tokom
godine i poqetkom u sadaxǌem trenutku
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Akumulirana vrednost rente

s̈ = (1+i)K−1
d

s = (1+i)K−1
i

s̈
(m)

= (1+i)K−1
d (m)

s̈
(m)

= (1+i)K−1
i (m)

Marija Cupari� �ivotno osiguraǌe



Finansijska matematika
Model preostale du�ine �ivota

Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Sadr�aj

1 Finansijska matematika

2 Model preostale du�ine �ivota

3 Vrste �ivotnog osiguraǌa

4 Osiguraǌe liqne rente

5 Neto premije

6 Neto rezerve premija

Marija Cupari� �ivotno osiguraǌe



Finansijska matematika
Model preostale du�ine �ivota

Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Model preostale du�ine �ivota

Marija Cupari� �ivotno osiguraǌe



Finansijska matematika
Model preostale du�ine �ivota

Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Model preostale du�ine �ivota

tqx = P{T ≤ t} = G (t), t ≥ 0

verovatno�a da �e osoba koja ima x godina umreti za
najvixe t godina, gde je t fiksirano

tpx = P{T > t} = 1− G (t), t ≥ 0

verovatno�a da �e osoba �iveti bar jox t godina
(verovatno�a do�ivǉeǌa)

s|tqx = P{s < T < s + t} = s+tqx − sqx

verovatno�a da �e osoba koja ima x godina pre�iveti s
godina i umreti pre nego xto pro�e jox t godina
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Model preostale du�ine �ivota

(1) tpx+s = P{T > s + t|T > s} =
1− G (s + t)

1− G (s)
,

(2) tqx+s = P{T ≤ s + t|T > s} =
G (s + t)− G (s)

1− G (s)
,

(3) s+tpx = 1− G (s + t) = [1− G (s)]
1− G (s + t)

1− G (s)
= spx tpx+s ,

(4)

s|tqx = G (s + t)−G (s) = [1−G (s)]
G (s + t)− G (s)

1− G (s)
= spx tqx+s .
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Model preostale du�ine �ivota

e̊x =
+∞∫
0

tf (t)dt =
+∞∫
0

(1− G (t))dt =
+∞∫
0

tpxdt

oqekivano preostalo vreme �ivota osobe koja ima x
godine u sadaxǌem trenutku

µx+t = f (t)

Ḡ(t)
= − d

dt ln(Ḡ (t)) = − d
dt ln(tpx)

intenziteta smrtnosti u trenutku x + t osobe koja ima x
godina u sadaxǌem trenutku

tpx = exp(−
∫ t
0 µx+sds)

e̊x =
+∞∫
0

ttpxµx+tdt
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Celobrojna preostale du�ine �ivota

P{K = k} = P{[T ] = k} = kpxqx+k , k = 0, 1, ...
broj zavrxenih budu�ih godina �ivota osobe koja u sadaxǌem
trenutku ima x godina

ex =
+∞∑
k=1

kP{K = k} =
+∞∑
k=1

kkpxqx+k =
+∞∑
k=1

P{K ≥ k} =
+∞∑
k=1

kpx

oqekivani broj zavrxenih budu�ih godina �ivota

S ∈ [0, 1), tako da va�i T = K + S

frakcija (preostali deo) godine tokom koje je osoba, koja u
poqetnom trenutku ima x godina, �iva u godini smrti

e̊x ≈ ex + 1
2
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Odre�ivaǌe verovatno�e smrtnosti:

analitiqki izrazi za fukciju raspodele:

De Moavreov zakon µx+t = 1
ω−x−t , 0 < t < ω − x , gde je ω

maksimalan broj godina za ǉudska bi�a
i T ∈ U(0, ω − x)

Gompercov zakon µx+t = Bcx+t , t > 0
Mejkhemov zakon µx+t = A + Bcx+t , t > 0
Vejbulov zakon µx+t = k(x + t)n, k > 0 i n > 0
Mejkhemov II zakon µx+t = A + H(x + t) + Bcx+t , t > 0

tablice smrtnosti

pokazuju verovatno�u da osoba odre�enih godina
umre pre ǌenog ili ǌegovog slede�eg ro�endana

↗ periodiqne
↘ kohort
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Tablice smrtnosti

lx

dx = lx − lx+1

Dx = υx lx

Nx = Dx + Dx+1 + ...

Cx = υx+1dx

Mx = Cx + Cx+1 + ...

Rx = Mx + Mx+1 + ...

x qx lx dx e̊

20 0.001268 97813 124 59.67
21 0.001321 97689 129 58.75
22 0.001374 97560 134 57.82
23 0.001437 97426 140 56.90
24 0.001501 97286 146 55.98
25 0.001565 97140 151 55.07
26 0.001639 96988 159 54.15
27 0.001714 96829 166 53.24
28 0.001800 96663 174 52.33
29 0.001886 96489 182 51.42

⇒ px =
lx+1

lx
, qx =

dx
lx
, kqx =

lx − lx+k

lx
, kpx =

lx+k

lx
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Osiguraǌe naplativo na kraju godine smrti

vrsta osiguraǌa sadaxǌa vrednost jednokratna neto
isplata premija i disperzija

do�ivotno za Z = υK+1 Ax =
+∞∑
k=0

υk+1
kpxqx+k

sluqaj smrti D(Z) = E(v2(K+1))− Ax

privremeno za Z = υK+1I{K < n} A1
x : =

n−1∑
k=0

υk+1
kpxqx+k

sluqaj smrti D(Z) = E(v2(K+1))− Ax

za sluqaj do�ivǉeǌa Z =

{
0, K < n
υn, K ≥ n

Ax :
1 = υnP{K ≥ n} = υnnpx

D(Z) = v2n
npx nqx

mexovito Z =

{
υK+1, K < n
υn, K ≥ n

Ax : = A1
x : + Ax :

1

odlo�eno Z = υK+1I{K ≥ m} m|Ax = mpxυmAx+m = Ax − A1
x :
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Osiguraǌe naplativo u trenutku smrti

Z = υT

Āx =
+∞∫
0
υt

tpxµx+tdt = |pretpostavka linearnostiuqx | = i
δ
Ax

Ā1
x : = |pretpostavka linearnostiuqx | = i

δ
A1

x :

Āx : = Ā1
x : + Ax :

1 = |pretpostavka linearnostiuqx | =
i
δ
A1

x : + Ax :
1 = Ax : +

(
i
δ
− 1
)
A1

x :

m|Āx = Āx − Ā1
x :

A
(m)
x = |pretpostavka linearnostiuqx | = i

i(m) Ax
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Opxti tipovi �ivotnog osiguraǌa

Sa isplatom na kraju godine smrti:

sadaxǌa vrednost isplata: Z = cK+1υ
K+1

jednokratna neto premija:

E(Z) =
+∞∑
k=0

ckυ
k+1

kpxqx+k = c1Ax + (c2 − c1)1|Ax + (c3 − c2)2|Ax + · · · .

ako je cn+1 = cn+2 = · · · = 0:
E(Z) = cnA

1
x : + (cn−1 − cn)A1

x : + (cn−2 − cn−1)A1
x : + · · · .

Sa isplatom u trenutku smrti:

sadaxǌa vrednost isplata: Z = c(T )υT

jednokratna neto premija: E(Z) =
+∞∫
0

c(t)υt
tpxµx+tdt

Marija Cupari� �ivotno osiguraǌe



Finansijska matematika
Model preostale du�ine �ivota

Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Promenǉivo �ivotno osiguraǌe
Standardno rastu�e do�ivotno osiguraǌe

sadaxǌa vrednost isplata: Z = (K + 1)υK+1

neto premija: (IA)x =
+∞∑
k=0

(k + 1)υk+1
kpxqx+k

Standardno rastu�e privremeno osiguraǌe

sadaxǌa vrednost isplata: Z = (K + 1)υK+1I{K < n}
neto premija: (IA)1x : = Ax +1| Ax + · · ·+n−1| Ax − nn|Ax

Standardno opadaju�e privremeno osiguraǌe

sadaxǌa vrednost isplata: Z = (n − K)υK+1I{K < n}

neto premija: (DA)1x : =
n−1∑
k=0

(n − k)υk+1
kpxqx+k

Standardno rastu�e do�ivotno osiguraǌe sa isplatom u trenutku smrti

sadaxǌa vrednost isplata: Z = (K + 1)υT

neto premija: (I Ā)x = i
r
(IA)x

Osiguraǌe sa neprekidnom rastu�om sumom

sadaxǌa vrednost isplata: Z = TυT

neto premija: (Ī Ā)x = i
r
(IA)x − i

r
Ax + i−r

r2 Ax
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Osiguraǌe stalne godixǌe liqne rente
Neposredna do�ivotna liqna renta plativa unapred:

Y = 1 + υ + υ2 + · · · + υK =
+∞∑
k=0

υk I{K ≥ k} = ä

jednokratna neto premija: äx =
+∞∑
k=0

ä kpxqx+k =
+∞∑
k=0

υk kpx

Neposredna liqna renta ograniqenog trajaǌa plativa unapred:

Y = ä I{K < n} + ä I{K ≥ n}

jednokratna neto premija: äx : =
n−1∑
k=0

ä kpxqx+k + ä npx =
∑n−1

k=0 υ
k
kpx

Neposredna do�ivotna liqna renta plativa naknadno:

Y = υ + υ2 + · · · + υK = a

jednokratna neto premija: ax = E(Y ) = äx − 1 = 1−Ax
d
− 1

Neposredna liqna renta ograniqenog trajaǌa plativa naknadno:

Y = a I{K < n} + a I{K ≥ n}

jednokratna neto premija: ax : =
n∑

k=1
υk

kpx

Odlo�ena do�ivotna liqna renta plativa unapred:

Y = (υm + υm+1 + · · · + υK )I{K ≥ m}

jednokratna neto premija: m| äx =
+∞∑
k=m

υk
kpx = mpxυ

m äx+m = äx − ä
x :
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Veza isme�u �ivotnog osiguraǌa i rente

Y =
1− Z

d

äx = 1−Ax
d

äx : = 1−Ax :
d

ä
(m)
x = 1

d(m) −
1

d(m) A
(m)
x = |pretpostavka linearnostiuqx |

= di
d(m) i(m) äx −

i−i(m)

d(m) i(m)

ä
(m)
x : = ä

(m)
x − npxυnä

(m)
x+n = |pretpostavka linearnostiuqx |

= di
d(m) i(m) äx : − i−i(m)

d(m) i(m) (1− npxυn)

a
(m)
x : = ä

(m)
x : − 1

m
(1− npxυn)

α =
di

d(m) i(m)
, β =

i − i(m)

d(m) i(m)

Marija Cupari� �ivotno osiguraǌe



Finansijska matematika
Model preostale du�ine �ivota

Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Osiguraǌe promenǉive liqne rente

Y =
∞∑
k=0

υ
k rk I{K ≥ k} EY =

∞∑
k=0

υ
k rk kpx

Y =

∫ T

0
υ
t r(t)dt EY =

∫ ∞
0

υ
t r(t)tpxdt

Promenǉiva �ivotna renta sa godixǌom isplatom iznosa rk = k + 1:

Y =
+∞∑
k=0

υk (k + 1)I{K ≥ k}, (I ä)x =
+∞∑
k=0

υk (k + 1)kpx =
äx−(IA)x

d

Promenǉiva �ivotna renta sa isplatom m puta godixǌe iznosa z
k+

j
m

= k+1
m
, j = 0, 1, ...,m − 1:

Y =
+∞∑
k=0

m−1∑
j=0

υ
k+

j
m k+1

m
I{K ≥ k}, (I ä)

(m)
x =

+∞∑
k=0

kpxυ
k ä

(m)
x+k

Promenǉiva neprekidna �ivotna renta sa stopom isplate r(t) = [t + 1]:

Y =
T∫
0
υt [t + 1]dt, (I ā)x =

+∞∫
0

[t + 1]υt
tpxdt = α(∞)(I ä)x − β(∞)äx

Promenǉiva neprekidna �ivotna renta sa stopom isplate r(t) = t:

Y =
T∫
0
tυtdt, (Ī ā)x =

āx−(Ī Ā)x
r
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Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Isplate koje poqiǌu u razlomǉenim delovima
godine

Pretpostavimo da je upx linearno

äx+u = 1−u
1−uqx äx + u(1−qx )

1−uqx äx+1

Ax+u = 1−u
1−uqx Ax + u(1−qx )

1−uqx Ax+1
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Neto premije
Neto rezerve premija

Sadr�aj

1 Finansijska matematika

2 Model preostale du�ine �ivota

3 Vrste �ivotnog osiguraǌa

4 Osiguraǌe liqne rente

5 Neto premije

6 Neto rezerve premija
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Model preostale du�ine �ivota

Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Neto premija

Premija se naziva neto premijom ako ako je oqekivani
gubitak jednak nuli.

gubitak sadaxǌa sadaxǌa
osiguravaqa = vrednost − vrednost

(L) isplata (Z ) premija
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Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Osiguraǌe za sluqaj smrti - do�ivotno osiguraǌe

Nastupaǌe osiguranog sluqaja vezuje se za momenat
smrti osiguranog lica u ma koje vreme se dogodio.

Z = υK+1

jednokratna neto premija:

Ax =
+∞∑
k=0

υk+1
kpxqx+k

periodiqna premija sa
konstantnim iznosom: Px = Ax

äx

DL = (1 + Px
d

)2D(υK+1)

Z = υT

jednokratna neto premija:

Āx =
+∞∫
0
υt

tpxµx+tdt = i
r
Ax

periodiqna premija sa
konstantnim iznosom: P̄x = Āx

āx
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Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Osiguraǌe za sluqaj smrti - privremeno osiguraǌe

Nastupaǌe osiguranog sluqaja vezuje se za momenat
smrti osiguranog lica samo ako se smrt dogodi u
odre�enom periodu.

Z = υK+1I{K < n}
jednokratna neto premija:

A1
x : =

n−1∑
k=0

υk+1
kpxqx+k

periodiqna premija sa
konstantnim iznosom:
P1
x : =

A1
x :

äx :

Z = υT I{T < n}
jednokratna neto premija:

Ā1
x : =

n∫
0
υt

tpxµx+tdt = i
r
A1

x :

periodiqna premija sa
konstantnim iznosom:
P̄1
x : =

Ā1
x :

āx :
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Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Osiguraǌe za sluqaj do�ivǉeǌa

Osigurani sluqaj nastaje kada osiguranik do�ivi
odre�eni broj godina.

Z = υnI{K ≥ n}
jednokratna neto premija:
Ax :

1 = υnP{K ≥ n} = υn
npx

periodiqna premija sa
konstantnim iznosom:
Px :

1 =
Ax :

1

äx :

Z = υt I{T ≥ t}
jednokratna neto premija:
Āx :

1
= υtP{T ≥ t} = υt

tpx

periodiqna premija sa
konstantnim iznosom:
P̄x :

1
=

Ax :
1

āx :
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Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Mexovito osiguraǌe

Predstavǉa spoj privremenog osiguraǌa i osiguraǌa
za sluqaj do�ivǉeǌa.

Z = υK+1I{K < n}+υnI{K ≥ n}
jednokratna neto premija:
Ax : = A1

x : + Ax :
1 =

n−1∑
k=0

υk+1
kpxqx+k + υn

npx

periodiqna premija sa
konstantnim iznosom:
Px : = Ax :

äx :

Z = υK+1I{K < n}+υnI{K ≥ n}
jednokratna neto premija:
Āx : = Ā1

x : + Ax :
1 = i

r
A1

x : +
Ax :

1 = Ax : +
(
i
r
− 1
)
A1

x :

periodiqna premija sa
konstantnim iznosom:
P̄x : = Āx :

āx :
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Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Odlo�eno osiguraǌe

Isplata poqiǌe nakon m godina.

Z =

{
0, za K = 0, 1, ...,m − 1;
υK+1, za K = m,m + 1,m + 2, ...

= υK+1I{K ≥ m}

jednokratna neto premija: m|Ax = E(Z) = mpxυ
mAx+m = Ax − A1

x :

periodiqna premija sa konstantnim iznosom: Px :
1 äx+n
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Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Premija koja se pla�a m puta godixǌe

Neto premije se pla�aju m puta godixǌe i iznosi koji
se pla�aju su jednaki.

P
(m)
x =

Ax

ä
(m)
x

, (P1
x : )(m) =

A1
x :

ä
(m)
x :

, (Px :
1 )(m) =

Ax :
1

ä
(m)
x :

, P
(m)
x : =

Ax :

ä
(m)
x :

,

Px = α(m)P
(m)
x − β(m)P

(m)
x Px ,

P1
x : = α(m)(P1

x : )(m) − β(m)(P1
x : )(m)P1

x : ,

Px : = α(m)P
(m)
x : − β(m)P

(m)
x : P1

x : ,

Px :
1 = α(m)(Px :

1 )(m) − β(m)(Px :
1 )(m)P1

x : .
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Vrste �ivotnog osiguraǌa
Osiguraǌe liqne rente

Neto premije
Neto rezerve premija

Promenǉivo �ivotno osiguraǌe

Z = cK+1υ
K+1

jednokratna neto premija:
E(Z) = c1Ax + (c2 − c1)1|Ax + (c3 − c2)2|Ax + · · ·
godixǌa neto premija se dobija iz izraza:
+∞∑
k=0

ck+1υ
k+1

kpxqx+k =
+∞∑
k=0

Πkυ
k
kpx ,

gde su Π0,Π1, ...,Πk godixǌe neto premije

Z = c(T )υT

jednokratna neto premija: E(Z) =
+∞∫
0

c(t)υt
tpxµx+tdt

godixǌa neto premija se dobija iz izraza:
+∞∫
0

c(t)υt
tpxµx+tdt =

+∞∫
0

π(t)υt
tpxdt,

gde je π(t), t ∈ (0,T ) apsolutno neprekidna neto premija
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Sadr�aj
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Osiguraǌe liqne rente
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Neto rezerve premija

Neto rezerve premija

gubitak sadaxǌa sadaxǌa
osiguravaqa = vrednost − vrednost

u trenutku t < T , (tL) isplata premija

tV−neto rezerva premija u trenutku t

Opxte osigura�e: kV =
∑∞

j=0 ck+j+1υ
j+1

jpx+kqx+k+j −
∑∞

j=0Πk+jυ
j
jpx+k

Rekurzivna formula: kV + Πk = υ(ck+1qx+k + k+1Vpx+k)

U delovima godine: k+uV =k Vυ1−u + (ck+1 − k+1V )υ1−u
1−uqx+k+u

= |pretpostavka linearnostiuqx |
= 1−u

1−uqx+k
(kV + Πk)(1 + i)u + (1− 1−u

1−uqx+k
)k+1Vυ

1−u

Komponente premije: Πk = Πs
k + Πr

k = k+1Vυ − kV + (ck+1 − k+1V )υqx+k ,
premija za xtedǌu i rizik premija
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Neto rezerve premija do�ivotnog osiguraǌa

kVx = Ax+k − Px äx+k

= 1− (Px + d)äx+k

= 1− äx+k

äx

=
Ax+k − Ax

1− Ax

= (1− Px

Px+k
)Ax+k

= (Px+k − Px)äx+k
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Raspodela ukupnog gubitka tokom trajaǌa polise

Λk−gubitak osiguravaqa tokom (k + 1)−godine

Λk =


0, K ≤ k − 1
ck+1υ − (kV + Πk), K = k

k+1Vυ − (kV + Πk), k ≥ k + 1

EΛk = 0

L =
∑∞

k=0 Λkυ
k ukupan gubitak osiguravaqa

DL =
∑∞

k=0 υ
2kDΛk =

∑∞
k=0 υ

2k+2(ck+1 − k+1V )2
k+1pxqx+k
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