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1. Neka je (X1, X2, . . . , Xn) uzorak iz U [θ, 2θ] raspodele, gde je θ > 0 nepoznati parametar.

a) Zapisati funkciju verodostojnosti. (2 poena)

b) Dokazati da je ocena maksimalne verodostojnosti nepoznatog

parametra θ data sa θ̂n =
X(n)

2
. (4 poena)

v) Da li je θ̂n postojana ocena parametra θ? (4 poena)

Rexeǌe

Neka je realizovan uzorak (t1, t2, . . . , tn), t1, t2, . . . , tn ∈ R.

a) Gustina raspodele je data sa fX(t) =
1

θ
· I {t ∈ [θ, 2θ]}, t ∈ R.

Funkcija verodostojnosti je data sa:

L(θ) = fX(t1) · fX(t2) · · · · · fX(tn) =
1

θn
· I {t1, . . . , tn ∈ [θ, 2θ]}; odnosno,

L(θ) =
1

θn
· I {min{t1, . . . , tn} ≥ θ} · I {max{t1, . . . , tn} ≤ 2θ}.

b) Funkcija verodostojnosti uzima najve�u vrednost kad je θ najmaǌe.
Najmaǌa dozvoǉena vrednost za parametar θ se mo�e izvesti iz nejednakosti:

max{t1, . . . , tn} ≤ 2θ,

a to je upravo θ̂n =
max{t1, . . . , tn}

2
=
X(n)

2
.

v) Ocena θ̂n je postojana ocena parametra θ ukoliko va�i θ̂n
P→ θ, odnosno ako va�i:

(∀ε > 0) lim
n→+∞

P
{∣∣∣θ̂n − θ∣∣∣ ≥ ε} = 0 .

Qebixovǉeva nejdnakost ka�e da je P
{∣∣∣θ̂n − θ∣∣∣ ≥ ε} ≤ E(θ̂n − θ)

2

ε2
. Dakle, izraqunajmo E(θ̂n − θ)

2
.

F
θ̂n
(t) = P

{
θ̂n ≤ t

}
= P

{
X(n) ≤ 2t

}
= P {max{X1, . . . , Xn} ≤ 2t} = [FX(2t)]

n .

f
θ̂n
(t) = F

′

θ̂n
(t) = 2n · [FX(2t)]

n−1 · fX(2t) = 2n ·
(
2t− θ
θ

)n−1
· 1
θ
, za 2t ∈ [θ, 2θ], odnosno t ∈

[
θ

2
, θ

]
.

E(θ̂n − θ)
2
=

θ∫
θ
2

(t− θ)2 · 2n ·
(
2t− θ
θ

)n−1
· 1
θ
· dt =

 u = 2t−θ
θ

2t = θ(u+ 1)
2 dt = θ du

 = n

1∫
0

(
θ(u+ 1)

2
− θ
)2

un−1 · 1
θ
· θ du

E(θ̂n − θ)
2
=
nθ2

4

1∫
0

(u− 1)
2 · un−1 du =

nθ2

4

(
1

n+ 2
− 2

n+ 1
+

1

n

)
=
θ2

2
· 1

(n+ 1)(n+ 2)
.

Sada vidimo da je: P
{∣∣∣θ̂n − θ∣∣∣ ≥ ε} ≤ θ2

2ε2 · (n+ 1)(n+ 2)
−→ 0, kad n→ +∞.

Samim tim, zakǉuqujemo da je θ̂n, zaista, postojana ocena parametra θ.



2. Na osnovu uzorka obima n = 16 iz normalne raspodele dobijene su uzoraqka sredina i uzoraqka
disperzija x16 = 23.6 i s216 = 9.

a) Objasniti kako se u ovom sluqaju dobija interval povereǌa za nepoznato
matematiqko oqekivaǌe m sa datim nivoom povereǌa β. (4 poena)

b) Odrediti interval povereǌa ako je β = 0.90. (3 poena)

v) Odrediti interval povereǌa ako je β = 0.98. (3 poena)

Rexeǌe

a) Znamo da statistika
Xn −m
Sn

√
n− 1 ima tn−1 raspodelu (Studentovu sa n− 1 stepeni slobode).

U tablicama za Studentovu raspodelu mo�emo prona�i konstantu cβ tako da bude

P

{
−cβ ≤

Xn −m
Sn

√
n− 1 ≤ cβ

}
= β .

Tada je β-interval povereǌa za matematiqko oqekivaǌe:
[
Xn −

cβ · Sn√
n− 1

, Xn +
cβ · Sn√
n− 1

]
.

b) Neka sluqajna veliqina Y ima Studentovu t15 raspodelu.

U tablicama na�emo konstantu c0.90 takvu da je P {−c0.90 ≤ Y ≤ c0.90} = 0.90,
odnosno P{Y ≤ c0.90} = 0.95,
odnosno P{0 ≤ Y ≤ c0.90} = 0.45 i formiramo odgovaraju�i interval povereǌa.

v) U tablicama na�emo konstantu c0.98 takvu da je P {−c0.98 ≤ Y ≤ c0.98} = 0.98,
odnosno P{Y ≤ c0.98} = 0.99,
odnosno P{0 ≤ Y ≤ c0.98} = 0.49 i formiramo odgovaraju�i interval povereǌa.




