
Trinaesti qas

F Neka su X i Y sluqajne veliqine. Kovarijacija (kovarijansa) sluqajnih veliqina X i Y je
broj:

cov(X,Y ) = E[(X − EX)(Y − EY )] = E(XY )− EXEY.

• Ako je kovarijacija jednaka nuli, onda su sluqajne veliqine nekorelisane.

• Ako su sluqajne veliqine nezavisne, onda je kovarijacija jednaka nuli. Obrnuto tvr�eǌe ne va�i.

F Koeficijent korelacije sluqajnih veliqina X i Y je:

ρX,Y =
cov(X,Y )√
DXDY

.

Osobine koeficijenta korelacije:

• −1 ≤ ρX,Y ≤ 1

• |ρX,Y | = 1⇔ Y = aX + b

• ρX,Y = 0⇒ X,Y nekorelisane

• X,Y nezavisne ⇒ ρX,Y = 0

1. Sluqajna veliqina X ima uniformnu U [−1, 1] raspodelu. Ako je Y = sgnX, izraqunati koeficijent
korelacije sluqajnih veliqina X i Y .

Tra�i se da se odredi koeficijent korelacije sluqajnih veliqina X i Y . On se odre�uje prema
formuli:

ρX,Y =
cov(X,Y )√
DXDY

.

Dakle, treba odrediti: EX,EY,DX,DY,EXY .

Sluqajna veliqina X : U [−1, 1], zbog toga je gustina raspodele: fX(x) =

{
1
2 , x ∈ [−1, 1]
0, inaqe.

Prema formulama za oqekivaǌe i disperziju dobija se: EX = 0, DX = 1
3 .

S druge strane, poxto je Y = sgnX, to znaqi da je: Y = sgnX =

 −1, X < 0
0, X = 0
1, X > 0

Odre�ujemo raspodelu sluqajne veliqine Y :

• P{Y = −1} = P{X < 0} =
0∫
−1

1
2dx = 1

2

• P{Y = 0} = P{X = 0} = 0 1

• P{Y = 1} = P{X > 0} =
1∫
0

1
2dx = 1

2

Dakle, Y :

(
−1 1
1
2

1
2

)
. Iz raspodele za Y dobijamo da je: EY = − 1

2 + 1
2 = 0, DY = EX2 − (EX)2 =

EX2 = 1
2 + 1

2 = 1.

Jox treba odrediti EXY : EXY = E(XsgnX) =
1∫
−1
xsgnx 1

2dx = 2
1∫
0

xsgnx 1
2dx = 1

2 .
2

Dakle,

ρX,Y =
cov(X,Y )√
DXDY

=
1
2 − 0√

1
3 · 1

=

√
3

2
.

1verovatno�a da neprekidna sluqajna veliqina uzme vrednost u konkretnoj taqki je 0
2pri rexavaǌu integrala koristi se parnost podintegralne funkcije; drugi naqin za rexavaǌe je

razdvajaǌe na dva integrala



F Raspodele za minimum i maksimum:

Neka su X1, X2, ..., Xn nezavisne sluqajne veliqine sa istom apsolutno neprekidnom raspodelom,
qija je funkcija raspodele F (x) i gustinom f(x) = F ′(x). Neka su X(1) = min{X1, X2, ..., Xn} i X(n) =
max{X1, X2, ..., Xn}. Odrediti raspodele za X(1), X(2) i dvodimenzionu raspodelu za (X(1), X(2)).

• FX(1)
(x) = P{X(1) ≤ x}

= P{min{X1, X2, ..., Xn} ≤ x}
= 1− P{min{X1, X2, ..., Xn} > x}

3 = 1− P{X1 > x,X2 > x, ...,Xn > x}
4 = 1− P{X1 > x}P{X2 > x} · · ·P{Xn > x}
5 = 1− (P{X1 > x})n

= 1− (1− F (x))n

⇒ fX(1)
(x) = F ′X(1)

(x) = n(1− F (x))n−1f(x)

• FX(n)
(x) = P{X(n) ≤ x}

= P{max{X1, X2, ..., Xn} ≤ x}
6 = P{X1 ≤ x,X2 ≤ x, ...,Xn ≤ x}
7 = P{X1 ≤ x}P{X2 ≤ x} · · ·P{Xn ≤ x}
8 = (P{X1 ≤ x})n

= (F (x))n

⇒ fX(n)
(x) = F ′X(n)

(x) = n(F (x))n−1f(x)

• FX(1),X(n)
(x, y) = P{X(1) ≤ x,X(n) ≤ y}

9 = P{X(n) ≤ y} − P{X(1) > x,X(n) ≤ y}
= (F (n))n − P{X1 > x, ...,Xn > x,X1 ≤ y, ..., Xn ≤ y}
= (F (n))n − P{x < X1 ≤ y, ..., x < Xn ≤ y}

10 = (F (n))n − P{x < X1 ≤ y} · · ·P{x < Xn ≤ y}
11 = (F (n))n − (F (y)− F (x))n, za x ≤ y

⇒ fX1,X(n)
(x, y) =

∂2FX(1),X(n)
(x,y)

∂x∂y = ∂
∂y (n(F (y) − F (x))

n−1f(x)) = n(n − 1)(F (y) − F (x))n−2f(x)f(y),
za x ≤ y.

3ako je minimum ve�i od neke vrednosti, onda su sve vrednosti od kojih se raquna minimum ve�e od
te vrednosti

4sluqajne veliqine su nezavisne
5sve sluqajne veliqine imaju istu raspodelu
6ako je maksimim maǌi od neke vrednosti, onda su sve vrednosti od kojih se raquna maksimum maǌe

od te vrednosti
7sluqajne veliqine su nezavisne
8sve sluqajne veliqine imaju istu raspodelu
9formula potpune verovatno�e: P{X(n) ≤ y} = P{X(1) ≤ x,X(n) ≤ y}+ P{X(1) > x,X(n) ≤ y}

10sluqajne veliqine su nezavisne
11sve sluqajne veliqine imaju istu raspodelu
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2. Ako su X1, X2, ..., Xn nezavisne sluqajne veliqine sa istom uniformnom U [0, 1] raspodelom i ako je
X(1) = min{X1, X2, ..., Xn}, a X(n) = max{X1, X2, ..., Xn}, izraqunati koeficijent korelacije sluqajnih
veliqina X(1) i X(n).

Tra�i se da se odredi koeficijent korelacije sluqajnih veliqina X i Y . On se odre�uje prema
formuli:

ρX,Y =
cov(X,Y )√
DXDY

.

Dakle, treba odrediti: EX,EY,DX,DY,EXY .
Sluqajne veliqine X1, X2, ..., Xn : U [0, 1], zbog toga je funkcija raspodele svake od ǌih:

FX(x) =

 0, x < 0
x, x ∈ [0, 1]
1, x > 1

, a gustina: fX(x)

{
1, x ∈ [0, 1]
0, inaqe.

Prema prethodno izvedenim formulama (uz zamenu datih funkcija gustine i raspodele) sledi:

fX(1)
= n(1− x)n−1, 0 ≤ x ≤ 1

fX(n)
= nxn−1, 0 ≤ x ≤ 1

Izraquna�emo potrebne vrednosti:

• EX(1) =
1∫
0

xn(1− x)n−1dx =

∣∣∣∣ 1− x = t
−dx = dt

∣∣∣∣ = n
1∫
0

(1− t)tn−1dt = 1− n
n+1 = 1

n+1

• DX(1) = EX2
(1) − (EX(1))

2

=
1∫
0

x2n(1− x)n−1dx− ( 1
n+1 )

2 =

∣∣∣∣ 1− x = t
−dx = dt

∣∣∣∣
= n

1∫
0

(1− t)2tn−1dt− ( 1
n+1 )

2

= n
1∫
0

(1− 2t+ t2)tn−1dt− ( 1
n+1 )

2

= 1− 2n
n+1 + n

n+2 − ( 1
n+1 )

2

= 2
(n+1)(n+2) − ( 1

n+1 )
2

= n
(n+1)2(n+2)

• EX(n) =
1∫
0

xnxn−1dx = n
1∫
0

xndt = n
n+1

• DX(n) = EX2
(n) − (EX(n))

2 =
1∫
0

x2nxn−1dx− ( n
n+1 )

2 = n
n+2 − ( n

n+1 )
2 = n

(n+1)2(n+2)

• E(X(1), X(n)) =
∫
D

∫
xyf(x, y)dxdy

12 =
1∫
0

1∫
x

xyn(n− 1)(y − x)n−2dydx =

∣∣∣∣ y − x = t
dy = dt

∣∣∣∣
13 =

1∫
0

1−x∫
0

x(x+ t)n(n− 1)tn−2dtdx

= n(n− 1)
1∫
0

(x2 (1−x)n−1

n−1 + x (1−x)n
n )dx =

∣∣∣∣ 1− x = t
−dx = dt

∣∣∣∣
= n

1∫
0

(1− t)2tn−1dt+ (n− 1)
1∫
0

(1− t)tndt

= 2
(n+1)(n+2) + (n− 1) 1

n+1 + (n− 1) 1
n+2

= 1
n+2

Dakle,

ρX,Y =
cov(X,Y )√
DXDY

=
1

n+2 −
1

n+1
n

n+1√
n

(n+1)2(n+2)
n

(n+1)2(n+2)

=
1

n
.

12koristi se ranije izraqunata formula; oblast D je tamna oblast na grafikonu
13u unutraxǌem integralu x se posmatra kao konstanta
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3. Sluqajna veliqina X ima uniformnu U [0, 1] raspodelu. Ako je Yn =
n∑

k=1

k−1
n I{k−1n < X ≤ k

n}, n ∈ N,n > 1.

Izraqunati koeficijent korelacije sluqajnih veliqina X i Yn.

Tra�i se da se odredi koeficijent korelacije sluqajnih veliqina X i Y . On se odre�uje prema
formuli:

ρX,Y =
cov(X,Y )√
DXDY

.

Dakle, treba odrediti: EX,EY,DX,DY,EXY .

Sluqajna veliqina X : U [0, 1], zbog toga je gustina raspodele: fX(x) =

{
1, x ∈ [0, 1]
0, inaqe. , a funkcija

raspodele FX(x) =

 0, x < 0
x, x ∈ [0, 1]
1, x > 1

. Prema formulama za oqekivaǌe i disperziju dobija se: EX =

1
2 , DX = 1

12 .
S druge strane:

• EYn = E(
n∑

k=1

k−1
n I{k−1n < X ≤ k

n})

14 =
n∑

k=1

k−1
n E(I{k−1n < X ≤ k

n})

15 =
n∑

k=1

k−1
n P{k−1n < X ≤ k

n}

=
n∑

k=1

k−1
n (F ( kn )− F (

k−1
n ))

16 =
n∑

k=1

k−1
n ( kn −

k−1
n )

=
n∑

k=1

k−1
n2

= 1
n2

n−1∑
k=1

k

= 1
n2

(n−1)n
2

= n−1
2n

• EY 2
n = E(

n∑
k=1

k−1
n I{k−1n < X ≤ k

n})
2

17 = E(
n∑

k=1

(k−1n )2I{k−1n < X ≤ k
n})

=
n∑

k=1

(k−1n )2EI{k−1n < X ≤ k
n}

=
n∑

k=1

(k−1)2
n3

= 1
n3

n∑
k=1

(k − 1)2

= 1
n3

n−1∑
k=0

k2

= 1
n3

(n−1)n(2n−1)
6

= 2n2−3n+1
6n2

14osobine oqekivaǌa: oqekivaǌe sume je suma oqekivaǌa i oqekivaǌe od konstante je ta konstanta
15IA :

(
0 1

1− P (A) P (A)

)
, EIA = P (A)

16 k
n
∈ (0, 1) jer je k ≤ n zbog sumiraǌa po k

17zbog disjunktnosti intervala u indikatoru kada se pomno�e razliqiti indikatori dobija se 0, jer
nije mogu�e da x bude u dva razliqita intervala; kvadrat indikatora ima istu raspodelu kao indikator
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• DYn = EY 2
n − (EYn)

2 = 2n2−3n+1
6n2 − (n−12n )2 = n2−1

12n2

• EXYn = E(X
n∑

k=1

k−1
n I{k−1n < X ≤ k

n})

=
n∑

k=1

k−1
n E(XI{k−1n < X ≤ k

n})

=
n∑

k=1

k−1
n

1∫
0

xI{k−1n < X ≤ k
n}dx

=
n∑

k=1

k−1
n

k
n∫

k−1
n

xdx

=
n∑

k=1

k−1
n (( kn )

2 − (k−1n )2)

= 1
2n3

n∑
k=1

(2k2 − 3k + 1)

= 1
2n3 (2

(n−1)n(2n−1)
6 − 3 (n−1)n

2 + n)

= 4n2−3n−1
12n2

Dakle,

ρX,Yn
=
cov(X,Yn)√
DXDY

=
4n2−3n−1

12n2 − n−1
4n√

1
12

n2−1
12n2

=

√
n2 − 1√
n2

=

√
1− 1

n2
→ 1, pri n→∞
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