
VEROVATNO�A I STATISTIKA A - KOLOKVIJUM 1
6. DECEMBAR 2014.

1. Verovatno�e nezavisnih doga�aja A i B pri istom eksperimentu su P (A) =
2

7
i P (B) =

3

7
.

Sluqajna veliqina X predstavǉa broj izvedenih eksperimenata do prve realizacije doga�aja A.
Sluqajna veliqina Y predstavǉa broj izvedenih eksperimenata do prve realizacije doga�aja B.
Sluqajna veliqina Z predstavǉa broj realizacija doga�aja C = A∪B u prvih osam eksperimenata.
Izvo�eǌa razliqitih eksperimenata su nezavisni doga�aji.

a) Koju raspodelu verovatno�a imaju sluqajne veliqine X,Y , odnosno Z? (2 poena)

b) Ispitati nezavisnost sluqajnih veliqina X i Y . (3 poena)

v) Izraqunati oqekivaǌa E(X), E(Y ) i E(Z) i disperzije D(X), D(Y ) i D(Z). (2 poena)

g) Ako sluqajna veliqina W predstavǉa broj izvedenih eksperimenata do sedme realizacije
doga�aja F = AB, odrediti raspodelu verovatno�a i izraqunati matematiqko oqekivaǌe
sluqajne veliqine W . (3 poena)

Rexeǌe

a) X i Y imaju geometrijsku raspodelu, i to X ∈ G

(
2

7

)
, a Y ∈ G

(
3

7

)
.

Da bismo odredili raspodelu verovatno�a sluqajne veliqine Z, moramo da odredimo verovatno�u
doga�aja C = A ∪B. Na ovom mestu je va�no ista�i da su doga�aji A i B nezavisni.

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB) = P (A) + P (B)− P (A)P (B) =
2

7
+

3

7
− 2

7
· 3

7
=

29

49
.

Dakle, sluqajna veliqina Z ima binomnu raspodelu, i to Z ∈ B

(
8,

29

49

)
.

b) Sluqajne veliqine X i Y su nezavisne ako:

(∀m,n ∈ N) P{X = m,Y = n} = P{X = m} · P{Y = n}.

Moramo razdvojiti slede�e sluqajeve (k ∈ N):
i) Doga�aji A i B se po prvi put realizuju u istom eksperimentu (m = n).
ii) Doga�aj A se realizuje pre doga�aja B (n = m + k).
iii) Doga�aj A se realizuje posle doga�aja B (m = n + k).

i) U prvih n − 1 eksperimenata se nisu dogodili ni A, ni B (svaki put se desio doga�aj
C = AB), a u n−tom su se dogodila oba (dogodio se doga�aj F = AB). Stoga je:

P{X = n, Y = n} = [(1− P (A))(1− P (B))]
n−1 · P (A)P (B)

= (1− P (A))
n−1

P (A) · (1− P (B))
n−1

P (B)

= P{X = n} · P{Y = n}.

ii) U prvih n − 1 eksperimenata se nisu dogodili ni A, ni B (svaki put se desio doga�aj
C = AB). U n-tom eksperimentu se desio A, ali ne i B, dakle desio se doga�aj A \ B,
verovatno�e P (A \ B) = P (A) − P (AB) = P (A)(1 − P (B)). U narednih k − 1 eksperimenata
nakon n-tog se nije dogodio doga�aj B, dok se u n + k−tom doga�aj B dogodio.

P{X = n, Y = n + k} = [(1− P (A))(1− P (B))]
n−1 · P (A)(1− P (B)) · (1− P (B))

k−1 · P (B)

= (1− P (A))
n−1

P (A) · (1− P (B))
n+k−1

P (B)

= P{X = n} · P{Y = n + k}.

iii) Sluqaj simetriqan sluqaju ii).

Dakle, sluqajne veliqine X i Y jesu nezavisne.



v) E(X) =
7

2
; E(Y ) =

7

3
; E(Z) =

8 · 29

49
. D(X) =

1− 2
7(

2
7

)2 ; D(Y ) =
1− 3

7(
3
7

)2 ;D(Z) = 8 · 29

49
· 20

49
.

g) P (F ) = P (AB) = P (A)P (B) =
6

49
. Sluqajna veliqina W ima negativnu binomnu N B

(
7,

6

49

)
raspodelu. Stoga je matematiqko oqekivaǌe sluqajne veliqine W jednako: E(W ) =

7 · 49

6
.

2. Na poslovnom sastanku je bilo osam ǉudi. Svako od ǌih je pre sastanka ostavio kaput u garderobi.
Nepa�ǉivi garderober je zaboravio da im podeli brojeve kada su ostavili kapute i nakon sastanka
je svakome vratio sluqajno izabran kaput. Sluqajna veliqina X predstavǉa broj ǉudi kojima je
vra�en ǌihov (odgovaraju�i, pravi) kaput.

a) Izraqunati verovatno�u doga�aja {X = 0}. (5 poena)

b) Za svaki prirodan broj k ∈ {1, 2, . . . , 8}, izraqunati verovatno�u doga�aja {X = k}. (4 poena)

v) Zapisati raspodelu verovatno�a sluqajne veliqine X. (1 poen)

Rexeǌe

a) Neka je doga�aj da je i-ta osoba dobila svoj kaput oznaqen sa Ai, i ∈ {1, 2, . . . , 8}. Tada je

A =

8⋃
i=1

Ai doga�aj da je bar jedna osoba dobila svoj kaput, odnosno {X = 0} = A.

Primetimo da je, na primer, A4A6 doga�aj da su qetvrta i xesta osoba dobile svoj kaput.
Sada mo�emo izraqunati slede�e verovatno�e:

P (Ai) =
1

8
=

7!

8!
, i ∈ {1, 2, . . . , 8}.

P (AiAj) =
1

8
· 1

7
=

6!

8!
, i, j ∈ {1, 2, . . . , 8}, i 6= j.

...
P (A1A2 . . . A8) =

1

8
· 1

7
. . .

1

1
=

1

8!
.

P (A) = P

(
8⋃

i=1

Ai

)
=

8∑
i=1

P (Ai)−
∑

1≤i<j≤8

P (AiAj) + · · ·+ (−1)
8−1

P (A1A2 . . . A8)

= 8 · 1

8
−
(

8

2

)
· 1

8
· 1

7
+

(
8

3

)
· 1

8
· 1

7
· 1

6
− · · · − 1

8
· 1

7
. . .

1

1
=

= 1− 1

2!
+

1

3!
− . . .

1

8!
.

Dakle, zakǉuqujemo da je: P{X = 0} = P (A) = 1− P (A) =
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ 1

8!
.

b) Doga�aj {X = k}, k ∈ {1, 2, . . . , 8} predstavǉa sluqaj da je taqno k osoba dobilo svoj kaput.
Tada znamo da taqno 8− k osoba nije dobilo svoj kaput. Oznaqimo sa Bn

0 doga�aj da od n lica

nijedno nije dobilo svoj kaput. U delu a) smo videli da je P (B8
0) =

1

2!
− 1

3!
+ · · · + 1

8!
=
|B8

0 |
|Ω8|

.

Obzirom da kapute mo�emo ǉudima podeliti na 8! naqina, mo�emo da zakǉuqimo:

|B8
0 | = 8! ·

(
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ 1

8!

)
,

a zatim i |Bn
0 | = n! ·

(
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)

n

n!

)
.



Sada primetimo da je P{X = k} =

(
8
k

)
· |B8−k

0 |
8!

, gde prvo izaberemo k osoba koje su dobile svoj

kaput, a od ostalih 8− k osoba sigurno niko nije dobio svoj kaput, k ∈ {1, 2, . . . , 6}.

Daǉe sledi da je: P{X = k} =

�8!
k!���(8−k)! ·����(8− k)! ·

(
1
2! −

1
3! + · · ·+ (−1)8−k

(8−k)!

)
�8!

=
1

k!
·

(
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)

8−k

(8− k)!

)
,

za k ∈ {1, 2, . . . , 6}. Primetimo da je P{X = 7} = 0 (ne mogu svi osim jednog dobiti pravi kaput),

dok je P{X = 8} =
1

8!
.

v) Oznaqimo sa pk = P{X = k}, k ∈ {0, 1, . . . , 8} (izraqunato u delovima a) i b)). Tada je zakon
raspodele sluqajne veliqine X dat sa :

X :

(
0 1 2 . . . 7 8
p0 p1 p2 . . . 0 p8

)
.




