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1. Sluqajna veliqina X ima eksponencijalnu ε(λ) raspodelu, gde je λ > 0. Neka je Y = 1− e−λX .

a) Odrediti funkciju raspodele sluqajne veliqine Y . (3 poena)

b) Koju raspodelu ima sluqajna veliqina Y ? (1 poen)

v) Izraqunati oqekivaǌa E(X) i E(Y ), kao i disperzije D(X) i D(Y ). (3 poena)

g) Izraqunati koeficijent korelacije ρ(X,Y ) = ρX,Y . (3 poena)

Rexeǌe

a) Prvo primetimo da je: FX(t)
t≥0
== 1− e−λt, dok je FX(t)

t<0
== 0.

FY (t) = P{Y ≤ t} = P{1− e−λX ≤ t} = P{e−λX ≥ 1− t} t<1
== P{−λX ≥ ln (1− t)} =

= P

{
X ≤ − 1

λ
ln (1− t)

}
t≥0
== FX

(
− 1

λ
ln (1− t)

)
= 1− (1− t) = t.

Zakǉuqak je da je FY (t) =

 0, t < 0
t, t ∈ [0, 1)
1, t ≥ 1

.

b) Sluqajna veliqina Y ima uniformnu U [0, 1) raspodelu.

v) E(X) =
1

λ
, E(Y ) =

1

2
. D(X) =

1

λ2
, D(Y ) =

1

12
.

g) ρX,Y =
E(XY )− E(X)E(Y )√

D(X)
√
D(Y )

. Dakle, jox je potrebno da izraqunamo E(XY ).

E(XY ) = E
(
X(1− e−λX)

)
=

+∞∫
0

t(1− e−λt) · λe−λt dt = · · · = 3

4λ
.

Sada je, dakle: ρX,Y =
3
4λ −

1
λ ·

1
2√

1
λ2

√
1
12

=

√
3

2
.

Dakle, koeficijent korelacije izme�u sluqajnih veliqina X i Y je

√
3

2
.



2. Neka je skup D = {(x, y) ∈ R2 | x, y ∈ [0, 1]}. Funkcija f : R2 → R data je sa:

f(t, s) =

{
Cmin{t, s} , (t, s) ∈ D

0 , (t, s) /∈ D .

a) Odrediti realnu konstantu C, tako da funkcija f bude gustina raspodele dvodimenzione
sluqajne veliqine (sluqajnog vektora) (X,Y ). (3 poena)

b) Odrediti gustinu raspodele sluqajne veliqine X. (4 poena)

v) Izraqunati verovatno�u doga�aja
{
Y < 1

2

}
, pri uslovu

{
X < 1

2

}
. (3 poena)

Napomena: Sluqajna veliqina X predstavǉa apscisu sluqajno izabrane taqke, dok sluqajna
veliqina Y predstavǉa ǌenu ordinatu.

Rexeǌe

a) Da bi f bila gustina raspodele, mora biti: f(t, s) ≥ 0, t, s ∈ [0, 1] i
∫∫

[0,1]×[0,1]

f(t, s) dt ds = 1.

Neka je D = [0, 1]× [0, 1]. Oznaqimo sa D1 = {(t, s) ∈ D | t ≤ s}, a sa D2 = {(t, s) ∈ D | t > s}.

∫∫
D

f(t, s) dt ds =

∫∫
D

Cmin{t, s} dt ds = C

∫∫
D1

t dt ds+

∫∫
D2

s dt ds

 = C

 1∫
0

t dt

1∫
t

ds+

1∫
0

dt

t∫
0

s ds

 =

= C

 1∫
0

t(1− t) dt+
1∫

0

t2

2
dt

 = C

(
1

2
− 1

3
+

1

6

)
=
C

3
= 1 =⇒ C = 3.

b) Prvo �emo odrediti funkciju raspodele sluqajne veliqine X: FX(u) = P{X ≤ u}. Daǉe,

znamo da je: P{X ≤ u} =
∫∫
Tu

3min (t, s) dt ds, gde je Tu = {(t, s) ∈ D | t ≤ u} i u ∈ [0, 1].

FX(u) = 3

u∫
0

dt

t∫
0

s ds+3

u∫
0

t dt

1∫
t

ds = 3

u∫
0

t2

2
dt+3

u∫
0

t(1− t) dt = u3

2
+

3u2

2
−u3 =

3u2 − u3

2
, u ∈ [0, 1].

Sada mo�emo zakǉuqiti da je: fX(u) =
∂FX(u)

∂u
=

6u− 3u2

2
=

3u

2
(2− u), za u ∈ [0, 1].

v) P
{
Y <

1

2

∣∣∣∣ X <
1

2

}
=
P
{
X < 1

2 , Y < 1
2

}
P
{
X < 1

2

} =

∫∫
W

3min (t, s) dt ds

FX( 12 )
, gde je W =

[
0,

1

2

]
×
[
0,

1

2

]
.

∫∫
W

3min (t, s) dt ds = 3

1
2∫

0

dt

t∫
0

s ds+ 3

1
2∫

0

t dt

1
2∫
t

ds =
1

16
+

1

16
=

1

8
.

FX

(
1

2

)
=

3
4 −

1
8

2
=

5

16
.

Sada sledi da je tra�ena verovatno�a: P
{
Y <

1

2

∣∣∣∣ X <
1

2

}
=

1

8
5

16

=
2

5
.




