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Odabrana poglavǉa matematiqke statistike

1. Pokazati da je h(F ) = DF (X) funkcional oqekivaǌa.

2. Neka su (X, Y ) nezavisne i jednako raspodeǉene sluqajne veliqine iz dvodimenzione
raspodele F . Pokazati da je h(F ) = cov(X, Y ) funkcional oqekivaǌa.

3. Ako su θ1 i θ2 funkcionali oqekivaǌa, onda je i θ1 + θ2 funkcional oqekivaǌa. Doka-
zati.

4. Ako su θ1 i θ2 funkcionali oqekivaǌa, onda je i θ1·θ2 funkcional oqekivaǌa. Dokazati.

5. Odrediti ocenu (preko U statistike) od σ2.

6. Dokazati da va�i: DU = 1

(n
2)

2∑
i=1

(
2
i

)(
n−2
2−i

)
σ2
i , gde su σ2

1 = cov(Φ(X1, X2),Φ(X1, X3)) i σ2
2 =

cov(Φ(X1, X2),Φ(X1, X2)).

7. Neka je a = 2 i neka su Φ i θ dati na slede�i naqin:

Φ(x1, x2) =

{
1, x1 + x2 > 0;
0, inaqe.

, θ = P{X1 +X2 > 0}.

Navesti dva primera u kojima je mogu�e (bez poznavaǌa raspodele) odrediti σ2
1 =

cov(Φ(X1, X2),Φ(X1, X3)) i odrediti ǌegovu vrednost.

8. Izraqunati θ = P{X1 +X2 > 0} ako su X1 i X2 iz normalne mexavine F = (1− ε)N(0, 1)+
εN(m,σ2).

9. Neka su X1, ..., Xn nezavisne i jednako raspodeǉene sluqajne veliqine. Neka je W broj
parova i < j za koje je Xi+Xj > 0, a Vs broj parova i ≤ j za koje je Xi+Xj > 0. Pokazati
da W−EW√

DW
i Vs−EVs√

DVs
imaju istu graniqnu raspodelu.

10. Neka je Φ(x1, x2, x3) = I{x1 + x2 + x3 < 0}. Odrediti Φi i σ2
i , i = 1, 2, 3, date sa

Φi(x1, ..., xi) = E(Φ(x1, ..., xi, Xi+1, ..., Xa))

σ2
i = cov(Φ(X1, ..., Xi, Xi+1, ..., Xa),Φ(X1, ..., Xi, X

′
i+1, ..., X

′
a)),

za U statistiku sa jezgrom Φ na osnovu nezavisnih sluqajnih veliqina X1, X2, ... sa
funkcijom raspodele F .

11. Neka je X1, ..., Xn niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa konaqnim momentima EX2
1 i

EX−2
1 . Neka je µ = EX1 i µ̄ = EX−1

1 . Odrediti U statistiku koja je nepristrasna
ocena od µµ̄, odrediti ǌenu disperziju i asimptotsku raspodelu od

√
n(U − µµ̄).

12. Neka su X1, X2, X3 nezavisne i jednako raspodeǉene sluqajne veliqine sa normalnom
N(0, 1) raspodelom i neka je Φ(x1, x2) = eλx1x2 sa 1

2
≤ λ < 1√

2
. Dokazati da je tada, za

a = 2, σ2
1 <∞ i σ2

2 =∞.

13. Neka je U = 1

(n
a)

∑
1≤i1<i2<···<ia≤n

Φ(Xi1 , ..., Xia). Dokazati da je σ2
1 ≤ σ2

2 ≤ · · · ≤ σ2
a.
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14. Za s = 2, a = b = 1 i odgovaraju�u U−statistiku, pokazati da va�i

DU =
1

mn

1∑
i=0

1∑
j=0

(
m− 1

1− i

)(
n− 1

1− j

)
σ2
ij,

gde su σ2
10 = cov(Φ(X1;Y1),Φ(X1;Y ′1)), σ2

01 = cov(Φ(X1;Y1),Φ(X ′1;Y1)) i σ2
00 = cov(Φ(X1;Y1),Φ(X ′1;Y ′1)).

15. Neka je a = b = 1 i neka je Φ dato sa:

Φ(x, y) =

{
1, x < y;
0, inaqe.

Navesti dva primera u kojima je mogu�e (bez poznavaǌa raspodele) odrediti σ2
10 =

cov(Φ(X1;Y1),Φ(X1;Y ′1)), odnosno σ2
01 = cov(Φ(X1;Y1),Φ(X ′1;Y1)), i odrediti ǌihovu vred-

nost.

16. Neka je a = b = 1 i neka su Φ i θ dati na slede�i naqin:

Φ(x, y) =

{
1, x < y;
0, inaqe.

, θ = P{X < Y }.

Odrediti θ ako su F i G raspodele od X, odnosno Y , takve da va�i G(y) = F (y −∆) i
F je

a) uniformna raspodela U(0, 1)

b) dupla eksponencijalna raspodela DE(0, 1)

17. Neka su X i Y sluqajne veliqine sa raspodelama F i G, redom. Ako je G(y) = F (y−∆),
pokazati da je σ2

10 = σ2
01 kada je F simetriqna raspodela ako je Φ dato kao u prethodnom

zadatku.

18. Pokazati da σ2
10 = cov(Φ(X1;Y1),Φ(X1;Y ′1)) i σ2

01 = cov(Φ(X1;Y1),Φ(X ′1;Y1)) mogu uzeti vred-
nost razliqitu od 1

12
kada su raspodele F i G od X, odnosno Y , razliqite ali obe

simetriqne oko 0.

19. Neka su X i Y sluqajne veliqine sa raspodelama F i G, redom. Pokazati da je:

a) P{X < Y } = E(1−G(X)),

b) P{X1 < Y1, X1 < Y2} = E(1−G(X))2,

v) ako je F neprekidna, onda P{X1 < Y1, X2 < Y2} = E(F 2(Y )).

20. Ako su X1 i X2 nezavisne i P{Xi ≥ uα} = α, i = 1, 2. Dokazati da je

P{max{X1, X2} ≥ uα} = 1− (1− α)2.

21. Data je funkcija Φ(x1, x2) = |x1 − x2|. �inijeva sredǌa razlika Gn je U-statistika,
dobijena na osnovu uzorka obima n, qije je jezgro Φ(x1, x2).

a) Na�i asimptocku raspodelu �inijeve sredǌe razlike u sluqaju da je uzorak
X1, ..., Xn iz uniformne U [0, θ] raspodele.

b) Na�i i graniqnu raspodelu vektora (Gn, X̄n), gde je X̄n uzoraqka sredina.
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22. Odrediti ocenu funkcionala h(F ) = E(X − EX)k i ispitati nepristrasnost tako do-
bijene ocene kada je k = 2.

23. Odrediti funkcional h definisan za sve jednodimenzione raspodele sa konaqnim pr-

vim momentom za koje je h(F̂n) = 1
n

n∑
i=1

|Xi − X̄|.

24. Odrediti ocenu funkcionala korelacije izme�u X i Y sa zajedniqkom dvodimenzionom
raspodelom F (x, y).

25. a) Odrediti Q(y) = F−1(y), gde je F funkcija raspodele diskretne sluqajne veliqine
koja uzima vrednosti a < b < c sa verovatno�ama p, q, r = 1− p− q, redom.

b) Dokazati da ni F (Q(y)) = y ni Q(F (x)) = x ne va�i za sve x i y.

26. U uzorku veliqine n iz raspodele iz prethodnog zadatka, neka su X i Y brojevi op-
servacija jednakih a i b, redom. Odrediti Q̂n = F̂n

−1
.

27. Neka je V = 1
n2

∑n
i=1

∑n
j=1 Φ(Xi, Xj) V -statistika. Ako je σ2

2 < ∞ i E(Φ2(Xi, Xi)) < ∞,
dokazati da je D(

√
n(V − θ))→ 4σ2

1.

28. Neka je Φ(x1, x2) = x1x2 i E(X2) <∞, E(X4) =∞. Pokazati da je asimptotska disperzija
od
√
n(V − θ) konaqna, dok je D(

√
n(V − θ)) =∞ za sve n.

29. Ispitati da li su slede�e funkcije neprekidne u F

a) h(F ) = F (a)

b) h(F ) rastojaǌe izme�u F i fiksirane raspodele F0 dato sa h(F ) =
∫

(F − F0)2dF0

v) h(F ) je oqekivaǌe od F definisano za sve F za koje oqekivaǌe postoji

30. Neka je F−1 neprekidna u okolini p i neka je h(F ) p−ti kvantil od F . Pokazati da je
h neprekidna za svako takvo F .

31. Za podatke nerv.txt odrediti empirijsku funkciju raspodele i 95% traku povereǌa.

32. Neka je σ(F ) standardna devijacija sluqajne promenǉive X sa funkcijom raspodele F .
Odrediti uticajnu krivu i graniqnu raspodelu od

√
n(σ(F̂n)−σ(F )), gde je σ(F̂n) ocena

standardne devijacije.

33. Za dati funkcional h i funkciju raspodele F0, neka je h∗(F ) = h(F )− h(F0). Dokazati
da je Φ(x;F ) = Φ∗(x;F ) za sve x.

34. a) Neka je F funkcija raspodele neprekidne sluqajne veliqine sa gustinom f = F ′.
Na�i uticajnu krivu parametra hp(F ) datog sa F (hp(F )) = p za neko p ∈ (0, 1) (hp(F )
je p−ti kvantil od F ).

b) Neka je F̂n(x) empirijska funkcija raspodele i za 0 < t < 1 definixemo F̂n
−1

(t) =

inf{x|F̂n(x) ≥ t}. Definixemo interkvartilni rang sa τ̂n = F̂−1
n (0.75) − F̂−1

n (0.25).
Na�i graniqnu raspodelu od

√
n(τ̂n − τ(F )), gde je τ(F ) = h 3

4
(F )− h 1

4
(F ).

35. Neka je X1, X2, ... prost sluqajan uzorak sa nenegativnim vrednostima, funkcijom ras-
podele F i parametrom

h(F ) =

(∞∫
0

xdF (x)

)2

∞∫
0

x2dF (x)

.
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a) Odrediti uticajnu krivu parametra h(F ).

b) Koriste�i X1, ..., Xn odrediti ocenu metodom zamene za h(F ) i graniqnu raspodelu
za
√
n(h(F̂n)− h(F )).

36. Odrediti funkciju uticaja k−tog centralnog momenta µk i graniqnu raspodelu od√
n(Mk − µk), gde je Mk ocena od µk.

37. Ako je h(F ) = h1(F )
h2(F )

, odrediti uticajnu krivu od h(F ).

38. Neka je h(F ) = g(h1(F )), gde je g neka diferencijabilna funkcija, a h1(F ) funkcijonal
sa uticajnom krivom IFh1,F (x). Ako je γ1(F ) =

∫
IF 2

h1,F
(x)dF (x), dokazati da je γ(F ) =∫

IF 2
h,F (x)dF (x) = (g′(h1(F )))2γ1(F ).

39. Odrediti uticajnu krivu standardizovanog tre�eg momenta sluqajne veliqine X sa
raspodelom F datog sa

h(F ) =
E(X − EX)3

(E(X − EX)2)
3
2

.

40. Nacrtati u R−u uticajnu krivu za disperziju normalne raspodele.

41. Neka su X1, ..., Xn nezavisne i jednako raspodeǉene sluqajne veliqine sa raspodelom
koja ima oqekivaǌe µ i disperziju σ2. Odreditit korigovanu 
eknajf ocenu od σ2.

42. Neka su X1, ..., Xn nezavisne i jednako raspodeǉene sluqajne veliqine sa gustinom
f(x; θ) = 1

θ
, 0 ≤ x ≤ θ, gde je θ nepoznati parametar. Odrediti korigovanu 
eknajf

ocenu parametra.

43. Odrediti korigovanu 
eknajf ocenu �ini indeksa h(F ) = 1 − 2
1∫
0

qF (t)dt, gde je qF (t) =

t∫
0

F−1(s)ds

1∫
0

F−1(t)dt

.

44. Za podatke prihodi.txt odrediti 
eknajf ocenu i ocenu standardne grexke ocene �ini
indeksa.

45. Za podatke nerv.txt odrediti 
eknajf ocenu standardne grexke ocene koeficijenta asi-
metrije.

46. Neka su X1, ..., Xn nezavisne i jednako raspodeǉene sluqajne veliqine sa funkcijom
raspodele F i medijanom θ i neka je F ′(θ) = λ > 0 (pretpostavimo da je n = 2m).
Definixemo θ̂n da bude uzoraqka medijana.

a) Neka su X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n) statistike poretka. Pokazati da je 
eknajf ocena
od θ̂n: D̂(θ̂n) = n−1

4
(X(m+1) −X(m))

2.

b) Pretpostavimo da su Xi nezavisne i jednako raspodeǉene sa eksponencijalnom ε(1)
raspodelom. Pokazati da m(X(m+1) −X(m)) ima ε(1).

v) U opxtem sluqaju, pokazati da za n = 2m,

m(X(m+1) −X(m))→
Z

λ
,

kad n→∞, gde je Z ∈ ε(1).
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g) Pokazati da nD̂(θ̂n)→ 1
4λ2
Z2.

47. Neka su X1, ..., Xn nezavisne i jednako raspodeǉene sluqajne veliqine i definixemo
ocenu θ̂ sa

n∑
i=1

ψ(Xi − θ̂) = 0,

gde je ψ parna funkcija (ψ(x) = −ψ(−x)) sa izvodom ψ′.

a) Neka je θ̂−j ocena na osnovu svih Xi sem Xj. Pokazati da va�i:

n∑
i=1

ψ(Xi − θ̂−j) = ψ(Xj − θ̂−j)

b) Koriste�i aproksimaciju ψ(Xj − θ̂−j) ≈ ψ(Xi − θ̂) + (θ̂ − θ̂−j)ψ′(Xi − θ̂), dokazati da
je:

θ̂−j ≈ θ̂ − ψ(Xj − θ̂)
n∑
i=1

ψ′(Xi − θ̂)

v) Pokazati da je 
eknajf ocena disperzije pribli�no: n−1
n

n∑
i=1

ψ2(Xi−θ̂)

(
n∑

i=1
ψ′(Xi−θ̂))2

48. Neka su X1, ..., Xn sluqajne promenǉive i neka je θ̂ = X̄2
n. Pokazati da je 
eknajf ocena

disperzije D̂(θ̂) = 4X̄2ĉ2
n−1
− 4X̄ĉ3

(n−1)2
+

ĉ4−ĉ22
(n−1)3

, gde je ĉk = 1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k, k = 2, 3, 4.

49. Neka su X1, ..., Xn sluqajne promenǉive i neka je θ̂ = X̄2
n. Pokazati da je butstrep ocena

disperzije υboot = 4X̄2ĉ2
n
− 4X̄ĉ3

n2 +
ĉ4−ĉ22
n3 , gde je ĉk = 1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k, k = 2, 3, 4.

50. Oceniti butstrepom grexku raspodele parametra oqekivaǌa, kada je n = 3.

51. Neka je θ = h(F ) medijana od F i neka je λn(F ) disperzija uzoraqke medijane. Odrediti
λn(F̂n), kada je n = 3.

52. Odrediti butstrep ocenu standardne devijacije medijene normalne raspodele (u R−u).

53. Neka su dati podaci:

LSAT : 576 635 558 578 666 580 555 661 651 605 653 575 545 572 594

GPA : 3.39 3.30 2.81 3.03 3.44 3.07 3.00 3.43 3.36 3.13 3.12 2.74 2.76 2.88 3.96

Svaki podatak je oblika Xi = (Yi, Zi), gde je Yi = LSTATi i Zi = GPAi. Na�i ocenu
koeficijenta korelacije. Oceniti standardnu grexku ocene koriste�i: (i) 
eknajf,
(ii) butstrep.

54. Izraqunati 10 vrednosti ocene λn(F̂n) = P

{ √
n(X̄∗n−X̄n)√

1
n

∑
(Xi−X̄n)2

≤ a

}
za normalne mexavine

oblika F (x) = (1 − ε)Φ(x) + εΦ(x
τ
), za qetri kombinacije ε = 0.1, 0.2, τ = 2, 3, uzimaǌem

uzoraka n = 50 iz date raspodele i onda uzimaǌem 10 butstrep uzoraka veliqine
B = 100 iz F̂n.
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55. Rexiti prethodni zadatak kada 10 vrednosti λn(F̂n) su dobijene uzimaǌem novog uzorka
(Xi1, ..., Xin), i = 1, ..., 10 za svaki od 10 sluqajeva i jednog butstrepa B = 100 za svaki
uzorak xi1, ..., xin.

56. Za podatke nerv.txt odrediti butstrep ocenu standardne devijacije i intervale pove-
reǌa (normalni, percentilni, sto�erni i studentizovani) ocene koeficijenta asime-
trije.

57. Neka je n = 50 i neka je h(F ) koeficijent asimetrije. Odrediti 95% butstrep intervale
povereǌa za h(F ), ako je uzorak X1, ..., Xn iz lognormalne raspodele sa parametrima 0
i 1. (Za dobijaǌe uzorka iz lognormalne raspodele koristiti normalnu raspodelu)

58. Neka je X1, ..., X25 uzorak iz Studentove t5 raspodele i neka je h(F ) = q0.75−q0.25
1.34

, gde
qp oznaqava p−ti kvantil. Uporediti du�ine normalnog i percentilnog butstrep
intervala povereǌa.

59. Pretpostavimo da je 50 ǉudi dobilo placebo, a 50 ǉudi dobilo novi lek. Trideset
placebo pacijenata je pokazalo poboǉxaǌe, dok 40 pacijenata kojima je dat novi lek
pokazalo poboǉxaǌe. Neka je τ = p2−p1 gde je p2 verovatno�a poboǉxaǌa pri tretmanu
lekom i p1 verovatno�a poboǉxaǌa pri placebu. Na�i standardnu grexku za τ i 90%
interval povereǌa koriste�i butstrep.

60. Za podatke suicide.txt odrediti, primenom razliqitih pravila, xirine stubova histo-
grama i nacrtati ih.

61. Odrediti 95% traku povereǌa za histogram podataka suicide.txt.

62. Odrediti 95% traku povereǌa za histogram podataka SDSS1.txt ako je broj podeoka
m = 308.

63. Prikazati histogram (primenom Stur
isovog pravila) za podatke oldFaithful.txt. Odre-
diti naivnu ocenu gustine podataka i prikazati je grafiqki.

64. Odrediti ocenu gustine Gausovim jezgrom u svakoj taqki uzorka: -0.77, -0.60, -0.25,
0.14, 0.45, 0.64, 0.65, 1.19, 1.71, 1.74, kao i ocenu gustine za ceo uzorak, ako su para-
metri glatkosti 0.25, 0.4, 0.6, 1.

65. Oceniti gustinu uzorka iz normalne N(0, 1) raspodele ocenama na osnovu razliqitih
vrsta jezra, ako je parametar glatkosti odre�en formulom na osnovu pretpostavke o
standardnoj raspodeli.

66. Oceniti gustinu uzorka ocenama na osnovu razliqitih vrsta jezra, za razliqite pa-
rametre glatkosti, ako je uzorak iz:

a) uniformne U(0, 1) raspodele,

b) Studentove t raspodele,

v) lognormalne raspodele.

67. Oceniti gustinu uzorka iz F = 1
2
N(a, 1) + 1

2
N(−a, 1), gde je

a) a = 1
2

b) a = 2
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ocenama na osnovu razliqitih vrsta jezra, ako je parametar glatkosti odre�en Sil-
vermanovom formulom. Koja je razlika izme�u sluqajeva (a) i (b)?

68. Odrediti optimalnu glatkost ocene gustine jezgrom za podatke SDSS1.txt, koriste�i
metod najmaǌeg kvadrata sa unakrsnom proverom ako se koristi

a) Gausovo jezgro,

b) Furijeova transformacija.

69. Odrediti optimalnu glatkost ocene gustine jezgrom za uzorak iz normalne raspodele,
koriste�i metod najmaǌeg kvadrata sa unakrsnom proverom ako se koristi

a) Gausovo jezgro,

b) Furijeova transformacija.

70. Odrediti oprimalnu glatkost ocene gustine jezgrom za podatke SDSS1.txt, koriste�i
metod funkcije verodostojnosti sa unakrsnom proverom.

71. Odrediti oprimalnu glatkost ocene gustine jezgrom za uzorak iz normalne raspodele,
koriste�i metod funkcije verodostojnosti sa unakrsnom proverom.

72. Oceniti gustinu dvodimenzionog uzorka (X, Y ) iz dvodimenzione normalne mexavine
sa vektorima oqekivaǌa

µ1 =

(
0
1

)
, µ2 =

(
4
0

)
, µ3 =

(
3
−1

)
,

varijansom Σ = I2 i verovatno�ama p = (0.2, 0.3, 0.5).

73. Oceniti gustinu dvodimenzionog uzorka (X, Y ) iz baze geyser iz paketa MASS.

74. Oceniti gustinu uzorka iz eksponencijalne ε(1) raspodele

a) refleksijom podataka,

b) koriste�i asimetriqno jezgro.

75. Oceniti gustinu za podatke suicide.txt koriste�i asimetriqno jezgro.

76. Oceniti gustinu uzorka iz skalirane beta β(3, 2) raspodele na intervalu [0, 5].
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