
Pismeni ispit iz Distribucija i parcijalnih jednaqina A (M)
i Jednaqina matematiqke fizike (N), 13.01.2024.

1. Neka je D ⊆ R2 ograniqena oblast.

(a) Pretpostavimo da je u : D → R funkcija za koju va�i uxx+2uyy+uy = 0 na D. Uoqimo funkciju v : D → R
zadatu sa v(x, y) = u(x, y) + εx2, za ε > 0. Dokazati da za v va�i princip maksimuma, tj. max

D
v = max

∂D
v.

Odatle zak	uqiti da va�i princip maksimuma za u, odnosno max
D

u = max
∂D

u.

(b) Dokazati princip minimuma za u, odnosno min
D

u = min
∂D

u.

(v) Neka je φ : ∂D → R proizvo	na neprekidna funkcija. Dokazati da slede�i problem mo�e imati najvixe
jedno rexe�e u skupu funkcija u : D → R klase C2(D) ∩ C(D).

uxx(x, y) + 2uyy(x, y) + uy(x, y) = 0, (x, y) ∈ D;

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ ∂D.

2. Neka je D = (0, π) × (0, 4) ⊆ R2. Rexiti slede�i problem (odrediti rexe�e u : D → R klase C2(D) ∩ C(D) i
dokazati da je jedinstveno):

uxx(x, y) + 2uyy(x, y) + uy(x, y) = 0, (x, y) ∈ D;

u(0, y) = u(π, y) = 0, y ∈ [0, 4];

u(x, 0) = sin 6x, u(x, 4) = sinx, x ∈ [0, π].

Pomo�: Za egzistenciju rexe�a poslu�iti se Furijeovom metodom razdvaja�a promen	ivih.

3. Neka je D = {(x, t) ∈ R2 | 0 < x < π, t > 0}. Rexiti slede�i problem (odrediti rexe�e u : D → R klase
C2(D) ∩ C(D) i dokazati da je jedinstveno):

utt(x, t) = uxx(x, t)− 2, (x, t) ∈ D;

u(x, 0) = x− π + sin 3x, ut(x, 0) = x3 − π2x, x ∈ [0, π];

u(0, t) = −t2 − π, u(π, t) = −t2, t ∈ [0,+∞).

Pismeni ispit iz Distribucija i parcijalnih jednaqina A (M)
i Jednaqina matematiqke fizike (N), 05.02.2024.

1. Posmatramo funkciju u : D → R, D ⊆ C datu sa

u(z) = Re(tan z) = Re

(
−i

eiz − e−iz

eiz + e−iz

)
,

gde je sa D oznaqen maksimalni (u smislu inkluzije) skup na kom je ona definisana. Primenom svojstva sred�e
vrednosti za harmonijske funkcije gde je to mogu�e, izraqunati date integrale. U sluqaju da nije mogu�e
primeniti svojstvo, objasniti zaxto to nije mogu�e.

2π∫
0

u

(
π

3
+

eit

2

)
dt;(a)

2π∫
0

u
(π
3
+ eit

)
dt.(b)

2. Data je parcijalna jednaqina uxx − 4uxy + 4uyy = cos(2x+ y), gde je (x, y) ∈ R2.

(a) Odrediti tip, svesti na kanonski oblik i odrediti opxte rexe�e date parcijalne jednaqine.

(b) Odrediti i ono rexe�e u(x, y) za koje va�e uslovi u(x,−x) = 1
2x

2 cosx, ux(x,−x) = x cosx− x2 sinx− x, za
x ∈ R.

3. Neka je D = {(x, t) ∈ R2 | 0 < x < π, t > 0}. Rexiti slede�i problem (odrediti rexe�e u : D → R klase
C2(D) ∩ C(D) i dokazati da je jedinstveno):

ut(x, t) = uxx(x, t) + tx2, (x, t) ∈ D;

u(x, 0) = 0, x ∈ [0, π];

ux(0, t) = ux(π, t) = 0, t ∈ [0,+∞).



Pismeni ispit iz Distribucija i parcijalnih jednaqina A (M)
i Jednaqina matematiqke fizike (N), 24.06.2024.

1. Neka je f : C → C cela funkcija. Dokazati da je |f | : R2 → R harmonijska funkcija ako i samo ako je f konstanta.

2. Neka je Ω = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 > 1, y > 0}. Rexiti problem u skupu ograniqenih funkcija na Ω (odrediti
rexe�e u : Ω → R klase C2(Ω) ∩ C(Ω) koje je ograniqeno na Ω i dokazati da je jedinstveno):

∆u(x, y) =
2

(1 + y)3
, (x, y) ∈ Ω;

u(x, y) =
y2 + y + 1

y + 1
, (x, y) ∈ ∂Ω.

3. Neka je D = {(x, t) ∈ R2 | 0 < x < π
2 , t > 0}. Rexiti slede�i problem (odrediti rexe�e u : D → R klase

C2(D) ∩ C(D) i dokazati da je jedinstveno):

utt(x, t)− uxx(x, t) = πx(π − 2x) cos 2t, (x, t) ∈ D;

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈
[
0,

π

2

]
;

u(0, t) = u
(π
2
, t
)
= 0, t ∈ [0,+∞).

Pismeni ispit iz Distribucija i parcijalnih jednaqina A (M)
i Jednaqina matematiqke fizike (N), 30.08.2024.

1. Neka je D = {(x, t) ∈ R2 | 0 < x < 1, t > 0}. Rexiti slede�i problem (odrediti rexe�e u : D → R klase
C2,1(D) ∩ C(D) i dokazati da je jedinstveno):

ut(x, t)− uxx(x, t) = et sin(πx) + (x+ 1)t, (x, t) ∈ D;

u(x, 0) = x2 − x, x ∈ [0, 1];

u(0, t) = t, t ∈ [0,+∞).

u(1, t) = 2t, t ∈ [0,+∞).

2. Ispitati da li postoji harmonijska funkcija u : R2 \ {(0, 0)} → R takva da je:

u(x, y) = 30, ako je x2 + y2 = 1,

u(x, y) = 8, ako je x2 + y2 = 2,

u(x, y) = 2024, ako je x2 + y2 = 3.

3. Neka je D = R × (0,+∞). Rexiti slede�i problem u skupu pozitivnih funkcija na D (odrediti rexe�e
u : D → R klase C2(D) ∩ C(D) koje je pozitivno na D i dokazati da je jedinstveno):

utt(x, t)− uxx(x, t) =
ut(x, t)

2 − ux(x, t)
2

2u(x, t)
, (x, t) ∈ D;

u(x, 0) = x4, x ∈ R;
ut(x, 0) = 0, x ∈ R.

Pomo�: Mo�ete pretpostaviti da za rexe�e u va�i u > 0 na D. Uoqite smenu v(x, t) =
√

u(x, t).


