
STOHASTIQKI MODELI U OPERACIONIM ISTRA�IVAǋIMA

Osobine eksponencijalne raspodjele

1. Radioaktivni izvor emituje qestice brzinom opisanom eksponencijalnom E(1) raspodjelom
tako da je vjerovatno�a da se qestica pojavi u narednih t sekundi jednaka 1− e−t. Izraqu-
nati vjerovatno�u da �e se qestica pojaviti:

a) u slede�oj sekundi

b) u slede�e tri sekunde

v) izme�u tre�e i qetvrte sekunde od sada

2. Pretpostavimo da je du�ina radnog vijeka sijalice prije nego xto pregori eksponencijalno
raspodijeǉena sa oqekivaǌem 10 sati. OsobaX u�e u kancelariju u kojoj ve� gori sijalica.
Ako planira da provede narednih 5 sati, izraqunati vjerovatno�u da �e zavrxiti posao
prije nego xto sijalica pregori.

3. Maxina se sastoji iz dvije nezavisne komponente A i B. Za svaku od ǌih du�ina rada do
kvara je sluqajna veliqina sa eksponencijalnom E(λA), odnosno E(λB) raspodjelom. Maxina
otkazuje u trenutku kvara jedne od komponenti.

a) Odrediti sredǌe vrijeme do otkaza maxine.

b) Odrediti vjerovatno�u da komponenta A uzrokuje otkaz maxine.

4. Igraqka C ima dvije baterije qije su du�ine radaX1 iX2, nezavisne i sa eksponencijalnom
E(a), a > 0, raspodjelom. Igraqka je operativna samo ako dvije baterije istovremeno rade.
Du�ina operativnog perioda igraqke C je X. Druga igraqka D tako�e ima dvije baterije
qije su du�ine rada Y1 i Y2, nezavisne iz eksponencijalne E(4a) raspodjele. Igraqka D
prvo koristi jednu bateriju i kada se ona potroxi odmah poqne koristiti drugu. Du�ina
operativnog perioda igraqke D je Y . Izraqunati vjerovatno�u da igraqka C prva prestane
da radi.

5. Pokazati da va�i
E
(
X2|X > 1

)
= E (X + 1)2 .

6. U poxti rade dva slu�benika, svaki za po jednim xalterom. Osobe A,B i C istovremeno
ulaze u poxtu. A i B odmah zauzimaju xaltere, a C qeka dok neko od ǌih ne zavrxi.
Izraqunati vjerovatno�u da je A i daǉe u poxti nakon xto su druge dvije osobe otixle,
ako se zna da je du�ina trajaǌa opslu�ivaǌa eksponencijalno raspodijeǉena sa parametrom
λ > 0.

7. Xleper sa robom sti�e na graniqni prelaz na kome nezavisno jedan od drugog rade dva
carinska terminala. Oba su trenutno zauzeta, ali nema nikog u redu za qekaǌe pa carin-
jeǌe xlepera poqiǌe qim se oslobodi jedan od terminala. Du�ina trajaǌa cariǌeǌa na
terminalu i ima eksponencijalu raspodjelu sa oqekivaǌem 1

λi
. Odrediti oqekivanu du�inu

zadr�avaǌa xlepera na prelazu.

8. Lift L1 u ovom trenutku radi. Lift L2 bi�e stavǉan u upotrebu nakon xto protekne t
jedinica vremena od sada. Du�ina radnog vijeka do otkaza lifta Li ima E(λi) raspodjelu.
Odrediti vjerovatno�u da L1 prvi otka�e.

Drugi qas



9. Neka je dat sistem opslu�ivaǌa sa dva servera u kome se klijent prvo opslu�uje na serveru
S1 a zatim na S2, posle qega napuxta sistem. Pri tome, klijenti se opslu�uju redom kojim
sti�u do servera. Du�ina trajaǌa opslu�ivaǌa na serveru i ima E(µi). Kada je klijent Z
uxao u sistem zatekao je slobodan S1 i dva klijenta kod S2: klijenta X qije je opslu�ivaǌe
u toku i klijenta Y koji qeka u redu. Odrediti:

a) PX - vjerovatno�u da opslu�ivaǌe klijenta X jox uvijek traje kad klijent Z pre�e
na S2,

b) PY - vjerovatno�u da je Y jox uvijek u sistemu kad klijent Z pre�e na S2,

v) Oqekivano vrijeme koje Z provede u sistemu.

10. Neka je dat sistem opslu�ivaǌa sa dva servera u kome se klijent prvo opslu�uje na serveru
S1, a zatim na S2 posle qega napuxta sistem. Novi klijent koji dojde i zatekne zauzet S1

qeka u redu. Kada se zavrxi ǌegovo opslu�ivaǌe na S1 on prelazi na S2 ukoliko je taj
server slobodan, a ako je zauzet on ostaje kod S1 i blokira poqetak opslu�ivaǌa novog
klijenta na S1 sve dok se S2 ne oslobodi. Du�ina trajaǌa opslu�ivaǌa na serveru i ima
E(µi) raspodjelu. Kada je klijent Z uxao u sistem zatekao je jednog klijenta na S1 i jednog
klijenta kod S2. Odrediti oqekivanu du�inu vremenskog perioda koji klijent Z provede u
sistemu.

11. Neka su Xi, i = 1, ..., n nezavisne sluqajne veliqine sa E(λi) raspodjelom. Odrediti:

a) P{X1 < X2 < X3}
b) P{X1 < X2|max{Xi, i = 1, 2, 3} = X3}
v) E(max{Xi, i = 1, 2, 3}|X1 < X2 < X3)

Puasonov proces

12. Klijenti dolaze u servis u skladu sa Puasonovim procesom sa intenzitetom λ klijenata do
satu. Neka je X(t) broj klijenata koji do�u u servis do trenutka t ≥ 0. Neka je 0 ≤ s < t.
Odrediti:

a) vjerovatno�u da do trenutka t u servis do�e n + k klijenata, ako je do trenutka s
doxlo taqno n klijenata;

b) vjerovatno�u da do trenutka s do�e n klijenata, ako je do trenutka t stiglo n + k
klijenata;

v) E(X(u) = X(s)|X(t) = n), 0 ≤ s < t < u.

13. Klijenti dolaze u banku u skladu sa Puasonovim procesom sa intenzitetom 4 klijenta po
satu.

a) Pretpostavǉa se da su dva klijenta doxla u toku prvog sata rada banke. Izraqunati
vjerovatno�u da su oba klijenta stigla u prvih 20 minuta.

b) Poznato je da 15% klijenata qine pravna lica, ostali su fiziqka lica. Izraqunati
vjerovatno�u da tokom osmoqasovnog radnog vremena banke ne do�e nijedno pravno lice.
Upravo je podne i proxlo je taqno tri sata od otvaraǌa banke. U koliko sati bi se
mogao oqekivati prvi naredni dolazak pravnog lica?

tre�i qas

14. Automobili koji dolaze sa juga sti�u u taksi stanicu u skladu sa Puasonovim procesom sa
intenzitetom a > 0 i nezavisno od ǌih, taksisti sa sjevera dolaze u skladu sa Puasonovim
procesom intenziteta b > 0. Odrediti raspodjelu broja dolazaka taksija sa juga izme�u
dva uzastopna dolaska taksija sa sjevera.
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15. Voze�i jednosmjernom ulicom koja ima samo jednu traku, automobili dolaze do odre�ene
lokacije u skladu sa Puasonovim procesom sa intenzitetom λ > 0. Dijete koje �eli da
pre�e ulicu bax na tom mjestu qeka dok ne vidi da ne�e nai�i nijedan automobil u narednih
t jedinica vremena. Izraqunati oqekivano vrijeme qekaǌa.

16. Automat koji se nalazi u banci biǉe�i trenutke poqetka i zavrxetka opslu�ivaǌa, ali
ne postoji mogu�nost registrovaǌa taqnog momenta kada je klijent doxao do bankomata ( i
stao u red). Poznato je da je proxle subote prvi klijent stigao do bankomata u 7.30. Prema
kompjuterskoj evidenciji imamo slede�e informacije:

0 7.30 7.34

1 7.34 7.40

2 7.40 7.42

3 7.45 7.50

Pretpostavǉa se da klijenti dolaze do bankomata u skladu sa Puasonovim procesom sa
intenzitetom λ > 0. Odretiti oqekivani trenutak dolaska klijenta pod brojem 1 uzimaju�i
u obzir navedene informacije.

Lanci Markova sa diskretnim vremenom

17. Regularan novqi� se baca beskonaqno mnogo puta i rezultati bacaǌa su Y0, Y1, . . . , pri
qemu je Yi indikator da je palo pismo. Neka je

Xn = Yn−1 + Yn, n ∈ N.

Ispitati da li je (Xn)n∈N lanac Markova.

18. Tri bijele i tri crne kuglice raspodijeǉene su u dvije kutije tako da svaka od ǌih sadr�i
po tri kuglice. U svakom koraku izvlaqi se po jedna kuglica iz svake kutije i kuglica
izva�ena iz prve stavǉa se u drugu i obrnuto. Neka Xn predstavǉa staǌe sistema nakon n
koraka. Pokazati da je (Xn) lanac Markova i odrediti matricu vjerovatno�a prelaza za
jedan korak.

qetvrti qas

19. Pretpostavi se slede�e: da li danas pada kixa ili ne zavisi od vremenskih prilika tokom
prethodna dva dana. Posebno, pretpostavi se da: ako pada kixa u posledǌa dva dana, onda
�e sjutra padati sa vjerovatno�om 0.7; ako je padala danas a juqe nije, sjutra �e padati sa
vjerovatno�om 0.5; ako je padala juqe ali ne i danas, sjutra �e padati sa vjerovatno�om 0.4,
a ako je prethodna dva dana bilo suvo, sjutra �e padati sa vjerovatno�om 0.2. Modelirati
opisanu situaciju lancem Markova. Ako se zna da je kixa padala u ponedeǉak i utorak,
izraqunati vjerovatno�u da �e padati i u qetvrtak.

20. Odre�enog dana u neku firmu sti�u roze (R), plave (P) ili bijele (B) koverte. Ako danas
sti�u roze, sjutra �e biti R,P,B sa vjerovatno�ama 0.5,0.4 i 0.1, redom. Ako su danas
plave, sjutra �e biti R,P,B, sa vjerovatno�ama 0.3,0.4 i 0.3, redom, a ako su danas bijele,
sjutra �e biti R,P,B sa vjerovatno�ama 0.2,0.3,0.5, redom.

a) Modelirati opisanu situaciju lancem Markova.

b) Izraqunati vjerovatno�u da nakon xto su jednog dana roze, naredna dva dana dolaze
bijele.

v) Danas su stigle roze. Izraqunati vjerovatno�u da ne�e dolaziti bijele nijednog od
slede�a tri dana.

g) Prije qetiri dana stigle su bijele. Ako se zna da roze koverte nisu dolazile od tada
(pa ni danas), izraqunati vjerovatno�u da su danas stigle bijele.

3



21. Qovjek prima zaradu od 2 (u hiǉadama eura) na poqetku svakog mjeseca. Koliqina novca
koja mu je potrebna za troxak u toku mjeseca nezavisna je od koliqine novca koju ima i
iznosi i sa vjerovatno�om pi, i = 1, 2, 3, 4, p1 + p2 + p3 + p4 = 1. Ako na kraju mjeseca ima
preko 3, on vixak novca daje u humanitarne svrhe.

a) Ako nakon primaǌa zarade na poqetku mjeseca qovjek ima kapital od 5, izraqunati
vjerovatno�u da ǌegov kapital bude 1 ili maǌe u nekom trenutku u naredna qetiri
mjeseca.

b) Ako qovjek ima kapital od 5 na poqetku januara, izraqunati vjerovatno�u da je ǌegov
kapital 4 na poqetku maja, a da pri tome, ni u jednom trenutku nije bio maǌi ili
jednak 1.

Klasifikacija sta�a u lancu Markova

• staǌa i i j komuniciraju ako je pij(n) > 0, za neko n ∈ N i pji(n) > 0, za neko n ∈ N
• ”biti u komunikaciji” je relacija ekvivalencije koja skupa staǌa S dijeli na klase

ekvivalencije

• lanac je nesvod	iv ako sva staǌa me�usobno komuniciraju, tj. pripadaju jednoj klasi
ekvivalencije

• fi-vjerovatno�a da �e lanac iz staǌa i nekad ponovo do�i u staǌe i

• staǌe i je povratno ako
∞∑
n=1

pii(n) = +∞

• staǌe i je prolazno ako
∞∑
n=1

pii(n) <∞

• ako je skup staǌa S konaqan, onda mora imati bar jedno povratno staǌe

• povratnost/prolaznost je osobina klase ekvivalencije

• lanac koji je nesvodǉiv i ima konaqan skup staǌa mora imati sva staǌa povratna

• staǌe i ima period d ako je pii(n) = 0 za d - n i d = NZD{n ∈ N : pii(n) > 0}
• d = 1 - aperiodiqno staǌe

22. Primjeri:

(a) S = {1, 2, 3}

P =

1
2

1
2

0
1
2

1
4

1
4

0 1
3

2
3


(b) S = {1, 2, 3, 4}

P =


1
2

1
2

0 0
1
2

1
2

0 0
0 0 1

4
3
4

0 0 0 1


(c) S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

P =


0 1 0 0 0 0
0.4 0.6 0 0 0 0
0.3 0 0.4 0.2 0.1 0
0 0 0 0.3 0.7 0
0 0 0 0.5 0 0.5
0 0 0 0.3 0 0.7


Teorema. Nesvodǉiv aperiodiqan lanac Markova sa konaqnim skupom staǌa ima graniqnu
raspodjelu koja je istovremeno i (jedinstvena) stacionarna raspodjela.
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Peti qas

23. �ena ima tri kixobrana- neke kod ku�e, a neke u kancelariji. Ako polazi ujutru od ku�e
ili uveqe sa posla i pada kixa ona �e uzeti kixobran, ako ima kixobran na raspola-
gaǌu, inaqe �ena pokisne. Pretpostavǉa se da, nezavisno od proxlosti, kixa pada sa
vjerovatno�om 0.25. Neka je Xn broj kixobrana koji su joj na raspolagaǌu pri n−tom po-
lasku (od ku�e ili sa posla). Ako su sadaxǌi vremenski uslovi nezavisni od proxlosti,
opisati situaciju lancem Markova.

(a) Odrediti period staǌa 0.

(b) Izraqunati koliko (procentualno) �ena pokisne gledano u du�em vremenskom periodu.

(c) Na polasku od ku�e jutros, bio je jedan kixobran kod ku�e. Izraqunati oqekivani
broj puta prije nego �ena ne bude imala nijedan kixobran na raspolagaǌu.

• fij- vjerovatno�a da se prvi put do�e u staǌe j iz staǌa i nakon n koraka

• fij vjerovatno�a da se do�e iz i u j ikada

• fij =
∞∑
n=1

fi,j(n)

• fii =: fi

• µij oqekivano vrijeme iz i u j

• µij =
∞∑
n=1

nfij(n), ako je fij = 1, µij =∞, ako je fij < 1

•
µij = 1 · pij +

∑
k 6=j

pik(1 + µkj) = 1 +
∑
k 6=j

pikµkj

• Teorema: Ako je lanac Markova nesvodǉiv, µii =
1
πi
, i ∈ S

24. Na farmi pili�a zalihe hrane quvaju se u skladixtu koje mo�e primiti najvixe 2b− 1 kg
hrane. Rano ujutru n−tog dana farmer uzima Bn kilograma hrane da bi nahranio pili�e,
gdje je Bn ∈ {0, 1, . . . , b}. Vjerovatno�a da farmeru odre�enog dana treba k kg hrane jednaka
je pk,

∑
pk = 1. Xtavixe, koliqine hrane potrebne razliqitim danima su me�usobno

nezavisne i nezavisne od dostupne koliqine hrane u skladixtu. Daǉe, na kraju svakog dana
ǌegova �ena provjerava staǌe u skladixtu i dopuǌava sa b kg hrane, ako je koliqina strogo
maǌa od b kilograma, inaqe ne dopuǌava.

a) Odrediti matricu vjerovatno�a prelaza za jedan korak.

b) Neka je b = 3. Pretpostavimo da je farmer jutros zatekao 5 kg hrane u skladixtu.
Izraqunati oqekivani broj jutara koji protekne dok ne zatekne 3 kg hrane u skladixtu.

v) Odrediti (procentualno gledano) dio ukupnog broja dana na du�e staze takvih da se
u skladixtu nalazi najmaǌe 2 kg hrane nakon xto je farmer nahranio pili�e, a prije
nego xto je �ena provjerila skladixte.

Lanci Markova sa neprekidnim vremenom

• Proqitati teorijski uvod sa predavaǌa.

• {X(t), t ≥ 0}
• pij(s, t) = P{X(t) = j|X(s) = i}, 0 ≤ s < t

• pij(t+ s) =
∑
k∈S

pik(t)pkj(s) [Kolmogorov-Qepmen]

•

lim
h→0+

pij(h) =

{
0, i 6= j

1, i = j
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•
qii := p′ii(0) = lim

h→0+

pii(h)− pii(0)
h

=
pii(h)− 1

h

•
qij := p′ij(0) = lim

h→0+

pij(h)− pij(0)
h

=
pij(h)

h
, i 6= j

• Q = (qij) infinitezimalni generator, Q = P ′(0)

• qi := −qii
• Teorema: skup staǌa konaqan, onda qii +

∑
i 6=j

qij = 0

25. Zapaǉiv proizvod skladixti se u posebnom rezervoaru na benzinskoj stanici. Kupci koji
�ele da kupe ovaj proizvod pristi�u u skladu sa Puasonovim procesom sa intenzitetom λ >
0. Svaki kupac tra�i taqno po jedno pakovaǌe (mjernu jedinicu) proizvoda. Sve potra�ǌe
koje se dese kada su zalihe proizvoda rasprodate se ne biǉe�e. Prilike da se dopuni
zaliha u rezervoaru javǉaju se u skladu sa Puasonovim procesom sa intenzitetom µ > 0.
Pretpostavǉa se da su ova dva procesa nezavisna. Iz razloga bezbijednosti dozvoǉeno je da
se zaliha dopuni samo onda kada je u potpunosti raspordata (tj. kada je rezervoar prazan).
U tim situacijama ona se dopuǌuje sa R jedinica proizvoda, gdje je R unaprijed odre�ena
vrijednost.

a) Modelirati opisani problem lancem Markova sa neprekidnim vremenom.

b) Odrediti prosjeqnu koliqinu zalihe u rezervoaru, gledano na du�e staze.

26. Brodovi sti�u na terminal u skaldu sa Puasonovim procesom sa intenzitetom λ > 0.
Brodovi donose tovare kontejnera. Postoji samo jedna maxina vrxi istovar tereta i ona
ne mo�e da vrxi istovar vixe brodova istovremeno. Brodovi se istovaraju po redosledu
kojim pristi�u. Pretpostavǉa se da pristanixte na kome se nalazi terminal ima dovoǉan
kapacitet da primi sve brodove koji qekaju. Du�ina trajaǌa istovara za svaki brod je
eksponencijalno raspodijeǉena sluqajna veliqina sa parametrom µ > 0. Maxina, me�utim,
podlo�na kvarovima. Kvar se mo�e dogoditi samo dok maxina radi. Du�ina vremenskog
perioda tokom kog je maxina operativna ima eksponencijalnu raspodjelu sa parametrom
δ > 0, a du�ina trajaǌa popravke sa parametrom β > 0. Svaki prekinut istovar broda
nastavǉa se tamo gdje je bio prekinut. Pretpostavǉa se da su du�ine: trajaǌa istovara,
operativnog perioda maxine, trajaǌa popravke, me�usobno nezavisne i nezavisne od procesa
u skladu sa kojim brodovi pristi�u do terminala. Modelirati opisani problem lancem
Markova sa neprekidnim vremenom.

27. Brod ima dva navigaciona ure�aja i jednog mehaniqara koji otklaǌa sve ǌihove kvarove,
redom, kako se oni dexavaju. Svaki od ure�aja radi u vremenskom intervalu qija du�ina
ima eksponencijalnu raspodjelu sa oqekivanim trajaǌem od 30 dana, dok svaki kvar zahti-
jeva popravku sa oqekivanim trajaǌem od dva dana. Opisati situaciju lancem Markova sa
neprekidnim vremenom i odrediti procenat vremena istovremene neispravnosti oba ure�aja,
gledano na du�e staze.

Xesti qas

28. Frizer mo�e da napravi frizuru u vremenskom intervalu eksponencijalno raspodijeǉene
du�ine sa oqekivaǌem od 20 minuta. Muxterije dolaze u ǌegov salon u skladu sa Pua-
sonovim procesom i to prosjeqno jedna osoba u pola sata, me�utim, ako su u trenutku ulaska
muxterija u salon obje stolice za qekaǌe zauzete, ona odlazi i ne vra�a se. Izraqunati
procenat vremena kada su u radǌi tri muxterije, gledano na du�e staze.

• {Yn, n ∈ N0} umetnuti lanac Markova
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• P = (pij) matrica vjerovatno�a prelaza za (Yn)

• za i koje nije apsorbuju�e staǌe

pij =
qij∑

j 6=i
qij
, j 6= i

pii = 0

• za i koje je apsorbuju�e staǌe
pii = 1,

pij = 0, i 6= j

29. Neka je dat lanac Markova sa neprekidnim vremenom koji ima skup staǌa S = {1, 2, 3, 4} i
infinitezimalni generator Q. Izraqunati vjerovatno�e apsopcije iz staǌa 1 i staǌa 2 u
zatvorenu klasu A = {3}.

Q =


−4 2 1 1
3 −6 2 1
0 0 0 0
0 0 0 0


30. Neka je dat lanac Markova sa neprekidnim vremenom koji ima skup staǌa S i infinitezi-

malni generator Q. Izraqunati oqekivano vrijeme do apsorpcije iz staǌa 1 u apsorbuju�e
staǌe 4.

Q =


−2 1 1 0
2 −6 2 2
3 3 −9 3
0 0 0 0


31. Jedan tehniqar odr�ava maxine A i B. Svaki put kada je popravǉena maxina A odnosno B,

radi u vremenskom periodu eksponencijalno raspodijeǉene du�ine sa oqekivaǌem, redom,
1
λA

, odnosno 1
λB

. Kada se maxina pokvari, potreban je vremenski period eksponencijalno

raspodijeǉene du�ine sa oqekivaǌima 1
µA

i 1
µB

, redom, da se obavi ǌena popravka. Tehniqar
uvijek prvo popravǉa maxinu A kada je ona u kvaru, tako da na primer ako se maxina A
pokvari dok je maxina B na popravci, tehniqar prestaje da radi na popravci maxine B i
poqiǌe da popravǉa maxinu A.

a) Odrediti asimptotski procenat vremena gledano na du�e staze kada je maxina B u
kvaru.

b) Odrediti asimptotski procenat vremena gledano na du�e staze kada je tehniqar zauzet
popravkom maxina.
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