
Primer. Neka je X posmatrano obele�je, qija gustina raspodele verovatno�a pripada
familiji P = {f(x, θ) : θ ∈ R} dopustivih gustina raspodele, gde je f(x, θ) dato sa

f(x, θ) =
e−(x−θ)(

1 + e−(x−θ)
)2 , za x ∈ R. [logistiqka raspodela]

Metodom maksimalne verodostojnosti odrediti ocenu nepoznatog parametra θ na osnovu
prostog sluqajnog uzorka (X1, X2, . . . , Xn) iz obele�ja X.
Rexeǌe.
Funkcija verodostojnosti L data je sa

L(θ) = enθ · e
−

n∑
j=1

xj

·
n∏
j=1

(
1 + e−(xj−θ)

)−2
,

a ǌen prirodni logaritam – funkcija l sa

l(θ) = nθ − nxn − 2

n∑
j=1

ln
(
1 + e−(xj−θ)

)
.

Funkcija l je diferencijabilna (po θ) i ǌen prvi izvod jednak je

l′(θ) = n− 2

n∑
j=1

e−(xj−θ)

1 + e−(xj−θ)
.

ǋegovim izjednaqavaǌem sa nulom dobija se jednaqina verodostojnosti, koja, nakon
neznatnog sre�ivaǌa, ima oblik

n∑
j=1

e−(xj−θ)

1 + e−(xj−θ)
=
n

2
.

Iako se ova jednaqina ne mo�e pojednostaviti, lako se pokazuje da ona ima jedinstveno
rexeǌe. Naime, izvod (po θ) leve strane jednaqine svodi se na

∂

∂θ

n∑
j=1

e−(xj−θ)

1 + e−(xj−θ)
=

n∑
j=1

e−(xj−θ)(
1 + e−(xj−θ)

)2 ,
pa je, prema tome, funkcija sa leve strane jednaqine verodostojnosti strogo rastu�a
funkcija od θ. Ova funkcija konvergira 0, pri θ → −∞, odnosno ka n, pri θ → +∞.
Dakle, jednaqina verodostojnosti ima jedinstveno rexeǌe. Drugi izvod funkcije l je
strogo negativna funkcija za svako θ ∈ R, pa je to jedinstveno rexeǌe zaista taqka u
kojoj funkcija l (a samim tim i L) dosti�e maksimum.

Rexeǌe (koje �e predstavǉati ocenu MMV) ne mo�e se zadati analitiqki, pa se za
odre�ivaǌe (pribli�ne) ocene koriste numeriqke metode – ovde metod tangente (Newton-
Raphson-ov metod).
Dakle, rexava se jednaqina l′(θ) = 0. Neka je zadato (ili nekako izabrano) poqetno
rexeǌe θ̂(0). Ideja metoda tangente je da se povuqe tangenta na krivu funkcije l′(θ) u
taqki

(
θ̂(0), l′

(
θ̂(0)
))

i definixe novo rexeǌe θ̂(1) kao apscisa preseqne taqke tangente i
x-ose. Algebarski se lako dobija formula

θ̂(1) = θ̂(0) −
l′
(
θ̂(0)
)

l′′
(
θ̂(0)
) .



Zatim se θ̂(0) zameǌuje novim rexeǌem θ̂(1) i ponavǉa opisani postupak qime se do-
bija rexeǌe θ̂(2). Metod je iterativan, tako da se postupak induktivno primeǌuje na
svako slede�e rexeǌe sve do konvergencije. Brzina konvergencije metoda je (barem)
kvadratna.

S obzirom da je mat. oqekivaǌe obele�ja X jednako θ, prirodno je kao poqetno rexeǌe
uzeti bax θ̂(0) = Xn.

U nastavku je data funkcija u statistiqkom softveru R, koja raquna pribli�nu vrednost
ocene nepoznatog parametra θ na osnovu realizovanog uzorka x = (x1, x2, . . . , xn) iz obele�ja
X, sa zadatom taqnox�u.
mmvlogistic = function(x,theta0=mean(x),numstp =100,eps =.0001){

n = length(x)

numfin = numstp

small = 1.0*10^( -8)

ic = 0

istop = 0

while(istop == 0){

ic = ic + 1

expx = exp(-(x - theta0 ))

lprime = n-2*sum(expx/(1+ expx))

ldprime = -2*sum(expx/(1+ expx )^2)

theta1 = theta0 - (lprime/ldprime)

check = abs(theta0 -theta1)/abs(theta0 + small)

if(check < eps){istop =1}

theta0 = theta1

}

list(theta1=theta1 ,check=check ,realnumstps=ic)

}
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