
Primer. Neka je X posmatrano obele�je, qija raspodela verovatno�a pripada familiji
P = {U [0, θ] : θ > 0} dopustivih raspodela. Kao ocene nepoznatog parametra θ predlo�ene
su slede�e statistike (formirane na osnovu prostog sluqajnog uzorka (X1, X2, . . . , Xn) iz
obele�ja X):

Tn = 2Xn Un = (n+ 1)X(1)

Vn =
n+ 1

n
X(n) Wn = X(1) +X(n).

Ispitati svojstva navedenih ocena. Izvrxiti upore�ivaǌe ocena.

Rexeǌe.
Za ocenu Tn va�i:

ETn = 2EXn = 2EX = θ, DTn = 4DXn = 4 · DX
n

=
θ2

3n
.

Za sluqajan niz (Xk) nezavisnih kopija sluqajne veliqine X (Xk
D
= X, za svako k) va�i

Kolmogorovǉev jaki zakon velikih brojeva (EX1 = EX = θ/2 < +∞), tj.

Xn
s.s.−→ θ

2
, pri n→∞,

pa, stoga, va�i i
Tn

s.s.−→ θ, pri n→∞.

Na osnovu svega navedenog zakǉuquje se da je ocena Tn centrirana i (jako) postojana
ocena parametra θ.

Za analiziraǌe svojstava ocene Un korisno je prvo odrediti funkciju FX(1)
i gustinu

fX(1)
raspodele sluqajne veliqine X(1) = min

1≤k≤n
Xk:

FX(1)
(x) = 1−

(
1− x

θ

)n
, za x ∈ [0, θ] [predavaǌa - pitaǌe 13]

fX(1)
(x) =

n

θ

(
1− x

θ

)n−1
, za x ∈ [0, θ].

Tako se dobija

EUn = (n+ 1)EX(1) = (n+ 1) · θ

n+ 1
= θ,

DUn = (n+ 1)2DX(1) = (n+ 1)2(E(X2
(1))− (EX(1))

2) = (n+ 1)2 ·
(

2θ2

(n+ 1)(n+ 2)
− θ2

(n+ 1)2

)
=

n

n+ 2
θ2.

Tako�e je, za ε > 0 fiksirano,

P{|Vn − θ| > ε} = 1− P
{
θ − ε
n+ 1

≤ X(1) ≤
θ + ε

n+ 1

}
= 1− FX(1)

(
θ + ε

n+ 1

)
+ FX(1)

(
θ − ε
n+ 1

)
,

xto se, u sluqaju 0 < ε < θ, (nakon sre�ivaǌa) svodi na

P{|Un − θ| > ε} = 1 +

(
1−

1 + ε
θ

n+ 1

)n
−
(

1−
1− ε

θ

n+ 1

)n
6→ 0, pri n→∞.

Na osnovu svega navedenog zakǉuquje se da je ocena Un centrirana, ali nije postojana
ocena parametra θ.



Za analiziraǌe svojstava ocene Vn korisno je prvo odrediti funkciju FX(n)
i gustinu

fX(n)
raspodele sluqajne veliqine X(n) = max

1≤k≤n
Xk:

FX(n)
(x) =

(x
θ

)n
, za x ∈ [0, θ] [predavaǌa - pitaǌe 13]

fX(n)
(x) =

nxn−1

θn
, za x ∈ [0, θ].

Tako se dobija

EVn =
n+ 1

n
EX(n) =

n+ 1

n
· n

n+ 1
θ = θ,

DVn =
(n+ 1)2

n2
DX(n) =

(n+ 1)2

n2
·
(
nθ2

n+ 2
− n2θ2

(n+ 1)2

)
=

1

n(n+ 2)
θ2.

Tako�e je, za ε > 0 fiksirano,

P{|Vn − θ| > ε} = 1− FX(n)

(
n

n+ 1
(θ + ε)

)
+ FX(n)

(
n

n+ 1
(θ − ε)

)

=


1−

(
n

n+ 1

(
1 +

ε

θ

))n
+

(
n

n+ 1

(
1− ε

θ

))n
, za 0 < ε ≤ θ

n(
n

n+ 1

(
1− ε

θ

))n
, za

θ

n
≤ ε ≤ θ

0, za ε ≥ θ
→ 0, pri n→∞.

Odatle, tako�e, jednostavno sledi da je za svako ε > 0

+∞∑
n=0

P{|Vn − θ| > ε} < +∞,

jer se za dovoǉno veliko n (n ≥ θ/ε, u netrivijalnom sluqaju kada je ε < θ) sabirak u
gorǌoj sumi mo�e majorirati sa

(
1− ε

θ

)n
, qime se dati red majorira konvergentnim

geometrijskim redom.
Prema tome

Vn
s.s.−→ θ, pri n→∞. [predavaǌa - pitaǌe 4]

Na osnovu svega navedenog zakǉuquje se da je ocena Vn centrirana i (jako) postojana
ocena parametra θ.

Za analiziraǌe svojstava ocene Wn korisno je prvo odrediti ǌenu funkciju G i gustinu
g. Prvo se odre�uje zajedniqka funkcija i gustina raspodele dvodimenzionog sluqajnog
vektora

(
X(1), X(n)

)
:

F(X(1),X(n))(x, y) = P{X(1) ≤ x,X(n) ≤ y} = P{X(n) ≤ y} − P{X(1) > x,X(n) ≤ y} [f-la potpune verovatno�e]

= FX(n)
(y)− P{x < X1 ≤ y, x < X2 ≤ y, . . . , x < Xn ≤ y} =

(y
θ

)n
−
(
y − x
θ

)n
f(X(1),X(n))(x, y) =

n(n− 1)

θ2

(
y − x
θ

)n−2
na nosaqu raspodele {(x, y) : 0 ≤ x < y ≤ θ} ⊆ R2. Daǉe je

G(w) = P{Wn ≤ w} = P{X(1) +X(n) ≤ w} =

∫∫
S

f(X(1),X(n))(x, y) dx dy



pri qemu je S ⊆ R2 oblast u prvom kvadrantu odre�ena uslovima: 0 ≤ x < y ≤ θ i x+ y ≤ w,
gde je w ∈ [0, 2θ]. Rexavaǌem integrala dobija se

G(y) =


1

2
·
(w
θ

)n
, za 0 < w ≤ θ

1− 1

2
·
(

2− w

θ

)n
, za θ ≤ w < 2θ

,

odnosno

g(y) =


nwn−1

2θn
, za 0 < w ≤ θ

n

2θ
·
(

2− w

θ

)n−1
, za θ ≤ w < 2θ

.

Tu je

EWn = EX(1) + EX(n) = θ,

DWn =
2

(n+ 1)(n+ 2)
θ2 → 0, pri n→∞.

Na osnovu svega navedenog zakǉuquje se da je ocena Wn centrirana i postojana ocena
parametra θ [predavaǌa - pitaǌe 19].

Ocena Vn je boǉa od ostalih ocena, jer ima strogo najmaǌu disperziju za svako θ ∈ Θ = (0,+∞).

NAPOMENA: Svaka ocena oblika αTn + (1− α)Vn, gde je α ∈ [0, 1], predstavǉa centriranu
i jako postojanu ocenu parametra θ. 4


