
30. Pirsonov χ2-test.

Metodi statistiqkog zakǉuqivaǌa koji su do sada bili prikazani su tzv. klasiqni
metodi inferencijalne statistike. Kod ǌih se polazi od pretpostavke da je poznat
oblik teorijske funkcije raspodele F posmatranog obele�ja X, pri qemu F zavisi od
konaqnog broja nepoznatih parametara.
Ako, pak, nije poznat tip raspodele obele�ja X primeǌuju se postupci koji se nazi-
vaju neparametarski metodi ili metodi nezavisni od raspodele. Hipoteze o raspodeli
obele�ja (koje se, prema tome, ne tiqu vrednosti parametara, ve� samog tipa raspodele)
koje se tada postavǉaju, nazivaju se neparametarske hipoteze, a odgovaraju�i testovi
su testovi saglasnosti (stvarne raspodele obele�ja sa pretpostavǉenom raspodelom)
ili neparametarski testovi.
Postoji obimna literatura koja se tiqe teorije i primena neparametarskog testiraǌa.
Neparametarski testovi su veoma popularni. Jedan od razloga je to xto je ovaj metod
statistiqkog zakǉuqivaǌa primenǉiv pri opxtijim pretpostavkama od onih koje za-
htevaju parametarski metodi. Drugi razlog je tehniqke prirode, jer je raqunica u
mnogim sluqajevima jednostavnija. Sa druge strane, ǌihov glavni nedostatak je xto
qesto dolazi do gubitka informacije iz uzorka, pa se mogu pokazati maǌe efikasnim
od nekih drugih standardnih tehnika.
Na osnovu prostog sl. uzorka (X1, X2, . . . , Xn) iz obele�ja X, za zadati prag znaqajnosti
α, testira se nulta hipoteza H0(F = F0) protiv alternativne hipoteze H1(F 6= F0).
Pirsonov χ2-test saglasnosti, iako jedan od najstarijih testova saglasnosti, danas
predstavǉa jedan od testova sa najxirom oblax�u primene. U statistiku ga je uveo
Karl Pirson. Mo�e se koristiti bilo da je obele�je X diskretnog ili apsolutno-
neprekidnog tipa. Zadatak se tiqe provere da li je F = F0, gde je F0 data funkcija
raspodele (ona mo�e biti jednoznaqno odre�ena ili mo�e zavisiti od s nepoznatih
parametara).
Neka je sa r me�usobno disjunktnih podskupova S1, S2, . . . , Sr ⊆ R odre�eno jedno razbijaǌe
skupa mogu�ih vrednosti obele�ja X (ovo razbijaǌe je donekle proizvoǉno). Neka je
sa Mk oznaqen broj sl. veliqina iz prostog sluqajnog uzorka (X1, X2, . . . , Xn) koje uzimaju
vrednost u skupu Sk i neka je pk := P{X ∈ Sk|H0}, k = 1, r. Tada va�i Mk ∈ B(n, pk), k = 1, r.
Test-statistika je data sa

χ2
U =

r∑
k=1

(Mk − npk)2

npk

i ona dobro karakterixe odstupaǌa sluqajnih veliqina Mk od svojih mat. oqekivaǌa
npk, k = 1, r. Pri tome, mo�e se odrediti ǌena asimptotska raspodela, za dovoǉno
veliki obim uzorka n, pod pretpostavkom da je hipoteza H0 taqna. Pri taqnoj nultoj
hipotezi H0, trebalo bi razlikovati slede�e situacije:

• ako je F0 jednoznaqno odre�ena (tj. H0 je prosta hipoteza)

χ2
U

D−→ χ2
r−1, pri n→∞;

• ako F0 zavisi od 1 ≤ s < +∞ nepoznatih parametara θ = (θ1, θ2, . . . , θs)

χ2
U

D−→ χ2
r−s−1, pri n→∞;

u ovom sluqaju verovatno�e pk = pk(θ) zavise od θ, pa i test-statistika χ2
U zavisi

od s-dimenzionog parametra θ; pod izvesnim uslovima regularnosti nepoznati
parametri se prvo oceǌuju npr. metodom maksimalne verodostojnosti iz originalnog
uzorka (tako se obiqno postupa u praksi, jer je lakxe; inaqe bi trebalo parametre
oceǌivati na osnovu grupisanih podataka).

S obzirom da je oblik test statistike
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r∑
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(stvarno− oqekivano)2

oqekivano ,



velike realizovane vrednosti ove sluqajne veliqine ukazuju na veliku razliku stvarnog
i oqekivanog, pa tada ima osnova za odbacivaǌe hipoteze H0.

Postupak testiraǌa: Za realizovani uzorak x = (x1, x2, . . . , xn) prvo se odre�uju klase
Sk, pri qemu je empirijsko pravilo da broj klasa r bude xto je mogu�e ve�i (time
se pove�ava uverenost u raspodelu F0), ali da je oqekivana vrednost npk ≥ 5, za svako
k = 1, r, i da nema velikih razlika u oqekivanim vrednostima po klasama. Za zadati
prag znaqajnosti α, iz tablice kvantila χ2-raspodele, odre�uje se kritiqna vrednost
C tako da va�i

P{χ2
U ≥ C|H0} = α.

Za dati realizovani uzorak x sl. veliqine Mk imaju svoje realizacije mk, k = 1, r,

pa je realizovana vrednost test statistike
r∑

k=1

(mk − npk)2

npk
. Pravilo odluqivaǌa glasi:

ako je realizovana vrednost test statistike ve�a ili jednaka C nultu hipotezu H0 bi
trebalo odbaciti; u suprotnom se, na osnovu raspolo�ivih podataka i za zadati prag
znaqajnosti α, nulta hipoteza H0 prihvata kao taqna.

Primer. Neka je X posmatrano obele�je, koje predstavǉa du�inu trajaǌa popravke
odre�enog maxinskog elementa. Na raspolagaǌu su vrednosti ovog obele�ja, registrovane
na uzorku od 40 elemenata. Testira se hipoteza H0 da X ima Puasonovu P(3) raspodelu,
za zadati prag znaqajnosti α = 0.1. (NAPOMENA: u nekim situacijama popravka ele-
menta se mo�e izvrxiti na licu mesta i tada se smatra da je du�ina trajaǌa popravke
jednaka 0 dana)

Rexeǌe.
Podaci iz uzorka su dati u slede�oj tablici

du�ina trajaǌa popravke (u danima) 0 1 2 3 4 5 6 ≥ 7

broj elemenata 1 3 7 6 10 7 6 0

Ovde se, za razliku od raspodela apsolutno-neprekidnog tipa, pojavǉuje prirodan
izbor klasa, s tim xto bi klase koje imaju oqekivani broj maǌi od 5 trebalo spojiti.
Obiqno su to klase na poqetku, odnosno kraju. Podaci sa oqekivanim vrednostima i
naznakom kako bi trebalo izvrxiti podelu na klase, dati su u novoj tablici

0 1 2 3 4 5 6 ≥ 7

mk 1 3 7 6 10 7 6 0

pk 0.04979 0.14936 0.22404 0.22404 0.16803 0.10082 0.05041 0.03351

npk 1.9916 5.9744 8.9616 8.9616 6.7212 4.0328 2.0164 1.3404︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
7.966 7.3896

Realizovana vrednost test-statistike je χ2
U = 9.241725, xto je znaqajno ve�e od 7.77944 –

kvantila reda 0.90 χ2-raspodele sa 4 stepena slobode. Hipotezu H0 trebalo bi odbaciti.
NAPOMENA: kako je alternativna hipoteza negacija nulte, prihvataǌe alternativne
hipoteze, na osnovu realizovanog uzorka i za zadati prag znaqajnosti α, bi znaqilo
da teorijska raspodela obele�ja X ili nije Puasonova ili jeste Puasonova, ali ne sa
vrednox�u parametra koja je predlo�ena u H0, odnosno oceǌena iz uzorka.



Ako bi zadatak bio da se testira hipoteza H0 da X ima Puasonovu P(µ) raspodelu, za
zadati prag znaqajnosti α = 0.1, prvo bi trebalo oceniti µ, i to uzoraqkom sredinom

µ̂ =
1

40
(0 · 1 + 1 · 3 + 2 · 7 + 3 · 6 + 4 · 10 + 5 · 7 + 6 · 6) = 3.65.

Odgovaraju�a tablica je

0 1 2 3 4 5 6 ≥ 7

mk 1 3 7 6 10 7 6 0

pk 0.02599 0.09487 0.17313 0.21065 0.19221 0.14032 0.08536 0.07747

npk 1.0396 3.7948 6.9252 8.4260 7.6884 5.6128 3.4144 3.0988︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
11.7596 6.5132

Realizovana vrednost test-statistike je χ2
U = 1.825846, xto je maǌe od 6.251389 – kvantila

reda 0.90 χ2-raspodele sa 3 stepena slobode. Hipotezu H0 trebalo bi prihvatiti.
Isti zakǉuqak mo�e se doneti raqunaǌem p-vrednosti koja je jednaka

P{χ2
3 ≥ 1.825846} = 0.6093268 > 0.1 = α.

Na grafiku je prikazan dijagram relativnih uqestanosti formiran na osnovu uzorka,
a naznaqene su i taqke koje odgovaraju verovatno�ama iz P(3.65) raspodele. Vidi se
da postoje izvesna odstupaǌa izme�u stvarnih i teorijskih vrednosti, a kriteri-
jum pomo�u koga se ispituje da li su odstupaǌa u granicama sluqajnosti ili nisu
obezbe�en je Pirsonovim χ2-testom saglasnosti (ǌime se, zapravo, porede histogrami).
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