
28. Nejman-Pirsonova lema.

Neka je X posmatrano obele�je sa teorijskom funkcijom raspodele F (x, θ), gde θ pri-
pada parametarskom prostoru Θ = {θ0, θ1}. Testira se prosta nulta hipoteza H0(θ = θ0)
protiv proste alternativne hipoteze H1(θ = θ1) na osnovu prostog sluqajnog uzorka
X = (X1, X2, . . . , Xn) iz obele�ja X, za zadati prag znaqajnosti α.

Neka je obele�je X apsolutno-neprekidnog tipa, takvo da je nosaq raspodele qitav skup
realnih brojeva. Uvode se oznake: F0(x) := F (x, θ0), F1(x) := F (x, θ1) za funkcije raspodele
i f0(x), f1(x), redom, za odgovaraju�e gustine raspodele.

Neka je

K(X) =
L(θ1;X)

L(θ0;X)
=

n∏
j=1

f1(Xj)

f0(Xj)

koliqnik funkcija verodostojnosti.

Definixe se funkcija h : [0,+∞)→ [0, 1] jednakox�u

h(C) = Pθ0{K(X) ≥ C}.

Odmah se mo�e ustanoviti da je funkcija h opadaju�a i da je h(0) = 1.

Uvodi se oznaka: AC := {x = (x1, x2, . . . , xn) : K(x) ≥ C} ⊆ Rn, za svako C ∈ [0,+∞).
Tada je

1 ≥ Pθ1{K(X) ≥ C} =

∫
AC

L(θ1;x)dx1dx2 . . . dxn

=

∫
AC

n∏
j=1

f1(xj)dx1dx2 . . . dxn

≥
∫
AC

C

n∏
j=1

f0(xj)dx1dx2 . . . dxn

= C

∫
AC

L(θ0;x)dx1dx2 . . . dxn

= CPθ0{K(X) ≥ C} = Ch(C).

Odatle sledi: h(C) ≤ 1/C i lim
C→+∞

h(C) = 0.
Ako je h neprekidna funkcija, onda za proizvoǉno α ∈ (0, 1) postoji broj C takav da va�i
h(C) = α.

Lema. Neka su F0 i F1 apsolutno-neprekidne funkcije raspodele sa gustinama raspodele
f0 i f1, redom, i neka za dato α ∈ (0, 1) postoji broj C takav da va�i

h(C) = Pθ0{K(X) ≥ C} = α.

Tada postoji optimalna kritiqna oblast veliqine α za testiraǌe proste hipoteze
H0(θ = θ0) protiv proste alternative H1(θ = θ1) i data je sa

Wo = {x : K(x) ≥ C}.

NAPOMENA: Analogno tvr�eǌe mo�e se formulisati i u sluqaju kada je posmatrano
obele�je X diskretnog tipa.

Primer. Neka je X posmatrano obele�je, qija raspodela verovatno�a pripada familiji
P = {B(1, p) : p ∈ (0, 1)} dopustivih raspodela. Testira se hipoteza H0(p = 0.5) protiv hipoteze
H1(p = p1), gde je p1 > 0.5 poznata vrednost. Za zadati prag znaqajnosti α odrediti opti-
malnu kritiqnu oblast.



Rexeǌe.
Ovde, za p ∈ (0, 1), va�i:

L(p;X) =

n∏
j=1

pXj (1− p)1−Xj = p

n∑
j=1

Xj

(1− p)
n−

n∑
j=1

Xj

,

pa je koliqnik funkcija verodostojnosti dat sa

K(X) =
p

n∑
j=1

Xj

1 (1− p1)
n−

n∑
j=1

Xj

0.5n
=

(
p1

1− p1

) n∑
j=1

Xj

· (2(1− p1))n.

Kako je p1 > 0.5 funkcija K(X) je rastu�a funkcija od Sn :=
n∑
j=1

Xj – broja uspeha u

n nezavisnih eksperimenata u Bernulijevoj xemi. Prema tome, odbacivaǌe nulte
hipoteze za velike vrednosti K(X) svodi se na odbacivaǌe nulte hipoteze za velike
vrednosti Sn. Na osnovu Nejman-Pirsonove leme optimalna kritiqna oblast je takva
da bi hipotezu H0 trebalo odbaciti ako je Sn > C, gde je C konstanta. Ona se odre�uje
tako da se obezbedi prag znaqajnosti α (tj. veliqina ove kritiqne oblasti trebalo bi
da bude najvixe α; naime, kada test-statistika ima diskretnu raspodelu verovatno�a,
prag znaqajnosti se obiqno ne mo�e taqno dosti�i, pa se onda zahteva da ne bude ve�i
od zadate vrednosti): pri taqnoj nultoj hipotezi va�i Sn ∈ B(n, 0.5), tako da bi tra�eno
C trebalo da bude kvantil reda 1− α binomne B(n, 0.5) raspodele.
Numeriqka ilustracija.
Neka je n = 5 i p1 = 0.75. Data je slede�a tabela

s 0 1 2 3 4 5

P0.5{Sn = s} 1

32

5

32

10

32

10

32

5

32

1

32

P0.75{Sn = s} 1

1024

15

1024

90

1024

270

1024

405

1024

243

1024

K(x)
1

32

3

32

9

32

27

32

81

32

243

32

Neka je α = 1/32. Ako je W1 = {s : s = 0} ili W2 = {s : s = 5} va�i�e

P0.5{Sn ∈W1} =
1

32
= P0.5{Sn ∈W2},

pa su i W1 i W2 kritiqne oblasti veliqine taqno α. Nema nijednog dodatnog skupa
W3 ⊆ {0, 1, 2, 3, 4, 5} tako da va�i P0.5{Sn ∈W3} = 1/32. Pri tome je

P0.75{Sn ∈W1} =
1

1024
<

243

1024
= P0.75{Sn ∈W2},

odakle se vidi da je W2 optimalna kritiqna oblast veliqine α. Ova oblast je dobijena
ukǉuqivaǌem taqke (taqaka, u opxtem sluqaju) u kojima je P0.5{Sn = s} mala u pore�eǌu
sa P0.75{Sn = s} (zapravo je verovatno�a odbacivaǌa H0 u situaciji kada je H1 taqna mnogo
ve�a od verovatno�e odbacivaǌa H0 u situaciji kada je H0 taqna, xto je po�eǉno).
Neka je sada α = 6/32. Tada su W1 = {0, 1}, W2 = {0, 4}, W3 = {1, 5}, W4 = {4, 5} kritiqne oblasti
veliqine taqno α. Direktnim raqunaǌem mo�i testa za svaku od ovih kritiqnih
oblasti dobija se da je W4 optimalna kritiqna oblast veliqine α. Ovo u potpunosti
odslikava qiǌenicu da koliqnik f-ja verodostojnosti uzima dve najmaǌe vrednosti u

sluqaju kada je s =
5∑
j=1

xj (x = (x1, x2, x3, x4, x5)) jednako 4, odnosno 5. 4


