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Јаки закон великих бројева

 Пример 1

Изводи се случајан експеримент бацања хомогене (нумерисане) коцкице за игру. При сваком 

бацању коцкице региструје се број који је пао на њеној горњој страни.

Нека је 𝑋𝑛 𝑛∈ℕ низ резултата бацања. Ово је низ независних, једнако расподељених случајних 

величина, при чему:

𝑋1:
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Генерисање (псеудо)случајног броја 𝑥 из расподеле случајне величине 𝑋1:

нека је 𝑢 (псеудо)случајан број из равномерне расподеле на инт. 0, 1 ; генерисан је број 𝑥 = 𝑘, 

𝑘 ∈ 1, 2, 3, 4, 5, 6 , ако је 
𝑘−1

6
≤ 𝑢 <

𝑘

6
.
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За низ 𝑋𝑛 важи јаки закон великих бројева, тј:
𝑆𝑛
𝑛
≔

𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛
𝑛

⟶ 3.5, 𝑛 → +∞,

са вероватноћом 1.
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 Пример 2

Нека је 𝑋𝑛 𝑛∈ℕ низ независних, једнако расподељених случајних величина, при чему 𝑋1 има 

експоненцијалну 𝜀(1) расподелу, са густином расподеле:

𝑓 𝑥 = 𝑒−𝑥, 𝑥 ≥ 0.

Генерисање (псеудо)случајног броја 𝑥 из расподеле случајне величине 𝑋1:

нека је 𝑢 (псеудо)случајан број из равномерне расподеле на инт. 0, 1 ; онда је

𝑥 = − ln𝑢
(примењује се метод инверзне функције).

За низ 𝑋𝑛 , са вероватноћом 1, важи једнакост:

lim
𝑛→+∞

𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛
𝑛

= 1.
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На слици је приказано пет реализација низа 
𝑆𝑛

𝑛
, где је 𝑆𝑛 ≔ 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛,

закључно са 10000-тим чланом.

На основу важења јаког закона великих

бројева за низ 𝑋𝑛 , скоро свака реализација

низа 
𝑆𝑛

𝑛
имаће исто овакво асимптотско

понашање, при 𝑛 → +∞. 
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 Пример 3

Нека је 𝑋𝑛 𝑛∈ℕ низ независних, једнако расподељених случајних величина, при чему 𝑋1 има 

(стандардну) Кошијеву расподелу, са густином расподеле:

𝑓 𝑥 =
1

𝜋(1 + 𝑥2)
, 𝑥 ∈ ℝ.

Oд интереса је питање понашања (са вероватноћом 1) оцене другог момента Кошијеве 

расподеле.

Генерисање (псеудо)случајног броја 𝑥 из расподеле случајне величине 𝑋1
2:

нека је 𝑢 (псеудо)случајан број из равномерне расподеле на инт. 0, 1 ; онда је

𝑥 = tg
𝜋

2
∙ 𝑢

2

(примењује се метод инверзне функције).
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За низ 𝑋𝑛
2 , са вероватноћом 1, важи једнакост:

lim
𝑛→+∞

𝑋1
2 + 𝑋2

2 +⋯+ 𝑋𝑛
2

𝑛
= +∞.

(
𝑆𝑛

𝑛
≔

𝑋1
2+𝑋2

2+⋯+𝑋𝑛
2

𝑛
)
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Централна гранична теорема

 Пример 4

Нека је 𝑋𝑛 𝑛∈ℕ низ независних, једнако расподељених случајних величина, при чему 𝑋1 има 

равномерну 𝒰(0,1) расподелу.

Генерисање (псеудо)случајног броја из стандардне нормалне расподеле:

За коначно али велико 𝑛, на основу важења централне граничне теореме за низ 𝑋𝑛 , закључује 

се да важи апроксимација (у смислу расподеле):
𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛 − Τ𝑛 2

𝑛/12
~𝒩 0, 1 .
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 Пример 5

Генерише се прост случајан узорак 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋100 обима 100 из експоненцијалне 𝜀
2

3
расподеле. Овај експеримент понавља се 1000 пута.

Нека случајна величина 𝐴100 представља аритметичку средину сл. величина 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋100, а сл. 
величина 𝑍 њену нормалну апроксимацију (на основу важења централне граничне теореме).

Дефинишу се функције:
𝐺 𝑥 = 𝑃 𝐴100 − 1.5 ≥ 𝑥

= релативна учестаност догађаја 𝑎100 − 1.5 ≥ 𝑥 у 1000 понављања експеримента

𝐻 𝑥 = 𝑃{ 𝑍 − 1.5 ≥ 𝑥}

𝐶 𝑥 =
9

400𝑥2
.

Графици ових функција на инт. 0, 1 приказани су, редом, црном, црвеном, плавом бојом.
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