
Koliqniqko oceǌivaǌe

Iz populacije obima N bira se (prost) sluqajan uzorak bez ponavǉaǌa S obima n. Neka su Y i X,
redom, glavno i pomo�no obele�je, a yk i xk odgovaraju�e vrednosti obele�ja Y , odnosno X, entiteta
oznaqenog sa k. Pristup prilikom zakǉuqivaǌa zasnovan je na metodu odabira uzorka.

Kao taqkasta ocena nepoznatog populacijskog koliqnika B predla�e se uzoraqki koliqnik

b := B̂ =

∑
k∈S

yk∑
k∈S

xk
=
Y

X
.

Iako su uzoraqke sredǌe vrednosti Y i X nepristrasne ocene odgovaraju�ih nepoznatih populacijskih
sredǌih vrednosti mY i mX , uzoraqki koliqnik nije nepristrasna ocena parametra B. Mo�e se
odrediti i taqan izraz za pristrasnost ocene b, na osnovu slede�eg:

cov(b,X) = E(bX)− Eb · EX = EY − Eb · EX = mY − Eb ·mX ,

pa je

Eb−B =
mY − cov(b,X)

mX
− mY

mX
=
−cov(b,X)

mX
. (1)

Zatim se mo�e dobiti slede�a procena pristrasnosti:

|Eb−B| =
∣∣∣∣−cov(b,X)

mX

∣∣∣∣ ≤
√
Db ·

√
DX

|mX |
=
√
Db · |CV (X)|.

Korix�eno je da je koeficijent korelacije ρZ,W :=
cov(Z,W )√
DZ
√
DW

dveju sluqajnih veliqina Z i W po

apsolutnoj vrednosti maǌi ili jednak 1.

Odatle sledi zakǉuqak da je pristrasnost ocene b populacijskog koliqnika mala u pore�eǌu sa ǌenom
standardnom grexkom ako je koeficijent varijacije sl. veliqine X mali. Kod sluqajnog uzorka bez
ponavǉaǌa va�i:

|CV (X)| ≤
√
σ2
X√

n|mX |
,

tako da koeficijent varijacije CV (X) opada (po apsolutnoj vrednosti) sa pove�aǌem obima uzorka.

Prema tome, b nije nepristrasna taqkasta ocena nepoznatog populacijskog koliqnika B, ali se mo�e
pokazati da je kvadrat ǌene pristrasnosti zanemarǉivo mali u odnosu na disperziju za dovoǉno velike
uzorke.

Jednakost (1) daje taqnu formulu za raqunaǌe pristrasnosti ocene b, ali ǌu obiqno nije jednostavno
primeǌivati na konkretne podatke dobijene u istra�ivaǌu. Zato se pristupa odre�ivaǌu tzv. linearne
aproksimacije (prvog reda) pristrasnosti i disperzije (onda i sredǌe kvadratne grexke) ocene b, koja
poqiva na disperzijama i kovarijaciji sl. veliqina Y i X.

Primeǌuje se linearna aproksimacija (nelinearne) funkcije dve promenǉive g(x, y), koja se dobija
razvojem u Tejlorov red f-je g u okolini taqke (x0, y0):

g(x, y) =

+∞∑
n=0

 1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
∂ng

∂xn−k∂yk

∣∣∣∣∣
(x,y)=(x0,y0)

(x− x0)n−k(y − y0)k


za ”male” vrednosti |x− x0| i |y − y0|.

Funkcija g dve promenǉive, koja se pojavǉuje u vezi sa koliqniqkim oceǌivaǌem, definisana je sa:

g(x, y) =
y

x
,

a aproksimira se razvijaǌem, na opisani naqin, oko taqke (mX ,mY ). Koristi se aproksimacija prvog
reda (n = 1), kojom se dobija:

b = g
(
X,Y

)
≈ mY

mX
− mY

m2
X

(
X −mX

)
+

1

mX
(Y −mY )



=B − mY

m2
X

(
X −mX

)
+

1

mX
(Y −mY ) = B +

1

mX

(
Y −BX

)
. (2)

Dakle, kod sluqajnog uzorkovaǌa bez ponavǉaǌa za uzoraqki koliqnik, do na aproksimaciju prvog reda,
va�i: Eb ≈ B. Aproksimacija disperzije, a samim tim i sredǌe kvadratne grexke, ocene b data je sa:

Db ≈
(
mY

m2
X

)2

DX +

(
1

mX

)2

DY − 2 · mY

m3
X

cov
(
X,Y

)
=

1

m2
X

D
(
Y −BX

)
. (3)

Ve� je poznato (qas 2, Lema 1) da je:

DX =
σ2
X

n

(
1− n

N

)
, DY =

σ2
Y

n

(
1− n

N

)
,

a mo�e se pokazati da je:

cov
(
X,Y

)
=

1

n

(
1− n

N

) N∑
k=1

(xk −mX)(yk −mY )

N − 1
.

N∑
k=1

(xk −mX)(yk −mY )

N − 1
predstavǉa (nepoznatu) populacijsku kovarijaciju glavnog i pomo�nog obele�ja

Prema tome, aproksimirana sredǌe kvadratna grexka ocene b bi�e mala onda kada:

� je obim uzorka n veliki

� je razlomak uzorkovaǌa
n

N
veliki

� su odstupaǌa yk −Bxk, po apsolutnoj vrednosti, mala

� je ρX,Y :=

N∑
k=1

(xk −mX)(yk −mY )

(N − 1)σXσY
– populacijski koeficijent (linearne) korelacije blizak vrednosti

+1 onda kada je B pozitivno, odnosno blizak vrednosti −1 onda kada je B negativno.

Va�no je primetiti da se izraz iz jednakosti (3) mo�e zapisati i na slede�i naqin:

1

m2
X

E
(
Y −BX

)2
=

1

m2
X

D

(
1

n

∑
k∈S

(yk −Bxk)

)
,

gde je disperzija sa desne strane zapravo disperzija uzoraqke sredǌe vrednosti obele�ja koje �emo
nazvati ”odstupaǌe”, i qija je vrednost registrovana na jedinici oznaqenoj sa k, zapravo, odstupaǌe

dk := yk − Bxk. Va�i:
N∑

k=1

dk = 0. Kako odstupaǌa zavise od nepoznatog populacijskog koliqnika B,

uvode se nove sl. veliqine ek, date sa:

ek = yk − bxk, k = 1, N,

koje predstavǉaju reziduale (ostatke) – sluqajne grexke koje nastaju usled ’fitovaǌa’ prave y = bx
vrednostima glavnog i pomo�nog obele�ja.

Kao taqkasta ocena disperzije ocene b predla�e se statistika:

1

m2
X

· S
2

e

n

(
1− n

N

)
,

gde je S
2

e =
1

n− 1

∑
k∈S

e2k uzoraqka disperzija reziduala.



Regresiono oceǌivaǌe

Iz populacije obima N bira se (prost) sluqajan uzorak bez ponavǉaǌa S obima n. Neka su Y i X,
redom, glavno i pomo�no obele�je, a yk i xk odgovaraju�e vrednosti obele�ja Y , odnosno X, entiteta
oznaqenog sa k. Pristup prilikom zakǉuqivaǌa zasnovan je na metodu odabira uzorka.

Lema 1. Statistika m̂lr
Y data sa:

m̂lr
Y = Y + b1 · (mX −X),

gde je b1 unapred izabrana konstanta, je nepristrasna ocena nepoznate populacijske sredǌe vrednosti
mY . Disperzija ove ocene jednaka je:

σ2
d

n

(
1− n

N

)
, (4)

gde je

σ2
d =

1

N − 1

N∑
k=1

(yk − (mY + b1 · (xk −mX)))
2
.

Dokaz.

Koriste�i svojstva uzoraqke sredǌe vrednosti glavnog, odnosno pomo�nog, obele�ja lako se dobija:

Em̂lr
Y = EY + b1 · (mX − EX) = mY + b1 · 0 = mY .

Primetiti da se sl. veliqina m̂lr
Y mo�e zapisati i na slede�i naqin:

m̂lr
Y =

1

n

∑
k∈S

(yk − b1(xk −mX)),

pa se najjednostavniji naqin za odre�ivaǌe ǌene disperzije svodi na to da se m̂lr
Y posmatra kao uzoraqka

sredina novog obele�ja qija je vrednost registrovana na jedinici oznaqenoj sa k jednaka yk−b1(xk−mX)
(populacijska sredǌa vrednost ovog novog obele�ja je: mY ). Odatle direktno sledi jednakost (4), koja
je ekvivalentna izrazu:

1

n

(
1− n

N

)(
σ2
Y − 2b1 ·

N∑
k=1

(yk −mY )(xk −mX)

N − 1
+ b21 · σ2

X

)
,

σ2
Y i σ2

X su nepoznate populacijske disperzije, redom, glavnog i pomo�nog obele�ja. �

Lema 2. Vrednost b1 koja minimizuje Dm̂lr
Y je:

b1 = B1 =

N∑
k=1

(yk −mY )(xk −mX)

N∑
k=1

(xk −mX)2
= ρX,Y ·

σY
σX

,

gde je ρX,Y nepoznat populacijski koeficijent korelacije glavnog i pomo�nog obele�ja. Minimalna
disperzija koja se tada dobija jednaka je:

σ2
Y

n

(
1− n

N

)
(1− ρ2X,Y ).

Ako parovi vrednosti obele�ja Y i X ukazuju na prisustvo pribli�no linearne veze:

y = B0 +B1x,

metodom najmaǌih kvadrata lako se dobijaju taqkaste ocene b0 = B̂0 i b1 = B̂1, redom, odseqka ordinate
i linearnog regresionog koeficijenta.

Metod najmaǌih kvadrata sastoji se u tome da se nepoznati parametri B0 i B1 ocene tako da zbir
kvadrata odstupaǌa vrednosti yk od ǌene ”proceǌene” vrednosti ŷk := B0 +B1xk bude najmaǌi, tj:

(b0, b1) = arg min
(B0,B1)∈R2

∑
k∈S

(yk − (B0 +B1xk))
2.



Korix�eǌem izvoda, na slede�i naqin lako se dobijaju ocene iz uzorka:

SSR :=
∑
k∈S

(yk − (B0 +B1xk))
2 =

∑
k∈S

(
y2k − 2yk(B0 +B1xk) + (B0 +B1xk)

2
)

∂SSR

∂B0
= −2

∑
k∈S

yk + 2
∑
k∈S

(B0 +B1xk)
∑
k∈S

(−yk + b0 + b1xk) = 0

⇒ b0 = Y − b1 ·X
∂SSR

∂B1
= −2

∑
k∈S

ykxk + 2
∑
k∈S

(B0 +B1xk)xk
∑
k∈S

(−yk + b0 + b1xk)xk = 0

⇒ b1 =

∑
k∈S

xkyk − Y ·
∑
k∈S

xk

∑
k∈S

x2k −
(∑

k∈S
xk

)2

/n

Statistika m̂lr
Y data sa:

m̂lr
Y = b0 + b1 ·mX ,

gde su b1 i b0 predlo�ene taqkaste ocene, nije nepristrasna:

Em̂lr
Y −mY = Eb0 + Eb1 ·mX −mY = EY − E(b1 ·X) + Eb1 ·mX −mY

= −(E(b1 ·X)− Eb1 · EX) = −cov(b1, X).

Metod korix�en kod koliqniqkog oceǌivaǌa za aproksimaciju disperzije mo�e se primeniti, na analo-
gan naqin, i kod regresionog oceǌivaǌa. ǋime se ujedno vrxi i aproksimacija sredǌe kvadratne
grexke, jer je i ovde pristrasnost zanemarǉivo mala kod velikih uzoraka.
Aproksimirana sredǌe kvadratna grexka ocene m̂lr

Y bi�e mala onda kada je:

� obim uzorka n veliki

� razlomak uzorkovaǌa
n

N
veliki

� standardna grexka σY mala

� koeficijent korelacije ρX,Y blizak vrednosti +1 ili −1.

Kao taqkasta ocena disperzije ocene m̂lr
Y predla�e se statistika:

S
2

e

n

(
1− n

N

)
,

gde je S
2

e =
1

n− 1

∑
k∈S

e2k uzoraqka disperzija reziduala ek = yk − (b0 + b1xk).


