
(Prost) sluqajan uzorak bez ponavǉaǌa – oceǌivaǌe potpopulacijske sredǌe vrednosti

Neka je N obim posmatrane populacije, a Nl broj jedinica te populacije koje pripadaju ǌenoj l-toj
potpopulaciji. Neka je Y obele�je od interesa, a ylk vrednost obele�ja Y entiteta oznaqenog sa k koji
potiqe iz l-te potpopulacije. Bira se sluqajan uzorak bez ponavǉaǌa obima n iz kompletne populacije.
Taqno nl entiteta (od odabranih n) potiqe iz l-te potpopulacije i oni qine poduzorak Sl. Primetiti

da je nl sl. veliqina sa mat. oqekivaǌem jedakim
nNl
N

.

Lema 1. Poduzoraqka sredǌa vrednost je nepristrasna ocena nepoznate potpopulacijske sredǌe vrednosti.
Disperzija ove ocene jednaka je:
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gde je σ2
l nepoznata potpopulacijska disperzija.

Dokaz.

Poduzoraqka sredina je sluqajna veliqina data sa:

m̂l :=
1

nl

∑
k∈Sl

ylk.

Nepristrasnost ove statistike, koja se predla�e kao taqkasta ocena za ml, mo�e se pokazati uvo�eǌem
uslova koji se odnosi na sl. veliqinu nl. Naime, ako je data realizacija ν (fiksirana vrednost iz
skupa {0, 1, . . . , n}) sl. veliqine nl, onda, na osnovu metoda odabira uzorka, svaka mogu�a kombinacija
du�ine ν entiteta iz potpopulacije obima Nl ima jednaku verovatno�u da bude odabrana kao poduzorak.
Dakle, pri uslovu nl = ν, poduzoraqka sredǌa vrednost ponaxa se kao uzoraqka sredina sluqajnog
uzorka bez ponavǉaǌa obima ν iz populacije obima Nl, pa je:

E(m̂l|nl) = ml ⇒ Em̂l = E(E(m̂l|nl)) = ml.

Za odre�ivaǌe disperzije ove taqkaste ocene koristi se:
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Korix�ena je formula: DZ = E(D(Z|W )) +D(E(Z|W )), gde su Z i W sl. veliqine definisane na istom
prostoru verovatno�a.

Potpopulacijska disperzija σ2
l data je formulom:
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Poduzoraqka disperzija je:
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2,

pa, ako je data realizacija sl. veliqine nl, onda je
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nepristrasna ocena uslovne disperzije ocene m̂l.

Disperzija ocene m̂l bila bi maǌa ukoliko bi obim poduzorka (iz l-te potpulacije) bio fiksiran i

proporcionalan obimu l-te potpopulacije, tj. jednak
nNl
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, jer je:
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Korix�ena je Jensenova nejednakost: ako je h : R → R konveksna Borelova f-ja i Z sl. veliqina sa
konaqnim mat. oqekivaǌem. Tada va�i nejednakost:

h(EZ) ≤ E(h(Z)).



Uzorak sa nejednakim verovatno�ama

Motivacija za Hansen-Hurwitz-ovu ocenu
Od ranije je poznato da kada se uzorkovaǌe vrxi sukcesivno sa vra�aǌem (tj. uvek iz kompletne
populacije), odabiri jedinica su me�usobno nezavisni. Posmatra se jedno (proizvoǉno) izvlaqeǌe u
kome se jedinica oznaqena sa k bira u uzorak sa verovatno�om ψk, k = 1, N . Rezultat tog izvlaqeǌa
smatra�emo sluqajnim uzorkom S obima 1. Za realizovan uzorak s = {k} sa T (s) oznaqimo realizaciju
taqkaste ocene T populacijskog totala, datu sa:

T (s) =
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.

Tada va�i:
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Kada se vrxi n me�usobno nezavisnih odabira (u svakom se jedinica oznaqena sa k bira sa verovatno�om
ψk, k = 1, N) Hansen-Hurwitz-ova ocena nepoznatog populacijskog totala formira se kao aritmetiqka
sredina n nezavisnih kopija T1, T2, . . . , Tn sl. veliqine T , tj:
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gde je R sluqajan uzorak, koji se posmatra kao neure�en skup oznaka jedinica odabranih u uzorak,
kardinalnosti n, sa ukǉuqenim svim eventualnim ponavǉaǌima oznaka.

Koriste�i qiǌenicu da su sl. veliqine T1, T2, . . . , Tn nezavisne i jednako raspodeǉene, lako se dobijaju
svojstva taqkaste ocene τ̂ψ:
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Lema 2. Nepristrasna ocena disperzije Dτ̂ψ iz (1) data je formulom:
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Dokaz.

Uvedu se sl. veliqine Qk, k = 1, N , gde Qk predstavǉa broj pojavǉivaǌa jedinice oznaqene sa k u uzorku
(one su, kod uzorkovaǌa sa ponavǉaǌem, prisutne kao analogoni indikatora ukǉuqeǌa kod uzorkovaǌa
bez ponavǉaǌa). Ocena τ̂ψ mo�e se zapisati i na slede�i naqin:
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Primetiti da va�i:
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Raquna se mat. oqekivaǌe predlo�ene ocene iz (2):
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qime je pokazana nepristranost ove taqkaste ocene. �

Motivacija za Horvitz-Thompson-ovu ocenu
Bira se sluqajan uzorak S bez ponavǉaǌa obima n sa nejednakim verovatno�ama ukǉuqeǌa πk, k = 1, N .
Pretpostavǉa se da su poznate i strogo pozitivne verovatno�e ukǉuqeǌa prvog i drugog reda.

Primetiti da va�i:
N∑
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πk = n, kao i
N∑
l=1
l 6=k

πkl = (n− 1)πk.

Korix�eno je:
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gde su Ik indikatori ukǉuqeǌa.

Upravo s obzirom na qiǌenicu da je zbir verovatno�a ukǉuqeǌa prvog reda jednak obimu uzorka
n, koliqnik

πk
n

mo�e se posmatrati kao ”proseqna” verovatno�a da �e jedinica oznaqena sa k biti
odabrana u uzorak u nekom od koraka. Za razliku od uzorkovaǌa sa ponavǉaǌem, gde je ocena totala
bila formirana kao aritmetiqka sredina vrednosti

yk
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za jedinice koje su se naxle u uzorku, ovde (kod

uzorkovaǌa bez ponavǉaǌa) se yk ne skalira deǉeǌem sa ψk nego deǉeǌem sa proseqnom verovatno�om
izbora jedinice u jednom koraku, tj. sa

πk
n

(xto je intuitivno jasno s obzirom da se verovatno�e

odabira meǌaju od izvlaqeǌa do izvlaqeǌa). Tako se dobija Horvitz-Thompson-ova ocena nepoznatog
populacijskog totala:
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Svojstva taqkaste ocene τ̂π:
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Polaze�i od izraza za Dτ̂π iz (4) predla�e se ǌena taqkasta ocena:∑
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a ako se krene od izraza iz (5) dobija se slede�a taqkasta ocena disperzije:
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Obe ocene su nepristrasne.


