
(Prost) sluqajan uzorak

Iz populacije obima N bira se (prost) sluqajan uzorak obima n. Neka je Y obele�je od
interesa, a yk vrednost obele�ja Y entiteta oznaqenog sa k. Kada je pristup prilikom
zakǉuqivaǌa zasnovan na metodu odabira uzorka smatra se da su y1, y2, . . . , yN fiksirane,
ali nepoznate vrednosti.
Obele�je Y je sl. veliqina Y : Ω → R sa diskretnom raspodelom verovatno�a datom
zakonom raspodele:

Y :

(
ζ1 ζ2 · · · ζm
N1

N

N2

N
· · · Nm

N

)
, (1)

gde su ζ1, ζ2, . . . , ζm razliqite vrednosti iz skupa {y1, y2, . . . , yN}, a Nk je broj entiteta qija
je vrednost posmatranog obele�ja jednaka ζk, k = 1,m (m ≤ N). Populacijska sredǌa
vrednost, odnosno populacijska disperzija, zapravo su EY , odnosno DY .
Pretpostavimo da se odabir entiteta u uzorak vrxi sukcesivno – kroz n koraka, sa
jednakom verovatno�om izvlaqeǌa bilo koje raspolo�ive jedinice u trenutnom koraku,
i to bez vra�aǌa odabrane jedinice, odnosno sa vra�aǌem. Neka je sa Yk oznaqena sl.
veliqina koja predstavǉa vrednost obele�ja Y entiteta odabranog u k-tom koraku. Bez
obzira na to da li je (prost) sluqajan uzorak bez ponavǉaǌa ili sa ponavǉaǌem, sl.
veliqine Y1, Y2, . . . , Yn imaju istu raspodelu verovatno�a kao obele�je Y (data u (1)). Kod
uzorka sa ponavǉaǌem ove sl. veliqine su i nezavisne (svako izvlaqeǌe je nezavisno
od ostalih i uvek se vrxi iz kompletne populacije), dok su kod uzorka bez ponavǉaǌa
ove sl. veliqine zavisne.

Nadaǉe govorimo o (neure�enom) sluqajnom uzorku S bez ponavǉaǌa obima n.
Lema 1. Uzoraqka sredǌa vrednost je nepristrasna ocena nepoznate populacijske
sredǌe vrednosti. Disperzija ove ocene jednaka je:

σ2

n

(
1− n

N

)
,

gde je σ2 nepoznata populacijska disperzija.
Dokaz.
Uzoraqka sredina je sl. veliqina data sa:

m̂Y :=
1

n

∑
k∈S

yk,

a za realizovan uzorak s ona uzima konkretnu realnu vrednost:

m̂Y (s) :=
1

n

∑
k∈s

yk.

ǋeno matematiqko oqekivaǌe raquna se na osnovu ǌene uzoraqke raspodele, a suxtinski
kao te�inska sredina ǌenih realizacija po svim mogu�im uzorcima s obima n, sa te�i-
nama jednakim verovatno�ama odabira konkretnih uzoraka:

Em̂Y =
∑
s

m̂Y (s)p(s) =
1

n

N∑
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yk

(
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)(
N
n

) =
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yk = mY .

Analogno bi se raqunala disperzija ocene m̂Y .
Alternativni naqin podrazumevao bi primenu tzv. randomizacije, xto je vrlo korisna
ideja kod slo�enijih planova uzorkovaǌa. Ranije su uvedeni indikatori ukǉuqeǌa Ik,
definisani sa:

Ik =

{
1, ako je jedinica oznaqena sa k odabrana u uzorak
0, inaqe

.

To su sl. veliqine sa zakonom raspodele:

Ik :

(
0 1

1− πk πk

)
,



gde je πk odgovaraju�a verovatno�a ukǉuqeǌa prvog reda.

Ik je statistika, a πk nije nixta drugo do:

πk =
∑
s3k

p(s)

gde se sumiraǌe vrxi po svim mogu�im uzorcima s obima n koji sadr�e jedinicu
oznaqenu sa k.

Tada se uzoraqka sredina mo�e zapisati na slede�i naqin:

m̂Y :=
1

n

∑
k∈S

yk =
1

n

N∑
k=1

Ikyk (2)

Primetiti da su, pri navedenim pretpostavkama, u izrazu (2) samo Ik-ovi sl. veliqine.

Ve� je pokazano da je:
πk =

n

N
, za svako k = 1, N,

pa su osnovne numeriqke karakteristike sl. veliqine Ik date formulama:

EIk =
n

N
, DIk =

n

N

(
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)
.

Prema tome je:

Em̂Y = E

(
1

n

N∑
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N∑
k=1

ykE(Ik) =
1

n

N∑
k=1

yk ·
n

N
=

1

N

N∑
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qime je pokazana nepristrasnost ove taqkaste ocene.

Za odre�ivaǌe disperzije ove taqkaste ocene tako�e se koriste svojstva sl. veliqina
I1, I2, . . . , IN . U nastavku trebalo bi primetiti da je, za k 6= l:

E(IkIl) =
n(n− 1)

N(N − 1)

xto je, zapravo, verovatno�a ukǉuqeǌa drugog reda πkl, pa su ove sl. veliqine me�usobno
zavisne o qemu jasno govori i kovarijacija:

cov(Ik, Il) = E(IkIl)− EIk · EIl = − 1
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· n
N
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N

)
.

Prema tome je:
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︸ ︷︷ ︸

def
= σ2

(4)

Korix�ena je formula: D
(

N∑
k=1

Zk

)
=

N∑
k=1

DZk+

N∑
k=1

N∑
l=1
l 6=k

cov(Zk, Zl), gde su Z1, Z2, . . . , ZN sl. veliqine

definisane na istom prostoru verovatno�a. �

Lema 2. Uzoraqka disperzija je nepristrasna ocena nepoznate populacijske disperzije.
Dokaz.
Ideja je sliqna kao u dokazu Leme 1. Mo�e se npr. prvo odrediti slede�e mat.
oqekivaǌe:

E

(∑
k∈S

(yk − m̂Y )2

)
= E

(∑
k∈S

((yk −mY )− (m̂Y −mY ))2

)
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)
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=
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N
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N

)
σ2 = (n− 1)σ2. (5)

Deǉeǌem obe strane jednakosti (5) sa (n− 1) dobija se:

E


1

n− 1

∑
k∈S

(yk − m̂Y )2︸ ︷︷ ︸
def
= S

2

 = σ2.

�

Kada je pristup zasnovan na modelu, kao xto je ve� reqeno, vrlo jednostavan model
populacije bio bi model u kome su sl. veliqine Y1, Y2, . . . , YN nezavisne i imaju istu
raspodelu verovatno�a kao posmatrano obele�je Y (ovde je sa Yk oznaqena vrednost
obele�ja Y entiteta oznaqenog sa k). Dakle, ove sl. veliqine su nezavisne kopije
obele�ja Y sa istim (ali nepoznatim) mat. oqekivaǌem mY := EMY = EY i disperzijom
σ2
Y := DMY = DY (slovo M u indeksu ukazuje na to da se numeriqke karakteristike
obele�ja Y odre�uju na osnovu pretpostavǉenog modela).
Za konkretan uzorak S bez ponavǉaǌa obima n (bez obzira na to da li je on sluqajan
ili nesluqajan uzorak) uzoraqka sredǌa vrednost:

Y =
1

n

∑
k∈S

Yk

je nepristrasna ocena nepoznatog mat. oqekivaǌa EY , ali i nepristrasna ocena (boǉe
reqeno: prediktor) sl. veliqine

1

N

N∑
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1

N

∑
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Yk +
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∑
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Yk.



Ideja za ovakav izbor prediktora je da se izdvoje sl. veliqine koje su u vezi sa
odabranim uzorkom S i na osnovu ǌih izvrxi ”predvi�aǌe” preostalih Yk-ova, ko-
riste�i qiǌenicu da je uzoraqka sredǌa vrednost najboǉi linearni nepristrasni
prediktor (pri pretpostavǉenom modelu) vrednosti obele�ja svakog entiteta koji nije
odabran u uzorak:

1

N

∑
k∈S
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· 1

n

∑
k∈S
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Nepristrasnost bi ovde trebalo shvatiti u smislu: ”nepristrasnost u odnosu na
model”, xto jednostavno znaqi da je za realizovani uzorak s taqna jednakost:

E
(
Y | S = s

)
= E

(
1

N

N∑
k=1

Yk| S = s

)
(= mY kod ovog metoda uzorkovaǌa).

Lema 3. Sredǌe kvadratna grexka predvi�aǌa (predikcije) data je sa:

E

(
Y − 1

N
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)2

=
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n

(
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)
.

Dokaz.

Zbog nepristrasnosti prediktora, sredǌe kvadratna grexka svodi se na:

D

(
1

n

∑
k∈S

Yk −
1

N

N∑
k=1

Yk

)
. (6)

Prvo se disperzija iz (6) zapixe kao:

D

((
1

n
− 1

N

)∑
k∈S

Yk −
1

N

∑
k/∈S

Yk

)
,

a zatim je, na osnovu pretpostavǉene nezavisnosti i jednake raspodeǉenosti vrednosti
obele�ja na uzorku i van ǌega, ona daǉe jednaka:(

1

n
− 1

N

)2∑
k∈S

DYk +
1

N2

∑
k/∈S

DYk =

(
1

n
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N
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N2
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=
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n

(
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N

)
.
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Nepristrasna ocena sredǌe kvadratne grexke predvi�aǌa data je sa:

S
2

n

(
1− n

N

)
,

gde je S
2 uzoraqka disperzija data sa:

S
2

=
1

n− 1

∑
k∈S

(Yk − Y )2.


