
REXEǋA SEPTEMBARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 20.09.2023.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑

n=1

(
2n

2n−7

)n2

.

2. (8 p) Ispitati konveksnost i na�i prevojne taqke funkcije y = ln2 x+ lnx.
3. (8 p) Izraqunati

∫
cos x
cos 2xdx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ + y′ − 2y = 20 sin 2x.
5. (8 p) Iz xpila od 52 karte izvlaqe se tri karte odjednom.

(4 p) a) Odrediti verovatno�u da nijedna od tri karte nije u znaku srca.
(4 p) b) Ako znamo da nijedna od tri karte nije u znaku srca, odrediti verovatno�u

da su izvuqena taqno dva kraǉa.
6. (5 p) a) Dati definiciju asimptote realne funkcije realne promenǉive i kako se
izraqunava u svim sluqajevima (vertikalna, kosa).

(5 p) b) Na�i sve asimptote funkcije f(x) = x2+2x−1
x+2 .

7. (10 p) Kako glasi i kako se rexava Bernulijeva diferencijalna jednaqina? Na�i
opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ − 2xy = 3x3y2.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(

2n
2n−7

)n2

. Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
2n

2n− 7

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1
2n−7

7

) 2n−7
7

7
2n−7 ·n

= e
7
2 > 1,

to dati red divergira po Koxijevom kriterijumu.

2. Domen funkcije je D = (0,+∞). Izraqunajmo prvi i drugi izvod date funkcije

f ′(x) =
2 lnx

x
+

1

x
=

2 lnx+ 1

x
, f ′′(x) =

1− 2 lnx

x2
.

Imamo da je f ′′(x) = 0 za x =
√
e i

f ′′(x) > 0 za x ∈ (0,
√
e),

f ′(x) < 0 za x ∈ (
√
e,+∞),

pa zakǉuqujemo da je

f koveksna na (0,
√
e),

f konkavna na (
√
e,+∞),

taqka x =
√
e je prevojna taqka.



3. ∫
cosx

cos 2x
dx =

∫
cosx

cos2 x− sin2 x
dx

=

∫
cosx

1− 2 sin2 x
dx

=

[
t = sinx

dt = cosxdx

]
=

∫
dt

1− 2t2

=

∫
dt

(1− t
√
2)(1 + t

√
2)

=
1

2

∫
2

(1− t
√
2)(1 + t

√
2)

dt

=
1

2

∫
1− t

√
2 + 1 + t

√
2

(1− t
√
2)(1 + t

√
2)

dt

=
1

2

∫ (
1

1 + t
√
2
+

1

1− t
√
2

)
dt

=
1

2
√
2

(
ln(1 + t

√
2)− ln(1− t

√
2)
)
+ c

=
1

2
√
2
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(
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√
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√
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)
+ c

=
1

2
√
2
ln

(
1 + sinx ·

√
2

1− sinx ·
√
2

)
+ c

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ + y′ − 2y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 + λ− 2 = 0 su λ1 = 1, λ2 = −2, pa je yh = c1e

x + c2e
−2x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = A sin 2x+B cos 2x. Izraqunajmo prvi i drugi izvod
partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = 2A cos 2x− 2B sin 2x, y′′p = −4A sin 2x− 4B cos 2x

pa je

−4A sin 2x− 4B cos 2x+ 2A cos 2x− 2B sin 2x− 2(A sin 2x+B cos 2x) = 20 sin 2x

odnosno nakon sre�ivaǌa

sin 2x(−6A− 2B) + cos 2x(2A− 6B) = 20 sin 2x

odakle izjednaqavaǌem koeficijenata uz sin 2x i cos 2x dobijamo sistem dve jednaqine
sa dve nepoznate.

−6A− 2B = 20

2A− 6B = 0

Rexeǌe ovog sistema je A = −3, B = −1, pa dobijamo da je partikularno rexeǌe je
yp = −3 sin 2x− cos 2x.
Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
x + c2e

−2x − 3 sin 2x− cos 2x, c1, c2 ∈ R.



5. (a) Oznaqimo sa A doga�aj da nijedna izvuqena karta nije u znaku srca. Tra�imo
P (A). Ukupan broj ishoda pri izvlaqeǌu tri karte odjednom iz xpila od 52 karte je(
52
3

)
, a broj povoǉnih ishoda je

(
39
3

)
jer nam odgovara da izvuqemo bilo koje tri karte

koje nisu srce, a tih karata ima ukupno 39. Dakle, po definiciji tra�ena verovatno�a
je

P (A) =

(
39
3

)(
52
3

) =
39·38·37
3·2·1

52·51·50
3·2·1

=
703

1700
.

(b) Oznaqimo sa B doga�aj da su izvuqena taqno dva kraǉa. U ovom delu zadatka nama
se tra�i uslovna verovatno�a P (B|A) koju raqunamo po formuli

P (B|A) =
P (AB)

P (A)
.

Verovatno�u P (A) smo ve� izraqunali pa ostaje samo da odredimo verovatno�u P (AB)
tj. kolika je verovatno�a da se doga�aji A i B istovremeno ispune, odnosno da su
izvuqena taqna dva kraǉa i da nijedna od karata nije u znaku srca. Ukupan broj is-
hoda pri ovom izvlaqeǌu je ponovo

(
52
3

)
, a broj povoǉnih ishoda raqunamo kao

(
3
2

)
·
(
37
1

)
(od tri kraǉa koji nisu srce biramo dva i to je

(
3
2

)
mogu�nosti i to mno�imo sa brojem

mogu�nosti da od preostalih 37 karata koje nisu ni ta dva kraǉa niti srce izaberemo
jednu, tj.

(
37
1

)
). Konaqno,

P (B|A) =

(32)·(
37
1 )

(523 )
703
1700

=
3

247
.

6. (a) Videti u u
beniku.
(b) Domen date funkcije je D = (−∞,−2) ∪ (−2,+∞), pa je prava x = −2 potencijalna
vertikalna asimptota. Kako je

lim
x→−2+

= −∞, lim
x→−2−

= +∞,

zakǉuqujemo da prava x = −2 jeste vertikalna asimptota. Poxto je limx→±∞ f(x) = ±∞,
fnkcija nema horizontalnih asimptota. Ostaje da proverimo kose asimptote. Kako je

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= 1, n = lim

x→±∞
f(x)− kx = 0,

zakǉuqujemo da je prava y = x kosa asimptota.
7. Nakon smene u = y−1, polazna Bernulijeva jednaqina se svodi na slede�u linearnu
jednaqinu:

u′ + 2xu = −3x3

qije je rexeǌe

u = e−
∫
p(x)dx

(
c+

∫
e
∫
p(x)dxq(x)dx

)
u = e−x2

(
c− 3

∫
ex

2

x3dx
)

u = e−x2
(
c− 3

2
ex

2

x2 +
3

2
ex

2
)

u = ce−x2

− 3

2
x2 +

3

2
, c ∈ R



Vra�aǌem polazne smene, dobijamo:

y =
1

ce−x2 − 3
2x

2 + 3
2

, c ∈ R.


