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1 Iloaymapuoct

[Tojam mogynaprocTu mo3HaT HaM je jorr oJ1 panuje. Ha npumep, 1Ba Tpo-
yrina NAABC w ANA'B'C' ¢y nonynapra ako uMajy uctu oOJMK W BEJTNIHHY.
Mebhytum, To HEje m100pa meduHUIK]a, jep MA HE 3HAMO HH IITa je TO 00K
HU TIITA je TO BeJTUINHA TPOYT/IA. 3aTO MOPAMO MPOOATH 1A BUIUMO KAKO jOIIT
MOKeMO CXBATHTH TIOLYIAPHOCT TPOYTIona. AKO y3MeMo je/IaH OJT IbUX, HIIP.
AABC u momepamo ra CBe JOK Ce y MOTIYHOCTH He TMPEeKJONN Ca JIPYTUM,
OHJIa je jacHO Ja Cy OHW TOAyJAapHU. AJm, 1Ta 3HAYU TO Ja ra MOMepamMo?!
Hu oo Huje npenusua aeduHUITja, 8 HAYIAIA CMO JIa Y MaTeMaTHITH MOPa
cBe cTporo aa ce aedunuire. OBO MIpenymITaMo TEOPHUjH, a OBIe hemo moapa-
3YMEBATH Ja HAM je TOAYAAPHOCT TPOYTIoBa JAedUHUCAHA U KAO TOjaM y
MOTIYHOCTU jaCHA.

JIBe ay»Ku cMaTpaju CMO TOAYAAPHUM akKo WMajy uctTy jaykunay. Meby-
THM, TTIOHOBO MMaMO MpoOJIeM, jep MU HUCMO CTPOTO JIebUHUCAH TIITa je TO
Ty KUHA TyKu. Ann, Ha Hamry cpely, MOIyIapHOCT AYKHA MOXKeMO JeduHu-
catu u 6e3 MojMa AyxKuHe, a U TO hemo mpenyctutn teopuju. OBae hemo
caMoO HaIPABUTH MaJIy JUCKYCH]y OKO TOTA Ja JIM MOPaMO 3a JIBe MOy IapHe
nyxu ABu A'B mucaru AB = A’ B’ nian MoxKeMo, Kao MITO CMO Ce HABUKJIN,
mucatn AB = A'B’ (ty emarpamo ga cy nyxune nyxu AB n A'B’ jennake).
VY cymrruan, crporo gopMaano riaegano, sanuc AB = A’B’ o3nauaBa ga cy
nyxu AB n A'B’ jeqmake Kao CKyHOBH Tadaka, Tj. Ja Ce Te JIBe JyKHU Ca-
CTOje W3 MCTUX Tadaka. lajga cy one mjentnune. Mehyrum, Mmu He Keqmmo
Jla ce OrPaAHMYINMO CaMO Ha Taj Cayd4aj, 1ma hemMo yCBOJUTH JIOTOBOD Ja Ka/ia
namumemo jga je AB = A'B’, o 3naun jga cy ayxu AB u A'B’ nogygapne, a
He ugeniiuvre, Tj. jeJlHaKe Kao CKYMOBH TavdaKa.

Cnmuano, 3a aBa yrma £pOq u £p'O'q’ cmarpaMo Ja ¢y TOIyJapHH aKo
nMajy UCTY Mepy y cTeleHuMa Wan paanjanuMa. Ha mpumep, ako oba yria
umajy mepy 60°, Tj. Z, onga cy onm moayaapuu. ITonoso mmamo ncru mpo-
6J1eM, jep HECMO CTPOrO JeduHUCAIN TITa je TO Mepa yriaa. AJm, Mepy yria
hemo mpenusno neduHUCATH Y TEOPHjU, Tj. HA HpeaaBamHuMa, a OBIe hemo
cMaTpaTH Ja HaM je Mepa yriaa JeduHUCaHa U jacHa Kao mojaM. Takobhe, Ka
Cy O3HaKe 3a TOAYJAPHOCT yIJIOBA Y THUTAly, CTPOro (hopMasHO 3HAUEHE
uzpasza £pOq = £p'O’q’ jecre na ce TM yrjaoBU NMOKJANAJy KaO CKYIIOBH Ta-
JaKa, Tj. Ja Cy WIeHTHIHU, a KAKO MU He KeJUMO Jia ce OTPAHUIIMO CaMo
Ha Taj caydaj, cmarpaheMo 1a Taj m3pa3 3HAUM Jla Cy UM Mepe jeaHake, a
caMUM TUM # Ja cy nomayaapuu. Jlakse, c1o00IHO MOXKEMO HUCATH J1a je
ApOq = £p'O'q" ymecro £pOq = Lp'O'q'.

[Tomcernmo ce cama CraBoBa O TOMYZAPHOCTH TPOYT/IOBA. JacHO HAM je
J1a JIBa MOAy/IapHa TpoyTJia uMajy mehycobHo noayaapue oarosapajyhe crpa-
nure u yriaose. Ob6parno, 3a aBa Tpoyria AABC u ANA'B'C' nososmHo je



JTIOKA3aTH CaMO 3a HeKa TPHU Mapa CTPAHUIA WX YIJIOBA JIa CY TOYIapHH.
CtaBoBH KOjU ce JOKa3yjy y TEOpPUjH W KOJU JIajy OBe JIOBOJHHE YCJIOBE 3a
MOJLYAAPHOCT JBa TpoyTiia 30By ce CTaBoBM O MOJLYIapHOCTH TpoyTIoBa. ma
nx mneT m cala heMO X HABECTH.

Hexka cy maru tpoyrinosu AABC uw ANA’B'C’. Axko BaxKu HeIro oj, cje-
neher:
1° (CYC) AB=A'B', ABAC = LB'A'C’, AC = A'C";
2° (CCC) AB=A'B', AC =A'C', BC = B'C;
3° (YCVY) LBAC = AB'A'C', AB = A'B', {ABC = LA'B'C";
4° (CCY) AB =A'B', AC = A'C', LACB = LA'C'B’, a yrnosu £LABC' n
L A'B'C' cy oba omrpa, oba mpasa Wi 06a TyIa;
5° (YVC) AB=A'B", {ACB = LA'C'B', {BAC = {B'A'C";
ouga je NABC =2 NA'B'C'.

C c’

A B AI B/

Jlakste, cBaku 0oJ cTaBoBa 1°-5° eKBWBaJIEHTAH je ca MOLYyJapHOIINY TPO-
yroa NABC u NA'B'C'.

[Ipumerumo ma Beh Koa TPOYIVIOBa HE MOXKEMO TEK TaKO MHUCATU 3HAK
,= yMecTo 3HakKa ,~". Koa ayxKu u yrioBa ce TO MOXKe TOJEPUCATH, jep Ce
TY YMECTO jeIHAKOCTH CKYTOBa TadaKa MUC/IU HA jeJHAKOCT JIyKUHA JIYZKH,
omHOCHO Mepa yrioBa. Mehyruwm, ogrosapajyha mepa 3a TpoyriioBe je MOBp-
MMUHA, a JBa TPOYTJIa KOja UMajy UCTY MOBPIIUHY HE MOPAjy OUTH MOy IapHA.
Bancra, ako y3MeMoO JIBa TPOYIJIa KOja MMAajy UCTY OCHOBHILY W BHUCHUHY, O
Jera je jeJaH OIMTPOYTJIN, a JAPYru TYHOYTJIH, OHJA je jacHO Ja OHU HUCY
MO/Iy/TAPHY, & WMAa]y UCTY MOBPITHHY.

Bparuwmo ce caga na CraBose o moayapHOCTH TpoyrioBa. Ha mpBu mo-
rJie/l HaM ce MoKe yaumHuTH jaa cy craBoBu YCV n YYC ucru, jep yKOJIUKO
Cy HaMa IMO3HATa HeKa JBa yIa TPOyTJIa, MO3HAT HaM je W Tpehu 360r Tora
mTo je 30up ymioBa y Tpoyriy jeanak 180°, omuocuo 7. U To je mormyno
tauno. Ho, 3acTtanumo oBje 3a TpenyTak. Ha oBom mpenmery ce m3yda-
Bajy JBe TeoMeTpuje, eyKJINJICKa U XUrepoondka. EyK/Injicka reoMerpuja
je crangapaHa, yobndajera reoMeTprja ¢ Kojom ce cycpehemo jorn y oCHOBHO]
ITKOJTH, & 0 XUIepOOJMIKOj TeoMeTpuju hemo yuntu Kacuuje. 3a cajga hemo
pehn 1a ce mcrnoctaB/ba aa he y XumepOOJIUIKOj TeOMETPHjU 30D YIIOBA Y
TPOYIJIY YBeK OUTH Marbh O 7 M Ja Taj 30Hp MOxKe OUTH OHIO KOju OPOj
u3mehy O u 7. VI3 Tor pasjora ce oBa jJBa CTaBa W HaBOJe O/JBOjeHO, jep he



y XUIepooInIKOj reOMeTPHUju OBO OUTH [IBa MOTIIYHO OJBOjeHA M HE3aBUCHA
CTaBa O MOIYJAPHOCTH TPOYTJIOBA.

Ocum craBoBa O TOMAYJAPHOCTH TPOYTJIOBA, KOPUCTHNEMO jeIHO Beoma
mohuo TBpheme Be3ano 3a napasesorpam. Hajnpe najmo pedunuimjy mapa-
JIeJiorpama.

Hedunnnuja 1. Yersopoyrao ABCD je uapasenotpam axo je AB || CD u
AD || BC.

Teopema 1. Hexa je y pashu gati koneexcan uetwieopoyiao ABCD. Caegeha
mepherva cy ex8uUsaNeHTIHA.
1° Yewmsopoyiao ABCD je uapaneroipam.
2° Cesaxa gsa cycegha yiaa wewsopoyira ABCD cy cyusementiina.
3° Iaposu nacupammnuz yurosa wetwsopoying ABCD cy taposu GogygapHuz
YIN08G.
4° AB || CD uw AB=CD
5 AB=CD u AD = BC
6° lujaronane AC' u BD umajy sajegnuyuko cpeguuitie.
OBy Teopemy Hehemo mgokaswBatm. Ilomcermmo ce cajga NEHTPATHUX W
nepudepnjcKux yriaoBa.

Hedununuja 2. Heka je k xpyr, veka je O meros nenrap u Heka cy A, B, C
Tadke ca Tor Kpyra. Yyrao £ AC B 30Be ce tepugepujcku yiao, a yrao £ AOB
30B€ C€ UEHUPANHU IO,




Ako cy tmauke C' m O ca ucre crpane mpase AB, oHma 3HaMo 1a je
£LAOB = 2L ACB. 3ato ce y ToM ciydajy Kaxke ma neHTpaann yrao L AOB
ogrosapa nepudpepujckom yriay L ACB. C tum y Besn, ako je C' Heka apyra
rauka Ha Kpyry k taksa ga cy C,C’,O c¢ ucre crpane npase AB, onjga u3
LAOB = 2LACB u LAOB = 2L AC'B cieqn na je LACB = LAC'B. 3a
nepudepujcke yrmose L ACB nu L AC'B kaxe ce J1a Cy Hag UCTUM AYKOM
W HAg UCTIOM Wetiusom (Y OBOM CIIy4Yajy, JTYKOM AB, 0IHOCHO TeTHBOM
AB). Mebyrnm, ako je D Taduka Ha Kpyry k Koja ce ca CyNpOTHE CTpaHe
npaBe AB ox tauaka C,C’, O, onga uwehe outn L ADB = £ ACB. Pasior je
Taj MTO WHeros oarosapajyhu mearpaann yrao uuje yrao £ AOB. VY crBapm,
IErOB MEHTPAJHI yrao je Ha CJIUNH O3HAUEH Ca ¢ U MPEJICTaB/ba JIOMYHY
yria £ AOB no nysor yriaa. Uy oBoMm ciaydajy BaxKu ga je oarosapajyhm
MEeHTPATHE yrao JBa myTa Behu o nepudepnjckor, gakine ¢ = 24 ADB. 13-
pauaynajmo kosmkn je yrao £ ADB. Kako je myu yrao jeanax 27w, ciean jaa
je LAOB 4+ ¢ = 27, ma je ¢ = 2n — LAOB = 21 — 2L ACB. Opase
3akspyayjemo na je LADB =71 — LACB.

[Tpumernmo na nepudepujcku yrnosu L ACB nu £ ADB Hucy HaJ HCTHM
JykoM, jep je yrao £ AC'B waj IyKoM @, 10K je yrao £ AD B wuas gykom
ACB. QOpMYTATITAMO TeOpeMy.

Teopema 2. Ilepugepujcku yirosu nag uctum AYKoMm cy mehycobro Togy-
gapru. Ilepudepujeru yirosu Hag uctiom WETUBOM CY UAU TOJYJAPHU UAU
CYUNEMEHTIHU YTAOBU.

Bayku n obparno. Hamwve, Heka cy y pasanu jgare tauke A, B, C' na kpyry
k m Tauka C’ 3a Kojy He 3HAMO Ja Jiu je Ha Kpyry. Ykouuko cy C,C’ ca ucre
crpaue npase AB u LACB = £AC'B wmn ykonuko cy C,C’ ca cynporHux
crpana npase AB u LACB + LAC'B = w, cnenn na C' € k.

Axo cy Tauke A, B ca kpyra k takse 1a je AB npeunuk u ako je O meHTap
kpyra k, onja je nearpasau yrao £ AOB onpyxkenn yrao, tj. LAOB = 7.

Teopema 3. [lepudepujcku yiao nag upeurukom je upas.

Teopema 4. Viao koju tpage Wanientlia u Welhusa HEKOT Kpyia k Togygapar
je uepugepujckom Yiary Hag UWoM UWEULUCOM.




HapaBmo, kKako 3HAMO /Ia y ONINITEM CJIyYajy TOCTOje JIBa HEMoay apHa
nepudepnjcka yria HaJ HCTOM TETHIIBOM, MMOCTAB/ba Ce MUTAE KOjeM O Ta
JIBa, yTJIa je mojyJapaH yrao Koju rpaje TetnBa u Tanrenta’ Mehyruwm, kan
MaJIo 60/be pa3MHUCIUMO, BUJIeheMo Jila TaHTeHTa U TEeTUBA T'Paje JBa YIJa.
VY ormrrrem citydajy, jeaaH o THX YIJIOBa, je OmiTap, a APy je TYI, a Kako je
jenan nepudeprujcKu yrao HaJ TETHBOM OIITap, a JAPYTU TYII, OH/IA je jJACHO Ja
he omrrap yrao Koju rpaje TeTuBa U TAHTEHTa OUTHU MOMYIAPAH OMITPOM YTy
HaJ[ TOM TETUBOM, & TYII Yrao KOjU I'pajie TeTUBA ¥ TAHTE€HTa OUTH MOy IapaH
TyrnoM tnepudepujckoM yIjIy HaJl TOM TETHBOM. YKOJUKO Cy Mak oda yria
KOJU T'pajie TAaHIeHTAa W TEeTUBA NpPaBH, OHJA je Ta TETUBA IMPEYHHK, 14 CY
oba mepudepujcka yria HajJ TOM TETHBOM MpaBa. A CBH MpaBU YTJIOBH CY
MehycobHO momymapHu.

3aBpIIuMO OBY YBOJHY HPUYY JBEMa TeOPEMaMa.

Teopema 5 (YrioBu ca mapasiennnm kpamnuma). Hexa cy £pOq u £p'O'q
waxeu ga je Op | O'p" u Oq || O'q'. Taga je £pOq = £p'0'q" uaru £pOq +
Lp'O'q =m.

Teopema 6 (YrmoBu ca HopMamuuMm KpaiuMma). Heka cy ApOq u £p'O'q
wakeu ga je Op L O'p' u Oq L O'q". Taga je £pOq = £p'O'q" uaru £pOq +
LpO'q =m.




B

Heka je D Tauka ma nonynpasoj C7B; taksa ga je C1By = ByD. Tana
je Tauka By cpemumre mujaronana AC uw C1D, na je werBopoyrao AC;CD
nmapasiesorpam. Caemn na je ACy || CD wn na je AC; = CD. Kako je
ACYy = C1B jep je C1 cpeaumre AB, nmamo na je C1B = CD, a xako cy
mpaBe AC, u C1B ucre, ciequ ma je u C1B || CD. Onpasme 3ak/bydyjemo
na je wersopoyrao BCDC, mapamenorpam, ma umamo ga je BC || C1D u
BC = CyD. Kako umamo ga cy npae C1B; u CiD wucre, ciean ja je
C1By || BC, akako je By cpemumre Cy D, cnexn na je C1 By = 1C1D = 1 BC,
IMTO je u TpedaJio JI0Ka3aTH.

Hedbununuja 3. yx CB; 30Be ce cpegrva aunuja tpoyraa NAABC.

A M B

a) JIyxx MN je cpeawa nunuja tpoyria AABC, ma 3ak/bydyjeMo jaa je
MN || AC'n MN = 1AC. Takobe, KL je cpeama munnja tpoyraa AACD,
na caean na je KL | AC m KL = 1AC. 3akmyuyjemo na je MN || KL n
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MN = KL.

Cruano je u QK cpemnmwa munanja Tpoyria ABCD, ma je QK || BC' u
QK = %BC. Taxkobe je M P cpenma smunja tpoyria AABC, na je MP ||
BC w MP = {BC, na saxmy4yjemo xa je QK || MP nw QK = MP.

6) 13 nena 2) nvamvo na je MN || KL w MN = KL, na je uerBopoyrao
MN KL mapanenorpam. Crenu na mwerose aujaronane MK u LN uwmajy
3ajeHUUKO cpeaumre. Takobhe, u3 jgena 2) 3akmbydyjemo na je QK || MP u
QK = MP, na je gerBopoyrao K PM( mapasenorpam. OmaBie 3aK/bydy-
jemo ja merose amjaronase KM u P(Q) wvmajy 3ajenaundako cpeaumire. Kako
cMo Jiokazasn Jia u MK u LN umajy 3aje JHUYKO CPejuIiTe, a cBaka JIy7K
MMa jeIMHCTBEHO CpeuInTe, ciaeau jaa cse Tpu ayxu (MK, LN u PQ) nmajy
3ajeTHUIKO CPeuIITe.

B) /lyxx PM je cpeama munuja rpoyria AABC, naje PM || BC, a nyxx MQ
je cpeama smauja Tpoyria AABD, na je MQ || AD. Axo ca £(AD, BC)
o3HaunMoO yrao koju rpaje nmpase AD u BC, ouma taj yrao u yrao £ PMQ)
nMajy mapasenne Kpake, ma cy mogynapuu. Jlakme, LPMQ = £(AD, BC).

Hyx PN je cpenma qmunja tpoyrma AABC, na je PN || AB, a ayx
NQ je cpenma munnja Tpoyria ABCD, na je M@ || CD. Yrao koju rpase
npaBe AB u CD u yrao £ PN() numajy mapaJjeHe Kpake, ma MOpajy OuTu
jennaxu, ogHocrHo Baxn £ PNQ = £(AB,CD).

Konauno, LM je cpeama aunuja tpoyria AABD, wa je LM || BD, a
MN je cpeama maunauja tpoyrna AABC, na je MN || AC. Canga Bummvo
na yrnosun £LLMN u £(AC, BD) umajy napajieine Kpake, Ta CJIean 1a je
LLMN = £(AC, BD,).

3. a) C

Osznaunmo ca C' noguoxkje sucune u3 remena C' wa npasoj AB, a ca H'
TAYKy KOja je cumeTpudHa oprouentpy H y omHocy Ha crpanuny AB (y mu-



Tamy je ocua cumerpuja). Tana je HH' 1 AB u tauka C' je cpeauiire 1y Ku
HH' tj. HC" =C'H'. Kako jeu L HC'A = LH'C'A, jep cy oba yria nmpasa
(jemmaka 90°, ommocno 5) u AC" = AC’, na ocnosy crasa CYC 3ak/bydyjemo
na je AHC'A =2 AH'C'A. Jlobujamo na je LAH'C' = LAHC'. Hama je
b Ja okaxkemo Jga cy yriosn L AH'C' n £LABC nonynapuu, jep hemo
ouga umatu ja je yrao £ AH'C nepudepujckn uazm aykom AC, na he H'
npunagaru omucanoMm kpyry tpoyria AABC. Yrmosu £LAH'C' u LAH'C
cy ucTH, 1a je 1oBo/bHO mokasaru jga je LAHC' = LABC. Mehyrnm, kako
je HC" 1. AB jep je HC' Bucuna, u AH 1 BC jep je AH Bucuna, ciean
na yrinosn L AHC' u L ABC umajy HOpMaJIHE Kpake, Te ¢y MeljycoOHO 1moLy-

H1

Ozuauanmo ca C; cpemaumire crpanune AB tpoyira AABC u ca Hy tauky
cumerpuuny oprounentpy H y ommocy na tauky C (cajga je y muTamy IeH-
Tpanna cumerpuja). Tana je rauka C cpenumire jayxu HHy. Y ueTBopoyriy
AH,BH nujaronane AB u HH; umajy 3ajequnvko cpemurire, tadky Cf,
ma je y nmrTamy napaJjenorpaM. 3akbydyjemo ga je BH || H1A u na je
AH || HiB. Kako je BH Bucuna, cieqn ga je BH L AC, ma caean u na je
H\A 1L AC, 1j. £H,AC = 7. Tlpema Tome, Tpoyrao AACH, je mpasoyri,
ma je MeHTAp HeroBOr OMHCAHOT Kpyra (Jak/je Kpyra KOju CAIpiKU HHeroBa
remena A, C, Hy) cpepumrre xunorenyse CH;.

Canano, AH je sucuna, na je AH 1 BC, a nomro je H1B || AH, cuenu
na je HiB 1 BC, 1j. na je £LH,BC = 7. Tlpema rtowme, tpoyrao ABCH,
je mpaBoOyIiIM, Ma Ce MeHTAp HeroBOr OMUCAHOr Kpyra (Jakie Kpyra Koju
cajp:ku mheropa teMena B, C| Hy) cpexumrre xunorenyse CHy.

Omnucann kpyrosu Tpoyriosa ANACH; w ABCH, umajy UCTH TeHTap
(cpemmmre ayxku C'Hp) w wern nmoaynpednuk (mososuua myxku CHp), Te



TH TPOYIJIOBH MMAajy MCTH ONUCAaHW Kpyr. Jlakie, jelan MCTH KpPYyT CAJIPKU
rauke A, B,C, H;. Kako ce 0KO ¢BaKOI' TpOyIJIa MOKE OIIMCATH CAMO jeIaH
KpyT, Tj. 3a CBaKe TPW TadKe MOCTOjW JeJAWHCTBEHNW KPYT KOJU WX CAJIPIKH,
caenn na omucann Kpyr rpoyria AABC (1j. oHaj KPyT KOju CaJip:Ki Heropa
tremena A, B, C') Mopa 6uti ucTr Kao u Kpyr Koju caapxu tadke A, B, C, H;
(maxse, 3ajenauuku omucanu kpyr tpoyriaosa AACH; u ABCH;). Osum
CMO JIOKa3aJu Ja ce Tadka H; Hamasm Ha omucanoMm Kpyry tpoyria AABC,
IMTO je u TpedaJio JI0Ka3aTH.

[MTraBurre, y oBoMm 3ajatrKy cMo jokazaju u ciejgehe. Kako ce menrtap
3ajeIHMYKOT OMMCAHOT Kpyra 3a mpasoyrie Tpoyriose AACH, n ABCH;
Hasasn Ha cpeaumry C'Hy, cienn na je C'Hy weroB mpedHuk. A 1momrro je
Taj KPyr UCTH Kao W omumcanu Kpyr 3a Tpoyrao AABC, crean na je C'Hy
IpevYHnK omucanor kpyra rpoyria AABC.

Hamomena 1. V 3a7aTKy ce TparKuio Jia JJOKaKeMO J1a U TAIKe CHMeTPUIHe
oprorieaTpy H y omnocy Ha crpanurne AC u BC, Kao u Tauke CHMETPHIHE
CPeJMINTIMa THX CTPAHWIA, NPUNaaajy onucanom kpyry tpoyria AABC.
Mebhytum, To HUje moTpedHO MocebHO JgoKaszwBaTu. Hawmme, cBe Tpu crTpa-
aure Tpoyrina AABC melhycobHO cy paBHOTpaBHE, Ma WCTH JIOKA3 KOjU je
MPUKA3aH 33 TaUKe CHMeTpUIHe opToneHTpy H y omgHocy Ha crpanuiy AB u
cpenumire crpanune AB (tauke H' u Hy) Bazkuhe u 3a mpeoctae Tauke, y3
npomeHny ojrosapajyhux ciaosa (Hmp. caoBo A 3aMeHHMO CJI0BOM B, CJI0BO
B 3amennmo ciaoBom C, cioBo C' 3amennmo ciosom A, cioso C' cioBom A’
U WMaMO JIOKa3 3a Tadke Koje Cy cuMerpudne oproueHtpy H y omHocy Ha
crpauury BC' u cpennmire crpanune BC').

4. ¢

10



Hexka je H, Tauka m3 3. 3ajaTKa, Tj. Tadyka CUMETPUIHA OPTONEHTPY H
y omaocy na cpemumre Cy crpanune AB. [locmarpajmo tpoyrao ACH H.
Kako je C cpeanmre merose crpannne Hy H, ciean na je nyxx C'C Texxuimma,
nyk Tor Tpoymia. Takohe, myxx C'C) je m TexkumHa ayxk tpoyria AABC,
jep je Ch cpemmmre merose crpanuie AB. U3 3. 3amarka caenn ga je C'Hy
MpevHnK omucaHor kpyra tpoyria AABC, na je weros neatap O cpeauiire
nyxu C'Hy. Jlakne, ny:x HO je texumtaa ayxK Tpoyria ANCHyH, ma je mhen
npecek ca texunaom ayxu C'Cy rexxumre Tpoyria ACH{H. O3uadumo ra
ca Ty n mokazxumo ja je To y crBapu Tadka T (rexuinre Tpoyria AABC),
Tj. jaje Ty =1T.

Kako je Texkumrre cBakor Tpoyriaa Tadka KoOja JIeJN FHEeroBe TEeKUIITHEe
ayxu y ogaocy 2:1, cienn ga texkurire T tpoyria AABC nenn mHeroBy
texkumay nyxk CCy y omuocy 2:1, 1j. Baxu CT' : T'Cy; = 2 : 1. Takobe,
rexkumre 17 tpoyrma ACH{H nenmm mweroBy texumny ayx C'Ch y ogHOCY
2:1, 1j. Baxkm CT7 : T/Cy = 2 : 1. Kaxo je Tauka Koja JieJiu HEKY YK
y HEKOM OJHOCY JeIMHCTBeHa, caenu fa je 17 = T'. Jlakme, T' je Texwurre
u tpoyrna ACH{H. Ilpema Tome, Tauka 1 NpHIIaga HEroBOj TE:KUIITHO]
nyxu HO (na cy H,T,O xonuueapue) u jeiu je y omsocy 2:1, Tj. BaKu
HT : TO =2:1. Kako T npunajaa bam ay:xu HO, cneaun na Bektopu H
u ﬁ uMajy uctu cMmep, a uz HT : TO =2 : 1 cnenu na je HT = 270, na je
3a1CTa Pﬁ = 2T®.

Hedbununuja 4. [IpaBa koja caap:xku koauHeapue tauke H,T, O 30Be ce
Ojaeposa tupasa.

Heka cy A’, B',C’ penom nomguoxja sucuna u3 temena A, B, C' na crpa-
aunama BC, C' A, AB tpoyria AABC w ueka cy Ay, By, C peaom cpegutira
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crpanuna BC, C'A, AB. Jly:xu Koje cuajajy TeMeHa u oproreaTap H Tpoyria
NABC cy nyxu AH, BH, CH, ma o3uauammo penom ca D, E, F muxoBa cpe-
qumita. Tpeba jokas3aTn Ja MOCTOjU KPYT KOjU CAJIpyKU OBUX JIEBET TadyaKa
(A, B, C" Ay, By,Cy,D,E, F).

[Tocmarpajmo gerBopoyrao DE A By. lyx B A; je cpenma JuHIja TPO-
yrna AABC, na je BiA; || AB u B1A; = %AB, a nyx DE je cpenma
muranja tpoyrna AABH, na je DE || AB u EF = %AB. BakmpyayjeMo m1a
je DEA;B; napanenorpam. [lopex tora, DB je cpeama JWHHja TPOYIJIA
ANACH, na je DBy || CH. Kaxko je CH 1 AB jep je CH Bucuna, ciean
na je DBy L AB. Mebhyrtum, umamo na je B1A; || AB, na je DBy L By A;.
[Ipema Tome, yrao £ DB1A; je mpaB, ma Kako je mapaaegorpaM KOju HMa
jeJaH ImpaB yrao y CTBapH IPaBOyTaoHUK, CIeau 1a je yerBopoyrao DE A, B,
mpaBoOyraoHuk. Kako ce OKO MpaBOYTaOHUKA MOYKEe OMUCATH KPYT, CJIeIH A
MOCTOju KPyT Koju cajp:ku tatuke Ay, By, D, E.

Cnwmano, gerBopoyrao BiCiEF je npaBoyraoHuk. 3ancra, OH je Tmapa-
nemorpam, jep je B1CY cpeama munuja tpoyrna AABC, na je BiCy || BC
u BC; = %BC u EF je cpenma qunauja tpoyrma ABCH, na je EF || BC
n FF = %BC’, omakie 3akpyudyjemo ma je BiCy || EF uw ByC; = EF.
[Topen rora, C1E je cpenma qunuja tpoyrma AABH, na je C1E || AH, a
nomrro je AH | BC jep je AH mucwuna, Baxku u C1E 1 BC. A xako je
B,Cy || BC, cneqn na je C1E L BiCy, 1j. na je yrao £ByC1E mpas, ma je
qerBopoyrao B;CEF mapaenorpaM ca jeIHUM IIPaBUM YIJIOM, OJHOCHO OH
je TpaBOYTAOHWK.

Kako je nmjaronasia nmpaBoyraoHuKa ITPEYHUK FHETOBOT OIMUCAHOT KPyTa,
CJIeJTN J1a je HeroB MEeHTap CPEeIuIITe JIijaroHase, a MmoynpPedHuK MOJOBUHA
nujaronase. yx BiFE je 3ajenqnndka aujaroHasia mpasoyraonnka DFE A By
n B1C1EF, na cmean 1a onucaHd KPYTOBU THX MPABOYTAOHUKA UMAjy HCTH
MeHTap W UCTH MOJYIPEYHHK, OJHOCHO Ta JIBA MPABOYTAOHUKA WMAjy HUCTH
ommcanu kpyr. Jlakme, kpyr koju cagpxu tauke Ay, By, D, E cagpxu un
tauke By, Cy, F, F. Jlakye, mocToju Kpyr, HA30BUMO Ta k, KOJU CAJIPKN TAIKe
A, B,C,D,E, F.

Ocraje mam jorr ja gokaxkemo jna taduke A', B, C' npumaaajy ToMm Kpyry.
Jy:x Bi FE je npeunux kpyra k, a yrao £ B; B'E je upas, jep je B'E Bucuna, a
npasa BB’ je ucra kao u npasa AC. Kaxo 3uamo na je nepudepujcku yrao
Ha/l TPEYHUKOM MpaB, caean 1a je £ B1B'E nepudepnjcku Hal TPEIHUKOM
B1FE xpyra k, na tauka B’ npunaga kpyry k. Ciandso goka3yjemo u ja
rauke A’ C' mpumanajy kpyry k. Yoummo aujaronany DA; mpaBoyraoHHKa
DEA|B; n upumernmo aa je yrao £DA’A; upas, jep je DA’ Bucuma, a
npasa A’A; je ucra kao u npasa BC. Onna je £ DA’ A, nepudepujcku na
npeunnkom DA; kpyra k, ma A" npunaga xkpyry k. 3a mauky C’ younmo
mnjaronany F'Cy npasoyraonuka ByC1 EF w npumernvo fa je £FC'Cy = §
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jep je F'C' Bucuna, a mpasa C'C) ucra kao u mpaBa AB. Omga je yrao
AL FC'Cy uepudepujcku nan upeunukom FCq, ma je C' € k.

Hedununuja 5. Kpyr koju canpxu tauke A, B’ C', Ay, B,,C,D,E,F
3oBe ce Ojaepos Kpyi.

Hedbununuja 6. Yersopoyrao ABCD je wetiusar ako ¢e OKO Hhera MOyKe
ONMCATH KPYT, Tj. aKO IMOCTOjU KPYT KOjU Caap:Ku meropa temena A, B, C, D.

[Tocmarpajmo kouBekcan derBopoyrao ABC'D. Heka je on TermBan. Ha-
cupamun yriaosu £ BAD u £ BC'D cy nepudepnjcku yrIoBH HaJ TETHBOM
BD u npu tome cy tauke A, C' ca cynpornux crpana npase BD. Cnenn ma
je £BAD + £BCD = mw. ObparHo, HEKa He 3HAMO Ja JIH jeé IeTBOPOYTao
ABCD rerusam, a umamo j1a je £ BAD + £ BC'D = n. Tlocmarpajvo kpyr
k ommcan oxo Tpoyrima AABD. Kako ce tauke A,C' Hamaze ca CympoTHHUX
crpana npase BD, ciemu nma je yrao £ BC'D nepudepujcKu HaI TETHBOM
BD, na weroo teme C' mpunaja Kpyry k. lakme, Kpyr k caJpxKu TeMeHa
gerBopoyria ABCD, na je uerBopoyrao ABC'D TeruBaH.

Jlakje, ycJjioB Ja Cy HACIpPaMHH yTJIOBH KOHBEKCHOT YEeTBOPOYTIJIA CY-
IJIeMeHTHH MoTpebaH je u 10Bo/baH (JaKje eKBUBAJIEHTaH) Ja YeTBOPOYTrao
ABCD b6yne tetuBan. CrenujaTHo, YKOJIUKO CY HATIPAMHE YTJIOBH IeTBOPO-
yria ABC'D npaBu, oHJa Cy OHH CYILIeMEHTHH, ma je derBopoyrao ABC'D
teruBaH. (OOpaTHO, HApaBHO, HE BaXKHU, Tj. IOCTOjeé UETBOPOYIJIOBU KOjH
Cy TETHBHW a HACIHPAMHH YTJIOBH HHUCY TIpaBH YriaoBu (y CympoTHOM GH TO
MOPAJIO BayKUTH 33 00a Mapa HACIPAMHHUX YTJIOBa, 1Ma, O Taj 4€TBOPOYTAO

13



MOpPao OUTH MPaBOYTAaOHMK, & 3HAMO Ja IOCTOjeé M TeTHBHH YEeTBOPOYIVIOBH
KOjU HUCY TIPABOYTAOHUIIN).

O/ eKBUBAJIEHTHUX YCJIOBA 33 TETHBHOCT KOHBEKCHOI YETBOPOYIJIA JIa-
hewmo jorr jegan. Ako je werBopoyrao ABC' D xousekcan u L ADB = L ACB,
oHJa je Taj derBopoyrao termBaH. (OBaj ycIoB je y cTBapu YCJIOB HOZyAap-
rocru nepudepujckux yriuosa £ ADB = L ACB nan nykom AB (tauke C, D
cy ca ucre crpade npase AB).

Hexka je M npou3Bo/bHA Tauka Ha KPYTry omucanoMm oko Tpoyria NAABC
u Heka cy P, (), R pexom nogaoxja nHopmasia u3 M ua npasuva AB, BC, C'A.
Ykomnko mpokaxkemo na je £ PQB = LCQR, ouna he 360or kKosmHeapHOCTH
rauaka B, Q,C (Q je momnoxje nopmane u3 M wa npasoj BC, na npumnaia
Toj npaBoj) yrinosun £ PQB u ACQR 6utn yHakpcuu, ma he oHga n Taduke
P, @), R npunajgaTtu jeHoj MpaBoj, Tj. Ouhe KoanHeapHe.

Youumo gerBopoyrao APM R. Owu je TeTuBaH, jep cy My CYIPOTHH yTJIOBA
LAAPM w £LARM npasu, na cy cymiementan. Cjeam ma cy u japyra jBa
cymporHa yriaa cymiemedtHa, 1j. £PAR + £APMR = w. Jame, yoummo
geTBopoyrao CQM R. U ou je TetusaH, jep cy my cynporun yriosu £C QM
u LCRM mupasu, na cy cymiemernTau. Opasae hemMo 3aKk/bYIUTH & Cy Te-
pudepnjckn yriaosu LCQR n LCMR nan sykom CR noaynapuan. Jlaxie,
£LCQR = LCMR.

[Tocmarpajmo cama werBopoyrao PBM(Q). Hbemy cy yriaosu £ BQM u
£ BPM wnan BM nonynapuu, jep cy To npasu yriaosu. Cieanm 1a je 4eTBO-
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poyrao PBM() teruBan, na je L PQB = £PM B, jep cy To nepudepnjckn
VIJIOBH HAJT JIYKOM PB. Konauno, uersopoyrao ABMC' je terusan (mo je-
duaunmju, mwerosa temena A, B, M, C npunauajy jeaHOM KpPyry W TO Oarr
ormcanoMm kpyry tpoyria AABC), na cy cynporau yriosu £ BAC n LBMC
cymiementan, Tj. L BAC + ABMC = .

Cana, kaxo je L BAC' = £ PAR jep je y nuTamy UCTH yrao W KaKO BayKN
na je L{BAC + £ BMC = mu £PAR + APMR = m, 3ak/byuyjemMo 1a je
ABMC = APMR. A xaxo mmamo na je L BMC = ABMP + APMC
u APMR = APMC + £CMR, cnemn na je LBMP = LCMR. Opasae
caemu, 300r LPQB = APMB un ACQR = ACMR, na je LPQB = £CQR,

IIITO CMO H ZKeJIeJIn Ja JOKazKeMoO.

Hedbununuja 7. [IpaBa koja camapxku taduke P,(Q), R 30e ce Cumconosa
upasa.

Hedunumnuja 8. Yersopoyrao ABCD je wanientizan YKOJIHKO Ce Y HHera
MOYKe YVIHUCATH KPYT, Tj. YKOJWUKO TOCTOJU KPYT TaKaB Jia Cy CTPAHUIE TOT
9eTBOPOYTJIA TAHTEHTEe HAa TOM KPYTY.

AKo ce Koj 9eTBOPOyTIa OUCEKTPHUCe YHYTPAIIHUX YIIOBA CEKY Y jeTHO]
TavYKN, OHJIA je Taj 9eTBOPOYTrao TaHTe€HTAaH.
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Heka je P monuOXKje HOpMaJte u3 S Ha cTpaHuiy AB u Heka je () mpecedHa
tauka npase PS u crpanurne C'D. Osnaunmo yrao L BAC' = « u yrao
LAABD = p. Kaxko je {BAS = ABAC = a u {ABS = {ABD = (3,
u3 £BAS + LABS + LASB = mw LASB = 7 (nujaronaje 4eTBopoyr.ia
ABCD cy nopmaime) ciean ga je o+ + 5 =7, Tj. gaje a+ 3 = 7.

Hame, ABDC = ABAC = a u LACD = LABD = [ (nepudepujcku
yraosu Haj uctuM jykoMm). Kako je LAPS = T u £LPAS = £BAS = «,
caean ga je LPSA=m—ALAPS — APAS =m—% —a=75—a=f. llopex
Tora, Kako je L ASB = 7, ciemu na je APSB = LASB—APSA = 35— =a.

Cana mpumernmo na cy yriosu £ DSQ w L PSB ywakpcHu, ma, cjiean jia
je £DSQ = LPSB = «. Taxole, yrmosu £CSQ u L PSA yuakpcuu, ma je
u LCSQ = ALPSA = .Y tpoyrny ADSQ cy yrnosu £DSQ = aun £SDQ
noaynapau (jep je £SDQ = £BDC = «), na je ou jennakokpakuu. Crean
ma je DQ = QS. Ay tpoyriry ACSQ cy yrimosu LCSQ = [ u £SCQ no-
nynapuan (jep je £SCQ = LACD = ), na je n taj Tpoyrao jeTHaKOKpPaKH.
Crnemu na je C'Q) = ()5, ma 3ajeqno ca DQ = QS caenuna je CQ = DQ,
onHOCHO 11a je () cpemuinre C'D.

6) C

Hokaxkumo ma cy A'S, B'S, C'S, D'S cuMmerpasie yHYTPALILIX YIJIOBA KO
remena A’, B',C’', D' werBopoyria A'B'C'D’. Tana hemo mmaru na je cu-
MeTpaJie yHyTpammbux yriosa dersopoyria A'B'C'D’ ceky y jenanoj raukn
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(tauku S), ma hie TO GUTH EHTAD IHETOBOT YIHCAHOT KPYra, a CaM IeTBOPO-
yrao he 6T TaHTeHTHH.

Yersopoyrao A'BB'S je teruan. 3auncra, nacupamuan yruosu £ BA'S n
A BB’'S cy oba npasa, na cy u cymiementau. Cianano, yersopoyrao B'CC'S
je TeruBan jep cy nacupamun yriuosu £CB'S n LCC'S cy oba npasa, na cy
CYILTEMEHTHH, 3aTUM je deTBopoyrao C'DD’S tetuBan jep cy My HaCIpaMHU
yrinosu £ DC'S u £DD'S oba npasa, na cy CyILJIeMeHTHH, W, KOHAYHO, YeTBO-
poyrao D'AA’'S je rerusan jep cy my macupavun yriaosu £ AD'S m LAA'S
oba mpasa, na cy cyniaeMenTHu. luade, cBM Masonpe MOMEHYTH YIJIOBU CY
npaBu jep cy, no gedununuju, tauke A, B, C', D' nogHoxja Hopmasa u3 S
pernoMm Ha crpanunama AB, BC,CD, DA.

[Tpe HEro MITO MCKOPUCTUMO TETHBHOCT TOPEMOMEHYTHX YeTBOPOYITIOBA,
ozHaunmo yriaoBe: L SA'B' = «a, LSB'C' = 3, LSC'D" = ~, LSD'A" = .
3 reruroctu uwerBopoyriaa A'BB'S cueqn na je LSBB = {SA'B" = «
(mepudepnjcku HaJ JYKOM EE’) Mebhytum, L DBC = £SBB' = «, na
u3 TeruBHocTH derBopoyrima ABCD crnemn na je L DAC = ADBC = «
(mepudepujcku HaJL JTYKOM D\C'), a caga u3 LSAD' = LCAD = « u Terus-
Hoctu dersopoyrna D'AA’S cnemn na je LSA'D' = LSAD" = «. [akine,
LASA'B = o = LSA'D', na je zaucra A'S cumerpasa yriua B'A’D’, j.
yHyTparnmer yria koj remena A’ gersopoyrina A'B'C'D’.

CacsuM cimuno ce jgokasyje ja je S = LSB'C' = £SCC" = LACD =
LABD = LA'BS = LA'B'S, 1j. naje LSB'C' = £SB'A" = /3, a 3atum
u na je £SC'D' = LSC'B"' =~vu LASD'A" = LSD'C'" = ). Jakne, 3aucra
ce Tauka S HaJIa3M y MPECceKy cuMerpasa yHyTPanIibuX yraoBa 9eTBOPOYTIIa
A'B'C'D’, na je Taj ueTBOpOyrao TaHre€HTAH.

[Tpumernmo jna cy yuyrpammu yriaosu koj temena A’ B’ C' D' verBo-
poyrna A’B'C'D' noxynapuu pemom yriosuma 2« 23, 2v,25. da 6ucMo 10-
kazau jga je A'B'C’'D’ reruBan, 10BOJBHO je JOKA3aTH J1a je 30Up HeKa IBa
cynpoTHa, yriia, Hiup. yriaosa kox temena A’ m C') jeqmak onpyzKeHOM yTiIy.
JIpyrum pedunma, JOBOJHHO je JOKazaTu ja je 2« + 27 = 7, OJHOCHO Jia je
a+ v = 5. U3 nperxoxnor umamo 1a je LSBC = a n ga je £SCB = v, na
Kako u3 ycaoBa HopMmasnoctu gujaronana AC u BD uerBopoyrna ABCD
nmamo ja je L BSC = 7, ciequ 1a je

T

a+7:4530+4503:w—43502ﬁ—g:5.
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OszmaunMmo npecedre Tauke opux npasa ca A, B, C, D, F, F', Kao Ha CIUIIN.
Tana umamo vernpu Tpoyria (to cy ADEF, ABCD, AABF, ANACE). Heka
cy ki, ko, k3, ks peiom BUXOBU onucanu Kpyrosu. 2Keanmmo j1a JoKaxkeMo 1a
ce oHHI ceky y jemnoj Tauku. Heka cy X, D mpeceune Tauke KpyroBa ki u ks.
Ozuaunmvo yrmose L EDF = a, AEXD = u ADXB =+. Yriosu £ BDC
u L EDF cy ynakpcun, na cy noaynapuan. Jlakme, L BDC = «a. Yrao A EXF
je nepudepujcKku HaJl JIYKOM E—F’, na je nopynapan yry LEDF. Cuenn na
je AEXF = «. Takobhe, yrao £ BXC' je nepudepujckn maz ayrkom BC, ma
je mogynapaun yrry £ BDC. Crnean na je u L BXC = a.

Nmvamo n ga je LEFD = AEXD = [ jep cy To nepudepujcKu yrioBu
HAJT JTYKOM ET), ka0 u LDCB = ADXB = ~ jep cy 1o nepudepnjcKu
YIJIOBH HAJI JIYKOM DB. Onapeanvo yrao £ BAF = LCAFE, nomnrro je To
3aje JHUYKN yHyTparmbu yrao derBopoyrioBa ABXF uw ACXE. Y Towme he
nam nomohm yrao £C'EA koju je cmospaimmbn yrao Ko TeMeHa F Tpoyria
DEF, na je jennak 30Upy EroBa JIBa HECYCeJHa VHYTpalliba yIva, a TO
cy LEFFD = fu AEDF = «. [akne, {CEA = a+ (. Cnean ga je
LACAE =71 — ACEFA—-—LACE=m1—a—[—17.

Cana jokazyjemo ma cy gerBopoyriosu ABXF uw ACXE teruBuu, jep
hewmo Taja 100UTH Ja HUXOBO 3ajeIHNYKO TeMe X MpUMaia KPyroBuMa Koju
canpzxke tauke A, B, F', oqnocno A, C, E, a 1o cy 6alr onucanu KpyroBu TPo-
yrinoBa NABF, ogaocao NACE. A xako je {BXF = ABXD + ADXFE +
LAEXF =a+f+vy,kaou LOCXE = LCXB+ABXD+4ADXFE = a+ [+,
crequ ga cy cynporau yriuosu £ BAF w A BXF wersopoyria ABXF, ox-
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nocno LCAE nu LCXE qerBopoyria ACX FE, cymmementnu. /lakmie, To cy
TETUBHU YETBOPOYIJIOBH, T1a UMaMo ja X mpurmajia kpyrosuma ks, ky (omuca-
M oko Tpoyriaosa AABF, onrnocio AACE).

[Tpema Tome, Tauka X mpunaja kpyrosuma ki, ko, ks, ky. Kako ce kpy-
roBu ki, ko cexy y Taukama D, X, a mpecek cBa YeTUPHU KPYTa CaJIPKHU TAUKy
X u Mopa OHTH MOJACKYII CKYIIa KOju je mpecek ki U ko, CIeIN JIa je IIpecek
cBa wernpu kpyra win ckyn {D, X} wmu ckyn {X} (1j. camo tauka X).
Mebhytum, Tauka D e npunajga au Kpyry ks Hu Kpyry k4, ma cjaeau jia He
MpuIaga Mpeceky cBa detupu kKpyra. Jlakie, npecek Kpyrosa ki, ko, k3, k4 je
caMo Tadka X, Tj. Ta YeTHPH Kpyra ceky ce y jeaHoj taduku (tadkm X).

Hedbununuja 9. Heka je a paBan u Heka ce y w\0j Hamaase a1y AB u yrao
ApOq. Megujampuca nyxu AB je meHa cumerpaia, Tj. TO je MpaBa y PaBHU
Q KOja CaJpKN IeHO CPeINIITe W HOpMaJHa je Ha 0j. Bucexiipuca yria
ApOq je monynpasa unje je Teme tauka O, Koja mpumnaga yriy £pOq u Koja
nern yrao £pOq Ha JBa TMOAyIapHA yIJIa.

Jlake, MeaujaTpuca JAyKH je UCTO IITO U CHMETpasa AyKH, T0K je Ou-
CeKTpHca yIiia UoAyupasa Koja Ta JAedu Ha JBa MOAyTapHa YTIa 3a Pa3JInKy
oI cuMeTpaJie yria Koja je Upasa Koja caapykm omcektTpucy. Mehyrnwm, y
Jla/beM pajiy HehemMo OWTH TOJIMKO CTPUKTHH JIa JIM je HEMITO OWCeKTpuca
WIV cuMeTpaJa JIOKJe ToJ HaM Huje OWTHO Ja JIM je y TuTamy paBa WIn
MOTYTTPaBA.

Teopema 7. Heka je o pasan u weka ce y woj warasze gysc AB u yiao
£ApOq. Megujaimpuca gyscu AB je ckyu ceur wavakra X pashu o« WAKGUT
ga je XA = XB. Bucekwmpuca yina £pOq je ckyu ceux wavaxa Y pasHi
a koje uputagajy yiny ApOq Waxeur ga je YY) = YYs, 1ge je Y1 Goghnootcje
nopmane us Y na xpaky Op, a Ys Goghoocie nopmane ud Y wa kpary Oq.

Jlpyrum pedmMma, MeamjaTpuca JIYyKI KOja ce HAJa3W Y PaBHU (v je CKYI
CBUX TavdaKa PaBHU « KOje Cy TMOJjeTHaKO yIaJbeHe O lheHNX TeMeHa, a Ou-
CeKTpHca yria KOjU ce HajJa3W y PaBHU « je CKYIl CBUX TadaKa PaBHU «
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KOje TPHUIaIajy yIVIy W KOje Cy TOIjeHaKO yaa/heHe OJT IerOBUX KPAaKOBA.
Hoxka3. Hexka je X mpomspo/bHa Tauka Mmemmjarpuce ny:km AB. Axo je X
cpenumire ayxRu AB, onna ogvax ciaenn ga je XA = X B (no nedurnnmjn
cpenumta gayxu). Heka X nuje cpemmmre ayxu AB, a mera (cpemurire)
osuaunmo ca O. Tlocmarpajvo TpoyrioBe AXOA u AXOB. Tu Tpoyriosu
nMmajy 3ajearuky crpanuiy X O, 3atum cy uM yriaoBu £ XOA u £ XOB mo-
nynapuu jep cy to mpasu yriaosu (X je Ha memujarpucy ayxu AB, ma je
XO L AB) u crpanune OA n OB cy um nogyaapse jep je O cpenrire JyKu
AB. Ha ocuoBy craa CYC 3akspyuayjemo ga je AXOA = AXOB, na ciean
na je XA = X B, mTo ¢MO ¥ XTeIn Ja J0KayKeMo.

ObpatHo, Heka je X Tauka paBHH « TakBa ja je XA = XB. Ako je
X cpenumire ayxu AB, ouga no geduHunmjn MemurTpace cieanm aa joj X
npunasia. Hexka X wuuje cpeanmre nyxku AB u o3maummo cpeaumire ca O.
Jla dumcmo mokasanm ma X OpHOana MeIujaTpucu nyku AB, T0BOBHO je
na pokaxkemo ma je XO 1 AB. Ilocmarpajmo monoBo tpoyrimoBe £ XOA u
£XOB. Bbuma je crpanuna X O 3ajeganuka, 3atum je OA = OB jep je O
cpemqumre ayxku AB u mo npernocraBnu Baxkn X A = X B. 3ak/pydyjemo
Ha ocuoBy craBa CCC ma je AXOA = ANXOB, na je AXOA = £XOB.
Kaxko je LAOB =71 u LAOB = L XOA+ £XOB =24 XOB, cinenn na je
£XOB = 7, 1j. naje XO L AB.

q

Ys

Y

(0] Yyp. P

Hexka je Y mpomsso/bHA Tauka OucexkTpuce yria £pOq. Ako je Y = O,
OHJa cy ojaroBapajyha moaHoxKja HOopMmasa Y; um Yo Ha kparmuma Op n Oq
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yrna £pOq u3 tauke Y (= O) ucro jemnaka taukun O, 1j. ) = Y = O, a
ouma jacuo Baxku YY) = Y'Y, Heka je tauka Y pazmuunrta omx temena O
yria ApOq n Heka cy Y7, Yo MomHOXKja HOpMaJsa W3 Y pPesoM Ha KpalmMma
Op, Oq yrana £pQOq. Tlocmarpajmo tpoyrinose AY OY, u AYOY;. Houma je
Y O 3ajenawuka crpannma, 3atuMm je £YO0Y; = LY OY;5 jep je moaynpasa
QY oucekrpuca yrima £Y,0Y5,, na ra genu Ha apa moaymapHa yraa £Y OY) u
LY OYs, u yrnoBu £YY10 u £Y Y50 cy nogynapau jep cy TO TpaBU YIJIOBH.
Bakspyuyjemo Ha ocHOBY craBa YYC ma je AYOY; =2 AYOYs,, na mobujamo
na je YY; =YY, mro cMo n XTen j1a J0KarKeMo.

ObparHo, Heka je Y Tauka w3 paBHU « u Heka je YY] = Y'Y, rae cy
Y1, Y, momHOXkja HOpMasa w3 tauke Y Ha kparmnma Op u Oq yrma £pOq.
Axko je Y = O (1o je moryhe, jep je tauka O MOJHOXK]e HOpMAJE U3 TAUKe
O wu na kpaky Op u Ha Kpaky Og, na 6u Taga 6uno Yy, = Yo =Y = O
n YY) =YY;), onga Y npunazna 6ucekrpucn yriaa £pOq (no nedbuaummjn,
TeMe yria TpHnaia merooj oucekrpucn). Heka je tauka Y pasmmuanra of
temena O. Ilocmarpajvo monoo tpoyrioBe AOYY; u AOYY;. Houwma je
OY 3ajemHudka CTpaHUIA, 3aTUM je 1o mpernocTaBiu YY) = YYs, yrmosu
LOY1Y u LOY5Y wmacnpam OY nogynapuu (To ¢y MpaBu YIJIOBH), a YIJIOBHA
ALY OY1 n £Y OY; macupam Y'Y], onrocuo YYs, jecy oba ormrpa, jep y HEKOM
TPOYIJIYy MOYKe OWTH HajBUINE jeJaH MpaB WM TYI yrao, a y TPOYTJIOBHUMA
AOYY; u AOY'Y; Beh umamo 1o jegan mpaB yrao, ma OCTaJu MOpajy ontn
omtpH, na je mpema ctaBy CCY AOYY; = AOYY,. 3akmydyjemo na je
LY OY; = LY OYs, 1j. nonynpasa OY gemu yrao £Y;0Y; Ha 1Ba nogyaapHa
yriaa. Crnenn ma je momymnpasa QY y crBapu ducekTpuca yriaa £pOgq, na Y
MPUTIAJIA TOj OUCEKTPUCH. U

9. OBaj 3ajarak pemmrhemMo Ha Tpu HAUMHA.
. |
I maummn: A

Ny p

N

Heka je N mauka y mpeceky meaumjatpuce crpanutie BC u OHCEKTpH-
ce yra £ BAC, Tj. GucekTpuce yHyTpalllber yria Koja TeMena A Tpoyria

21



AABC. Jokaxumo ga N mpunaja onucanom kpyry Tpoyriay AABC. O3na-
qumo L NBC = ¢. Ha ocuoBy Teopeme 7 ciean na je NB = NC, ma je
tpoyrao AN BC' jennakokpaku. Omaje ciaenu na je u L NC'B = .

Heka cy Np, Ny nognoxkja wopmasa u3 N Ha noaynpasuma AB u AC
(kpammva yriaa £ BAC). Ha ocuoBy Teopeme 7 je NN; = NN,. Tlocma-
tpajmo Tpoyrimoe ABNN; u ACNN,. 3a wux Baxkn jga je BN = CN,
3aruM 1a je NN; = NNy, yomoBu £ BN1N u £C' Ny N nwacupam BN u CN
cy nonyaapuu (npasu yriosn), a yriaosu £ N BNy u L NC' Ny nacripam N Ny
n NN, cy oba omrpa (y mpaBoyrjioM TPOYTJIY je camo jeJaH yrao Ipas,
ocrau cy omrrpr). Ha ocrory craBa CCY ciean na je ABNN; = ACN N,
na umamo 1a je A NBNy = ANCN,. Kako je ANBN, = 7 — {NBA =
T —&ANBC —LCBA=m—¢—u ANCNy=&4LNCB+ £BCA = ¢+,
caenu 1a je T —@ — 8 = p+v. OgaBae namwe cienn aa je 29 = m— [ —v = a,
na je o = 9.

Jla 6ucmo mokazanm ga N mpumaga omwmcanoM kpyry tpoyria NAABC,
0BOBHO je mokaszaru na je A BNA = ABCA, jep he ouna £ BNA ourtn
nepudepnjckun yrao HaJl TYKOM BA. Kako je ABCA=~mn

A{BNA:w—ABAN—AABN:w—%—ﬁ—gpzw—%—ﬁ—%:7,
ciaean TBpheme 3a1aTKa.

Kao mTo ce Mormo mpuMeTuTH, OBaj HAUWH JIa Ce PEIIN 3ajaTak HUje
ouo Oamr jeagHocraBaH. Mwu cMo JgoKa3uBajm Oall OHAKO Kako je MHCAJIO0 Y
TEeKCTY 3ajJarTKa, Tj. Ja Npecedna Tadka megujarpuce crpanune BC u 6u-
CeKTpuce 0] Hacmpamuor yria £ BAC nmpumama OmMCcaHOM KpYyTy TPOyTLia
AABC. Melhytum, MHOrO je Jakmme 1a JOKayKeMo J1a HeKa, TauKa IIPHUIIaIa
MeaujaTpucu crpanune BC win 1a HeKa Tavyka MPUIaga MeIujaTPpUCH YIJIa
A BAC Hero ga Heka Tadka npurmaaa onucanoMm Kpyry rpoyriaa AABC. 3aro
hemo oBaj 3ajaTak PeniuTH Ha jOIT /IBa HAYWHA.

II Haumm:

22



Heka je N mpeceuna tauka menmjaTpuce crpanume BC u onucaHor Kpyra
tpoyria AABC Koja mpumaia OHOM JIYKY BC KOjeM He Tpumajga Tadka A
(HawmMme, mMocTOje Be MpecedHe Tadke Meaujarpuce crpanuie BC u onmucaHor
Kpyra, ma MOpaMO HPENU3UpaTH KOjy OJ bUX KeJIUMO o3HauuTu ca N, a
KAKO KeJIMMO Jla TO Oyje OHa Tauka Koja ce Haxasn y yriy £BAC n xako
nMamo aBa ayka BC, 3a N 6upamo Taduky Ha oHoM JyKy BC' Ha Kojem ce He
mana3u tauka A). Cee mro caga Tpeba qokazaTu jecre ja je noymnpasa AN
oucekTpuca yriaa £ BAC, ma je noBo/bHO gokaszatu ga je L BAN = L NAC.

Tpoyrao ANBC' je jenmakokpaku jep je NB = NC' (N je na mennja-
tpucu ayxu BC'), na ciean ga je LNBC = £LBCN. O3naunmo Te yriose
ca . Yriaosu L BAN u A BCN cy oba nepudepujcka HaI JTYKOM E—Z\V, na
cy oun noayuapuu, 1j. £LBAN = LBCN = ¢. Cmuuno, yrnoen £NAC
u LNBC cy oba nmepudepujcka uHag aykom NC, ma cy OHH HDOIyIapHH,
1j. Baxku LNAC = LNBC = . OBum je g0Ka3 3aBpIleH, jep je caja
ABAN = p=4ANAC.

11T mauun: |
|
|

A

IN
l
Heka cy A, N npeceune tauke 6ucekrpuce yria £ BAC n onucanor kpyra
tpoyria AABC (moHOBO, MMaMO [Be MpecevdHe Tadke, Ma KaKO 3a jeIHy
3HAMO J1a je A, Harmamasamo jga je N apyra npecedna tTaduka). Cee mTo caia
Tpeba mokazaru jecte nma je NB = NC', jep he tana N 6utu Ha MeaujaTpucu
crpanune BC.
Yraosu L NBC n L NAC = 5 cy nepudepujcku yrjiosn Hal JTyKOM N—(\?,

na cy noaynapuu, 1j. LNBC = LNAC = 5. Taxobe, yrnosu £ BOCN

u £ BAN = § cy nepudgepujcku HaJ JTyKOM BTV, na cy MOAyIApHHU, Tj.

ABCN = £BAN = 5. Caza nmamo ga je LNBC = § = LBCN, na je

tpoyrao AN BC' jennakokpaku, ogakie gooujamo ga je NB = NC.
[Ipumehyjemo aa cy II u 111 maynn mHeymopeauso jeanocTaBHUjU of I Ha-

ynaa. Hamwve, To je 3aTo mTo cmo y II un III maunny nmanm na ce tauka N
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HaJa31 Ha omucaHoMm Kpyry tpoyria AABC, ma ¢cMo MODIH 18 KOPUCTHMO
nepudepujcke yriose, 0K y I HaumHy HECMO mMaan jga ce N Haga3dm Ha
OTMCAHOM KPYTY, TTa HUCMO MOTJIA JIa KOPUCTUMO Tepudepujcke yriose.

Hamomena 2. CiuuHo Kao y 3. 3aJaTKy, HAMa Ce TPaXKUI0 Ja JOKAXKEMO
Jla OBO TBpheme BayKd ¥ 3a MPEOCTaJIa JBa Mapa MeJujaTpuca u OMCeKTpuca
(Memujarpucy crpanune AB n 6ucekrpucy mboj Hacnpamuor yriaa £ AC B, kao
u meaujarpucy crpanune AC u 6ucekTpucy woj nacupamuor yria £ ABC).
Mehytum, To HHje TOTPEOHO TMOCEOHO TOKA3UBATH, jep Cy CBe TPHU CTAHHUIE
Tpoyria MelycoOHO paBHOIpaBHE U ¥3 MIPOMEHY O3HaKa 3a TeMeHa, 100uhemMo
JIOKA3 3a MpeocTase MmapoBe Mejanjarpuca u OMCeKTpHca.

10.

N

N3 9. 3agarka mmamo ga cy P, () tauke takse ga cy C'P, B() bucekrpuce
yrioBa £ BCA w L ABC. Kao mrro 3naMo, OHCEKTpHUCe YHYTPAITHIX YIJIOBA
TPOYTJIa CeKy Ce Yy TEeHTPY YIUCAHOT KPyTa, Ma O3HAUUMO MPECeTHy TauKy
CP, BQ), s, ca S. Takohe, o3naunmo ca X mnpeceuny tauky PQ) u S,.

[TocmaTpajmo Tpoyrao AX S n u3padyHajMo HEroBe YHYTPAIIHE YII0-
Be. [Ipso mvamo ma je £LXQS = LPQB = LPCB = 2, jep je CP ou-
cektpuca yria £ BCA = ~. VYrao £XSQ je crnopammu yrao Tpoyria
AABS, na je jennak 30uUpy HEroBHX HECYCEJTHUX YHYTPAITHUX YIJIOBa, a
To cy yrimoBu £ BAS u £LABS. U3 uumenure ga cy AS u BS bucexrpuce
yrnoa L BAC = a u LABC = (3 cnean na je LBAS = § u £LABS = g
Jaxae, £XSQ = LBAS + LABS = 2+ £, na je

_atfty
1Y

a To ympapo 3Haun 1a je QX L XS, ognocro ga je PQ) L s,.

LSXQ=7m— 4XSQ — £XQS = w—g:g,
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11.

Ha ocmoBy 9. 3amatka crmemnm ma ce Tadka N Hada3W Ha MeIUjaTPUCH
crpanune BC, ma kao u Tauka () NpHIaga TOj MeIMjATPUCH, CIEIH T2 je
npasa ON bam meaujarpuca crpanunne BC. Omapae mooujamo ga je ON L
BC, a xako jeu AA" 1 BC, criemn na je ON || AA'. Cana nvamo J1a yrioBu
LA'AN u £LANO umajy 3ajeqauuku kpak AN u mapasenne kpake A’A u
NO, na cy To nonymapuu yrimopu. Jlakme, LA’/AN = LANO. Tpoyrao
AANO je jemnakokpak, jep ¢y OA u ON HOJyIPEdHUIN OMUCAHOT KPyTa
tpoyrina AABC, na cy nmomymapue ayxu, tj. OA = ON. Caemn ga cy
YTJIOBU HAcHpaMm muX noayaapuan, 1j. 1a je L ANO = LN AO.

Caza kKa1a 3HAMO JIa Cy OBU YIVIOBHU MOAYIAPHH, Tpeba 1a H3pa3uMo OUIO
KOjU O] BUX Tpeko yriaosa [ u v, 1j. yrmoBa L ABC u LACB. N3pa3umo
anp. yrao LA’AN. Umamo ga je LA’AN = ABAN — £BAA" n na je
ABAN = %. Kako je tpoyrao AABA’ npasoyrim u £LA'BA = LCBA = 7,
cremn ga je LBAA" = m — ABA'A - LABA=1—-%5 - f3=7%— 3. Cana

2
nMaMo JIa je

7

LAAN = LBAN —LBAA =5 -2 +f
oa—7+28 a—(a+B8+7)+28
— AR !

B—n
2 b

IMTO je u TpedaJio JI0Ka3aTH.

Hamomena 3. e ce oBae kopucrmia mpernoctaBka fa je AB < AC? Axko
3aMUCINMO JIa CMO Ha MPETXO/HOj CJWIH O0PHYTO o3Hawmin Ttadke B u C|

onga mnje LA'AN = J(LABC — £LACB), nero je LA’AN = L(LACB —
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£LABC). lloenra je y Tome mro ce mpu mpermoctasinu AB > AC mvema
pacropeji Tauaka Ha CIUIU W OHJA He BajKe HEKe CTBApU KOje Barke KaJia
je AB < AC. Konkperno, ne Baxn LAAN = LBAN — £BAA’, seh
LA AN = LA'AB — K NAB, nia T0 Mema pe3y/Tar.

Y crporo ¢gpopmaHOM JI0Ka3y, KAKBHU Cy HIP. JOKa3W Ha NpegaBambuMa,
Mopasn bucmo moMmohy mpermocraBke AB < AC nmoka3mBaTh 1a BayKH pa-
cIope] Tadaka Koju J00HMjaMo IpTameM ciamke. Mehyrtum, kaga permaBamo
3a/IaTKe HA KOJIOKBUjYMY WJIM UCITUTY, MU TO HE MOPaMO JIa, JIoKa3yjemo, Beh je
JTOBOJHHO 14 TO ,,BUIUMO Ca, CIuKe”. 3aT0 je HeOMXO[IHO HAIPTATH CJIUKY KOja,
oJiroBapa JiaToj npernoctapiin. KoHKpeTHO y 0BOM 3a/1aTKYy, Tpeba HaIpTaTh
CIUKY Tako ja 3aucta Oyme AB < AC, mTo ¢MO U YIUHUIH.

Hedunumuja 10. Heka je A tauka Bam xkpyra k u meka cy P, () moaupue
Tadke TaHreHTHn 3 Tadke A wa xpyry k. dyxu AP, AQ) 30By ce Wanieniite
gyotcu U3 Tauke A Ha Kpyry k.

Teopema 8. Tanientmine gyotcu us wavke A na kpyiy k cy wogygaphe.

Hoxkaz. [locmarpajmo tpoyrimoe AOPA u AOQA. Hbuma je 3ajeaumaka
crpaunta OA, crpanune OP u OQ) cy moayaapHe jep ¢y TO MOJYIPETHUIN
kpyra k, yrmosu £OPA u £OQA cy upasu (yrinosu usmely Tanrentu u
MOJIyTPeTHNKA), ma cy noxyaapau, a yriaosn £LOAP w LOAQ cy oba omrpa
jep Beh mmamo mpase yriiose y Tpoyriosuva AOPA u AOQA, ma npeocraan

YIJOBH MOpajy OUTH OMTPH. 3ak/bydyjeMo Ha ocHOBY ctaBa CCY na je
ANOPA = ANOQA, na je AP = AQ, mTo je u TpebaIo TOKA3ATH. !

Hedbununuja 11. Hatiopeghu yino6u OHU YTJIOBH KOJU WMAjy 3ajeIHUTKO
TeMe U jeJJaH Kpak, a MPeocTaTn Kpalld TPUTIAIajy jeHO] MpaBoj.

Teopema 9. Bucextipuce HaTOPeGHUX YLA0BA CY MEHYCOOHO HOPMANHE.
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c’ 0 ‘A
Hoka3. Heka je L{AOB = a u £BOC = 3. Taga je a+ [ = w. Axo
je OX oucekrpuca yria L AOB, a OY o6ucekrpuca yria £ BOC, ouna je
£XOB = 2 u £BOY = £. Cnemn ga je £XOY = £XOB + £BOY =

%+§ = O‘T”LB = 7, Tj. 1a cy bucekrpuce OX n OY mehycodbno nopmanue. [

Hedbununuja 12. Yersopoyrao ABCD je wpates ca ochosuuyama AB, C D
n xpayuma AD, BC ako je AB || CD.

manum cMo cpeiby TUHHA]Y TPOyLia, a caga hemMo gedpHHUCATH U CPeIby
JIMHWJY Tpare3a.

Hedunumnuja 13. Heka je ABCD tpanes u neka cy F, F' penom cpeaurira,
kpakoBa AD, BC. Jlyxx EF 3oBe ce cpegra aunuja Tpamnesa ABCD.
D C

E F

A B

Teopema 10. Hexa je wemeopoyiao ABCD wpates u wexa cy E, F cpegu-
waa xpakosa AD, BC. Taga je cpegroa aunuja EF uapanresna ocrosuuama
wpauesa, wj. EF || AB u EF || BC u eascu

a) EF = L(AB + CD) axo je wpaties ABCD xonsexcan;

6) EF = (AB — CD) axo je wpaues ABCD nexonsercan u AB > CD.

Joxkaz. a) P ¢

E F

A B

Heka je X cpemumre mujaronane BD Tpamne3za ABCD. Cremn na je EX
cpenma auanja Tpoyria AABD, na je EX || ABu EX = %AB. Cnuano,
XF je cpenmwa mmunja tpoyrma ABCD, na je XF || CD u XF = %CD.
Kaxko je AB || CD, ciean na je EX || X F, na cy rauke E, X, F' konuHeapHe.
Onasne nobujamo na je EF || AB(|| CD)u EF = EX+XF = 1(AB+CD).
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6)0 D

A B

Heka je X cpeammre nujaronane BD tpanesa ABCD. Cunenn na je EX
cpeaba muamja tpoyrna AABD, na je EX || ABn EX = 1AB. Canuno,
XF je cpenmwa mmunja tpoyrma ABCD, na je XF || CD u XF = %CD.
Kaxko je AB || CD, cnenu na je EX || X F, na cy tauke E, X, F' konuHeapHe.
Onasze mobujamo xa je EF || AB(|| CD)u EF = EX - XF = (AB-CD).

U

Hanomena 4. Mu cmo j0ka3anu fa ¢y oapehene jnyxu cpejimbe aunuje (Tpo-
yIJIa WK Tpame3a) ako 3HAMO Jia Cy HeHH KPajeBU CpeIuinTa oaroBapajyhmx
CTpaHWIA W OHJA CMO mobmjasn mapaJiesHocT. MehyTum, 10BO/BHO je 1a
3HAMO CcaMO 3a jeJaH Kpaj Jy’KHU Jla je cpeauIiTe oaroBapajyhe crpanwuie n
Jla 3HAMO TapaJeTHOCT Jda OM mocMaTpaHa JayzK Omma cpeima Juauja. OBO
yoyayhe MoxkeMO KOPUCTUTH.
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1) Oso TBpheme mehemo caga mokasuBaTh, jep hemMo KOPUCTUTH CAUYHOCT.
Jlokaz hemo BugeTn y ciemehem moriaBiby.

2) Jyxun AQ, v AR, cy TaHTeHTHe JIy’KW W3 TadyKe @ HA CIOJba YIHCAHOM
Kpyry k., la cIeau da cy OoHe moayaaphe, Tj. aa je AQ, = AR,. a oucmo
JIOKA3aJIM J1a Cy Te AyKHu jearake moayooumy tpoyriaa AABC, mocmarpajMo
36up AQ, + AR,. mamo ga je AQ, + AR, = AC + CQ, + AB + BR, =
AC + AB + CQ, + BR,, na xaxko je CQ, = CP, u BR, = BPF,, jep cy TO
TaHTeHTHe ayKu peaom u3 tadaka C, B Ha Kpyry k,, cieanm na je

AQ,+ AR, = AC+ AB+CQ,+ BR,
= b+c+CP,+BP,=b+c+ BC

= b4+c+a=2p,
na je AQ, = AR, = % = p, mTo je u Tpebaso gokasaru. Takohe, jacHo je
Jla CMO OBHM JoKazanu 1a je u BP, = BR, = p, kao u CP. = CQ. = p, jep
cMo Beh HAIOMHILAIN J1a Cy CBa TPU TeMeHa TPOYIJIa PABHOIPABHA.

Jame, kako je AQQ = AR, jep cy To TaHTeHTHe Iy:Ku u3 Tauke A Ha
ymucaHoMm kKpyry k, ciean na je QQ, = AQ, — AQ = AR, — AR = RR,.
Takobhe, momro 3namo ga je AQ, = AR, = p, Tpeba ma J0KaykeMo 1a je
AQ = AR = p— a, na 6u 6uno QQ, = RR, = AR, — AR=p— (p—a) = a.
Y tom muiby, osaauumo AQ = AR = x, BR = BP = y (tanreuTHe Jy:Ku u3
Buak)uCP = CQ = z (tanrenrne gayxu u3 C ua k). Cana u3 oqurienux
jeaHaKoCTn

AR+ RB = AB
BP+PC = BC
CQ+QA = CA

craean aa uMaMo ciaenehm cucrem TuHeapHUX anrebapcKux jeTHAUNHA Ca He-
MMO3HATUM X, Y, Z:

r+y = c
Yy+z = a
z4+x = b

Cabepumo cBe Tpu jennaunue u gobuhevo x +y+y+z2+2+x=c+a+b,
onHOCHO 2(T + y + 2) = 2p, onHocHO = + Y + z = p. Cana 1ako jgobujamo 1a
je
r+y+z—(y+z2) =p—a,
= rz+y+z—(r+2)=p—0> n
z = z+y+z—(r+y)=p—-c
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Jakse, nokazanu cMo 1a je AQ = AR = x = p — a (ycuyT ¢Mo J0Ka3aiu u
nmaje BR=BP=y=p—-buCP=CQ=z=p—c), naje

QQa:RRa:ARa_AR:p_(p_CL):CL.

[Tpumerumo 1a je Q. = CQ. — CQy, a mmamo 1a je C'Q). = p, Kao u Ja
je CQy = C'P, jep cy To TanrenTHe ayx)u u3 tadke C' Ha Kpyry k. A Kako
je CPy=BP,— BC uw BP, = p, cienun na je CP, = p — a, na uMamo Ja je

Q. =CQ.—CQr=p—CPh=p—(p—a)=a.

Canano, mpumerumo ja je RyR. = BR, — BR,.., 3atum 1a je BR, = p, 1a je
BR.=BP.=CP.— (CBwunajeCP.=p,naje BR.=CP.—CB=p-—a,
IMTO 3HAYN Ja je

RyR.=BR,— BR.=p— (p—a) = a,

IITO je U TpehaIo JTOKa3aTH.

3) Cge cmo Beh jokazamm J0K CMO J0Ka3uBagn 2). 3aucTa, JOKA3AIN CMO
na je AQ = AR = x = p—a, 3atum na je CQ, = CP, = p — a 1 KOHAYHO Ja
je BR. = BP.=p — a. lakje, 3aucra je

AQ =AR=BR.=BP.=CP,=CQ,=p — a.

4) Wwmawmo na je PP, = BP, — BP u 3namo 1a je BP =y = p — b. Kaxko
je BP, = BR, jep cy TO TaHTeHTHe Jy»Ku u3 B Ha Kpyry k, m Kaxko je
BR, = AR, — AB = p — ¢, ciean 1a je

PP,=BP,—BP=BR,—(p—b)=p—c—(p—b)=b—c.

Jame, numamo ga je P,P. = P,C + C'P. n 3namo na je P,C =p—a n na
je CP, = p, ma cnenu na je

PP.=PRC+CP.=p—a+p=2p—a=a+b+c—a=b+c

IITO je U TpehaIo JTOKa3aTH.
5) IIpaktuuno Tpeba gokasaru jga je A; (cpemumire mayxu BC') cpeauinre
nyxn PP, nw P,P,. Imamo na je

a a+b+c a—a—b—c+2b
= ———— 4+ b=
2 2 2
b — 1
- Z—“—_rp,
2 2
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ma je 3amcrta A; cpemumre ny:xxu PP,, 1j. PA; = P,A;.
Cnuano, mMaMo n1a je

1
PcAl = PCB+BA1:p—a—|—§BC
at+b+c +a at+b+c—2a+a

2 2 2
b 1
_ Yt pp,
2 2

ma je A; cpemumire ayxu P.P,, onnocuo Baxkn P, A, = PyA;.

6) Tlocmarpajmo tpoyrao AS,S,S.. Baxu na je S, A L SpS., jep je S,A
CHUMeTpaJia YHYTpaIImer, a SpS. CHMeTpasa CIOJhAIlLer YIa KOI TeMeHa
A tpoyrma AABC, a 3a TakpBe cuMmerpaje 3HaMO 1a cy MehycobHO HOp-
masnre. lakie, Tauka A je moaHoXKje BUCHHE U3 TeMeHa S, Tpoyriaa AS,SyS,.
Cumuno cy u tauke B,C pejom MOJHOXKja BUCHHA W3 TeMeHa Sy, S, Tpo-
yraa AS,SpS.. Kpyr koju caapxun tauke A, B,C jecre omucanu Kpyr [
tpoyria AABC, a kako cy A, B,C momnoxja BucuHa Tpoyriaa AS,SyS.,
crnenn ma je kpyr [ koju ux cagap:xku OjmepoB kpyr Tpoyriaa AS,S,S.. Ocum
noaHoKja BucuHa, OjJIepPOB KPYT CAJAPYKU CPEIUIITA CTPAHUIA U CPeTUITa
JyKu ofpeljeHnX TeMeHnMa W OPTOIEHTPOM TpOyIyia. Y MPEceKy CHMEeTpaJia
S,A, SpB, S.C yayrpammsux yriosa tpoyria AABC Hamasu meHTap ymnuca-
mor kpyra tpoyrna AABC, tauka S, crean ma je S opTomeHTap TPOyLIa
NS, SpS. (cerumo ce, S, A, SpB, S.C cy sucune tpoyriaa AS,S,S,). A momro
tauka N npunaga kpyry [ u npumaja jayxu S,S Koja crmaja treme S, u OpTO-
nearap S tpoyria AS,SyS., caean ma tadka N mopa OWTH DAl cpeauinTe
nyxu S,S, Tj. mopa outu NS = N§S,,.

Tpoyrao ASBS, je mpaBoyriu ¢ mpaBuM YriaoMm Koj temena B (SB je
CHUMeTpaJia YHyTpalllber, a BS, je cuMeTpaJia CIo/balliber yIvia KO TeMeHa
B tpoyrna AABC) u N je cpexninre xunorenyse SS,, ma je N 1menrap
ommcanor kpyra ASBS,. Ciaenun naje NS = NS, = NB, a kako N npumaia
cumerpasm ayxu BC, cienn na je NB = NC, ma umamo j1a je NS = NS, =
NB = NC.

Joxkaxkumo ma M npunana oucekpucu AS, cnomammer yrina £ C ARy, Tpo-
yria ANABC. Kaxko je AS 6ucekrpuca yuytpairber yria £ BAC tpoyria
ANABC, cneqn na je SA L ASy, 1j. na je LSAS, = %i. Tauka N mpumnazma
oucexrpucu AS, na je L NAS, = 5, a MN je npeunux onucanor kpyra [
tpoyrna AABC, na je ANAM = 7 (nepudepujcKu yrao Haj HPETHHKOM).
Opasne 3akpydyjemo fda tadka M mpumaga moaynpasoj ASy,, a camum Tum
u mpaBoj S.9,. C apyre crpane, kKako M npunaga OjaepoBom Kpyry | Kpyra
AS,SpS. m kako M wuje momHOXK]je BHUcHHE, jep je To Tauka A, caeam ma
je M cpemumire crpanune SpS.. Tpoyrao AS,BS. je mpaBOyran ¢ MpaBuM
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yriom kox teMena B (S,B je cuMmerpana yHyTpamimer, a BS, je cumerpana
crosbalmer yria kKox teMena B tpoyrina AABC) u M je cpeuiire XuUro-
Tenyse SpS., ma caean na je M mentap ommcaHor Kpyra Tpoyriaa AS,B.S..
[Tpema tome, MS, = MS. = MB, a kako je MB = MC' jep M upunaga
cumerpasn ayxu BC, na ciean ga je MS, = MS. = MB = MC.

7) Yersopoyrao SPP,S, je tpamnes jep je SP L BC' u S,P, 1 BC, na je
SP || SuP,. Takohe, AN L BC jep je mpaBa A;N cumerpana ayxu BC,
nma je AiN || SP uw A|N || S,P,. Kako je A; cpegumre PP,, ciequ na je
AN cpenma JWHWja HEKOHBEKCHOT Tpane3a SPP,S,. 3akmydyjeMo 1a je
ALN = §(SaPa — SP) = §(pa — p).

[IpumeTnMo 1a OBIE HUCMO MCKOPUCTHIN YNIHEHUIY 1a je N cpemuriTe
SS, ma oucmo mobmnm ga je AyN cpenma JuHHja Tpamesa. Jla ce Humemo
cetuu jepoBOr Kpyra, OBO O OMO JAPYru HAYWH Ja ce JoKaxKe ma je N
cpemumite SS, u peru jeo 6) OBOr 3aJaTKA.

Yerropoyrao S.P.P,S, je Tpames, jep je S.P. L BC n Sy P, 1 BC, na je
S.P. || SyPy. Taxohe, A;M 1 BC' jep je mpaBa A;M cumerpara nyxun BC,
ma je Ay M || ScP. u AiM || SpPy. Tauka A; je cpemumre P.P,, ma cieau ma
je AiM cpenma nunnja (kousekcHor) tpamesa S.P.P,S,. 3akibyuyjemo na je
AM = %(prb + S.F) = %(Pb + Pe)-

[TonoBo, MpuMeTUMO J1a HUCMO MCKOPUCTHJIN YUHeHUILy Ja je M cpemu-

mre S.9, aa oucmo mobman na je AyM cpenma JWHWjAa Tpamesa W Ja CMO
MOIJIM Ha OBaj HAUMH J0Ka3aTu 1a je M cpeaumire S.Sp, Ja ¢ HICMO CeTUIN
OjnrepoBor kpyra. [Ipm Tome, Kako roj ma jgokasyjemo jga je M cpemurire
S.Sy, Mopasm 6ucMo mpBO Aa gokaxkemo ga M npumaga S.Sp.
8) Yersopoyrao S.R.R,S, je Tpames jep je S.R. L AB w SpR, L AB, na
je SR, || SpRy. Taxohe, MM' L AB, na je MM’ || S.R. u MM" || SyRy,
a M je cpenumre S,.Sy, nma je MM’ cpenma nuHEja HEKOHBEKCHOT Tpalesa
ScRcRySy. Cnenn ma je MM' = 3(S,Ry — ScR.) = 5(pp — pe)-

Yersopoyrao SRR,S, je Tpames jep je SR L. ABwu S,R, L AB, na je
SR || SuR,. Takohe, NN' L AB, na je NN' || SR || SqR, u N je cpenninre
SS,, ma je NN’ cpeama nmunnja KousekcHor rpanesa SRR,S,. 3akmbydyjemo
10 je NN' = L(SR+ S,R.) = 2(p+ pa).

9) 3a mpeunuk MN onucanor kpyra [ tpoyrna AABC umamo ¢ jesme
crpane nma je MN = 2r, a ¢ apyre crpane ga je MN = MA, + AN =
5 (06 + pet pa—p). Haxie, 2r = §(pa+py+pe—p), 1a je 41 = pa+py+ pe— p,
OJIHOCHO pg + py + pe = 41 + p.

10) V zmeny 8) cmo mokazanu ga je MM’ cpeama nunuja rpanesa S.R.RySy,
na je M’ cpenumire crpanune R.R,. Hdakne, R.M' = %RcRb = 5. Jame
umamo 1a je BM' = BR.+ R.M' = p—a+ & = «fbte2eta — 1 4 ) g 1a
je AM' = BM' — BA=$(b+¢) —c=3(b—c).

Takobe, y meny 8) mokazamm cvo ga je NN’ cpeama JuHHja Tparesa
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SRR,S,, na je N' cpenumire RR,. Cnenn na je N'R, = %RRQ = g, ma je
AN' = AR, — N'R, = p — % = otblea — 1() 4 ). Taxobe, crean na je

BN' = AN'—AB = %(b+¢c)—c=1(b— o).

Jlakjie, 10Ka3aJm CMO /13, BayKu
1 1
AM'zBN’zi(b—c) u AN':BM':i(b+c).

11) Jacuo je na je M'N' = M'A+ AN =1(b—c+b+c)=b.

2 Cam4gHocCT

Kao 1 moay1apHOCT, CTHIHOCT HAM je TO3HATA JOIT O paHnje. AKO OMUCHO
MOJTY/TAPHOCT JIBA OOjeKTa 3HAYU J1a OHU UMy UCTH OOJUK U UCTY BETUIUHY,
OH/Ia, OMHUCHO CJIMYHOCT /IBa 00jeKTa 3HAYM Ja OHU MMAjy caMO HCTH OOJIHK,
JIOK UM BeJINYNHA HE MOpa OuTw mcra. AKO Cy y NUTamy MHOTOYTJIOBH, UCTH
00JIMK 3HAYM Jla OHU MUMajy TojyaapHe yriaose. Mehyrum, Kako ce ctpanuie
OJTHOCE Ha BEJIMYWHY, CJIEJIN /13 CTPAHWIE He Mopajy outu noayaapue. OHO
mTo he 3a HUX BaXKUTH jecTe 1a he HUX0B MelycoOHH 0JHOC OUTH HCTH.

[IIta hemo ca kpyropuma? OHE HEMajy HU YIVIOBEe HU CTPAHUIIE, AJTH JACHO
je na cBaka nBa Kpyra nmajy ucru ook (06mK Kpyra), na cy canann. Opre
MOpPaMO OUTH ONMPE3HH, jep HIIP. CBAKa JIBA TPOYTJIa UMajy OOJIUK TPOYTJIa, ma
OTIeT 3HAMO JIa HUCY CBaKa JIBA TPOYIJIA CJIWTHA. AKO je HIpP. jeJaH TPOyrao
OIITPOYIJIN, & APYTH TYHOYIJIH, OHH HUKAKO HEMajy HCTH o0uK. Ped je o
TOME TITO TOCTOjU BUIIE PA3THIUTUX OOJTHKA 332 TPOYTAO, JOK MOCTOjH CAMO
je/laH jeaunu OOJIMK 3a KPYT.

Cre y cBemy, jacHO je 1a mperxoiana ,AeduHunmja’ Huje mpemn3Ha. Ha
oBoM MecTy Hehemo maBaTm npenusHy AedUHUIN]Y CIAWIHOCTH, aJIu hemo
yBecTH HemTo mTo hie Ham y Tome nomohn. Kako je paBan ckym tavuaka (ak-
IEeHAT je HA PEUd CKYI), CJeIN JIa MOKeMO MepUHUCATH TPECTUKABAEE TOD
ckyma y cebe Koje he cImkaTn Tauke Te paBHE y HeKe apyre tauke. HapasHo,
HE YKeJIMMO Jla UMaMO HEeKO ,JINB/be  TpecanKaBambe, 1ma heMo 3axXTeBaTH J1a
TO MPECINKABAHE UCIIYHN HEKE YCJIOBE.

Hedunumnuja 14. Heka je S mpousBo/bHA TavyKa HEKe PaBHU (v U HEKa je
A € R\{0} mpomsBo/ban peanan 6poj pazmuaur o uynae. [IpeciukaBarme
Hsy @ @« — « takBo ga je Hg(X) = X', tue je X' € a TakBa 1a je
SX' = )\S_Xz, 30Be ce xomowewuja. 1Ipn Tome je Tauka S WmeH uexwap, a A
IbeH Koehuuujeni.

Moryhe je nedunucaru xomoreTujy ca Koedurujearom 0, agam TaKBO Tpe-
CJVKaBamke CJANKA CBAKy TAdKy PABHU (v Y MEHTAp XOMOTETHje, 11a HaM OHO
HIUje 3aHNMJBUBO.

33



HcnocTaBba ce J1a je XOMOTeTHja yIpaBo MpecInKaBame Koje HaM Tpeda,
Tj. TO je IpecuKaBambe Koje ,ayBa o0quK’ durypa. Ipyrum pedamma, Kajaa
reamMo CJIMKY Heke (urype HEKOM XOMOTETHjOM (CKYIT CJMKa CBHX Tavdaka
te purype Tom xomorernjom), nobujera dpurypa (ckyn ravaka) 6uhe durypa
HCTOT O0JIMKa Kao U MOJIA3HA, & Y 3aBHCHOCTH O Tora Ja ju je |[A| > 1 wam
|A\| < 1, ona he 6utn Beha, ogHOCHO Mama o1 TOTa3He (UTYpe.

Hamomenumo camo ja ce cBe IMITO OBJE MPUYAMO OJHOCH HA EYKAUJCKY
reoMeTpujy. ¥ XurepOOJUYIKO] reoMeTpuju ce takohe geduHUIIE CAUIHOCT,
aim he Ty OMTHU 3HATHWX PA3JINKA Y OJAMOCY Ha CJIUIHOCT YV €YKJIHUICKO] Ieo-
Merpuju. Pehu hemo camo ja he ucnactu jga je CJAMYHOCT UCTO TMITO U TOJY-
JTapHOCT, HAKO je jJeduHucaHa Ha APYTavujd HAUWH.

Qopmyaumumo caga TamecoBy TeopeMy, jeaHY O HAajCTapHjuX TeopeMa
Yy MaTeMAaTHUIIH.

Teopema 11 (Tanec). Heka ce upase p,q cexy y wawku S. Heka cy A, B
gee pazauvuiie wavke upase p Koje cy passunuite og S u weka cy C, D gse
paszauvutle Upase q Koje cy passuvuiie og wawke S. Taga je

SA SC AC

., SA_5SB_AB
SC  SD CD’
S

[Tpu Tome, yorimTe He MOpa Jia BayK¥ pacrope]i Tadaka Kao IITo je Ha 0BOj
cauru. Teopema he BaXKUTH M aKO UMaMO HEKHU JPYTU PACIOPE] TadaKa.
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Kao mrro emo nmaan CtaBoBe 0 MOLYAAPHOCTH TPOYTIoBa, mocroje n Cra-
BOBH O CJMYHOCTH Tpoyriaosa. IIITo ce tmue muxoBux (OpMy/IaImja, MMa-
fieMo cTpanuie n yriaose, U TO Al Kao KOJ CTaABOBa O MOLYJAAPHOCTH (HIIP.
Heke JiBe U miMa 3axBalieH yrao), ¢ 1Mo UMamo Y BHJIY CIANYHOCT 9yBa To-
GYGAPHOCTL YIAOBA VN OGHOCE CTLPAHULA.

Hexka cy matu tpoyrimosu NAABC u ANA'B'C’. Ao BazKu HEIITo oj CJie-

;Leher
I° 4% = 4G, {BAC = 4B AC,
90 AB g

A/B/ - A/ / - B/C’/)

3° ABAC = AB'A'C'", KABC = LA'B'C";
4° ﬁg/ = ﬁg/, A{ACB = LA'C'B’, a yrnosu £LABC u LA'B'C" cy oba
omTpa, 0ba mpaBa WaIn 0da TyIa;

ouga je NABC ~ NA'B'C'.

Cl
7\ /\
A B A/ B/

CaJa Ka/1a 3HaMO IITa, je XOMOTeTHja 1 KaJa cMo ce noacernan CraBosa o
CIMIHOCTH TPOYTIOBA, MOKEMO /14 NX HCKOPUCTHMO Ja JTOKAXKEMO MOCTOjamhe
OjmepoBor Kpyra Ha JApyru HaduH (3agarak 1.5), Kao u jga pemumo jeo 1)
Besmkor 3amatka (3agarka 1.12).

1.5.




Heka cy A’, B',C’ penom nomguoxja sucuna u3 temena A, B, C' na crpa-
aunama BC, C A, AB tpoyrna AABC u neka cy Ay, By, C peoM cpemauira
crpanuta BC, C'A, AB. Jlyxu koje cnajajy Temena u oprorneatap H Tpoyria
ANABC cy nyxu AH, BH, CH, na o3uaaumo penom ca D, E| F muxoBa cpe-
qumita. Tpeba jokas3aTn Ja MOCTOjU KPYT KOjU CAJApKU OBUX JIEBET TadyaKa
(A,B,C" Ay, B,,Cy,D,E, F).

Younwmo tauke H', H” H" koje cy cumerpuune tadku H pegoM y OJHOCY
na crpanune AB, BC,CA n tauke Hi, Hy, H3 xoje cy cumerpuune tauku H
peaom y oxrocy Ha cpemurita Cp, Ay, By crpannna AB, BC, CA. Ha ocHoBy
sagarka 1.3 caean jpa rauke H', H”, H" Hy, Hy, H3 npunauajy onucaHoM
kpyry [ tpoyrna AABC.

Hexka je I = HHé(l), Tj. Heka je !’ cimka Kpyra [ XOMOTETH]OM HH,%-
Kako xomoreruja uysa o0auk, caean ga je [” kpyr. Illta he 6urm ciouke
ravaka A, B,C, H', H" H" Hy, Hy, H3 Tom xomorerujom? ITlo nedpununuju,
3a, IPOU3BO/LHY TauKy X je ’HHé(X) = X', npu uemy je HX' = %H , OJTHO-
CHO KaJi, ce ocoboauMo BekTopa, outie B(H, X' X)n HX' = %HX. Jaxre,
X’ je cpequinre ayxku HX, ogHocHo Xomoreruja H 1 CTTHKa TPOU3BOBHY
TadYKy yV CpeJUINTe IY:KU UUjU Yy KpajeBu Ta Tadka n Tauka H. [Ipema Tome,
kako ¢y D, E, F cpepumra, nyxxun AH, BH,CH, 3atum C', A, B’ cpepumira
nyxu HH', HH" , HH" wn C1, A1, By cpenumra nyxxu HHy, HHy, H Hs, cite-
I jia je

HH,%(A) = D;
HH,%(B) = L
HH,%(C) = I}
%(H') =
my(HY) = A
ny (") = B!
( H;) C;
.1 (H2) Ar;
ui(Hs) = Bi.

Kaxo kpyr [ caapzxu tauke A, B,C, H', H", H", H,, Hy, H3, ciean na merosa,
CTTHKA XOMOTETHJOM My 1, JAKIe KpYT ', caipKu CIMKe THX Tadaka, JaKje

rauke D, E, F, A", B',C", Ay, By, Ch.

Buanmo 1a je oBo pememe 10cTa eleranTHHje n Kpahe o TpBOOUTHOT
pemmema. Cama hiemo permmurn jgeo 1) Benmkor 3amarka kopucrehu ce Tase-
COBOM TEOPEMOM.
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1.12.

Hexka je P mpeceuna Tauka mpase SP u npase AP,. Kaxo je B(A,S,S,),
cremn 1a je B(A, P, P,), ma je moBo/bHO AoKazaTh fa je P’ = P. Kaxo Tadxa
P’ npunayga ynucanom xkpyry k rpoyria AABC w npasoj SP, ciequ jia je
JIOBOJBHO JIOKa3aTh fa je SP = p.

[Ipase SS, n QQ), ce cexy y tauku A u Baxkn SQ) 1. AC n S,Q, L. AC,

ma je SQ || S,Q.. Ilpema TamecoBoj Teopemu ciemun ma je % = SSS = £

Taxobe, nvano n xa ce npase SS, n PP, cexy y tauku A u ga je SP L BC
u S,P, L BC, naje SP | S,P,. Ilpema TamecoBoj Teopemu ciean ma je

SP_ AS _ _ . SP _ :
SoPn = AS. = be Mebyruwm, S, P, = p,, a je = ;)%, OJTaKJIe 3aKbYIyjeMO

na je SP = p, omnocro ja je P' = P. Jlaxne, saxu B(A, P', P,)

Hexka je caga P, npeceuna Tauka npase S,P, m mpase AP. Kaxko je
B(A, S, S,), cnenn na je B(A, P, B,), ma je nososbHO nokazatu jaa je P! = P,.
Kako Tauka P, mpumnaja crosba ynucanoMm kpyry k, tpoyria AABC u mpaBoj

S, P,, cieqn na je moBOBHO JoKazaTu aa je S, P, = p,.

Beh cwmo poxazann ga je :%i = —p%. [Ipase SS, u PP, ce ceky y Tadkn

Auwus SP L BC un S,P, L BC zakmyayjemo ma je SP || S,P,, na u3
TaJ'[eCOBfE TeOpeMe CAICAN 1A je Sefe = A5 = £e. Mebyrum, Baxn SP = p,
ma je % = %, na je S, P, = pa, 1j. P. = P,. Jlakne, Baxxu B(A, P, P).
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By

\’

=
I
4
R.
P. B C P,

Hexa je P, mpeceuna Tauka mpase S, P, n npase AP, u neka je P, mpecedna
Tauka npase S, P, n ipase AP,. Kaxo je B(S., A, S;), ciemm qa je B(P., A, P,)
u na je B(P., A, P,), omnocuo B(P,, A, P.), ma je 10BO/BHO A0Ka3aTh Ja je
P) = P, n 1a je P, = P.. Kaxo Tauka P} mpuma/ja cmo/ba YIHCAHOM KPYTY Ky
tpoyrna AABC u npasoj S,P,, ciemu 1a je T0BOJBHO TOKa3aTh Ja je SpP, =
pp. Crnmano, Kako Tadka P! mpumaga cmosba YIOHCAHOM Kpyry k. TpoyTia
AABC u npasoj S.P,, cieny 1a je J0BObHO goKa3aT ja je S,.P. = p..

[Tpase S,S. u Ry R, ce cexy y taukn A u Baxxku Sy Ry, L ABu S.R. 1. AB,
na je SpRy || S.R.. Tlpema TamecoBoj Teopemu cienn ja je ﬁ—gz = % = %.
Takobe, mmamo 1 11a ce mpase SpS, u P, P, cexky y Tauxku A u ga je S, P, 1 BC
u S.P, L BC, na je SyPy || S.P.. Tlpema TasiecoBoj Teopemn ciean ja je
%‘;% = % = & Mebhyrum, S.P. = p., na je %% = ;’—Z, 0JIaKJIe 3aK/bYyUdyjeMO
1a je SyP, = py, onHocHo ma je P' = P. Jlaxne, saxkn B(P., A, P))

Takobe, npase SpS, u P,P, ce cexy y tauku A u u3 S, P, 1. BC u S.P, |
BC zaxmyuyjemo na je SpPy || S.P., ma u3 Tamecose Teopeme ciein ja je
% = ﬁ—gz = %. Mebhyrum, Baxku S, P, = py, 11a je % = %, na je S.P. = pe,
1j. P, = P.. lakne, Baxu B(P,, A, P.).

Cama mpesrasumo Ha 3a7aTKe u3 candnoctu. [IpBu 3a7arak je Teopema o
cuMerpasn yriaa. OBa TeopeMma je BeoMa BaykKHa U Tpeda je 3HaTH, jep he ce
KODHCTHTH U y Ja/bUM 3aJanuMa (HIp. Kao IITO Ce CPEeJiiba JUHUja KOPUCTH
Y MHOTHM JPYTUM 3aJIAI[MA).
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Nneja je na npumenunmo TamecoBy Teopemy. /la 6mcMo mpoHAILTH KOJTUKH
je omnoc BE : C'E, nosoJbHO je ma mahemo kosmku je ognoc C'E : EB, na
norpaxkumo Ha moaynpaBoj C'A tauky D rmakBy na je AD = AB. Ykonuko
nokazkemo fa je DB || AE, npema Tanecosoj Teopemu he 6utn CFE : EB =
CA: AD, na he omarne ciequtu BE : CE = AD : AC. Kako je AD = AB,
nmobuhemo nma je BE : CE = AB : AC, a To u Tpeba, TOKa3aTH.

Vromko gokaxemo ga je £ BDA = AFAC = ¢, crenuhe ga je cy To
VIJIOBH ¢ mapaJjeJHuM KpaimMva, na he 6utn DB || AE. Kaxko je AD =
AB, cnequ na je tpoyrao ANADB jennakokpak, na je K BDA = £DBA.
Oznaunmo Te yriiose ca ¢. Yrao £ BAC = « je crnospalllibii yrao TPOyTIa
ANADB, na je jeqHak 30upy YHYTpaIIbuxX Hecyceaunx yrimoBa L BDA = o n
ADBA = . laxie, a = ¢+ ¢ = 2p, na je ¢ = 5. [lakje, 1oKa3aim cMo Ja
je {ABDA = §, naje DB || AE, a onarie caenn na je BE : CE = AB : AC.

Cana xenumvo ga avahemo oqnoc BF : CF = F'B : FC, na younmo mpaBy
Koja caap:ku B u napasenna je ca npasom AC. Osmaunmo ca G meH mpecek
ca mpaBoM F'A. TamecoBa Teopema HaMm Taja gaje 1a je F B : FC' = BG : CA,
ma je J0BOJBHO Jl0KazaTu na je BG = AB. llpaBa AG je cumerpana yria
ABAD = 1 — « (10 je cnomammn yrao koa temena A tpoyrina AABC),
na je {GAB = =%, 13 BG || AC 3akmyuyjemo ga cy yriuosn £GBA n

2
ABAC = « yrinoBu ¢ mapaJeHIM KpalnuMa, I1a ¢y oHH moxymapHu. /lakie,

AGBA = a. Onapne je {BGA =1 —AGBA—LGAB = m—a—"5* = 55%,
na je { BGA = AGAB. Jlakne, tpoyrao ABAG je jemHakokpaku, ma je
BG = BA. Osuwm je nokas 3apiieH, jep je caga BF : CF = BG : AC =
AB : AC, mrro je u Tpebaso J0Ka3aTH.

Buanmo 1a je moneka 1 moTpeOHO , I0NpTaTH HEKe TadKe U IIpaBe j1a Ou ce

JTaKIIe JIONLTO0 0 pellerma 3amaTrka. OBgae cy Tauka D u npaBa BG nobujene
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y 2KeJbH JIa ce HCKOPUCTH TasmecoBa TeopeMa.

2. Osge cy Tauke F, F u3 1. 3agarka, a tauke S, S,, Sy, S. cy Tauke u3 Be-
JIIKOT 3aJaTKa, JaKJIe INeHTPH PeIOM YIHCAHOT Kpyra k U CHo/ba yIHCAHUX
KpyroBa kg, ks, k..

a) A

Sa

[Tpumenom Teopeme o cumerpasu yria (1. 3agarka) Ha Tpoyrao ACAFE
3akspydyjemo ma je AS : SE = AS, : S,E = AC : C'E. Takobe, 3namo na je
BE :CE = AB : AC (1. 3amarak), na je AC : CE = AB : BE. O3naunmo
Taj OAHOC ca A, JaKJje HeKa je % = % = A. Opmasne je AC = \CFE
n AB = ABE, na je AB+ AC = NBE + CE) = ABC. Cuaean na je
A= (AB+ AC) : BC, a kako je AS : SE = AS, : S,F = AC : CE = ),
crenu na je AS : SE = AS,: S,E = (AB+ AC) : BC.

6) Kaxko je AE = AS + SE, nememwem ca SE gobujamo ja je

AE  AS+SE _AS SE

SE ~ SE SE ' SE
_AS | ABtaC
SE BC
_ AB+AC BC AB+ AC+ BC
- T BC TBC™ BC
Cmuuano, kako je AE = AS, — S, F, nememeMm ca S, F nodbujamo 1a je
AE  AS,—-S,E AS, S.E
S, E S,E  S,E S,E
_ ASa_leB+AC_
S, E BC
_ AB+AC BC AB+ AC - BC
- BC  BC BC '
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OBae cMO caMO KOPHUCTHIJIN HPETXOHE pe3yJaTare W y3 MaJio padyHamba

JOTILTH 70 TPAyKeHOT HOBOT Pe3yJITaTa.
B) S

F B C

[Tpumenom Teopeme o cumerpasn yriia Ha Tpoyrao ABAF nobujamo 1a
je ASy 1 SyF = AS. : S.F = AB : BF. Taxolje, npumenom te Teopeme Ha
tpoyrao AC AF nobujamo na je ASy : Sy F = AS. : S.F = AC : CF. O3mna-
YUMO TParKeHH HeIO3HATH OIHOC ca A, jakiae ASy : SpF' = AS, : S.F = ).
Ha ocuoBy mobujenux pesyarara mmamo ga je AB : BF = AC : CF = \.
Nuave, oBaj pesyarar cMO MOIVIM JAUPEKTHO Jia go0ujemo n3 1. 3amarka, jep
u3 BF : CF = AB : AC cnemn na je AB : BF = AC : C'F. Opasne
ciemu 1a je AB = ABF u AC' = ACF, na omgy3suMameM 100HjaMo 11a je
AC — AB = \(CF — BF) = BC. Jlaxne, A = (AC — AB) : BC, na cienn
tpazxenu pesyiarar AS, : S,F = AS.: S.F = (AC — AB) : BC.

Y oBOM 3aJaTKy KOPUCTUJIM CMO jeJHY CTBap KOjy hemo cajia u3/BOjUTH.

Ako 3a neke peasne G6pojese a,b, ¢, d Taxkee Ja je ¢, d # 0 Baxkn ¢ = g, OHJIA
: : : ka+lb : : a _ b _ katlb
Je Taj ojHOC jenHak OAHOCY 7. 3a Omio koje k.l € R, 1j. & = 7 = ;40

3ancra, ozHauIMO ¢ = % = A. Taga je a = Ac u b = \d, na cmean ga je

ka 4 1b = kXc + INd = A(kc + Id), onaxie ciean na je A = Ratlb

ketld®
3. a)
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CaumaHOCT Jaje OaHOCe, a He TMPOM3BOJE VKU, all MOKEMO T€ OJHOCE
MOMHOXKHUTH JIy?KUMa KOje Cy Y HMEHHOIUMA, 1 JOhH JI0 Tpou3BoIa. Kako Ham
ce jap/ba MOJYNPEIHNK YIIMCAHOT KPyTra, MOPAMO YOUUTH TTOIHOK]e HOPMAJIe
u3 neHTpa S ymucaHOr Kpyra Ha HEeKOj ox crpanuna tpoyria NAABC, aup.
noguoxkje () wa crpanunu AC. Ilomrro Ham ce jaBba 27, Tj. TPEYHUK OIU-
CaHOT Kpyra, u momTo Beh mMamo tauky N, yoummo tauky M u3 Bemuxor
3aJaTKa, jep Tajga mMaMo npedauk MN = 2r.

Cama nmamo na je £LSAQ = ANAC = ANMC (nepudepujckn Haj
JIYKOM J/@) u jga cy yrmosu £SQA u L NCM upasoj ({NMC je nepu-
dbepujckn nHag npeannkom NM), ma je £LSQA = ANCM. Crenn na je
ANASQ ~ AMNC, na je SA: NM = SQ : NC. Muoxemem ca NM n
NC' nobujamo ma je SA- NC = NM - 5Q. Kako je NM = 2r, SQ = pu
NC = SN (Benuknu 3amarax, cras 6)), crenn ma je SA- SN = 2rp, mro je
u TpebaIo J0KA3ATH.

6) Canano Kao y jeny a), younmo tadke M, @, n3 Beaukor 3agarka. vamo
na je £S5,AQ, = ANAC = ANMC (nepudepujcku HaJ JTyYKOM ]/@) n Ja
cy yrioBu £S,Q,A n ANCM upasu, na je £5,0,A = ANCM. Cnenn na
je AAS,Q, ~ AMNC, na je S;A : NM = 5,0, : NC, ognocuo, moce
MuOXKema, S,A - NC = NM - S,Q,. 3amenom NM = 2r, S5,Q, = p, n
NC = S,N (Bemuku 3amarax, cras 6)) gobujamo S, A - Sy N = 2rp,.

B) Ry

Kako wam ce oBze jaBba pp, YOUMMO MOJHOXKje HOpMaje w3 S, Ha He-
Koj ox crpanuia tpoyria AABC, wnp. Ha crpannnn AB (makie, Taduky
Ry) 1 KaKO ce MOHOBO jaB/ba MPEYHUK OMUCAHOT KPYTa 27, YOUUMO MPEeTHUK
MN. Vraosu AMNC w AMAC cy nepudepnjcku Ha JTyKOM M—é, na cy
nonynapau, gaxkie LMNC = LMAC = 5% (npasa AM je cnverpara cro-
mammber yriaa kox reMena A tpoyrma AABC). Taxobhe, £S,AR, = 5%,
na je AMNC = £S,AR,. Baxu u LAMCN = § = AS,RyA, na crenn
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ma je AMNC ~ ASyAR,. Jakne, Sy,A : MN = SyR, : MC, omnocHo
SbA -MC = MN - SbRb. Bamenom MN = 2T, SbRb = pPp A MC = SbM
(Bestmku 3amarak, cras 6)) mobujamo SpA - SpM = 2rpy,.

r) CandaHo Kao y jeny B), younmo tauke M, R, w3 Beaukor 3agarka. vamo
na je LS. AR, = 5% = AMAC = LMNC' (npBe aBe jeqHaKOCTH Baske jep
je S.M cumerpasa cHo/ballliber yriaa KojJ TeMeHa A, a moCenma jep Cy TO
nepudepujcKu YIJIOBH HAJ JTYKOM MAC), kao n £S.R.A = § = LMCN,
ma je AS, AR, ~ AMNC. Cnemn S.A : MN = S.R. : MC, omHOCHO
S.A-MC = MN -S.R.. 3amenom MN = 2r, S.R. = p. u MC = S.M
(Bestmkm 3amarak, cras 6)) mobujamo S.A - S.M = 2rp,.

Heka je R cpenumre aujaionane AC. Tana je RM cpeama jmHEja TPO-
yrna AABC, ma je RM || BC u RM = %BC, a RN je cpemma IuHUTja
tpoyrma AACD, na je RN || AD u RN = %AD. Hame, kako je OQ L BC
u OP 1 AD, cnenn na je RM | OQ uw RN 1. OP, na je {MRN = £QOP
MR _ 3BC _ BC
RN = iADp T AD’
ma je JT0BOJBHO Ja JoKaxkeMo 1a je OQ : OP = BC' : AD na 6u coeanno ga
je AMRN ~ AQOP.

Tpoyrmosu AAOD n ABOC cy candanu, jep uMajy MoayaapHe yIJIOBe.
Bancra, LAOD = £BOC jep cy To ynakpcun yriosn u £LADO = £BCO
(mepudepnjcku wax aykom AB). Kop caimaaux TpoyrioBa BUCHHE ce OJHOCE
ncTo Kao u crpanune, na je OQ : OP = BC : AD (OQ je Bucuna Tpoyria
BOC, a OP je Bucuna tpoyrna AOD). Haxkne, MR : RN = BC : AD =
QO : OP u AMRN = A£QOP, na je AMRN ~ AQOP. Crenn ma je
ARNM = LOPQ u LRMN = £LOQP.

Oznaummo ca K, L pegom npecedre tauke npase RN ca npasuma OP u
QP u oznaummo ca X mpeceuny Tadky npase MN u mpaBe P(Q). YrioBu
AKPL w AXNL cy mehycobno nomyrnapuu, jep je {KPL = £OPQ n

(yruioBu ¢ HopmasiHuM Kparuma). [Topes Tora mvamo ja je
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AXNL = AMNR, a £OPQ = AMNR. Takohe, {KLP = £XLN, jep
cy To yHakpcuu yriaosu. Crean ma tpoyrinosu APKL u AN X L umajy mo-
aynapue yriose, na je LLXN = LLKP. Mehyrum, LLKP = 7, jep je
To yrao u3mehy npae NR u npase OP, a Baxxu NR | OP. Ilpema Towme,
LLXN = 7, a 1o je yrao usmely npase PQ) u npase M N, 1a 3ak/bydyjemMo
na je MN 1L PQ.

Hedununuja 15. Heka je F damuinja mpaBux Heke paBHH. AKO

1) mocroju Tauka S Koja mpunaja cBuM npasuma dbavuinje F U cBe mpase
KOje caJpike Tauky S npunanajy davuanju F;

2) mocroju TmpaBa s Koja je mapaJesnHa CBUM Tpasuva davuianje F u cBe
mpaBe Koje cy mapaJfenne IpaBoj s mpunagajy damMunnju F;

OHJIa TAKBY (PaMUIN]y F 30BEMO UPALMEHOM UpPasur. AKO IpaMeH JF 3a10BO-
JhaBa yCJIoB 1), KaykeMo Jia je TO MpaMeH KoWKYpeHUIHUT TPABUX, a AKO Mpa-
MeH F 3a710BOJbaBa YCJIOB 2), KaxKeMo JIa je TO MpaMeH UapaieAHUT TTPABUX.

[TpamenoBu ce y Teopuju jiecbuHUITY Ha JAPyTravuju HAYUH U TaMO ce Jie-
Ta/bHUje w3ydanajy. Hawma je oBae o1 wHTepeca ja 3a TpaBe KOje Ce CeKy
y jemHoj Tauku wian cy MehycobHo mapasenme Kaxkemo: ,IlpaBe mpumamajy
jennoMm mpameny’, mau: ,IIpaBe mpumagajy mcTom mpameny”’, jep je TaKBO
n3pakapame Kpahe u jeHOoCTaBHUjE.

5. IITosromejeBa TeopeMa.
D
C

Nneja je ma mpomsson AC - BD mamuimemo Kao 30up 1Ba cabHpKa, O
kojux he jemam Outm jemnaxk ca AB - CD, a apyru ca AD - BC. Ako Ha
numjaronann AC yoummo Heky Tauky F, ouma je AC = AE + EC, ma je
AC-BD = (AE+EC)-BD = AE-BD+EC-BD. Tpeba noroaso ogabparn
tauky F Tmako ma mup. oyme AE - BD = AB-CD u EC - BD = AD - BC,
omnocio AE : CD = AB : BD u EC : AD = BC : BD. 3aro y3MuMmo
tauky F na gujaronanmu AC taksy na je {ABE = A DBC.

Kaxko je {BAE = £ BDC' (nepudepujckn Ha BE’) u L{ABE = £DBC,
ciemu ma je ANANABE ~ ADBC, na je AE : DC = AB : DB. Jlakje, Baxn
AE-BD = AB-CD. Jdame, nmamvo na je L ECB = LADB (nepudepujcku
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nan AB) u AEBC = {EBD + {DBC = {EBD + £ABE = {ABD, na
je AEBC ~ NABD. Cnemn na je EC' : AD = BC' : BD, na gobujamo
EC-BD = AD - BC. Cabupamem godujamo 1a je

AE-BD+ EC-BD = AB-CD+ AD - BC
(AE+ EC)-BD = AB-CD+ AD - BC
AC-BD = AB-CD+ AD - BC,
IITO je U TpehaIo JTOKA3aTH.
Yeuna Teopema. Ozuaunmo [I = ? . % .

Tpedao 6u JoJaTH yeaoB Aa ce Tauke P, (), R pa3mukyjy ox remena A, B, C
tpoyria AABC, jep unaue 6poj IT win uuje 106po pedbunucan (ako je HIp.

Ab .
= Y dopmynamnuju Teopeme

P = C, ouya nuje geduHUCAHO %), win je jennak 0 (ako je unp. P = B).
— |: Heka cy AP, BQ), C' R npaBe jeIHOT TIpaMeHa.

y AP, BQ, paBe jes D

10

B P ¢ B c P

Heka je S 3ajennmuka npecedna tadka npasux AP, BQ),C'R n neka cy
K, L penom npecedne Tauke npase B(Q) u npase C'R ca nmpaBoM Koja caapKu
tauky A u napanensa je ca BC. Tazma je na ocHoBy Tasecose Teopeme

BP KA
PC AL
cQ  CB
QA — KA
AR AL
RB ~ CB

ma JI00mjamo Ja je

BP CQ AR KA CB AL

PC QA RB_ AL KA CB -

I} =

Axko je tauka Sy yayrpammoctu Tpoyria AABC, onga tauke P, (), R npu-

naaajy peaom gyoscuma BC,CAS AB, na je IB_% > 0, % > 0wu %’ > 0.

Hakme, tama je I > 0. Tauxka S we moxke nmpunajgatu Hu npaBoj AB, Hu
npaBoj AC, autu npasoj BC', jep he taga weka ox tadaka P, (), R butu Teme
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Tpoyria. IIpema Tome, Tauka S He mpunana tpoyrny AABC, ma ocraje jorr
crydaj Kajaa je y crnospanmmoctu tpoyriaa AABC (v, HApaBHO, He TPUIAIA
i npaBoj AB, uu npaBoj AC wutn npasoj BC). Tana he tauno jemna on
radaka P, Q), R npunagarn oarosapajyhoj ayxn (BC, AC, AB). Hnp. neka

tauka () mpunaga xyxku AC, kao mro je na cannn. Taga je 113'25 <0, % <0
AR

mes < 0, ma je morono II > 0. Canuno gmobujamo ga je I > 0 n y mpeocraia
npa caydaja (P npunaga nyxku BC, onnoco R npunana nyxu AB). Jlaxie,
mvamo I > 0 u |II| = 1, na caeqn na je IT = 1.

2° Ry

Hexka cy npase AP, BQ), C'R mehycobno napasenne. Ha ocnosy Tasecose
TeopemMe je

cQ  CB
QA ~ BP
AR PC
RB ~ OB’

ma je
BP CQQ AR BP (CB PC
PC QA RB PC BP CB
[Ipase AP, BQ), C'R mopajy 6uTn TakBe Ta TATHO JIBE O/ BHUX He MpoJia3e
kpo3 yayTpammocT Tpoyria AABC, a tpeha mposasu. Ctora TavHO JIBE O
rauaka P, (), R npunanajy nyxuma BC, CA, AB, a tpeha nwe npunama. Hop.
ako mpaBa AP mposasm Kpo3 yHyTpammocT Tpoyriaa AABC, oxma mpase
BQ,CR ne mposiaze Kpo3 YHYTPAIIHLOCT TPOYIJIa U Tauka P mpumaia JyxKu

1] = 1.

BC, a tauke ), R ue npunazmajy nyxnma CA, AR. Cnenu ga je % > 0,
% < 0Om % < 0, ma je [T > 0. Cauuno m y mpeocrana JBa cIydaja

(mpaBa B(@ nposazu kKpo3 yHyTpaimoct Tpoyria AABC, oaHOCHO TpaBa
C'R npostazu kpo3 yryrparmoct tpoyria AABC) nobujamo na je I > 0.
Hakue, Baxku 11 > 0 u |II| = 1, ma 3aksmyuyjemo na je IT = 1.
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: Heka je Il = 1. TTocmarpajmo npase BQ u C'R.
10 R

B PP C B c P P
Heka ce mpaBe BQ u C'R ceky y Tayku S. OBH&HI/IMOE; P’ npeceuny
BP CQ AR _
tauky npase AS n npase BC. Ha ocuoBy jena O A i 1.

BD
Taxkobe, o nmpeTmocTaBIy je % . % . % =1, naje IEj—/_% = %. OnaBne cienn
na je P = P, na ce npase AP, BQ,CR cexy y tauku S. lakme, AP, BQ,CR
MpUTIAIAJy je/ITHOM TTpaMeny.

R

20

Heka je BQ || CR. Osnaunmo ca P’ npecedHy Tavky mnpape Koja CajprKu
tauky A u mapanenna je ca npaBom B(Q (u mpasom C'R) u mpase BC. Ha

B
OCHOBY JIeJ1a cmemn 2Z . C:?; . % — 1. Takobe, % . % . % =1,

PC Q R

Bp
ma je %PC = %. Onasne crequ na je PP = P, ma cy npase AP, BQ,CR
napasesnne. akmie, mpase AP, BQ), C R npunanajy jeJHoM IpaMeHy.

MemnesiajeBa Teopema. O3naunmo monoso I = % . g : %. Cnuanao Kao
ko1 popmynanuje YeBuHe Teopeme, u y (hopMyTanmuju oBe TeopeMe Tpedasio
ou momaru ycaoB jga ce tadke P, (), R pasmukyjy ox remena A, B, C' Tpoyria
AABC (n3 wctux passora kao Masornpe, jep he 6poj II 6urn wenedunucan
ako je Hnp. P = C wam he 6urtn jeqwaxk nynm ako je nup. P = B).

: Heka cy P, (), R konmuHeapHe U HEKa je p mpaBa Koja ux cajap:xku. O3na-
qnmo ca A', B', C' penom nogHoxkja HopMasia u3 tadaka A, B, C' Ha upasoj p.
Tana cy npase AA', BB, CC' napanenne, na Ha ocuoBy TajiecoBe Teopeme
NMaMO:
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B/
A
Q
B C P
Q
Ry
B/
C/
B C P
BP  BP
pPCc  CcC
cQ _ cc
QA AA
AR AA
RB BB’
Crnemn na je

BP CQ AR BB CC' AA
PC QA RB (CC' AA" BB

] =

Kako mpaBa p He caapxku nujearo teme tpoyriaa A, B, C jep 6u wHade HeKa
on tauaka P, (), R buna Teme Tpoyria, Ha ocHOBY llammose akcuome 3akmbydy-
jeMo J1a miam TavHo JBe of Tadaka P, (), R mpumanajy oaroBapajyhum myxu-
ma BC,C'A, AB unu HujeHa oJ] BUX He MpHUIaaa oarosapajyhoj ayxun. Axo

ap. taduke (), R npunanajy peaom nyxuma C'A, AB, Baxkn % <0, %{ >0

" % > 0, ma je I1 < 0. Ciauuano, ako Tauke P, () nmpumagajy peaom IyKuMa
BC,CA nmn ako tauke P, R mpunazmajy penom ayxuma BC, AB, cienn na

je Il < 0. Ako mmjeana ox tauaka P, (), R He mpunaaa oarosapajyhoj myzxmu
(BC,CA, AB), wann Z < 0, 22 < 0w 2E < 0, na je nowoo 11 < 0.
Bakspyuyjemo na je I < 0w |II| =1, na je I = —1.
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Pty

¢ PP P P
Heka je II = —1. Osnaunmo ca P’ MpeCetny TatuKy mpase QR w upase
BC. Ha ocHoBy ;Lena cne;uxl na je == iPC/ . g . % = —1. Taxkobe, mo
PEeTHOCTABIN Je C—Q) ? = —1, ma crean n1a je g = %. Onagje
QA R P'C P

cnenu na je P = P, na cy Tauke P, (), R KoinHeapHe.

Hanomena 5. /la 6u qoka3m cMepoBa Yesune n MenenajeBe Teopeme
Ouav 10 Kpaja KOPEeKTHH, MOpaan OUCMO Ja JoKazkeMo j1a tadke P’ nocroje,
Tj. y cayuajy 1° Uesnne teopeme ma AS n BC Hucy mapajene, y Caydajy
2° Yepune Teopeme sa mpasa Koja caapxku A um mapasenHa je ca BQ u CR
Huje mapanenna ca BC, a 'y MenenajeBoj Teopemu na npase QR u BC' nucy
napaJiesine. Mehytum, To oBae nehemo paguTu.

Hamomena 6. YV Hekoj jmTepaTypu ce yMecTo u3pasa , JdeBuHa TeopeHa”
Mozke Hahu u u3pa3 ,,dYeBaosa Teopema’.

6. A
Q

B p C

Heka je II = % . % . %. Taurentne myxwu w3 tadaka A, B,C Ha
yrcasoM Kpyry tpoyria AABC cy noaynapue (AQ = AR, BR = BP,

CP = CQ), na cienu ja je

BP CQ AR BR CP AQ

PC OA RB_PC QA RB -

T} =

Tauke P,Q, R npunamajy ay:xuma BC,CA, AB, na cnenu na je % > 0,

C-é > 0w % > 0. Omasze 3akspyudyjemo ma je II > 0, ma 36or |II| =

cne;m na je II = 1. Ha ocnoBy YeBune Teopeme 3ak/bydyjeMo jia IMpaBe
AP, BQ), C' R npunanajy jeanom npameny. C ob3upom Ha 10O 1a ayxu BQ), C'R
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npunagajy yayrpammmoctn Tpoyria AABC, oHe ce ceky, ma 3aK/bydyjeMo
nma npase AP, BQ),C'R nupunanajy npaMeHy KOHKYPEHTHHX IpaBe, Tj. OHe Cy
KOHKYDEHTHe (CeKy e y jeJIHOj TavuKh).

HonaTuu 3amarak. /lokazaTu 1a ce OUCEKTpHUCa jeJHOT YHYTPAIIbher U IBa
cnospantmba yriaa Tpoyria AABC cexy y jeaHoj TaduKu.

Q

R

Heka je P mpecedna tadka OWCEKTpUCE YHYTPAIIHEr yIjla KOJ TeMeHa
A tpoyrna AABC u crpanune BC u Heka cy (), R penom npecedre tadke
bucekTpuca crospalntmbux yriaosa ko temena B, C tpoyria AABC' ca npasu-

ma CA, AB. Osnaunmo II = IB% . % . %. Ha ocrnoBy Teopeme o cumerpasn

yriaa (1. 3amarax) ciaean na je

BP  AB
PC ~ AC
cQ  CB
QA ~ BA
AR AC
RB ~ CB

; _ BP CQ AR _ AB (CB  AC _
na je [II] = 55 OARBE — AC BA B = L
Bucekrpuca yHyTpamimer yria cede HaCIpaMHy CTPaHWILy, ma Tadka P

npunaga ay:ku BC, 0IHOCHO Bayku % > 0. C gpyre crpane, OHCEKTPHCE

50



CTOJRAIITIFUX YIJIOBA MPUNAIAjy cro/bammoctn Tpoyria AABC, na Tauke
@, R we npunamajy ayxunma C'A, AB, 0IHOCHO BaKun %i— <0mn % < 0.
Bakspyayjemo ga je I > 0, mrro 3ajeqno ca |II| = 1 maje IT = 1. Ha ocnoBy
Yesune Teopeme ciaean aa npase AP, BQ, CR npumnamajy jeIHOM IpaMeHy.
[IpernocraBumo ma je AP || BQ. Tanma je mpaBa Koja cajpxKu Taduky B u
HOpMaJIHA je Ha B(), a TO je cuMeTpasa YHYTpalliber yria Koja TeMeHa B,
HOpMaJIHA Ha TipaBoj AP, Tj. Ha cuMeTpaju YHYTpPallher yria KO TeMeHa
A. Axo je S mpecedna Tadka cUMeTpaJia YHYTPaIlbIX yriaoBa Koa temena A
u B, onna je ABAS = 5, LABS = g n LASB = 5. Kaxo je 36up yrmopa
tpoyria AABS jennak 7, ciean naje m = L BAS+AABS+A£ASB = %,
ma jjoomjamo 1a je 2m = o+ [+, OAHOCHO v+ 3 = 7, MTO je Hemoryhe, jep je
traga v = 0. Jlakme, AP }f BQ, na npase AP, BQ,CR, omHOCHO cuMeTpasie
YVHYTpAIber yria Koa temMerna A u crmopammsux yroioBa kKoja temena B, C
MpUTaAajy TpaMeHy KOHKYPEeHTHHUX TPaBHUX, Tj. CEKy Ce y jeTHOj Ta9KH.

Hamomena 7. /la Ou perreme mTpeTxXoHOT 3a/laTKa OUJI0 KOPEKTHO, Tpeda
ce 3amuTaTh JIa JIn mocToje Tauke (), R, Tj. 1a Jim MOXKe J1a ce JAeCH J1a CHMe-
TpaJia CIOJhAIHEer yIyia Oy/Ie mapajenHa ca HACIPAMHOM CTPAHHUIOM. AKO
je cuMeTpasia CHOoJBAIber yraa Koja TeMeHa B mapamenna ca AC, oHjga je
cuMeTpaJsa YHyTpalllmer yriaa Koj Temena B wopmaana va AC. O3naunmo
ca Bj npeceuny Tauky cuMeTpaJie YHYTpaNIher yrja Koj TeMeHa B u npase
AC. Tapma cy tpoyrmosu ABB1{A n ABB,C nonynapuu jep um je BB
3ajenanuka crpanuna, £LCBB; = {ABB; = g n £{BB,C = {BBA = 3.
Cremn na je BC'= BA, na je tpoyrao AABC' jeHaKOKpaKH.

A

Jlaxe, 3a jeIHAaKOKPAKN TPOYTao He MOXKEMO MPUMEHUTH 1eBUHY Teope-
My. Ako je anp. AABC jemnakokpaku u BC = BA, oujga je cumerpasa
CTIOJBAIITERET yT/Ia KOJ TeMeHa B mapanensa ca AC, ma He mocToju Tadka ().
[Ipema Tome, y oBoM ciaydajy Tpeba Ha APYTH HAYUH JOKA3ATH OHO IITO CE
TpazKn.

Jlokazasm cMO J1a cuMeTpaJsia YHYTPallmbher yria Koji TeMeHa A Huje mapa-
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JIeJTHA Ca CHMETPAJIOM CIOJbAIIer yroa Koj TeMena B (unaue je v = (), na
03HAYUMO ca S, IUXOBY MPECeuHy TauKy W o3Ha4uMo ca P,, (), R, mogHoxja
Hopmaja u3 S, pegom Ha npasuma BC,CA, AB. Tlomrro S, npunana cu-
MeTpaju yHyTpallmber yriaa Koju Temena A, caean ga je S,R, = SqQa, a
momrto S, MpUMaga W CUMETPAJIN CIO/bAIIher yIjla KOoJ TeMeHa B, ciemn
na je S,P, = S,R,. Haxme, S5,Q, = S,P,, na crenu ga S, npumaga u
CEUMeTpasu crnobarimer yriaa kox reMena C tpoyrna AABC. Tlpema Towme,
JTIOKa3a/Ii CMO JIa Ce Uy OBOM CJIy4ajy CHMeTpaJie jeTHOT YHYTPAIlmher U JIBa
CTIOJBATITIHA YTJIA CeKY V jeTHO] TadKMH.

[IIraurnre, oBaj J0Ka3 MOYXKe Ja Ce MPUMEHW W y CAy9ajy Kajga TPoyrao
AABC unje jeTHaKOKpaK.

7.

Y HarmoMenu 7 YTBPJMJIM CMO JIa MPECeYHa TauKa CHMETPAJIe CIIOJ/ballher
yIJa U HAacIpaMHEe CTPAHUIE He MOCTOjU KOJ jeTHAKOKDAKIT TPOYIJIa KOMe
je Ta crpanuna ocuoBumna. /lakie, mokaszyjemo TBpheme 3amaTKa 3a cBe TPO-
yIJIOBe KOjU HUCY je/ITHAKOKPAKW, jep caMO KOJ TaKBUX TPOYTJIOBA IMOCTOje
npecevdHe Tavyke CUMeTPaJia, CIO/balllibUX YIJIOBA U HACIPAMHHUX CTPAHUIIA.

Heka cy P, (@, R pemom mpecedHe Tadke CHMeTpPaJia CIObAITHIX YIIOBA
kox temena A, B, C tpoyrma AABC ca npasuma BC,CA, AB. O3maunmMo

II= % . % . %. Ha ocnoBy Teopeme o cumerpasn yria ciegn 1a je
BP  AB
PC — AC
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cQ _ CB

0A BA
AR AC
RB  CB’

na je |II| = £ . % Lot = 28 CB 40 — 1. Kako cnverpaite Cosbantmix
YIJIOBa TPOYTJIA TPHUIAIA]y CIIOJBAITHLOCTH TPOYIJIA, CJACIN Ja HUjeHA O]
radaka P,Q, R ne npunaga oarosapajyhoj ayxu (BC,C A, AB), na caenn
. BD % AR _ : -
;Lajeﬁ<0, o <OI/IR?<0. Haxme, I <O wu |[II| =1, ma je I = —1. Ha
ocHoBy Menenajese Teopeme ciaean aa cy tauke P, (), R konuneapue.

8. 91

R
Heka cy P,(Q, R pemom mpecedHe Taduke TaHreHTH y Temennma A, B, C
tpoyria AABC mHa meroBom ommcanoMm Kpyry ca mpasuma BC,CA, AB.

Oznaunvo I = % . %— . %. Yrao £ PAB je yrao u3mehy tanrenre PA n

teruBe AB, na je nogynapan ¢ nepudepujckum yriom £ AC' B HaI TOM TeTH-
BoMm. Crenn 1a je L PAB = L{PCA(= £{BCA), axako jeu LAPB = L{CPA

BP _ PA __ AB

(merm yrao), cienn ga je APAB ~ APCA. Onapie je 55 = 55 = 55, Na

ciemn ga je 25 = BL. ﬁ—g = (f‘—g)?. Cnuuno, LQBA = LACB (yrao
AQBA uzmehy raurente (B u tetuBe BA noxynapan je ¢ nepudepujckum

yriom £ ACB wnag tom ternsom) u £ BQA = ABQC (nctn yrao), na je

cQ _ QB _ BC . CQ _ CQ BQ _ (BC\?
AQBC ~ ANQAB. Cﬂeﬂﬂm—m_ﬁ,najem_%.m_(ﬁ)_
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Konauno, £ RCB = ABAC (yrao £ RCB usmeljy taureare RC u Teruse
C'B nonynapau je ¢ nepudepujckum yriaom £ BAC Hajx TOM TETHBOM) U

£BRC = ALARC (mcrtm yrao), na je ARAC ~ ARCB. Cuemn jga je

AR _ RC _ AC A_R_ﬁ.@_(ﬁ
CR ~— RB ~ CB’ RB — CR RB ~ \BC

|H‘_BP cQ AR_(AB>2 (B_C)2 <g)2_1
~ PC QA RB \AC AB BC)

. 2
ma je ) . IIpema Towme,

Kaxko tanrenre AP, BQ), C'R npunaajy Cro/balliboCTH OMUCAHOT KPyTa TPO-
yrna AABC, ciean na one npumnaajy u crnospanmoct Tpoyriaa AABC, na
tauke P, (), R me mpumamajy oxrosapajyhum my:xmvma BC,CA, AB. Ilpema

ToMe, %<O, C?7<0H1‘:;—-]3,—<O,HajeI/IH<0. Haxe, I = —1, na npema
MemnenajeBoj Teopemu ciaemn na cy tadke P, (), R koquHeapHe.

Hanmomena 8. Pazmorpumo y KoM ciiydajy je Heka o TAHTeHTH MapaJsie/Ha
ca HACMPAMHOM CTPAHWIIOM, HIIP. KaJia je TaHTeHTa y Temeny A Tpoyria
AABC ua meroBoM ommcanoM Kpyry mapaJenna ca BC.

A

B c

Hasnauenn yrao uamely ranrenre u tetuBe AB momymapaH je ¢ mepude-
pujckum yriiom £ AC'B Haj TOM TeTHBOM, a C JApyre CTPaHe MOAyJapaH je ¢
yriaom £ ABC, jep cy TO YIJIOBHU C MapaJieIHUM KPaIuMa. 3aK/bydIyjemMo jaa
je LACB = LABC, na je tpoyrao AABC jennakokpaku ¢ ocaoBunom BC.
Jlakme, 3amaTrak ce Morao pemasaTu camo 3a Tpoyriaose AABC Koju Hucy
jeHaKOKpaKHd, jep WHade He MOCTOju Heka o1 Tadaka P, (Q), R.

Pasmorpumo caga nogeny ayxKu y HekoMm omaocy. Ako cy P, () npe pasHe

Tauke n A € R, 3aHnMa HAC KOJIMKO TOCTOju Tavdaka X TakBuX J1a je % =\
Axko je % = )\, oHJA je f’_]->2 = )\l@, Tj. 1@ = P_]?EJF}@ = (A+1)}®. [Tpema

TOMe, ako je A = —1, oHjia g00ujamMo 1a je @ =0- ]ﬁ = 0 (Hys1a BeKTOD),
omakJje ciaean aa je P = (), a To je y CYIPOTHOCTH C MPETIIOCTABKOM Ja CY

TO JBe pa3jndnTte Tadke. Jlakie, He moctoju Tauka R TakBa 1a je % = —1.

A ako je A # —1, onga je @ = )\%1@, Tj. ﬁ% = )\@ = A%l@’ ITO

jemHo3Ha4qHO oxpehyje Tauky K.
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Haxne, ako cy P, nBe pa3ue tauke, 3a cBako A € R\{—1} mocroju
jenwHCTBEHA Tadka R TakBa Ja je % = \. Caza mMmamo ompaBIame 3aliITo
cMo y noka3y Yesumne m MenesajeBe TeopemMe y cMmepy KOPUCTHIN &

BP’ Bﬁ ie P! P( : BP’ Bﬁ
n3 = — ciaegn gda Je = OoBJIe JeJHaKNn OJIHOCHU = HUC
pC = pg CTCAl A AC JOAHAKIL OAHOCH 5 = 5 HUCY

jemnaku —1, jep tauke P, P’ mocroje).
[TpoanckyTyjmo caga o moiozKajy tTauke Ry 3aBucHocTn o 6poja A. Axo
je A > 0, onga cy Bekropu PR n R() ucror cmepa, na ce tadka [ Hajgasn

u3mehy rauaka P u Q (Baxu B(P, R,(Q)), Tj. Tauka R npumnaga nyxu PQ.
Ako je A =0, ouzma je PR = 0, ognocuo Baxku R = P. Ako je A = 1, onga
je PR = RQ, na je R cpeaummite ay:xu PQ. Ako je 0 < A\ < 1, oHma Tauka
R mpunama nyxu PQ u nyx PR je kpaha on nyxkm R(), mTo 3Ha4M j1a ce
tauka R namasu u3dmel)y tauke P u cpemumta ayxku PQ. Ako je A > 1, onga
tauka R npunaga ayxu PQ n nyx PR je myxa ox ayxu R(Q), na ce Taduka
R wamasu usmehy cpenmmra nyxu PQ) n tauke (). Axo je —1 < A < 0, onza
tauka R He mpunana ayxu PQ (Bektopun PR u R() cy cynmpoTHHX CMepoBa
360or A < 0), a gyxx PR je kpaha oz nyxu RQ), jep je g—g = |\ € (0,1),
ma ciemn Jga Baxku pacnopen B(R, P, Q) (tama je RQ = RP + PQ > PR).
Konauno, ako je A < —1, mororo 300r A < 0 ciaeam jga tavka R He mpuraia
nyxu P(Q), a 360or A < —1 caenn na je g—g = |\ > 1, ma je nyxx PR nyxa oj
nyxu RQ. Crenn pacniopen B(P, @, R), jep je tana PR = PQ + QR > RQ.

['pacduukn, momoxkaj Tauke Ry 3aBHCHOCTH O Opoja A\ M3LJIeaa OBAKO:

r S Q

4 Y4
\ N

-1 0 1 00 -1
[Ipu TOoMe, cUMOOT 0O KOjU CTOjU HA MeCTy Tauke () O3HAYaBA TDAHUTHE
BPEIHOCTH KaJia ce Tadka R mpubam:xkasa tadku (). Ako ce tauka R npu-
OmzkaBa Tadkn () Tako na Baxku B(P, R, (), oHia je Ta rpaHUYHA BPEIHOCT
MO3UTHBHA, Tj. CHMOOJ OC O3HAYABa TPAHWUYIHY BPEIHOCT +00, a aKo jOj
ce mpuOMKaBa Tako Ja Baxku pacmopen B(P,Q, R), oHIa je Ta rpaHUYHA
BpPeJHOCT HeraTUBHA, Tj. CUMOOJ 0O O3HAYaBa I'PAHUYHY BpeJTHOCT —0o0. Ta-
kobe, 3HAMO Ja BpeHOCTH A = —1 He oAroBapa HUjeIHa Tavuka (1 06paTHO),
asm Bazku cienehe: I1lTo ce Bume ygapaBamo o ay:xku P(Q), meHa 1y:KuHA
mocTaje 3aHeMap/buBa, ma ce ay:kuhae ay:ku PR n R() npuban:kasajy jeaHa
npyToj, a 36or pacnopena B(R, P, Q), onnocuo pactnopena B(P, Q, R), umamo

~

Jla je OJTHOC BEKTOPa % HeraTwBaH, Ma OH TeXKW Ka —1.

Ba cBako A > 0, A\ # 1 jaBpajy ce maposu tadaka R, S koju gene nyx PQ)
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y omHOCY A, Tj. Baxku PR : RQ) = PS : SQ = \. Ilpu Tome je, Hip. % =
PS

n s = —A. ¥V cayuajesuma A = 1 u A = 0 umMamMo camo 1O jeJIHy TadKy

Koja jienin gy PQ y onroapajyhem ommocy (cpepurmrre gayzxu P(Q), oqHOCHO
trauka P). Hac hie o7 caga 3anuMaT 9eTBOpKe PA3IUUATHX KOJHHEAPHUX

radaka P, (), R, S 3a koje je PR : RQ) = PS : S5Q).

Hdedbununuja 16. Heka cy P, (), R, S ueTupu pa3inaure KOJUHEAPHE TadKe.
[Tap rauaka (P, Q) je zapmonujcku cupemny ¢ mapoM Tadaka (R, S) ako je

% = —% u mimemo H (P, Q; R, S).

P R0 S
- 5B B3 .
apaBHO, CTaB/haMO VCJIOB 6= 5o jep jeTmMHO TaKO MOXKeMO UMATHh

na cy R u S pazmuuure Tauke, a ja geie Ay P() y UCTOM OTHOCY.

Crene Heke ocoOHMHE penaliije XapMOHHjcKe crpernyroctu. Hajmpe, Ta
penanuja je cuverpudna y ciaenehiem cvucay. Ako je H(P,Q; R, S), onja je
H(P,Q; S, R), H(Q, P; R, S), H(Q, P; S, R), onxocHo ueburan je na i je y
muray map (P, Q) win nap (Q, P), kao n jga Jqu je y nutamy nap (R,S)
wim nap (S, R). Taxobe, ako je H(P,Q; R, S), ouna je H(R, S; P,Q), Tj. ako
je map (P, Q) xapmonujcku cruperayT ¢ mapom (R, S), ouma je u map (R, S)
XapMOHHjCKH crperayT ¢ mapom (P, Q). Jlokaxknmo oBe ocobuHe.

Ako je H(P,Q; R, S), ouna je % = —g%. 3aMEHOM MecTa Pa3JIOMIIMa

P

R
Ha JIEBOj W JECHOj CTPaHU jeJIHAKOCTH J00WMjaMo % = —%, mTo 1o aedu-
auyjn gaje H(P, Q; S, R). Muoxemem Gpojuiana u MMeHHIANA ¢ JieBe 1

JlecHe cTpaHe jeaHakocTH OpojeM —1 mobujamo ma je % = —%, OJTHOCHO
a je % = —g%. Kako cy Tauke P,Q, R, S mehycobHo pasiuaunre, HEjeIaH
Ol OBHX BEKTpOa HHje HyJa BEKTOp, Ia HU OPOjeBHU C JieBe U JIeCHEe CTpaHe
jemHaxocTn HEUCY jenHakw (, TMTO 3HAYM Ja MOYKEMO yV3eTH IHUBOBE MHBEp3e
u ounu he Takohe outn jeanaku. /lodbmjamo ma je % = —%, a 1o o aedu-
Huiyju 3Haun ga je H(Q, P; S, R). TIoHOBHOM 3aMeHOM MecTa Pa3jioMInMa
Ha JIEBOj U JIeCHOj cTpaHu jemaHaxkoctu pobujamo H(Q, P; R, S).

Axo je H(P,Q; R, S), ouma je P _ _PS _ A. Crenn na je f’_]->2 = )\@
RG 59

" ﬁ = —)\5@ = )\Cﬁ. BekTopu ﬁ u FT%' Cy KOJIMHEAPHU W HUjeJaH O/

IHUX HHUje HYJIa BEKTOp, ma caean 1a je A # 0 u mocToju OIHOC THX BEKTOpa
KOjH je jenmnax RE _ PR _ MRQ _ —% Cnemn na je H(R, S; P, Q)
PS5 PS  aQS Qs o

Jaspe, ako cy P,(Q), R Tpu pa3He KojJmHeapHe Tadke u R Huje cpemuinre

nayxu PQ, tama mocroju jenmHcTBeHa Tavuka S TakBa na je H(P, Q; R, S).
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Bamncra, Taga je % ¢ {0,1}, ma mocToju jemmHCTBeHA TadKa S TaKBa 11a je

Ps PR

%= 7o (3601 —% # —1 ciene mocTojare W jeJIMHCTBEHOCT Tadke S).

360r —% # 0 crenm ma je S pazamuurta ox P, a HapaBHO MOpa OWTH U
S#Qu S # R, na je sancra H(P,Q; R, S).

Axo je H(P,Q;R,S), oHIa Ba)Ku TadHO jeJaH OJ PACIOpPea Tavaka
B(P,R,Q) u B(P,S,Q). 3ancra, w3 H(P,Q; R, S) caeam % - —% Y

Kaxko 360r pazmuuuroctn Tadaka P,(Q), R, S Baxku \ # 0, ciean 1a je TadHO

jesaaH o1 ojHOCA % u % MO3UTHBAH (JAPYrH je HAPABHO HeraTHBaH). AKO je
P

% > 0, onga je % < 0, ma Baxu B(P, R, Q) n ue Baxu B(P, S, Q). Axo je
P

70 < 0, onma je % > 0, ma Baxu B(P, S, Q) u me Baxu B(P, R, (). [Ipema

TOMe, BazKi TadHO jenaH of pacnopena tadaka B(P, R, Q) w B(P, S, Q).
Jedpununcahemo n XapMOHUjCKY CIPErHYTOCT MAapPOBa MPABUX.

Hedbununuja 17. Heka mpase a,b, c,d npumnagajy jexsoMm mpameny. Ka-
Kemo Ja je map (a,b) rapmonujexu cupemyt ¢ mapom (c¢,d) ako TOCTOjI
npaBa p taka da je pNa = {A}, pNnb={B},pnc={C},pNnd={D}n
Baxkn H(A, B; C, D). Tana numemo H(a,b;c,d).

Jla 6u gedpuHUIMja OIIa KOpEeKTHA, Tpedbaao O1 JoKa3aTh Ja OBa OCOOMHA
He 3aBucu o1 u3dopa npase p. To mehemo pajnrTu. Hasenrthemo camo jemmy
ocobuHy 6e3 mokaza. AKo cy a,b, ¢, d mpaBe KOHKYPEHTHOT IpaMeHa (KOHKY-
pertre npase) u ¢ L d, Baxu H(a,b;c,d) ako u camo cy ¢ u d cumerpase
YIJIOBA KOju Tpajie mpase a u b (uMa ux jBa u Tpeba jga ¢ Oyae cuMerpasa
jeJTHOT OJ1 1UX, a d cuMeTpaja OHOT JIPYTor).

360r moKa3aHe CAMETPUIHOCTH PeJIalije XapMOHIjCKe CIIPErHYCTOCTH a-
poBa Tavdaka, CJeId W CHMETPUYHOCT pPesalije XapMOHUjCKe CIPErHyTOCTH
mapoBa npasux. Takobe, ecto ymecro ,map (P, ()) je XapMOHUjCKH CIIPErHyT
¢ mapoum (R, S)” nwmu ,maposu (P,Q) u (R,S) cy XapMOHHjCKU CIPErHyTn’
KaxkeMo u ,Tadke P, (), R, S cy xapmonujcku cruperayre’. CIHYHO, TeCTO
KazKeMo ,,TipaBe a, b, ¢, d cy XapMOHUjCKH CIpernyTe’”.
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Qa

Sa

Sa

a) Tauke S,S, cy peJoM IeHTAp YIUCAHOT W CIOJba YIHUCAHOT KPYyra KOju
nonupyje crpanniy BC, a tauka E je mpecedna Tadka cuMeTpase yHyTpa-
nber yriaa kox remena A w (macnpavue) crpanuie BC. Ha ocroBy Teopeme
o cuverpasn yria (1. 3amarka) crenn AS : SE = AS, : S,E(= AC : CE).

Takobe, kako Baxku pacropen tadaka B(A, S, E,S,) crenn na cy ogHOCH ;‘%

AS, AS AS,
w £28 CyNPOTHUX 3HAKOBA, 1A BaXkKH £ = —£34, j. H(AE;S,S,).
Cana hemo mokazaru /1a ce HOPMAJTHUM MPOJEKTOBAHEM UyBa, XaPMOHM]-

cKa crpernyTocT Tadaka. Tauke A, S, E, S, ce npojekryjy y rauke A, S, A’, S,
u nokasyjemo ma us H(A, E; S, S,) cremn H(A, A, S,S,). Baxxn SS L AA,
EA 1 AA u S,S, L AA’, na cieqn na je SS | EA" || S,S,, na Tamecosa
teopema maje AS : SA' = AS : SE = AS, : S,FE = AS, : S,A’. Hopmamano
POjEeKTOBaMe TyBa Pacope/] Tadaka, a3 pacrnopea tadaka (A, S, E,_Sg)

— —
3aKJBYdyjeMo Ta Bazku pacmopes tagaxa B(A, S, A’ S,). Cnenn 25 = — A,
54! Sa A

na je H(A, A} S,S,).

Cajia kaJ1a 3HAMO JIa HOPMAJIHO MPOJEKTOBAE YyBa XapMOHUJCKY CIIpPer-
nytoct Tauaka, n3 H(A, E;S,S,) mupexrno cremn H(A, E;Q,Q,), kao u
H(A', E; P, P,). 3aucta, tauke A, S, E, S, npojextyjy ce y Tauke A, Q, F, Q,
ua npaBoj AC u y tauke A’, P, E, P, ua npasoj BC (ueurpu S, S, ynucanor
U CTIOJba, YITHCAHOT KPYyTa MPOJEKTY]y Ce PeIOM V J0JMUPHE TauKe THX KPYToBa
n oarosapajyhe crpanunie, oHOCHO MpaBe Koja je Caap:Ku; JakKjie, S ce mpo-
jekryje y Q wa crpanunm AC n 'y P wa crpanunu BC, a S, v (), Ha mpaBoj
AC wuy P, ua crpanunu BC'), na ciefie TpazkeHe pejaimje.
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J— Sb

6) Sbc o
A
S D
Se
Ja P, B A C “P,

Tauke Sy, S. cy HEHTPHU CIIOJba YIUCAHUX KPYroBa KOJU JOJAUPY]Y PEIOM
crpanune AC, AB, a Tauka F je mpecedHa TadKa CHMeTPAJIe CIOJbAIIEHEr
yriaa kox Temena A u (macupamue) crpanune BC. Ha ocuoBy Teopeme o
cumerparmu yriaa (1. 3amarka) cremn AS. : S.F = AS, : SyF (= AB : BF).
VY saBucaoctn ox Tora ga an je AB < AC nwin AB > AC Baxku pacrnopen
B(F,S., A, Sy) wim pacniopen B(F, Sy, A, S.) (ne moxe 6urtn AB = AC, jep
je Taja cumeTpasia CroJbalmber yria, KOJL TeMeHa, A mapasenna, ¢ npasom BC

" He HOCTOjI/I tauka F'), na cy ogHOCH 3‘45]:% " g—%— CynpoTHUX 3HakoBa. Jlakiie,

:FQ :p% na Baxu H(A, F; Sp, Se).

Hopmamnum mpojekroBamem Tauke FS., A, S, mpojekTyjy ce y Tadke
F,P., A" P, na npasoj BC n y tauke A’ S, A,S, na npasoj AA’, na us3
H(A, F; Sy, S.) cnene H(A', F; Py, P) u H(A, A S, S,).

10. [=]:

Heka cy A, B,C, D derupu pa3He Tauke y paBHH U HeKa IIOCTOje TadKe
{P} =ABNCD, {Q} = BOCNAD, {R} = PQnN AC, {S} = PQ N BD.
[Tocmarpajmo Tpoyrao APQC, tauke R, B, D peaom Ha HeroBUM CTPaHMW-
nama PQ,QC,CP w tauky S na npasoj PQ. Ilpase PB,QD,CR cexy ce y
Tauku A, ma ome mpumaaajy jeanom mpameny. [Ipema YeBunoj reopeMu cieman

. Ob .
Ja je % . % . % = 1. Taxobhe, Tauke S, B, D cy koquHeapHe, mna je npemMa

MenenajeBoj Teopemu % . % . % = —1. Cnenn ga je % Q% DP _ —%
ma Baxu H(P,Q; R, S5).
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Heka cy P,Q, R, S xapmonnjcku crperuyre tauke (Baxku H(P,Q; R, S)).
OsnHaunmo ca p mpaBy Koja caapzxku Tadke P, (), R, S. Tpeba nponahu ueke
getnpu Tauke A, B, C, D y Hekoj paBHU KOja CaJIpyKU MPABY P TAKO J1a BayKu
{P} =ABNCD, {Q} = BOCNAD, {R} = PQnN AC, {S} = PQ N BD.
Omabeprmo Tpon3BOJBEHY MpaBy | Koja caap:Ku Tauyky S W pa3JndnuTa je Ol
mpaBe p u ogabepuMo Ha 10j TPOU3BOJHHE JABe pasHe Tauke B, D pasnmmdunre
on rauke S takse jma PB Jf QD u PD }f QB (y6p3o hemo Bugern 3amro
MOpPaMo HaMeTHYTH Gall oBa IBa ycoBa). Kako Keanvo jga onabepemMo Tadke
A, C rako na 6yne { P} = ABNCD u {Q} = BCNAD, nobujamo na rauka A
Mopa nputnagatu npasuva PB u () D u na tauka C' Mopa npumnaiaTi mpaBuMa
PD u QB. I3 tux pazmnora meka je {A} = PBNQD u {C} = PDNQB
(maxse, Mopamo HamerHyTH yeaose PB ) QD u PD }f QB na 6u nocrojain
IPECEen TUX MPABHX).

Cana nmamo werupu tauke A, B, C, D u Tpeba jour mpoBepuTn ja Ju je
{P}=ABNCD,{Q} = BCNAD, {R} = PQNAC, {S} = PQNBD. Tlpse
JIBe jeTHAKOCTH Bazke jep cmo ompasu tauke A, C' tako ma one Baxke. Taxkobe,
Baykn u derBpra jennakoct ({S} = PQ N BD) jep cMo Tako GHpajm Tauke
B, D. Tpeba jomur mposeputn jna u je { R} = PQ N AC. O3maunmo mpecex
npasux PQ u AC ca R'. Ha ocnosy nena caenn ga Baxu H(P,Q; R, S),

bR
OJIHOCHO %—% = —?. [To mpernocrasim Baxku n H(P,Q; R, S), ognocHo
PE _ _PS$ PR _ PR o
™= 55 Haxme, cnean 76— 70 ma je R = R. IIpema Tome, BaxKu u
{R} = PQNAC.

Hedunumnuja 18. Heka cy A, B, C tpu xonmaeapue tauke. [ledpunurremo
uspa3 AB - AC na cnenehn maunm:

E ‘ 1@ _ AB - AC, aKo %mt]e B(B,A,C)
—AB - AC, axo jecre B(B, A,C)
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11. OBaj 3ajarak pemmrhemo Ha gBa HAUUHA.

I magun: J[lokaxumo npBo ga u u3 H(A, B;C, D) u uz AO? = O?' : OT
caenn C, D = O. Ako saxu H(A, B;C, D), ouna je 2% = —%— = A, OIIHOCHO
AC : CB = AD : DB = |)\|. 3uamo ga je |A| # 0 jep cy A, B,C, D pa3sne

tadke n |[A| # 1 jep unadue He 6w mocrojasa Heka o radaka C, D (cernmo ce

PP

Jla He TOCTOju TadKa [? TakBa 1a je 8= —1 3a nBe pasue Tauke P, Q).
1° A >1

Creqn na je AC > CB w AD > DB. Axo Baxu B(A,C,B), onna
je AB = AC 4+ CB < AC + AC = 2AC, 1j. AC > 1AB = AO, na
mopa 6utun B(A,O,C, B). Takobe, ouna ue Baxku B(A, D, B), a He Moxe
outn B(D, A, O, B) jep je tara AD < DB, na Baxu B(A, O, B, D). Ilpema
tome, C,B= O u B,D* O, na ciequ C, D = O. Axo ue Baxu B(A,C, B),
ouna Baxku B(A, D, B), na IPAMEHNMO MPETXOJHO 3aK/byYNBabe, C THM TITTO
ciosa C, D memajy mecra. [lakne, AB = AD + DB < AD + AD = 2AD,
Tj. AD > %AB = AO, na cnemu B(A, O, D, B). He Baxu B(C, A, O, B) je
raga AC < CB, na Baxu B(A,O, B,C). Jlakne, D,B= O u B,C = O, na
cnequ C, D = O.
2°0< N\ <1

[Tpumenunhemo cIMYHO 3aK/byUMBAIHE Kao MaJjolpe, ¢ TUM MTO he caja
cioBa A, B 3amenutu mecra. [Ipso 3akspyuayjemo AC < CB u AD < DB.
Axo Baxu B(A,C, B), ouna je 2AC = AC + AC < AC + CB = AB, 1j.
AC < %AB = AO, na mopa 6utu B(A,C,0,B). Takobe, ouna ne Baxn
B(A, D, B), a ue moxe 6urn B(A,O, B, D) jep je tana AD > DB, na Baxn
B(D, A, O, B). llpema tome, C; A= Ou A, D= O, na cienn C, D = O. Axo
ne Baxku B(A,C,B), onga Baxku B(A, D, B), ma 3aMeHOM MecTa CJIOBAMA
C, D nonoso nobujamo C;, D = O.

Ako je AO?* = O? @ OHJIA je 07 @ > 0, ma no jeUHUIIUI U3pa3a
0C-0D crnemu na ve Baxku B(C, O, D) (unaue je OC-OD = —OC-0OD <0).

Ako 6u 6uno C' = O wm D = O, ouga 6u 6mmo0 O? O? = 0, mTo HUje
moryhe, jep je AO? > 0. Haxye, C # O, D # O u ne saxu B(C,0, D), na
o peduannuju caeqn C, D = O.

Tpaxeny exsusanenujy H(A, B;C, D) <= AO? = (ﬁ . O? nehemo
JOKA3WBATH y 1Ba cMepa ([=] u [<=]), Beh hemo je mokasarn ;LI/IpeKTHO
Ako ne Baxku C, D = O, onja ve Baxku un H(A, B; C mn AO? = O O?

na Baxxu eksusanennuja H(A, B; C, D) < AO? = O? (ceTmmo ce u3
JIOTHKe 7a je u3pa3 L < L Taan). HpeTHOCTaBHMo 3ato ga je C, D= O n
JIOKA’KAMO TParkKeHy eKBUBAJIEHITN]Y Y TOM CJIyYajy.

Jloka3 ce cBoam Ha pasmaTpame pacnopena tadaka A, B,C, D,O. YBek
Baxku B(A, O, B) jep je O cpenumire ayxu AB, a yBeIH CMO TPETIOCTABKY
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C, D = O paau cmamuBama Opoja caydajeBa Koje Tpeba pa3MOTPUTH.

1° B(A,0,0), 1j. A,C =0

—o o—— = —o0 o——

A O C B D A O D B c

36or mpermnocrake C, D= O crequ A, D =+ O, 71j. Baxu B(A,O, D).
Taxobhe, A, B = O, na Baxku B,C, D = O. llo nedununuju BaxKu eKBHBAa-
nenruja H(A, B;C, D) <= é:_g = —%. Taxkobe, ako Baxu H(A, B;C, D),
OHJIa Baku TadHo jenan ox pacrnopena B(A,C, B) n B(A, D, B), a nomiro
Bazke pacmopenu B(A,O,C) u B(A,O, D), cnenn ga BayKu TATHO jeTaH O]
pacmopena B(A,O,C, B, D) u B(A,O, D, B,C'). Ce y cBemy, BasKi pacro-
pen B(C, B, D), na 2% = —%:g— — 2¢ = 40y B(C, B, D). OGpartno,

aKo BaXKu % = % u B(C, B, D), ouna cy BeKTOpH Cﬁ,ﬁ CYTTPOTHUX

cmepoBa, a 300t B(A,O,C) u B(A, O, D) cy BekTopn 1@, E HCTOT CMepa,
na BaxKd 1 % = —g:g. Haxue, % = —% — 26 = 4Dy B(C, B, D).
Ogo je mame exBuBanentrno ca AC- DB = AD-CB u B(C, B, D). Baxn
AC = AO+0OC nw AD = AO + OD, a y 3aBUCHOCTH OJI TOTa Jia JIN BaxKu
B(O,C, B, D) nan B(O, D, B,C), buhe DB = 0D — OB, CB = OB — OC
umtn DB =0B — 0D, CB =0C — OB. Mehytuwm, y oba caydaja mMamo

AC-DB=AD-CB u B(C,B,D)
e (A0 +0C)- (0D —OB) = (A0 + OD) - (OB — 0C).

Bancra, ako Baxku B(O,C, B, D), oHIa eKBUBAJIEHIINja BAYKN TPUBUjATHO, &
ako Baxku B(O, D, B, ('), oHa MHOKEHEM JIeBe U JeCHe CTPaHe jeTHAKOCTH
(AO +0C) - (OD — OB) = (AO + OD) - (OB — OC) ca —1 nobujamo
exsuBasenrny jegnaxkoct (AO+0C)-(OB—0D) = (AO+0D)-(0OC—-0B),
a To je y ctBapu AC'- DB = AD - CB. [amwe, umajyhu y Buay ma Baxwu
AO = OB, nobujaMo eKBUBAJEHTHE jeTHAKOCTH

AO-OD — AO-OB+0C-0OD —0C-0B =
= AO-OB—-AO-0OC+0OD-0OB—-0D-0C
AO-OD — AO-AO+0C-0OD —0C-AO =
= AO-AO - AO-OC+0OD-AO - 0D -0C
—~AO?*+0C-0OD = AO*-0D-0C
2A0* = 20C-0OD
AO?* = OC-OD.

Konauno, kako cmo npernocrasuin jga Baxkn C; D = O, umamMo 1a BaxKn
OC-OD = OC-OD, na na Kpajy nMamo u ekBuBajgenmjy ca AO? = (%023
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[Ipema Tome, Baxu H(A, B;C, D) < AO? = O?’ . O?
2° =B(A,0,0), 15. A,C= 0O

—o0 o——y —0 o——

D A C O B C A D O B

Kaxko yBek Baxu B(A, O, B), 1j. A, B+ O, ciequ na Baxu B,C = O,
1j. B(B,0,C). Caean ga MOXKeMO TPUMEHUTH IEJOKYITHO 3aKJbydHBaHe
13 MPEeTXOMHOr CIydaja, mpu ToMme Memajyhm mecra crmoBuma A, B. Ilpso
360or mpermoctaBke C, D= O crenu ga Baxku B, D + O, 1j. B(B,0, D).
N3 A,C= 0O cneqn uw A, D= O, na Baxxu A,C,D = 0. Tlo gednannumjn
nMaMmo Ja Baxku ekBuBasennuja H(A, B;C, D) < 2‘% = —?):B;. Takobe,
u3 H(A, B;C, D) cnequ ma Baxku TadHo jegan of pacmopena B(A,C,B) u
B(A, D, B), a nomro Baxe pacmopenn B(B,0,C) u B(B,0,D), ciequ na
BayKM TavHO jeman of pacnopena B(C, A, D,O,B) u B(D,A,C,0,B). [Ha-
KJie, cBakako Baxkm pacropen B(C, A, D). OpuMm cMo J0Ka3aIi Ja BaKn

AC _ _AD AC _ AD AC _ AD
SE = " S5E =7 c5 DB B(C, A, D). ObpatHo, ako BaXKI 55 = 55 U

B(C, A, D), ouna cy BeKTOpH 1@, AD CynpoTHUX cMepoBa, a 300t B(B, O, C')
u B(B,0, D) cy BekTOpH ﬁ, ﬁ HCTOT CMepa, [a BaXKd 1 2‘% = —%. Jla-
KJIe, 2‘% = —% — % = g—g u B(C, A, D).

Hame umamo exsuamneniujy ca AC-DB = AD-CBu B(C, A, D). Baxn
DB =DO+ OB uCB = CO + OB, a y 3aBUCHOCTH O] TOTa /13 JIU BaXKW
pactiopen B(C, A, D,0) w B(D, A, C,0), 6ule AC = OC — OA, AD =
OA —OD nm AC = OA—0OC, AD = OD — OA. Y oba cayuaja Baxkn
exsuBastennuja AC - DB = AD-CB u B(C, A, D) <= (OC — OA) - (DO +
OB) = (OA—-0D)-(CO+0OB). 3ancra, y IpBOM CJIy4ajy TO je OUHIIEIHO,
a y JPYroM CJydajy MHOMKEHIEM JIeBe W JeCHe CTPaHe MOCIeAhe jeIHAKOCTH
ca —1 nobujano (OA —OC) - (DO +OB) = (0D — OA) - (CO + OB), mro
ouna naje AC-DB = AD-CB. ame, kopucrehu na je AO = OB nobujamo

OC-DO+0C-0OB—-0A-DO—-0A-OB =
= OA-CO+0OA-OB-0D-CO—-0D-0OB

OC-0D+0C-AO0 —AO-OD - A0 - AO =
= AO-OC+ A0 -AO—-0OD-0OC—-0D-AO

OC-0D — AO? = AO?>-0C-0OD
2A0% = 20C-0OD
AO? = OC-OD.

[ToroBo, kako cmo mpernoctasuan ja Baxkn C, D= O, umamMo 1a BayKn
oC-0OD =0 ~O?, TTa Ha Kpajy IMaMo 1 eKBuBasennnjy ca AO? = (%O?
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[Ipema Tome, Baxu H(A, B;C, D) < AO? = O?’ . O?

IT maumn: Osaj vaunn je muOrO Kpahu ox I Haumna, agm Kopucre ce HeKe
CTBapH 3a Koje cy MoTpeOHa JoJaTHa 0Opa3tokema. KOHKPETHO, KOPUCTH
ce CKaJJapHW TPOW3BOJ BEKTOpa KOju ce yum Ha mnpeaMery [eomerpuja 1 m
merose ocobune. JIako ce mpoBepaBa ja u3pas3 gedUHUCAH V AehUHUITjNT
18 cymTuHCKN MpecTaB/ha CKAJAPHE MPOU3BO/I KOJUHEAPHUX BEKTOPA. 3a-
ncra, ako Huje B(B, A, C), ouna je cos L(AB, AC') = cos 0 = 1, na nobujamo
AB - AC = ”BH Hﬁ” AB - AC, a axo jecre B(B,A,C), onna je

I

B
cosé@ 1@ =cosm = —1, Hajeﬁ ﬁ——HA |- Hﬁ =—AB-AC.

Mebhytum, y OKBUPY OBOT IIpeJIMeTa He MPOoyvaBa ce CKaJapHU TTPOU3BO/I BEK-
Topa (3aro nmocroju gedurnnmja 18) n 6Gmro0 6u MOTPEOGHO MHOTO TOJATHUX
objalmeba J1a OU ce olmpaB/aajia eKBUBAJIEHIH]a,

AC AD
H(A,B;C,D) <— ? ?
— AC-DB=-AD-CB.

Hmp. 3a moderak 6ucMo Mopanm 00jacHUTH INTA MPEICTaB/ha ,MHOKEHE

1@ ﬁ jep TakaB m3pa3 Huje jgar gedununEjom 18, ma 3aTUM Kako ce o
0JTHOCA KOJIMHEAPHUX BEKTOPA JI0a37 /10 ThUXOBOT ,MHOXKewma uTa. OBe TO
neheMo paJiuT, jep 0Baj HAYUH CAYKHU JIa MMOKazKe Cy jejIMHe KOMILIMKAInje
JI0 KOjuX je momio y I HauwmHy OHe OKO pacmopena Tadaka. Ka cy BekTopu
y MUTamby, pacrmope Tadaka HaM He mpasu mpobieM. Jlame nmamo

(A0 +OC) - (DO + OB) = —(A0 + OD) - (CO + OB)

(oBIEe 6GUCMO MOpATH ONPABIATH JUCTPUOYTUBHOCT , MHOKEHA” y OJHOCY HA
cabupare BeKTOpa)

— A0.-DO+A0-0B+0C-DO+0C 0B =
— —40-CO—A0-0B-0D-CO—0D-0B

—
CaJta ICKOPUCTHMO J1a je @ = (ﬁ n 1a 3a ceako X, Y Baxu —XY = ﬁ

— —0B-OD+0B-0B—0C-0D+0C-0B
— 0B-0C-0B-0B+0D-0C-0D-0B

[To nedpunnmmjn 18 je XY ﬁ ﬁ XY. Bawucra, ako nuje B(Y, X, Z
ouna uuje nu B(Z, X,Y), naJeXYX = XY XZ XZ-XY:ﬁ-XY,
axo jecre B(Y, X, Z), onna je u B(Z, X,Y) u XY - X2 = XY - X7 =
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_XZ-XY = XZ-XY. Taxohje, XY - XY = XY - XY = XY?2 jep ne sanu
B(Y,X,Y). Cuenu:

e 20B%=200C-0D
= OB2207-O_[>)
e A0>=0C-0D.

Ha ocuoBy TasecoBe teopeme ciaenu ga je AC' : CB = AO : EB, xao n
AD : DB = AO : BF, na je

AC :CB=AD : DB <= AO : EB = A0 : BF < EB = BF.

[To mpermiocrasu cy A, B, C, D pa3ue Tauke mpase p, a HA OCHOBY pa3Ma-
Tpama npe gedununuje 16 caean ga je AC : CB = AD : DB wmoryhe camo

y caydajy aa je % = —%g- Jlaxke,
H(A.B;C, D)<= AC :CB =AD : DB < EB = BF.

Jla 6u 0oBO OIMTO €eKBUBAJEHTHO ca THMe 1 je B cpeauimre ny:xu FF', Tpeda
caMo TMPOBEPHUTH 13 Ju ¢y Tauke F, F' pasnuunre. Ako 6u ouno ' = F, onga
ou nmpaBe OC u OD Ounie ucre, a Kako ce tauka () HaJIa3u BaH MPaBe p Koja
caapxu C, D ciaeanio 6u ga je C = D, mTo je y CympOTHOCTH C YCJIOBOM
zamarka. /lakie, E # F, ma je 3aucra FB = BF <= B je cpeaumte EF.
[Ipema Tome, mokazasu cMo fa Baxu H(A, B;C, D) <= B je cpeaumre EF.

13. ©

A C\/B D

E

Heka cy m, n npe marte HemomymapHe Iy:KH U HeKa cy A, B 1Be naTe Tadke.
Hexka je O mpousBosbHa Tauka BaH npaBe AB taksa na je OA = m, Heka je
p mpaBa mapaJenna mpaBoj OA koja canpxku Tauky B, Heka cy F, F' Tauke
mpaBe p ¢ pa3HuX crpana tauke B takpe ga je BE = BF = n wu neka cy C, D
npeceune Tadke npasux OF, OF c npasom AB. Ha ocunoBy Tastecose Teopeme
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ciemu 1a je AC': CD = AO : BE =m :n = A0 : BF = AD : DB, na
tauke C', D mpumamajy TpaxKeHOM IeOMeTPUjCKOM MecTy [ Tadaka X TaKBUX
ma je AX : XB = m : n. [Hokaxumo na je tpaxkeno 'MT [ kpyr k maz
npeannkom CD.

X

: Heka je X € k mpomwsBospbHa Tauka kpyra k. Jlokaxkmmo na je AX :
XB = m : n. Y TOM muby mOCMaTpajMo TpaBy TapaJenHy mpaBoj AX
Kpo3 Tauky B u 03HauYnMO mheH npecek ca npasuma X C, X D pemom ca E, F
(Hemajy Bese ¢ mperxomHUM Tadkama [, F' Koje ¢MO KOPHCTHIN Ja OHCMO
wanum tauke C, D). Ha ocuoBy Tanecoe teopeme je AX : BE = AC :
CB=m:nuAX:BF =AD: DB =m:n, nacnemu na je BE = BF, Tj.
B je cpegmmre ayxu EF. Tpoyrao AEX B je npaBoyriu, jep je A EXB =
LCOXD = 7 xao nepudepnjcku yrao naj npeuanukom CD. Chean ga je
B cpenumire xunorenyse EF', na je yjeJHO W IEHTAp OMMCAHOT KPyra TOT
Tpoyria, mro 3Haun jga je BE = BF = BX, a kako je AX : BE =m : n,
cremu na je AX : XB=m:n.

: Heka je X € [ mpousBo/bHA Tauka, Tj. TakBa jga je AX : XB =m:n
n gokaxkumo Ja je X € k. IlocmarpajMo mOHOBO mpaBy MapaJjeny paBoj
AX kpo3 tauky B u o3naunmo meH npecek ca npasuva X C, X D pegom ca
E,F. Ha ocuoBy Tamnecose teopeme je AX : BE = AC': CB =m : n
un AX : BF = AD : DB = m : n, na 36or AX : XB = m : n crean
na je BE = BF = BX, 1j. 71a je B neHTtap OmmcaHor Kpyra TpoOyTJa
AEXB. Tlpema Tome, Taj Tpoyrao je npaoyrmu, Tj. £ EXB = 7. ITlomro
je £LCXD = LFEXB, cieqn na je 1o nepudepujcku yrao HaJ| MPETHUKOM
CD, 1j. na X € k.

Hedbununuja 19. Kpyr k u3 nperxogHor 3aaaTka 308e ce Aiosonujes kpiji.

Cras 1. Hexa je k(O, 1) xpyt pasnu o, P Wauka we pashu u A, B upeceune
wavke kpyia k u upoudsommne TUpase Koja cagpocu wauky P ou uma 3aje-
JHUNKUT TaYaKa %?yiom k (moorce butmiu u Wanienma, waga je A = B).
Bpegnocti uspasa PA - ﬁ He 3a8uUcU 0 u3bopa e Upase.

Hoxkaz. Paznunkyjemo ciayvajeBe Kaja je P Tadka y CHosbalimboCTH KpyTa,
Ha KPYT'y WK Y Heroroj yayrparioctu. Heka je Py cro/balliihOCTH Kpyra u
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Heka je PT tamrenta Ha kpyry k. Tpoyrimosu APTA u APBT cy candnnm,
jep je LTPA = {BPT w {PTA = £PBT (yrao usmeljy Taurenre u teruse
noaynapan je mepudepujckom yriy Hag Tom ternsom). Cremn ga je PT :
PB = PA: PT,1j. PA-PB = PT?. Kako je APTO mpaBoyrin, Ha OCHOBY
[Tutaropune Teopeme je PT? = PO? — OT? = PO? — r?. Takobe, kaxo je
P y cnomammmoctu kpyra k, crenn na we Baxku B(A, P, B), ma Ha OCHOBY
nedbunnnuje 18 Baxkn P_/>1 . ﬁ = PA-PB = PO? —r2.

Axko je P ma xpyry k, onma ce yBeK jemaHa onx tadaka A, B mokmama c
taukom P, ma je PA- PB = 0= PO? —r? (jep je OP = ).

Ako je P ymyrpammocru kKpyra k, onga mocmarpajmo npaBy PO (ako ce
P u O noknamajy, nocMarpajMo 6WI0 KOjy TpaBy Koja cagpxku tadky O) u
O3HAYNMO FheHe mpeceke ¢ Kpyrom k ca C, D rako na Baxu B(C,O, P, D).
Tpoyrnosu APAC uw APDB cy ciuunn, jep je { PAC' = {BAC = {BDC =
ABDP u APCA=4ADCA = ADBA = £DBP (nepudepujcku yrioBu HaJ
HCTHM JIyKoBHMa ¢y noayaaphu). Ciaenn na je PA : PD = PC : PB, Tj.
PA-PB=PC-PD=(PO+0C)-(OD - PO)=(r+ PO)-(r—PO)=
r? — PO?. Kaxo je P Tauka y YHYTPAIImhOCTH KpPyra k, CICIN 13 BayKu
B(A, P, B), na ua ocuoBy nebununnje 18 axu PA- PB = —PA- PB =
—(r* — PO?) = PO* —r2.

. =t

[Ipema ToMe, y cBuM caydajeBuma je PA - PB = PO* — r?, mTO 3HAYM 12

BPEJIHOCT TOT W3pa3a He 3aBUCH O M300pa IpaBe Koja cajap:Ku tauky P. [

—
Hedununuja 20. Bpeanocr mspasza PA - ﬁ(: PO?* — r?) nasusa ce To-
menyujom tadke Py omrocy Ha Kpyr k(O,r) n nbeuexana ce ca p(P, k).

U3 nedunummje je jacHo ma je morennuja tauke P Beha om myne ako P
MPUTAJIA CIIOJBAIITILOCTH KPYyTa k, jeTHAKA HYJIH aKO TTPUTAIA KPYTY k, a Mamba
OJ1 HyJIe aKO MPHUIaJa YHYTPAIImbocTH Kpyra k. Takobhe, HajMamy TOTEHIH]Y
mva Tauka O U OHa je jenrHaka —12.

Cras 2. Ckytu ceur mwavaka pasHu Koje umajy jeguake ToTeHUUje i 0gHOCY
na kpyiose ki1(O1,11), ko(Oa,r9) je upasa yupasha na upacoj O10,.

Hedbununuja 21. [IpaBa u3 mpeTxoaHOT cTaBa HA3UBA C& UOWEHUUIAAHOM
WIN PAGUKAAHOM 0COM KPyTOoBa ki n ko.

Ao mMamo Tpu Kpyra y paBHH, BIUXOBE MOTEHIHjaTHe OCe MPUTIAIA]Y jel-
HOM IIpaMeHy, a aKo je y MUTamy IpaMeH KOHKYPEHTHUX MPAaBHUX, HpPecedHa
TavyKa Ce HAa3UBa, PAgUKAAHUM UeHUIPOM THX KpyroBa. Kako KoHcTpyucaTn
pagukanny ocy kpyrosa ki(Oq,71),ka(Os,73)7 Ako ce oHE ceky y Taukama
A, B, nmoreHnuja THUX Tadaka y OJHOCY Ha 00a Kpyra je HyJja, Ia OHe TMpHuia-
Jajy HUX0BOj paaukaanoj ocu. Croeanm 1a je paJnKaJHa oca yIIpaBo mpaBa
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AB. Axo ce ki, ko nonutyjy y Tauku A, oHja ce oHa Hasa3u Ha mpaBoj O10,,
ma je paJiuKaHa oca Kpyrosa ki, ke mpaBa Koja je ynpasaa Ha 010y y TaUKu
A, mTO je 3ajeHUYKA TAHTEHTA KPyroBa ki, ke IUXOBOj JIOJUPHO] TAUKH.
Axo kpyrosu ki, ky HeMajy 3aje JHUIKUX Tadaka, OHJA KOHCTPYHUIIIEMO KPyT
k3(Os,r3) TakaB na meros nentap Os He nmpunajaa npasoj 010, u ga cede
Kpyrose ki, ks. 3aTUM KOHCTPYHIIEMO paJuKaTHe oce KPyrosa ki, k3 U Kpy-
roBa ks, k3, 1 Yy IUXOBOM TpECeKy HAMA3U Ce PAJIUKATHU TEHTAp KPyroBa
ki, ko, k3. Ta Tauka npumnajga pajukaanoj ocu Kpyrora ki, ko, ma KOHCTPYHU-
neMo HopMmaJy u3 e Ha npasoj O10,.

Hedunumnuja 22. Heka cy kq, ks KpyroBu HeKe PaBHU KOjU Ce CEKY W HEKA, CY
t1,to peIOM TaHTEHTEe Ha THM KPYTOBHMa y HEKO] OJ MPEeCeIHUuX Tadaka. Yiao
m3mehy kpyrosa ki, ks je yrao Koju rpaje TanrenTe ti,ls. Axo je t; L to, 3a
Kpyrose kq, ko KazkeMo ja cy MehycobHo nopmarny (yupasru, opumiotoHat)
n TO o3HadaBamo ca ki L ko. Camuno, yiao w3amehy mpaBe m Kpyra Heke
PaBHU KOjH Ce CeKY jecTe yrao m3Mmehy Te mpaBe U TAaHTE€HTe KPyra y HEKOj OJ1
MPECeYHNX Tadaka, a ako cy oHe MmelycobHO HOpMaJsHe, OHJIA CY W Taj KPyT
u Ta npaBa MehycoOHO HopMmanH.

Pasmorpumo ka1 cy Kpyrosu, 0JJHOCHO KpPYT ¥ IIpaBa, MehycoOHO HOpMa.I-
HU. 3HAMO J]a je TaHTeHTa HEeKOT Kpyra HOPMAaJHA Ha MOJYNPEYHUKY KOjU
canpxku aoaupuy tauky. [lomTo je Kom HOpMaaHux Kpyrosa ki, ko TaHTeHTA
t; Ha ki y HEKOj OJI mpecevyHuX Tavyaka HOPMAJIHA HA TAHTEHTH ly Kpyra ko
y WCTOj TAYKW W HA MOJYIMEYHUKY KPyra ki KOjU CAJAPKU TY TAUKY, CJIIH
Jla je Taj MOJIYIIPEYHWK CaJipyKaH y TaHreHTH to. Jlakie, kpyrosu ki, ko cy
MehycoOHM HOPMAJIHA aKO M CAMO aKO Ce CeKYy W TaHTeHTa Ha jeTHOM OJT IhbUX
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y HEKOj OJ IMpecedHux Tadaka CaapzKu IeHTap apyror. CIHYHO, IpaBa je
HOpMaJHa Ha KPYTy aKo M CaMO aKO CaJIpXKN HeroB TeHTap.

Ha ocnomy 11. 3ajarka 3ak/byuyjemo na Baxu H(A, B; C, D) ako u camo
axo Baxu AO? = OC - OD = p(O,1). OBo Bazku ako M camMo ako je ToJiy-
npeunnk AQO kpyra k momymapan TaHTeHTHO] AyzKu n3 tadke O Ha KpyTry [,
IMITO BaykKW aKo M CaMO aKO ce KpyroBu k w [ ceky m TaHreHTa Ha Kpyry [
y HEKOj OJf THX MPEeCeuHnX TadaKa CaJp:Ku ImeHTap Kpyra k. OBo mocieme
BakKM aKo U caMo ako je k L [.

15'A

S

N3pauynajyMo mOTEHIH)Y TadKe S_y> onHocy Ha omumcanu Kpyr [. C jemne
crpane oHa je jeanaka p(S,l) = SA-SN = —SA-SN. Ha ocroBy 2. 3amarka

ciaenu ja je SA- SN = 2rp. C apyre crpane, p(S,1) = SO? — 72, na cienn
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na je SO? —r? = —2rpﬁ)LaKﬂe cJIeIM TIpBa TpazkeHa jeaHakocT. CIMdHO,
S,0% —r? = p(S,,1) = S,A-S,N = S,A-S,N, a na ocHOBY 2. 3aJIaTKa je
Sy A SN = 2rp,, na je S,0? —r? = 2rp,.

Heka cy Oy, Oy pegom cpeaumra Texxkumuanx ay:xu BBy, CCy. J1oBo/bHO
je nokazaru 1a je AD | 010, u 1a Tatuka A nma jeHake MOTEHITHje ¥ OTHOCY
Ha kpyroee ki(O1,01B),ko(Oz,05C). Taure Bi,C] cy pemoM cpeauiira
crpanutia AC, CB, na je B1C cpeama aunnja tpoyria AABC, mrro 3unadn
na je B1Cy || BC. Tlpema trome, BC'CY By je HekonBekcan Tpares, ma je 010
HeroBa Cpeilba JuHmja, mro 3uaqdn 1a je 010, || BC. C apyre crpane, BaxKn
AD 1 BC, na cnemu na je AD 1 O10,.

Osuaunmo ca By Jpyry mnpecedny Tadky Kpyra k; u npaBe AB u ca Co
JIpyTy mpecedny Tauky Kpyra ko u npase AC. Yrmosu £ BBy By, £LCCyC cy
nepudepnjckn pegom ua L npeanunuma BBy, CCY, ma cy npasu. Cjemn ma cy
u yrnoBu £ ABy By, L AC5Cy mpasu. Jlakme, Tpoyrmosu AABy By, AAC,Ch
MMajy JBa mapa mojyJapHux yrioBa (YIJIOBH KOJ TeMeHa A ce MOKJIANA]y u
£AByB; = LACCy = 90°), ma cy camann. Ilpema tome, mobujaMo 1a je
ABy : ACy = AB; : AC,. Tauke By, (4 cy cpemunrra crpannmna AC, AB, Tj.
Baxkn AB; = %,ACl = ATB, na je AB; : AC, = % : ATB = AC : AB, mro
s3Haqn 1a je ABy 1 ACy = AC : AB, 1j. ABy-AB = ACy- AC. Meljytuwm, oBo
HHUje HUIITA IPYro HEero jeIHaKOCT MOTeHIHja Tauke A y OZHOCY Ha KPyrope
k1, ko, ma cmemn ma je AD mUXOBA MOTEHIIMjATHA OCA.

3 KoHCTpYKTUBHHI 3aJalli

Cana hemo mpoydaBaTu 3a/aTKe Y KOJUMa Ce TPayKW J1a JeHUPOM U TIIe-
CTApOM KOHCTPYHUIIEMO HeKy (bUTypy y paBHH TaKO Jia WCIyIbaBa ojpehena
cBojcTBa. HamoMeHnMo Ha OBOM MeCTy Ja ce cMaTpa Jia Jemhup HeMa Ha ceOn
O3HAKe 33 Mepeme JTyKWHe, Tj. Ja caMO JEeHUPOM He MOKEMO IPTATH Ty KA
JaTe AyKWHE, Tj. KOje Cy MOAy/TapHe HEKO] JaToj Iy 7KH.
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Hapeanmo caa ocHOBHE KOHCTPYKITHje KOje MOKEMO U3BPITUTH JIEHUPOM
U TIIeCTapOM.

Jlewup: JlemupoMm MOXKEMO KOHCTPYHCATH IMPaBy KOja CAJIP:KHU JBE JaTe
pa3He Tavyke, 3aTHM TOJIYIIPABY KOja CaJprKU JBE JaTe pas3He TavdKe Tako Ja
jemHa o1 BUX Oyae HmeHo TeMe Kao W Ay’K dhja Cy TeMeHa JBe JaTe pa3He
TavKe.

Illectap: IllecrapoM MOXKeMO KOHCTPYHCATH KpyTr UHJjU je TEeHTap aaTa
TavYKa W TMOJYNPETHUK Jarta AyK. Takohe, HE MOpaMO KOHCTPYHCATH IEO
Kpyr, Beh Mokemo n 6UJI0 KOju JIYK TOT KpyTa.

OBaj crmcak je BeoMa CHpOMAIIaH, a MOCTOje HeKe KOHCTPYKIje Koje Cy
PEeTaTUBHO jeITHOCTAaBHE, a KOPHUCTE ce Y CJA0KEeHUJUM KOHCTPYKIIjaMa. Y KO-
JINKO OMCMO CBAKy CJIOZKEHU]Y KOHCTPYKIIH]Y MOPAJIH JIa CBOJIUMO HA OCHOBHE,
pelrerba 3a/1aTaka OM ce HeMOTPeOHO KOMILTUKOBAJIA, TTa 3aTO MPOIIUPYjeMO
cIMcak OCHOKOHCTPYyKIHja Koje hemo cmarpatn TpuBmjagauMm u Hehemo wmx
CBOJMTH HA OCHOBHE (30BEMO MX eJeMeHTapHUM KOHCTDYKIHjama):

— KOHCTPYKIHja IYZKHU TMOJYJapHe JaTOj JTYKHI;

— KOHCTPYKIIHja YTJIa MOAYIapPHOT JTaTOM YTJIY;

— KOHCTPYKIHja MeJInjaTpuce ITyKu;

— KOHCTPYKIIMja CPEJIUINTA JIy7KHU;

— KOHCTPYKIIMja OuceKkTpuce yria;

— KOHCTPYKIIFja MpaBor yria W HOPMAJTHUX TPABUX (MOJIYTIPABUX, TY7KH);
— KOHCTPYKIIHja MapaJeJTHUX MpaBux (MOJYNpaBUX, TYKH);

— KOHCTPYKIIMja TaHTeHTe Ha JATOM KPYTY U3 JaTe JTyKU;

— KOHCTpYKIHja reomerpujckor Mecta Tadaka (I'MT) 3 kojux ce gara gayx
BUJIU TIOJ] JATUM YTJIOM;

— KOHCTPYKIHja TPOYTJIa KOME CY:

® CTpaHUIle MOAYAApHe TaTHM JTyKIMa;

e JBe CTpaHUIle W HUMa 3axBalieHW yrao MOIyJapHU JATUM JTyKAMa 1
JIATOM YTJIV;

® jeJHA CTpaHWIA W HA O] HAJENIN YIVIOBH TOAYAAPHU JIATO] AYKU U
JIATUM YTJIOBUMA;

e /IBe CTPAHUIIE U yrao HACIPAM je/THe O IbUX MOMYIAPHU JATUM Iy KM
U 1IaTOM YIVIY W MO3HATO je Ja je yrao HacIpaM JIpyre CTpaHUIle OMITap, MpaB
WA TYII;

® je/lHa CTPaAHWIIA, YyTao HACIIPAM Ihe U jeJlaH O/ yIJIOBa HAJIEIVIUX Ha, HhOj
MOJ/LYIAPHY JIATO] JIY’KH U JATUM YIJIOBUMA;

— TojJena JaTe AyKHA HA N MOAYAAPHUX AYKHU, T7ae je n € N mpon3Bo/bHH
IPUPOTHU OPOJ.

Cazna hemo mera/bHO U3YUUTH CBAKY OJT OBUX KOHCTPYKIIHja M HAIATHE UX

neheMo BuUIIe J10/IATHO O0jalTHABATH.
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A }B Iz
OzHaunMo ca A MPOU3BO/BHY TAUKY W KOHCTPYHUIITUMO MTPOW3BO/bHY MOJTY-
npaBy Ap umje je reme Tauka A. KoHCTpyHIIIMO KpyKHHU JIYK C IEHTPOM Y
Tauku A quju je moaynpedruk ayx d (3abogemMo ULy mecrapa y jeJHo TemMe
Jy’KU d ¥ OTBOPUMO T'a TaKO /1a BPX OJIOBKe Oy/ie HA APYTOM TEeMeHY JTyKU
d). Y mpeceky Tor JyKa u nosynpase Ap osHaunvo tauky B w ayx AB je
nojiyiapHa Jyxu d.
b

0] P p

Oznaunmo ca O TpOU3BO/BHY TAYKY W KOHCTPYHIITMO TPOU3BOJBHY MOJY-
npaBy Op quje je teme Tauka (. Koncrpyummmo JIyK [ ¢ HEHTPOM y TadKH
O mpOW3BOLHOT MOJTYIPEYHUKA U O3HAYUMO ca P mpecedny Tadyky TOr JTyKa
u mosynpase Op. Ha matom yrny £aXb KOHCTPYHIITIMO JIYK ¢ MEHTPOM § X
norynpednnka OP ox kpaka Xa 10 kpaka Xb. Ilpecedne tauke Tor Jyka
¢ kpamuma Xa, Xb ozumaunmo pegom ca A, B. Koucrpywmmumo caga Jyk ¢
neHTpoM y P monynpeannka AB u 'y mpeceky ¢ JyKOM [ 03HAYUMO Taduky ().
Koncrpyummmo nmonynpaBy Og ¢ temernom O Koja caJpKu Tadyky () u yrao
ApOq je monynapan yriy £aXb.
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K

X

MeujaTpuca JyKu KOHCTPYHIIE C€ TAKO TITO Ce KOHCTPYUIIY JIBa JIYKA
U3 jeJTHOT U U3 JIpYTOT TeMeHa JIyKH, TIPU 9eMy CY MOJTYITPEeTHUIN THX JTYKOBA
noayapHu u Behu cy of mosoBuHE jJaTe MYKU Jia OM UMAJH JBE MPecedTHe
tauke. Koncrpywuiiremo npasy Koja 1mpoJia3u Kpo3 IpecedHe Tauke THX JIYKOBA
7 Ta TpaBa jecTe MeIMjaTpuca JaTe JTyKH.

Y npeceky JayxKu qI/I heHe MeJIijaTpruce HAJA3W Ce CPEJIUITe Te JTyIKU.

p

Bucekrpuca yria KoHCTpyuIiie ce Tako ITO Ce KOHCTPYHIIE JIYK Yhju je
MeHTap y TeMeHy yTJia, MPOW3BOLHOT MOJYNPETHUKA, O/ jeTHOT 10 JPYyTOT
Kpaka yTIJia, a 3aTHM ce KOHCTPYHIe MeaujaTpuca JIyKU Yhju cy KpajeBe
mpecevne TagKe TOT JIyKa W KPaKoBa, yIJIa.

1IN
0]

Heka je mara mpapa p n Ha m0j Tauka (). KoHcTpyummmo cumerpasty ¢
(mpaBy, He moaynpaBy!) onpyzeHor yria dnje je Teme tadka O, a Kpaim cy
My mosynpase ¢ TemenoM () Koje ce Hamase Ha mpaBoj p. Ta cumerpana je
mpaBa Koja cajap:ku Tadyky () M HOpMAJIHA je HA MPaBOj p. YKOTUKO YKEJTUMO
Jla KOHCTPYHIIIEMO TpaB yrao, npaBa p u Tauka (O Ha 1H0j Cy MPOU3BOJHHE, a
yMecTo cumMeTpadie (IipaBe) KOHCTPYHUIIEMO OHCeKTHCY (TMOJIyIpaBy ).
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SRWARE

Heka je mara mpaBa p. /la 6ucMo KOHCTpyHCATH IIpaBy ¢ Koja je mapa-
JIeJTHA ca P, KOHCTPYUIITUMO MPBO HOPMAJIY I HA TPABOj P Y HEKO] MPOU3BO/b-
HOj Tauku (O, a 3aTUM KOHCTPYHIIAMO HOPMATy ¢ Ha MPaBoj r. YKOJHKO
JKeJIMMO JTa ipaBa ¢ Oy/ie Ha pactojamy d ox npase p (d je narta ay»K), KOH-
crpyummmo ayxK OA koja je mogymapHa JyKu d W KOHCTPYHUITHMO HOPMAJTY
q ma mpasoj 7 y taukun A. Tana je ¢ || p n Hama3u ce Ha pacTojamy d o7 me.

[Ipumernmo ma mocrtoje ape mMoryhHocTH 3a Tauky A, ma mocroje u aBe
MOTYhHOCTH 3a paBy ¢. YKOJUKO HaM je TOTPeOHO J1a ce OTYINMO 34 jeTHY
0/1 IbWX, HAMETHEMO JIOJATHHU YCJIOB KOJU KeJbeHa mpasa ¢ Tpeda j1a 3a/10BO/bH
u OH he HAM JaTH jeMHCTBEH U300p.

Axo je Tauka A y crompamrmocT Kpyra k, o3aaunmo ¢ O meHTap Kpyra k
M KOHCTPYWIIUMO KpyT Haj npedankom AQ (meHTap My je cpeauiire JyKu
AO w TONYIPEYHUK My je Jy’K 4dhja Cy TeMeHa TO CPejuInTe u Tadka A).
Y mpeceky Tor Kpyra u Kpyra k ozHaunmo tauke M, N. Ilpase AM, AN cy
TpayKeHe TAHTEHTe.

Axo je Tauka A Ha Kpyry k, OH/Ia KOHCTPYHUIITHMO HOPMAJIY Ha MOJIyIIpe-
qanky OA y taukn A.

[Tpe mero mro Bugumo Kako ce koucrpyunie 'MT u3 kojux ce gara ayx
AB Buan 1o JATHM YIJIOM @, OAPeJANMO Koju je To ckyn tadaka (1j. ['MT)
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u3 kojux ce AB Bumnm nox yriom ¢. Heka je X jeana taksa Tauka. Tama je
yrao £ AX B = . ITocmatpajmo onucauu Kpyr tpoyria AABX u Heka je Y
MPOU3BOJbHA TAYKa, JIYKA AXB. Yrao LAY B je nepudepujcKku HaJ| JTIYKOM
AB (oM Koju He caapxku taduke X, Y), naje LAY B = LAX B = ¢. JlaxJe,
CBe TadKe JIyKa AXDB npunagajy Tpaxkenom ['MT. Ilpecriumkajmo cama Tyk
AXDB CUMeTPHUYHO y oHOCYy Ha npaBy AB. 3a cre Tauke Y’ Tor jyka Takolje
Baku J1a ce a1y AB Bumm mom yriowm , ma one npunaaajy tpaxkenom ['MT.

Y
X
@
Y/
Ob6patHo, ako je Z taxBa jga Baxkn Z, X = ABu LAZB = p = {AXB,
ouyia je yrao £ AZ B noaynapan nepudepujckoM yriy Ha aykom AB (oHuM

Koju He cajpku Tadky X ), ma npunaga Jayky AX B, a ako je Z TakBa 1a
je Z, X -+ AB u LAZB = , oH/ia TPUTA/IA JIYKY KOjU je CUMEeTPUIAH JIYKY
AXDB y onocy Ha npaBy AB. Jlakme, rpaxkeno I'MT jecte yuumja ayka AXB
U BeMy CHMeTPUYHOT JIyKa Y OZHOCY Ha mpaBy AB.

l
la
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Heka je ¢ omrap yrao, Tj. Heka je ¢ < 5. Koucrpynummo moaynpasy
Bl ¢ temenom B takBy na je LABl = ¢ u KOHCTPYHIIUMO HOPMATIY N Ha
nosiynipaBoj Bl y tauku B. Koucrpyummmo cumerpany jayxku AB un Heka
je men mpecek ¢ mpaBoMm n Tadka O. Koucrpywmmwmo ayk [; ¢ mearpom O
on Tauke A g0 tauke B takap ma Baxkun [1,0 = AB. Heka je S cpeaurmire
nyxu AB. Koucrpyummumo nyx SO' nmogymapuy ayxku SO TakBYy Ja BaxKu
0,0’ + S u xoHCcTpyuImuMoO 1yK lo ¢ mearpom O’ ox Tauke A 10 Tauke B
Takas Ja Baxu [, O’ = AB.

Vuuja nykona [y u [y jecte Tpaykerno 'MT, jep je nmoaynpasa Bl HopmaaHa
Ha nosynpedruky OB kpyra Koju cajapkKu JIyK [i, Tla je OHa TaHTeHTa U C
tetuBOM AB 3aknama yrao ¢. 3a Tpom3Bo/bHY Tadky X ¢ JykKa [; yrao
£ AX B nepudepujcku HaJT JTYKOM AB (koju HUje JIyK 1) ¥ TOIYIApaH je yrIy
m3melhy teruBe AB u tanrente Bl, OMHOCHO YTy (o, a OHJA 3000 CHMEeTpHje
HUCTO BayK! M 3a JIYK ls.

Hamomennvo ga tatka O’ Huje mpecek mosynpase Bl m memgujarpuce

nyxn AB.

Hexka je cama ¢ mpap yrao, tj. ¢ = 5. Koncrpynmmmo Kpyr [ Haj
npeannkoM AB u 1o je Tpaxkeno 'MT (3a ceako X € [ yrao LAX B je ne-
pudepujcku wa mpedHnkoM AB, na je npas, Tj. HOLyAapaH je yriay ).

ol
Iy

S

Komnauno, axo je ¢ Tym yrao, Tj. ¢ > 5, KOHCTPYKIHja UJe CIAYHO Kao Y
IPBOM CJIy4ajy (Kaja je ¢ omrTap), ¢ THM mTO ymecto yeiaosa I, O = AB u
ly,O" = AB umamo yenose 11,0 - AB u ly,, O’ + AB.

Caza hemo mpoyunTu ejeMeHTapHe KOHCTPYKIHje Tpoyria. [lpumvernno
Jla Cy yBEK JIaTH OHH eJIEMEHTH TPOYIJIa KOju ce jamspajy y CraBoBuMa O
Oy IapHOCTH TpoyryioBa. Passor je mro ce CTaBoBM KOPUCTE Ja Ce JOKaKe
JEJIMHCTBEHOCT pellieba, OJHOCHO J1a aKO KOHCTPYUIIIEMO JIBA TAKBA TPOYTTIA

l
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(kojuma cy oproBapajyhu eeMeHTH jare IyKH, OJHOCHO JIATU YIJIOBU), OHU
Mopajy outu MehycoOHO momyaapHu.

A B

Heka cy mare ayxu a,b,c. Koucrpywmumo ayx AB koja je momymapHa
nyxu c. Koncrpyummmo Jyk ¢ meHTpom A mosynpedsuka b u JIyK ¢ eHTPOM
B nonynpeunnka a. Y Tpeceky THX JYKOBa O3HAUUMO Tadky C' m mo0mIm
cmo Tpoyrao NABC.

A B

Heka cy marm yrao o n gyxu b, c. Koncrpyummmo nyxx AB koja je mo-
nyaapuaa ayxu c. Koucrpyumemo nosynpaBy Ap takBy ma je L BAp = a.
KoucTpyummmo TyK ¢ MeHTpOM A TOIyTIpedHnKa b, y Mpeceky ¢ moJIyIpaBoM

Ap ozunaunmo tauky C' u mobumu cmo Tpoyrao AABC.
@

A B

Heka cy matu ayx ¢ m yriaosu «, 3. Koucrpywmumo myx AB xoja je
noaynapua ayxku c. Koncrpywmmmvo nosynpaBy Ap takBy 1a je L BAp = «
u moaynpaBy Bg Koja je ¢ ucre crpane mpase AB ¢ Koje je u mosynpasa Ap
u 3a KOjy Baxku £ ABq = . Y mpeceky THX MOJYIPaBUX 03HAYAMO TadukKy C'
n pobuan cmo Tpoyrao NAABC.

77



Heka cy matm yrao v m ay:km b, c m HeKa je MO3HATO Ja JIX je yrao [
omrrap, npas win Tyn. Koucrpyummumo ayxk AB Koja je momymapHa ayxKu C.
Koucrpyummmvo I'MT [ u3 kojux ce ayxx AB Buan nox yriaom . Koncrpyn-
mumo kpyr k(A,b). Y npeceky kpyra k u 'MT [ o3naunmo ca C' oHy Tauky
3a Kojy je yrao £ ABC' omrap ako je [ omrap, mpaB ako je [ mpaB, OJHOCHO
Ty ako je # tymn. Tako mobujamo tpoyrao AABC.

Ako Huje Mo3HATO [a JIM je yrao [ omrap, nNpaB WA TYI, OHIA MOTY I10-
crojatu nBa Henoayaapua Tpoyria AABC Ttaksux ga je AB = ¢, {BAC = «
n AC =b. Axko je AC < AB, nobujena pemrema O6uhe mehycobHo moaysapHa
(Tajia ce Kazke Jia je pelierbe jeJIMHCTBEHO JI0 Ha ToAyaapHocT). Axko je AC >
AB, 6poj meljycobno HemomaymapHux perrema Ouhe jeaHak Opojy IpecedHnx
radaka kpymna k(A,b) u jexnor om aykoa 'MT [ (makie, nmocrojahe nsa
HETO/yIapHA PEIerha aKo Ce OHU CeKY Yy JIBeMa Pa3HuM Tadkama, mocrojahe
JEAMHCTBEHO perieme 10 Ha IMOAYAAPHOCT aKo ce OHU JOANPYjV, Tj. CEKy y
jeanoj tauku, a Helie GUTH perrerma AKO OHU HEMAajy MPeCeuHuX Tauaka).
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Heka cy matu myx ¢ m yrmosu «,. Koucrpyummumo ny:xxk AB Koja je
noaynapaa ayxku c¢. Komcrpyummvo 'MT [ u3 kojux ce nyxx AB Buam mon
yriom . Koucrpyumumo moaymnpaBy Ap taksy jga je £ BAp = a. YV mweHoM

npeceky ca I'MT [ osmaunmo ca C' Tadyky Koja HHje Tauka A m mpo0mjamo
tpoyrao NABC.
p

A By B; Bs B,_, B

Heka je AB nmara myx. KoHCTpyuImMmo mpou3Bo/bHY HOJyIpaBy Ap pa-
3MuauTy of noaynpase AB TakBy ga yrao £ BAp uuje ompyxken. Heka je
('} mpou3Bo/bHA TaUKa Ha MOJyHpaBoj Ap pasnumuanrta on tauke A n Heka cy
Cy,Cs, ..., C, mauke Ha nosynpasoj Ap takse ga je B(A,C1,Cy,...,Cy) u
AC) =2 10, = )03 2 ... =2 C,1C,. Koucrpyumumo npasy C,B u 3a-
THM KOHCTPYHUIINMO TIpaBe Koje cajapxKe pegom tauke C,_q,..., 5, C1 Koje
cy mapaJsenne ca npasom C),B. Ibuxope mpeceke ca ny:km AB 03HAYNMO
peaom ca B, _1,..., By, By. Taga cy na ocuoBy TasecoBe Teopeme (1 HeHHX
nocaeauna) ayxu ABy, B1Bs, ..., B, 1B mehycobHo nomynapHe.

[TocToju jomr emeMeHTapHUX KOHCTpyKIuja. Heke om mux hemo HaBecTH
y pememsuMa 3agataka. Cajga heMo n3ydnTu etare y perraBamy 3aaTaka n3
koHcTpykiuja. Te erame cy Ananmsa, Koncrpyknuja, Jokas n uckycnja.

Anannsa je erama KOHCTPYKTHBHOI 3aJIaTKa Yy KOjOj Ce MPETTOCTaBH J1a,
MMaMO pereH 3aJaTak, Tj. Ja UMaMO KOHCTpyHcaHy Urypy Koja MCIymaBa
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ycaoBe 3ajaTka P. 3aTuM TpaykuMo HOBe yciaoBe () Koje Ta ¢urypa 3aa0Bo-
JbaBa TIOMONY KOjUX ce OHa MOZKe JIAKIIEe KOHCTPYUCATH. YCI0Be () M3BOIUMO
u3 yciosa P, nma gakse gokasyjemo n P = Q).

Koucrpyknuja je eramna y K0joj MPUMEHOM KOHAYHO MHOIO OCHOBHUX W
eJIeMEeHTAPHUX KOHCTPYKIIHja OMHUCYjeMO Kako Tpeba KoHCTpyucaru (hurypy
KOja 3aJ0BO/baBa ycaoBe () Koje CMO M3BeJIH U3 3aJaTHX yCaoBa P TOKOM
Ananuze.

C ob3upom Ha TO Ja je HAIN 33JaTak OWO Ja KOHCTPYHUIIEMO (Durypy
KOja 3a/I10BOJbaBa ycjaoe P, a mu cMmo y eranu KoHCTpyKInja KOHCTPYHCAIN
dburypy xoja 3aj0Bo/paBa yciaoBe (), caja MOpPaAMO JIOKA3aTH JIa TAKO KOH-
cTpyucana (hurypa 3amucra 3aJ0B0o/baBa MOYETHE YCJIOBE 33JATKA, Tj. YCIOBE
P. Ilpema Towme, y erammu Jlokaz mokasyjemo () = P. CBe mTO cMO HaBeH
y eranu KoHcrpyknuja cMaTpamo jJa Baxku 1o Koucrykiuju’ (ITK).

Konauno, y eranu /Iuckycuja ucrnuryjeMo KOJUKO TOCTOju (pUTYpa KOje
3a/I0BOJhABA]y YCIOBe 33/IaTKa y 3aBUCHOCTH O] FHhUX.

1. 1) to, byt

Anammsa. Heka je AABC Tpoyrao Koju 3a/10Bo/baBa yCa0Be 3a1aTKa. Heka
cy Ay, By, C; penom cpemumrra crpannna BC,CA, AB. Tanma cy Te:Kumrme
nyxu AAi, BBy, CC} penom nomyaapHe TaTuM IyKuMa, t,, ty, te.

C

Bl A1

D

Heka je T upecek texxkumuux ay:xkum AA;, BB, CC}, Tj. Texuire Tpo-
yria AABC u meka je tauka D cumeTpudHa Tauku 1’y OJHOCY HA TAUKy
;. Tauxa C je 3ajexunuko cpexumrre ayxu 1D u AB, na je 4eTBOpoyrao
ADBT napanenorpam. Crenu na je AD || BT w AD = BT = %BBl = %tb,
kao u BD || AT w BD = AT = %AAl = %ta. Taxole, nmamo jga Baxkn
TD=TC,+CD =2TC, = 2-%001 = %tc. Y tpoyrny AT DB umaMo 1a je
TD = %tc, DB = %ta n BT = %tb, ma Taj TPOYrao yMeMo Jia KOHCTPYHUIIEMO.
Tauka C je cpemumire ayxu 1T'D u AB, ma je tauka A cuMeTrpudHa Tadkn
B y ognocy ua tauky ;. Takobe, kako je C'T = %CC& = %tc =TD, crean
na je Tauka 1" cpemaunrre nyxku C'D, kao u 1a je tadka C' cUMeTpUYIHA TAIKU
D y onaocy na Tauxy 1.
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Koucrpykmnuja. Koncrpyumumo tpoyrao AT DB takas ga je T'D = %tc,
DB = %ta, BT = %tb. Oszmaunmo ca C cpemumre ayxu 1D, ca A Tauxky
cumeTpudHy Tadku By ogHocy #Ha Tadky Cp u ca C TauKy CUMETPUIHY TaIKH
D y oxnocy na tauky 1.

C

¢y

D

Hoxka3z. Jlokaxkumo j1a oBako KoHcTpyucaunu tpoyrao AABC' 3aj10Bo/haBa
yciaose 3aaatka. [1o koucrpykmnuju je Cp cpeaunire ayxu AB. O3madammo ca
Ay, By penom cpemqumra crpanuna BC, C'A. Tpeba moka3aTu 1a cy Te;KUITHE
nyxu AAy, BBy, CCy pegom nomynapue ayxKuma i, ty, t.. [IK je C cpenn-
mre ayxu 1D, na je B(T,Cy, D) u TCy = C1D, a T je l[IK cpemurre myxun
CD, na creqm B(C,T,D) n CT = TD = TC, + C1D = 2TC,. Hakie,
sazxn pacnopen B(C,T,Cy,D) n CT : TC; = 2TC, : TC; = 2 : 1, na
je T mexxmmre Tpoyrna AABC. Cnemm ma je AT = 2AA,, BT = %BBl
u CT = %CCL [IK je BT = %tb u CT = TD = 3t., na crequ ja je
%BBl = %tb u %CC& = %tc. Jlaxne, Baxku BBy = t, u C'Cy = t.. Octaje jom
na gokaxkemo qa je AA; = t,. Kako je TIK C 3ajexandko cpeaumire ayKu
ABuTD, cnenu na je gerBopoyrao AD BT napanenorpam, nia je AT = BD.
[IK je BD = %ta, a Kako je AT = %ta, cIenn a je %AAl = %ta, Tj. AA = 1,.

Huckycnja. Axo je 3t, + 3t, < t. wm 3t, + 3t < t, mmn 2t, + 3t, < t,
ogHocHO t, +t, < t, wam t, +t. < t, wm t. + t, < 1y, OHIA HE TOCTOjU
tpoyrao AT DB, na camuMm TuM He moctoju Hu Tpoyrao AABC. Jlake, y
OBOM CJIy4Yajy HeMa pelrerba.

Axko je t, + 1ty > to, ty +t. >ty ut.+t, > tp, ouga je rpoyrao AT DB
onpelen jeMHCTBEHO 0 HA MOLYIAPHOCT (KaKBa TOJL JBa PA3JIHIUTa TPOYT/Ia
AT DB kouctpyucasn, onn fie 6urn noaynapun Ha ocuoBy crapa CCC). Kako
tpoyrao AT DB jennosuauno ojapeljyje rpoyrao AABC' (u o6parHo), ciean
nma je u tpoyrao AABC oapehen jeamucTBeno mo Ha momyzapHocT. I[Ipema
TOMeE, Y OBOM CJIyYajy TMOCTOJH JeMHCTBEHO pellerhe /10 Ha IMOIYTapHOCT.

2) B,7,p

Ananuza. Heka je AABC Tpoyrao Koju ucrnymaBa yCIoBe 33/aTKa, Tj. Ta-
KaB J1a je w =p, LABC = u £LBCA = ~.
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D B\ /C E

Heka cy D, E tauke na npasoj BC takse na je B(D,B,C, E), DB = AB
un CE = AC. Taga je DE = AB + BC + CA = 2p. Tpoyrao AABD je
jemHakokpaku, jep je AB = DB, nacnean naje {ADB = ADAB = . Yrao
£ ABC je crio/palliibi yrao TOT TPOYT/IA, 1a je OH jeHaK 30Upy YHYTPAIIHIX
necycenuux yriaoBa L ADB uw A DAB. Jlakne, § = ¢ 4+ ¢ = 2y, na ciaean aa
je v = g Jaxmne, LADB = g Crmano ce jokasyje na je LAEC = 3.

Y tpoyrny ANADE Baxu ma je DE = 2p, {ADE = {ADB = g "
LAED = LAEC = %, ma Taj Tpoyrao ymemo fga Koumcrpymumemo. Kaxo je
DB = AB, cnenn na tauka B npunama meamjarpucu ayxu DA. Cronuno,
3 C'E = AC creqn nga tauka C mpumnajga MeaujaTpucu nyxku AE.

Koucrpyknuja. Koucrpyumumo tpoyrao AADFE takas na je DE = 2p,
£LADE = g, LAED = 7. Koncrpyummumo meaujarpuce ayxu AD n AE un
O03HAYUMO peJIOM IbUXOBe Ipeceke ¢ nyxu DFE ca B, C' Tako 1a BayKu pacio-
pen B(D, B,C, E).

A

D B\ /C E

Hoxka3z. Tpeba mokazatu ma je ABHZA = p, 1a je LABC = g u ga je
£BCA = ~. IIK je B(D,B,C,FE), na je DE = DB + BC + CE. Tauka
B npunana memgujarpucu ayxu AD, na je DB = AB, a tauka C' npunaga
mveanjarpucu ayxu AE, na je EC' = AC. Cnemn na je DE = AB+BC+AC.
Taxkobe, 11K je DE = 2p, na cnenu na je AB + BC + AC' = 2p, ogHOoCHO J1a
je AB+B2C+AC’ —p.

N3 DB = AB cnegu ga je tpoyrao AADB jegHakoKpak, Ia HMaMoO 12
je ADAB = LADB. TIK saxn na je B(D,B,C,E) w {ADE = £, na je
LADB = LADFE = g Yrao L ABC' je cnomamnimwu yrao tpoyria AAD B, na
je jemnak 36upy yHyTpammux Hecyceaunx yrimosa L DAB u L ADB. Jlaxe,
AABC = ADAB + £ADB = g + g = [. Camuno ce mokasyje u 1a je
ABCA = 7.
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Huckycuja. Axo je f + v > m, e mocroju tpoyrao AABC kome cy TO
VHYTPAIIbI YIIOBH, 14 33aTaK HeMa, Pelleiba.

Axo je 0+ v < m, onga nocroju jegwacTBeH Tpoyrao AADE no Ha
nonynapuoct. Jla g meamjarpuce crpannna AD n AE cexky crpanuny DE
pesom y Taukama B, C' tako ma Baxku B(D, B,C, E)? Oune ce curypHo cexy,
jep ce MeamjaTpuce CTPAHUIA OIIO KOT TPOYTIAa CeKY M TO Y MEHTPY OMUCAHOT
Kpyra Tor tpoyrma. Jlakme, memmjarpuce crpanuna AD u AE ceky ce y
neHTpy ommcanor kpyra tpoyria AADE. Kako je §+ v < 7, ciean jga je
B Y < T majedDAE=n— LADE —~LAED =7 % - 1>g -1 =1
1j. Tpoyrao AADFE je tynoyrmmm. Ciean ja je mMeHTap HEeroBor OMHCAHOT
Kpyra y CIOJBAIIbOCTH TPOYLIa, Tj. Ja ce Meamjarpuce crpanuma AD un
AF cexy y cnomarnimoctn Tpoyria AADE. Onpasne cieanm 1a OHe 3aKCTa
ceky crpannny DFE penom y taukama B,C Ttako ga saxu B(D,B,C| F).
Kako tpoyrao AADE jenucrseno oapebhyje tpoyrao AABC, cienn na je n
tpoyrao AABC' jeaquncTBeH 10 Ha MOAyIapHOCT. Jlakiae, y OoBOM CJaydajy
MOCTOJH jJeIMHCTBEHO PETIehe 10 Ha TMOLYIAPHOCT.

3) a,a,b+c

Ananuza. Heka je AABC Tpoyrao Koju ucrnymaBa yCI0oBe 33/1aTKa, Tj. Ta-
kaB ja je ABAC =«a, B =an AC+ AB =b+c.
D

B c

Heka je D rauka rmakBa ja Baxu B(B,A, D) uw AD = AC. Tana je
BD = BA+ AD = BA+ AC = b+ c¢. Takobhe, tpoyrao AACD je jennako-
kpakn, na je LADC = LACD = . Yrao £ BAC' je cro/bamimbu yrao Tpoy-
rra ANACD, na je jenHak 30Upy HErOBUX YHYTPAIIIUX HECYCETHUX YIIOBA
LADC u LACD. Cnemn na je o = ¢ + ¢, 7j. ¢ = 5. Haxmne, LADC = 5.

Y rpoyriy ABCD je BC =a, BD =b+cwu {BDC = LADC = 5, na
Taj Tpoyrao ymemo ja koucrpywumiemo. U3 B(B, A, D) w AD = AC cuenn
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nma rauka A mpumaja mpeceky menmjarpuce crpanune C'D u crpanume BD.

KoncTpykriiuja.

Koucrpyumumo tpoyrao ABCD rtakas ga je BC' = a, BD = b+cnu
£BDC = 5. Koncrpynmumo meaujarpucy crpanute C'D u oznauumo ca A
IbeH IpeceK ca cTpanuioM BD.

Hoxka3z. Tpeba mokazaru ga je L BAC = a, BC =aun AC+ AB = b+ c.
[IK je BC = a. Tauka A mpunasma crpannnu BD, ma saxku B(B, A, D) u
BD = BA+ AD. C npyre crpane, Tauka A mpumaia MeanjaTpucu CTPaHUTIE
CD, naje AD = AC. Jlakne, BD = BA + AC, a kako je [IK BD = b+ c,
ciemn ga je BA 4+ AC = b+ c¢. Tpoyrao AACD je jemrnakokpak, ma je
LACD = £ADC. Kaxo je IIK B(B,A,D) m £BDC = §, cremu 1a je
LADC = £BDC = 5. ¥rao £ BAC je cnomambu yrao rpoyria AACD, na
je jemnak 36upy yuyTpammsux Hecyceauaux yriaosa L ACD w LADC. Cnenn

na je BAC = LACD + LADC = 2 + ¢ = a.

Huckycuja. Axo je a > m, me mocroju Tpoyrao AABC kome je TO yHyTpa-
MY yTA0, A 3aaTaK HEMa pelerba.

Axo je b+ ¢ < a, me moctoju Tpoyrao AABC kome je b + ¢ 30up naBejy
crparuia a a Tpeha crpanuna (360r HejeIHAKOCTH TPOyLIa), Ta 3ajaTak
HEMA perrerha.

Heka je « < m u b+ ¢ > a. Hawma uuje nozuaro ma jqu je yrao £ BC'D
omrap, npaB win tyn. Kako je BD = b+ ¢ > a = BC, ciegu nga je 6poj
Henoyapaux tpoyrimosa ABC' D jeanak 6pojy mpecedHnx Tavaka jeHor O
mykosa ['MT m3 xoju ce myx BC summ mox yraom § m xpyra k(B,b + c).
Osnaunmo jegan ox Tux Jgykosa ca [. [lomrro je menrap kpyra k tauka B Koja

npunaga JaykKy [, k u [ ce ceKy ako M caMO akKo je MOJIyImpedHuk b -+ ¢ Kpyra
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k mMamu o7 mpevHuKa Jyka [ win cy oHu jeanaku. Oszmaummo ca O meHTap
nyka [ u ca S cpeaumre ny:xku BC. Yrao £ BOC' je neHTpaJHE HAl TETHBOM

BC, na je noctpyko Behm o1 6myi0 Kor mepudepnjckor Hal TOM TETHBOM,
a Kako ce W3 cBake Tadke Jjyka [ ayx BC Buam mom yrioMm §, ciean Ja
je Taj mepudepujckn yrao jenmak g, ma je L BOC = a. Baxn OB = OC
(momynpeununu syka [), ma je tpoyrao ABCO jemnakokpak. Cremu na
je OS 1L BC u OS je 6ucekrpuca yrma £BOC. Jlakne, £ BOS = S u

2

: __ BS : _ BS _ a
sin4BOS = £2, na je BO = =225 = P [Tpema TOMe mpevHUK JIyKa
3 _ a 3 a
[ je 2BO = sz [A CE KPyT k u nyk | ceky ako u camMo ako je b+ ¢ < s

Ako je b+ ¢ = ﬁ, oHIA ce Kpyr k u JyK [ moaupyjy y Tauku D, ma
noctoju jeauacTBer Tpoyrao ABCD no wa mogynapuoct. [lltapumre, kako
je maga BD npeunux syka [, creqm jga je LBCD = 7 (nepudepujcku Haj
npeannkom BD). Takobe, Tana memujarpuca karere C'D cede XUTIOTEHY3y
BD, na nocroju u tpoyrao AABC' u jeiuHCTBEH je /10 Ha MOy IaPHOCT.

Axo je b+ ¢ < %, oHAa ce 300r yciosa b+ ¢ > a Kpyr k u mayK |
2

CeKy y JBeMa TadkaMma (O CBUX TeTHBa JiyKa [ 4uje je jeJHO TeMe Tadka
B, tetuBa BC' je nmajkpaha, ma he obe mpecedne Ttauke Kpyra k u Kpyra
m(O, OB) koju cajipxu JiyK | 6utn Ha JyKy [), Ia MOCTOje JBa HemoLyapHa
tpoyria ABCD. Tpeba jour mpoBepuTn Ja Jau y oba caydaja MeaujaTpuca
crpauute C'D ceue crpanuny BD, Tj. ma ju nocroju taaka A. C ob63upom
Ha 1o ga je yrao £ BDC = § < 7, memujarpuca ayxu C'D curypuo cede
nosnynpaBy DB y Hekoj Taukn X (mpaBa HOpMaJIHa Ha jeJJHOM KPaKy OTITpOr
yria cede apyru kpak). Tpoyrao ACDX je jennakokpaxku (XC = X D), na
je AXCD = LAXDC = £BDC. Tauka X npunaga ayxxu BD ako u camo
ako je L DCX < £DCB, ongrocuo ako u camo ako je £ BDC < £DCB. Oso
Baskn ako n camo ako je BC' < DB, 1j. a < b+ ¢, a 0BO CMO TPETIOCTABUIN
nma Baxku. Jlakie, 3a cBaku o Hemomymapuux tpoyrioBa ABCD mocroju
tauka A, ma moctoje aBa Hermoayaapua tpoyria AABC.

Jlakne, ako jea < m, b+c>amn SH‘;% > b+ ¢, mocToje aBa HEImoay1apHa

pemema. Ako je a < m, b+c¢c > amn

a
sin &
pelreme 10 Ha moayaapHocT. Ako je a > w, b+ ¢ < a win
perrema.

= b + ¢, MOCTOjU jeTMHCTBEHO

a
H o
S 2

< b+c, HEMa,

Hamomena 9. Kao mro ce moxke npumerutn, y uckycuju cy kopumrhene
Tpuronomerpujcke ¢gpyuknuje. Iuckycuja y 3aganuMa u3 KOHCTPYKHja je je-
JITHO MECTO TJIe CMe JTa ¢ KOPUCTH TPUTOHOMETPHja, jep HaM jeTMHO TPUTOHO-
MeTpujcke (BYHKIH]je J1ajy Be3y u3mely JayKu u yriioBa Koja HaMm je moTpedHa
J1Ia OMCMO OJpeIu/In TOCTOjarhe W OpOoj Henmoay apHux perrema. Jlakie, y
Anammsu, Koncrpykmuju u /JIokasy, Kao u y OIIO KOM 33JaTKy KOjU HHje U3
KOHCTPYKITHja, TPUTOHOMETpHja He CMe Ja ce KOPUCTH.
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Hamomena 10. [Ipuvmernmo 1a y ako y HpeTXOTHOM 3aJaTKy jeTHOM O]
nobujennx Tpoyriosa AABC 3amennMo o3Hake Temennma B, C', HOBOI0OU-
jeHm Tpoyrao je rakohe perreme 3agaTtka. Ako je AB = AC, 3ameHoM 03HaKa
nobujamMo ToayaapaH Tpoyrao, a ako je AB # AC, nobujamo menomaymapax
Tpoyrao. Pasjior 3a 0oBo je y ToOMe IITO Cy HAM HUCY JATH €JIEeMEHTH KOju On
ypazmukoBan” crpanune AB n AC. Hamme, mar je camo muXOB 30Hup, Ia
3aMeHOM o3Haka TeMeHuMa B, C' taj 30up ce He Memba, a Takohe ce He Memajy
HU pyra jBa jgara eixementa (yrao £ BAC u crpannna BC).

4) a) f,he,b+c

Awnanuza. Heka je AABC Tpoyrao Koju mchymaBa ycaoBe 3a1aTka. AKo
je C" nmomnoxje pucune u3 remena C, omma je LABC = 3, CC' = h. n
AC + AB = b+ c. Y 3aBUCHOCTH O] TOTa 11a JIK je [ omrrap, MpaB WiIH TYII,
ouhe A,C" = B, " = Bum A,C" + B.

D
D

C/

B C B=(' c
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C/

Heka je D rtauka taksa jga Baxu B(B,A,D) u AD = AC. Tana je
BD = BA+AD = BA+AC = b+c. Kako Baxku A, D =* B, Baxxu C', D = B
ako je (3 omrrap, ogaocuo C’, D+ B axo je 8 tyn. Ako je yrao 8 omrap, onia
y tpoyrny ABCC’ saxu CC" = h., LKOBC" = u LCC'B = 7, na ymemo
Ja ra KoHcTpyuiemo. Ako je yrao [ tyn, onga y Tpoyriay ABCC’ Baxu
CC" = he, £KO0BC" = 17— u LCC'B = I, ma m y 0BOM CIydajy yMeMmo
Jla Ta KOHCTPYHIIEMO. Y 3aBHCHOCTH OJ TOTa 1a Ju je [ omrap WId TYTI,
trauka D je ca wucre mam ca cynporne crpane tauke C’ y ognocy Ha tauxky B
u Baxku BD = b+ c¢. Axo je yrao [ npas, onga je C' = B, na y Tpoyriy
ABCD waxun BC = C'C = he, LCBD = § m BD = b+ ¢, ma ymemo 1a ra
koucTpyuiemo. Tauka A nmpunana ayxu BD u menujarpucu ayxu CD.

Koucrpykmnuja. Ako je [ omrap, koncrpyummmo tpoyrao ABCC! Takas
na je CC" = he, LCBC" = 8 n LBC'C' = 5. Oswaunmo ca D Tauxy Taxsy
naje C', D= Bu BD =0+ c.

Axo je [ mpas, kouctpyumumo tpoyrao ABCD takas jga je BC' = h,,
LCBD = % w BD = b+ c. Tauky B oznauunmo jour u ca C".

Axo je 8 tyn, koucrpyumumo tpoyrao ABCC’ rakas na je CC' = h,,
LCBC"=7—p3n £BC'C = 7. Oznaunvio ca D tauky Taksy 1a je C', D+ B
uBD=0b+c.

Y mpeceky ayxu BD u memujarpuce jayxu C'D o3Haunmo tauky A, 6e3
o03upa Ha TO Ja Jid je [ omrrap, MpaB WU TYII.

Hoxka3z. Tpeba nokasaru na je LABC = (3, AC+ AB = b+ c u 1a je Bucuna
n3 remena C momynapua ayxu h.. Tauka A mpunama ayxu BD, ma BaxKn
A D= B.
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Axo je ( omrap, onma Baxku C', D= B, na saxu u A, C' = B. IIK je
£LC'"BC = 3, na cnenn na je LABC = LC'BC = f3.

Axo je § npas, onga je LABC = £DBC, mrro je [IK npaB yrao, ogH0CHO
nonynapan je yriuy (. Hakme, LABC = f3.

Axo je B rtym, onga Baxku C',D + B, na Baxu u A, C' + B. TIK je
LC'BC =m — [, na cnenu na je LABC =7 — LC'BC =7 — (r— ) = f.

Axo [ uuje mpas, ouga je C' # B. TIK je CC" L C'B, a rauke A,C’', B
cy xoymueapne, na je CC’ 1L AB, miro 3naun ga je CC’ Bucnna u3 temena
C. IIK je CC" = h,, na cMo jgoka3a/u ja je Bucuna u3 remena C' 1mogyaapHa
nyxu h.. Ako je f npas, onga je C' = B, na cy npase CC’ u C'B ucroperte.
IIK je CB L BD unrtauke A, B, D cy konuneapue, na ciaenn aa je CC' 1L AB,
a 36or C' = B cnemn na C' npunaja npaBoj AB, ma je 'y 0BOM CIydajy
CC’" sucuna u3 remena C. IIK je CC" = CB = h,, na je u y 0BOM CJIy4ajy
Bucuna n3 remena C momygapHa gy Ku M.

Tauka A npunana nyxu BD, na je BD = BA + AD. Taxkobe, tauka A
npunaga megumjarpucu ayxu C'D, ma cnemu AD = AC u BD = BA + AC.
[1K je BD = b+ ¢, na cmo gokazanu ga je BA+ AC = b+ c.

Huckycuja. Axo je § > m, me nocroju Tpoyrao AABC kome je TO yHyTpa-
MTEHU yTa0, Ma 33/1aTaK HEMA Pellema.

Axo je 8 omrrap, Tpoyrao ABCC' mocToju n jeMHCTBEH je 70 Ha MOJy-
napuoct. Taxole, xyxx BD je jennosnauno oxpehena ycmopuma C', D = B u
BD = b+c¢, na u tpoyrao ABC'D tioctoju u je JMHCTBEH JI0 HA, MOy TaPHOCT.

Axko je § mpaB, Tpoyrao ABC' D mocToju u je AMHCTBEH je 70 Ha, MOLy1ap-
HOCT.

Konauno, ako je 8 tym, rpoyrao ABCC’ octoju u jeIMHCTBEH je 10 Ha
noyaapuoct. Yeiaosuma C', D+ B u BD = b+ ¢ je xy:xx BD jeHO3HATHO
onapehena, ma u tpoyrao ABC'D noctoju u jeJMHCTBEH je 70 Ha MOLYIaPHOCT.

Opasae cioean ga ako moctoju Tadka A y mpeceky ayxku BD w menn-
jarpuce mayxu C'D, mOCTOju jeIMHCTBEHO PeEIerme 10 Ha, MOIyJapPHOCT. Y
MPETXOTHOM 3aaTKy CMO BHIETH Jia Tadka A MOCTOjW aKO W CaMO aKo je
ABDC < £BCD, 1j. BC' < BD. Axo je 8 omrap, ouza je sin § = S 1j.

BC = Si’ffﬁ, ako je [ mpas, ouga je BC = C'C = h, = Si’ffﬁ, a aKo jeBﬁcl,“yn,
oHma je sin(m — f) = %—g, na je BC' = Sin%f’iﬁ) = Sﬁfﬁ. [Tpema Tome, Tauka A
MMOCTOjW aKO M CaMO aKo je sﬁfﬂ <b+c

Jlakme, ako je f < m u Si’;cﬁ > b+ ¢, HeMa pemrema, a ako je f < m u
Sﬁfﬁ < b+ ¢, mocToju jeAMHCTBEHO Pelierhe 10 Ha MOy IapPHOCT.
6) 5,h.,b—c

Ananuza. Heka je AABC tpoyrao koju uCnymaBa ycjaoBe 3ajaTka. Heka
je C'" momnoxje sucune u3 remena C. Tana je LABC = (5, CC' = h. n

88



AC — AB = b — ¢ (nakse, mopa 6utn AC' > AB).

Heka cy N, N’ rauke u3 Bemaukor 3amarka. Tana saxun B(A, B, N') u
NN'" 1L BC. Cnemn pa je LKN'BC = 7w — . Ha ocuoBy Benukor 3ajarka
cnemn ga je BN' = %(b—c). N3 CC" = h, cnenn pa rauka C npunajia mpasoj
Koja je mapaJenna npasoj AB, 1j. upaoj BN’', namasu ce na pacrojamy h,.
Ol e W Hajas3h ce ¢ oHe crpaHe mpase BN’ ¢ koje ce mamasu kpak BC
yria £ N'BC. Tauka N mpumajaa mpaBoj Koja je HOpMaJHa Ha npaBoj BN’
y tauku N’ u megujarpucn ayxu BC. Konauno, Tauka A npumnaja mpapoj
BN’ n onmucanom kpyry tpoyriaa ABCN, jep je TO y cTBapu ONMHUCAHU KPYT
tpoyria AABC xkome Tauka N mpumajia Ha OCHOBY 3a7aTka 1.9.

Koucrpyknuja. Koncrpyummmo ayxx BN’ = %(b — ¢). Koncrpynmmwmo
yrao £ N'Bq = m — . Koucrpyummmo npaBy p Koja je mapaJieiHa MmpaBoj
BN’, nanasu ce na pacrojamy h. 011 e I HAJIa3’ ce ¢ OHe cTpane npase BN’
¢ Koje ce Hasmasu Kpak Bq yrma £N'Bq. Y mupeceky mpase p u Kpaka Bgq
oznaunmo tauky C'. Koucrpyumumo memaujarpucy m ayxu BC. Kowncrpy-
Mo HopMmasty n Ha npaBoj BN’ y tauku N'. YV mnpeceky npaBux m u n
o3Haunmo ca N Tauky TakBy jga Baxku N, N' = BC. KoHCTpyHWITUMO ONIMCAHN
kpyr [ tpoyrma ABNC. VY npeceky kpyra [ u npase BN’ o3naunmo ca A
TaduKy TakBy na Baxu B(A, B, N').

Hoxka3z. Tpeba nokazatn ga je LABC =, AC > ABu AC — AB =b — ¢,
Kao ¥ Jia je BUCcHHA u3 TeMeHna C moaymapHa IyKH ..

[TK Baxku B(A, B,N')u LN'BC =7 — f, maje {ABC =1 —AN'BC =
7= (x—B) = B.

Tauka C' npunaja npaBoj Koja je napaJgesna npasoj BN', tj. npasoj AB
U HaJa3u ce Ha pacrojamy h. o1 we. Ako je C'C’ Bucuna u3 remena C, Tj.
ako je C' tauka nHa npasoj AB u CC' L AB, crienu na je CC' = h,. (nyx
KOja je HOpMaJIHA Ha HmapaJieJHIM IIpaBUMa MOAYIapHa je pacTojamy u3Mehy
BHUX).

Kpyr [ canpxu tauke A, B,C, na je o omucanu kpyr tpoyria AABC.
Tauxka N npunama memgujarpucu m crpauute BC u onucanom Kpyry [ Tpo-
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yrma AABC. TIK Baxu B(A, B,N'), na cieqn na Baxu A, N' + BC, a
kako I[IK Baxu N, N' = BC, cnemu ma Baxku A, N +— BC. Ilpema Tome,
tauka N je tauka u3 Besmkor 3ajgarka. Tauka N npumnajga HOpMaad n Ha
npaBoj BN', oqnocHo nipaBoj AB, y Tauku N', na caeau jga je N' nogHoxkje
HopmaJjie u3 rauke N Ha npasoj. dakiae, N’ je tauka u3 Besmkor 3agarka.
36or B(A, B, N'), cnenu na je AN’ > AB, a na ocuoBy Benukor 3amaTka je
AN’ = $(AC + AB) (oBo Bazxu 6e3 oG3upa Ha To 1a u je AB < AC nmm
nnje), ma crean ga je 5(AC + AB) > AB, omnocno AC + AB > 2AB, rj.
AC > AB. Cana ocnoBy Benukor 3agarka ciaean ja je BN/ = %(AC — AB),
a kako je IIK BN’ = (b — ¢), ciemn na je 31(AC — AB) = (b —c¢), 1j. na
je AC— AB=b—c.

Huckycuja. Axo je § > m, me nocroju Tpoyrao AABC kome je TO yHyTpa-
BT yTa0, 1Ma 33/aTaK HEMA PeIlema.

Heka je f < w. Ako (§ Huje Tym, oHga ™ — [3 HEje omrrap, ma ¢ce HOPpMAJIa, 1
ua npaBoj BNy rauku N’ u nonynpasa BC' (kpak yrina L N'BC = AN'Bq =
7w — [3) ue cexy. Taza je ucnymweno N, N' = BC. Axko je nak [ tym, 1j. 7 — 3
omrrap, oHJa ce HopMmaJia n u noaynpasa BC cexy y Hekoj Tauku X. YCI0B

na pazkn N, N’ BC je 1BC < BX. Us cos(nr — ) = 25 nobujamo

BX = %, na yciaoB ga Baxku N, N' = BC' rnacu %BC < Cos?fiﬁ). Y
: _ _ he : he b—c

,ZL.eJ'Iy a) cmo Bujenu ja je BC = (e gy 12 06mjaMo S B) < Zcostrop)’
1. he < (b—c)tg(m — p).
A

B C X

C/

N/

Ocraje jomr na mahiemo ycmoB koju hie o6e3benutu pacmopen B(A, B, N').
Heka je t TanrenTa Ha Kpyry [ y Taukun B u HeKa je Y Tauka Ha HbOj TaKBa 12
Baxkn Y, N, N'= BC. Tana je LY BN yrao usmel)y reruBe BN u taHrenre
t, ma je nomymapan nmepudepujckom yriy £ BCN wag reruBom BN. Tpoyrao
ABCN je jennakokpak, na cy yriaosu £ N BC uw L BCN nonynapau. Cienn
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na je £Y BN = ABCN = ANBC. Ycnos ga Baxku pacnopen B(A, B, N')
je ma je yrao £ N'BN Behu on yria £Y BN, Tj. o meMy MOLYIapHOT yIyia
ANBC. Kaxo je cos onajajyha dbynxmuja na (0,7) (u na (0,7), amn osje
je TpEMemyjeMo Ha OTTPe YIJIOBe), OBaj YCJIOB je eKBHBAJEHTaH Ca YCIOBOM
. BN/ lBC’ 1

cos AN'BN < cos {NBC, 1j. T < %55, onnocno BN' < 5BC. Jlakre,
yenos je 3(b— c) %Sﬁfﬁ, 1j. (b—c¢)sinf < he.

I[Ipema Tome, axo je f < T u (b—c)sin 8 < h., 3a7aTaK IMa jeJMACTBEHO
pememe 10 #a moayaapuocT. Takobe, ako je 8 > 7 u (b —¢)sinff < h, <
(b — ¢)tg(m — B), 3amaTak WMa jeMHCTBEHO PeIlerhe 10 Ha TMOLYIapHOCT. Y

CBUM OCTaJIUM CJIy‘l&jQBI/IM& 3aJaTaK HeMa pellema.

5) a) ta,hb,b+ C

Anammsa. Heka je AABC Tpoyrao Koju ucnymaBa ycaoBe 3a1aTka. Heka

je Ay cpemumre crpannte BC u Heka je B’ moaHoXK]je BucHHe U3 TeMena B.
Tana je AA, =t,, BB'=hyn AC+ AB =b+c.

Heka je D tauka cumerpuuna tauku A y omHocy Ha Tadky A;. Tazma je
AD = AA + A1D = 2AA, = 2t,. Y gerBopoyriy ABDC' aujaronane AD u
BC wwmajy 3ajeqanako cpemuinre Aq, ma je To mapaneaorpam. Cremn na je
BD || ACu BD = AC, xao u AB || CD u AB = CD. Heka je M noxuoxje
HopMmaste u3 tauke D Ha mpaBoj AC' u Heka je E Tauka taksa 1a je B(A,C, F)
n CE=CD. Taga je AL = AC+(CE=AC+CD=AC+AB=b+c¢, a
kako je BB’ 1 AC u DM 1 AC, crenn na je BB' || DM. 36or BD || AC,
1j. BD || B'M, cnenn na je BDM B’ mapasenorpawm (mraBuiie, 3601 yeaoBa
BB' 1 B'M je w npaBoyraouuk), na je DM = BB’ = h,,.

Y poyrny AADE je AD = 2t, u AE = b+c, a Bucuna DM je moaynapHa
nyxu hy. To 3maum ma tauka [ mpumaja npaBoj Koja mapaJsesHa npaBoj AFE
U HAJTA3W Ce Ha pacTojamy hy OJ e, Kao W Jia MPUIAIa KPYry ¢ HeHTPOM
y A u nonynpeunukom 2t,. 36or CD = CFE cnenu na tauka C' mpumnaaa
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cumerpasn ayxku DE. Tauka D je cuMmerpudna Tauku A y OZHOCY HA TAUKY
Ay, ma je Ay cpemumre ayxu AD. Taxobe, tauka A; je cpemmmrre ayKu
BC, na cnenu na je tauka B cumerpuuana tadku C'y ogHocy Ha Tadky Aj.

Koucrpykiuja.
B D

Koncrpyumunmo ayxx AE = b+ c¢. KoHcTpyumumo mpaBy p Hapajesny
ca AFE na pacrojamy hy, ox we. Koncrpywummmo kpyr k(A, 2t,). YV npecexy
Kpyra k u npase p o3naunmo tauky D. Koucrpyumnmmo cumerpasy jiyzKu
DE. Y mwenowm npeceky ¢ nyxun AE oznaunmo tauky C' (maxie, B(A, C, E)).
Ozuaunmo ¢ A; cpeaurire nyxku AD u ca B tauky cumerpuuny tadku C' y
oIHOCY Ha Tadky Aj.

Hoxka3z. Tpeba mokazaru ja je TexkuniHa Ay 3 reMena A mogymapHa gyxkn
ta, 1a je BUCHHA W3 TeMeHa B momynapha ayKu hy u ga je AC+ AB =b+c.

ITIK je Ay cpenumre crpanune BC tpoyrima AABC, na je AA; TexXurrma
nyx u3 temena A. Takobe, IIK je AD = 2t, u A, je cpemumre myxu AD,
ma ciaenn ga je AA; = %AD = %Qta = t,.

Hujaronane AD u BC gerBopoyria ABDC umajy 3aje JHUYKO CpeuiinTe
Ay, ma je y nuramwy napasenorpam. Cremn ma je AB || CD nw AB = CD,
kao u AC || BD w AC = BD. Heka je B’ nognoxje Bucune u3 remena B
tpoyrna AABC. Kako C npumazga npasoj AFE, crean na cy npase AC u
AFE wucte, na u3 AC || BD cnenn na je AE || BD. Ilpasa p caapxu D n
nmapaJiesnna je ca AFE, ma xako m nmpaBa BD caap:xku D u mapajena je ca
AF, cnenn na cy npase p u BD wucre, tj. 1a B € p. Cse Tauke c npase p
cy Ha pacrojamy hy ox npase AFE, Tj. ox npase AC, na kako je BB' 1 AC,
cinenu na je BB’ = hy, mro je u Tpebaso I0Ka3aTu.

Konauno, C' npunama cumerpann ay:xu DFE, nma je CD = CE, mrto 3a-
jenno ca AB = CD naje CE = AB. Tlo xoucrpykunju je B(A,C| E), na je
AE = AC+ CFE = AC + AB, a rakobe je o koucrpykimju AE = b+ ¢, na
cneqn na je AC+ AB =b+ c.

Huckycuja. [la 6u kpyr k(A,2t,) u mpaBa p uMaan 3ajeTHHIUKAX TATAKA,
Mopa butn 2t, > h,. 3amcra, mpaBa p je Ha pacrojamy h, o npase AFE, mTo
3HAYM J1a 33 CBaky Tadky X ca mpaBe p Baxku XA > h,. Axo je 2t, = hy,
OHJIa UMaMO jeJMHCTBEHY npecedny tadky D mpase p u kpyra k(A,2t,), a
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ako je 2t, > hy, umamo aBe Takee Tauke D. U3 JTuckycuje y gerny 3) oBor
3aJIaTKa Caean aa cuMmerpasa crparuine DFE tpoyria AADE cede crpaHuiry
AFE y raukn C takBoj na je B(A,C, E) ako n camo ako je AD < AFE, 1j. ako
M caMo ako je 2t, < b+ c.

Jlakme, ako je hy, = 2t, < b+ ¢, 3amaTak UMa jeIMHCTBEHO PeIerhe 10
Ha TOAYIAPHOCT. AKo je hy, < 2t, < b+ ¢, 3amaTak uMa IBa HEIOLyIapHa
pererha. Y OCTaIuM CAydajeBUMa 33JaTaK HeMa pellena.

6) ta, hy,b—c

Awnanuza. Heka je AABC tpoyrao Koju HCIymhaBa yCI0Be 3aaTKa. Taia
je AC' > AB. Heka je A; cpemquinre crpanune BC' u neka je B’ nognoxje
Bucute u3 reMena B. Tana je AA, =t,, BB'=hy,u AC — AB =0b—c.

A

.‘. B/

Heka je D rmauka cumerpuuna taukun A y omnocy Ha tadky A;. Tazma je
AD = AA + A1D = 2AA, = 2t,. Y gerBopoyriy ABDC' mujaronane AD u
BC' umajy 3ajeqaunuko cpemumire Ap, ma je To mapasemorpam. Cremanm ma je
BD || ACu BD = AC, xao u AB || CD nu AB = CD. Heka je M noxnoxje
HopMmasie u3 tauke D Ha mpaBoj AC' u Heka je E Tavuka taksa jga je B(A, E, C)
n CE =CD. Tana je Ak = AC—CE=AC—-CD=AC—-AB=b—cm
tpoyrao AC'DE je jeqnakokpax, na Baxxu £LCED = LCDE wu To cy omrpn
yriaosu. Crean ga je LAED = 17 — LCED Tyn yrao, ma BaXu pacriope
B(A,E,M). Kaxo je BB’ L. ACu DM 1 AC, cneqn naje BB' || DM. 36or
BD || AC, tj. BD || B'M, cnenn na je BDM B’ napanenorpam (IraBuire,
36or BB’ L B'M je u npaBoyraonuk), na je DM = BB’ = hy,. Yrao LAED
je tyn, a yrao LAMD je npas, na ciean na je B(A, E, M). Cunenn na je E
Tauka Ha crpanumu AM rtaksa ga je AE =0 — c.

Y tpoyrny NADM je AD = 2t,, DM = hy u LAMD = % na ymemo

29
na ra koucrpymiemo. Tauka F je takBa ma je B(A, E, M) u AE = b — c.
36or CD = CFE cnenn na tauka C' npunaja cumerpaau ayxu DE. Tauka

D je cumerpuuna Tauku A y ogHOCY Ha Taduky Ap, na je A; cpeauminre ayKu
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AD. Takobe, Tauka A; je cpemumre ny:kum BC, ma cmean ga je tauka B
cumerpuuna Tauku C'y oaHOCY Ha Taduky Aj.

Koucrpykriuja.

B

Koncrpyumumo tpoyrao AADM takas je AD = 2t,, DM = hy n
LAMD = 7. Ha nyxu AM osmadumo Tauky E Taxkpy n1a je AE =b—c
(naxae, B(A, E,M)). Koucrpyumumo cumverpaay ayxu FED n o3madmmvo
ca C men mpecek ca npasom AE tako ga Baxu B(A, E,C). O3maunmo ¢ A,
cpemutire ayxku AD n o3HaunMo ca B tauky cumerpudry tadku C'y 0JHOCY

Ha Tauky Aj.

Hoxka3z. Tpeba mokaszarn ja je TeXKUIIHA IyzK U3 TeMeHa A momymapHa 1y:Ku
ta, 1a je BucWHa w3 TemMena B mnoaymapua ayxkm hy m ga je AC > AB u
AC —AB=b—c.

ITIK je A, cpenumre crpanune BC tpoyria AABC, na je AA; Texurrma
nyx u3 temena A. Takobe, IIK je AD = 2t, u A, je cpemumre myxu AD,
crenu ma je AA; = %AD = %275@ =t,.

Hujaronane AD u BC gerBopoyria ABDC umajy 3aje JHUYKO CpeuiinTe
Ay, ma je y nuramwy napasenorpam. Cremn ma je AB || CD nw AB = CD,
kao 1 AC || BD w AC = BD. Hexka je B’ noaHoXje BUCHHE W3 TeMeHa
B Tpoyrna AABC. TIK je BB" 1. AC w DM 1 AM, a xako cy A,C, M
KosmHeapHe, ciaeqn na je DM 1 AM, na Baxu BB’ || DM. Oso 3ajexHo
ca AC' || BD w uumenunom jga cy npase B'M w AC wucre jep cy Tauke
A, B', M, C konuneapne, cienn jaa je BD || B'M, na je ueropoyrao BB'M D
napaJiesorpam (TraBuIie TpaBoyraoHuk, jep je BB’ 1 B'M), mro 3uaqu na
je BB'=DM. 1IK je DM = hy, na je BB’ = hy,.

Konauno, C' npunama cumerpann ay:xu DFE, nma je CD = CE, mrto 3a-
jemno ca AB = CD naje CE = AB. TIK je B(A,E,C), na je AC > CE,
onnocao AC > AB. Takobe, Baxu AE = AC — CE = AC — AB, a lIK je
AFE =b— ¢, nma ciemn na je AC— AB =b—c.

Huckycuja. /la 6u tpoyrao AADM morao ma ce KOHCTpYHIIE, MOpa OUTH
AD > DM (jep je AD xunorenysa, a DM je kaTera mpaBOyIJIOT TPOYLIa
ANADM), tj. mopa 6utu 2t, > hy. dame, na 6u 6uno B(A, E, M), mopa
ontn AE < AM. 13 Iuraropune Teopeme cienn qa je AD? = AM? + DM?,
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na je AM = AD? — DM? = /(2t,)? — h} = \/4t2 — h}. Jlakye, Kako je
AE = b — ¢, nobujamo ycioB b — ¢ < \/4t2 — hi.

Ocraje jomn ga npoepumo fa jm je ucnymweno B(A, E,C). ¥Yrao LM ED
je omrrap, jep je jeman ox yrioBa mpaBoyrior tpoyria AMED koju nuje
npas (LEMD = LAMD = 7 jep saxu B(A, £, M)). Cneau na cumerpana
nyxu ED ceue kpak EM omrpor yrina £ M ED y taukn C' TakBOj Jia BaxKu
M,C = E, na kako Baxku A, M =+ E, cnemn na Baxku A,C+~FE, tj. B(A, E,C).

[Ipema Tome, ako je 2t, > hy u b — ¢ < \/4t2 — hi, HOCTOjU jeIMHCTBEHO
pereme 10 Ha TMOAYIAPHOCT. Y CBHM OCTAJINM CJIy9ajeBUMa, 3aaTaK HEMa
periemna.

6) 5—%570

Anammsa. Heka je AABC Tpoyrao Koju HCIymbaBa ycaoBe 3ajaTka. Taja
je LABC > LACB n Baxku AC =b, AB=cu £ABC — LACB = — 7.
A

B c

Kaxko je macupam Beher yria Beha crpanuna, ciean ga je AC' > AB, Tj.
na je b > c. Heka je D mauka takBa na je B(A,D,C) u AD = AB. Tana je
tpoyrao ANABD jennakokpak, ma je L ADB = LABD = % =5t =
Bﬂ C apyre crpane, yrao £ ADB je crio/balimbi yrao Tpoyma ABCD na
Je jenHak 30upy yHyTpammbux Hecycequux yriaoBa LCBD = ¢ u LBCD =
ABCA =~. [lakne, B% =p+vy,0ajep= B%—v = b=y % Jlaxe,

2
£LCBD = 5—;, Tj. 1y C'D ce u3 tauke B BUAM MO/ YIIIOM 6%7

Koucrpykiuja.
A [DC

Koncrpyumemo nyxxk AC = b. Osmaunmo ca D Taduky TakBy Ja je
B(A,D,C) u AD = c. Koucrpyummumo jeman ox aykoBa I'MT u3 kojux

ce nyxx C'D Bujy 1o yriom B—;l u o3Ha4YMMO ra ca [. KoHcrpyummmo Kpyr
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k(A, AD). O3naunmo ca B oHy mpecedHy Taduky Kpyra k u Jyka [ Koja HuUje
Tauka D.

Hoxka3z. Tpeba mokaszaru ga je LABC > {ACB u na je {ABC — L{ACB =
B —~, ka0 u gaje AC=bu AB = c.

[IK je AC = b. Tauka B npunama kpyry k(A, AD) u[1IK je AD = ¢, na je
AB = AD =c. lIK je B(A,D,C), na je AC > AD. 36or AD = AB cienn
na je AC > AB, na jeu L{ABC > LACB. Tauka B npunaja ayky [ TMT
u3 Kojux ce ay:k C'D BuIu 1o yrjioMm %, na caean na je LCBD = %
C apyre crpane, Tpoyrao AABD je jennakokpak, na je {ADB = L ABD =
#, a yrao LADB je cnomammbu yrao tpoyria ABCD, na je jeanax
30upy yHyTpaimux Hecycemgaux yriaosa, Tj. LADB = ACBD + £BCD.
36or pacropena B(A, D, C) je ABAD = L BAC w {BCD = £BCA. Cnenn

Ja je

LCBD = AADB— ABCD = % — 4BCD
_ w—éBAC_KBCA: AABC;AACB nea
 LABC + L{ACB —24BCA £ABC — {ACB
N 2 N 2 '

Jake, BaxKu M = 5%7, na ciaean ja je LABC — LACB = [ — .

Huckycuja. Ako je b < cmwmm [ — v > 7, 3aJaTaKk HEMa, PelIerba.

Heka je b > cu f — v < w. Cpe mro Tpeba MpoBEpUTH jecTe Ja JIU KPYT
k u nyk [ ocum Tauke D mmajy jorn 3ajelHUUKHX Tadaka. Kpyr k u Jjyk [
ce JOAMPYjy aKo W caMo ako meHTap Jjayka [ nmpumaga ayxku C'D, mTo BayKu
aKO M caMO aKoO je yrao moJ Kojum ce ca Jyka | Buau ayzxK C'D mpaB, 0JHOCHO
aKO W CaMoO axo je % = %, Tj. f—~ =7, mro Huje Tauno. Jlakme, Kpyr
k m Kpyr Koju caap:Kum JYK | uMmajy JaBe mpecedHe Tauke. Hbuxosa apyra
npecedHa TadKa He mpunaga Jyky [ (Tj. npunama apyrom Jyky (/j—l\?) aKo W
caMoO akKo ce MeHTap Kpyra KOju CaJIp:Ku JIYK [ Haja3u ca OHe CTpaHe MpaBe
C'D c koje ce He HAJTA3M JIYK [, & TO BaXKMW aKO M CAMO aKO je Yrao MmoJ KOjuM
ce ca ayka [ Buan ayxk C'D Tym, OJHOCHO aKO W CaMO aKo je 5—; > 3, Tj.
B —~ > m, mTo Takohe HUje TATHO.

Jlaxe, ako je b > cu f—y < 7, OH/Ia 3a/1aTAK UMa, JeINHCTBEHO PEIernhe

JI0 Ha MOAYIAPHOCT.

7) B_fyulmp

Hedunumnmja 23. Heka je AABC tpoyrao u meka cy E, F,G pemom 1mmpe-
ceuHe Tadke OMCEKTPHCA YHYTpalllbuX yriaoBa kox Temena A, B,C u mHa-
cupamunx crpannna BC, CA, AB. Jlyxu AE, BF, CG 30By ce ogceuuyu 6u-
CERTPUCH YHYTIPAUHUT YLA08aA W O3HAYABAJY ce PeoM ca l,, ly, ..
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Anammsa. Heka je AABC Tpoyrao Koju HCIymaBa ycaoBe 3ajaTka. Taja
je LABC > LACB u L{ABC — LACB = [ —~. Hexa je S niearap ynucanor
kpyra Tpoyria NABC, ueka je E mpeceuna Tauka cumerpase yria £ BAC n
crpanune BC n Heka je P nogHoxkje HopMaJse n3 tadke S Ha crpanunm BC.
Cnenm na je AE =1, u SP = p.

A

F B PFE c

N3 LABC > LACB cnean na je AC' > AB, ma mocToju mpecedHa Taake
cuMeTpaJie Cro/balnrmer yriaa kox temena A u npase BC. O3zmaunmo je ca
F. Tana Baxu pacropen tadaka B(F, B, E,C). Yrao £ ABC' je cnioparimbu
yrao Tpoyria AAF B, na je jeqHak 30upy yHYTPAITIHAX HECYCETHUX YTJIOBA
LAFB u LFAB, a yrao £FAFE je upas, jep je To yrao u3mely cumerpase
VHYTPAIIber U CHo/balliiber yriaa kKox temeda A tpoyrma AABC. Crean
na je AFAB = AFAE — {BAE = T — £BAC 'na je LABC = LAFB +

2

AFAB = LAFB + T — £BA¢ " Tlakne, LAFB = LABC — I + £84¢ —

2 2
24ABC—{BAC—{ABC—-LACB+4BAC _ {ABC—-£ACB _ B—v

2 2 2

Y tpoyry AAFE je AE = 1,, LAFE = {AFB = &2 u {FAFE = Z,
ma Taj TPOyrao ymMeMo ja KoHcTpywuiiemo. Kako je P mogHoXKje HOpMaJe u3
tauke S Ha crpanunu BC, 1j. na npasoj F'E u Baxu SP = p, ciean na Taaka
S mpunaja mpaBoj p Koja je mapaJenna ca F'E w Hajma3u ce HA pacTojamy p
on we. [Ipu Tome Baxku A, S = BC, 1j. A,S= FE, naBaxuu A,p= FFE.
Yuucauu kpyr k(S, p) nonupyje crpannne AB u AC, ma cy npase AB u AC
tanrente u3 tadke A Ha ymucanom kpyry k tpoyrma AABC. Tauke B,C

Cy y TpeceKky THUX TaHTeHTH W TnpaBe F'E Tako ja BaKW pacropej; Tadaka

B(F,B,E,C).

Koucrpykmnuja. Koncrpyumniemo tpoyrao AAFFE rtakas ga je AE = I,
LAFE = 5—57 n £AFAE = 7. Koncrpynmmmo npasy p napajenny ca F'E
KOja Ce HaJIa3W Ha, PACTOjamby p O e U 3a Kojy Baxku A, p = F'E. V upeceky
npase p u ayxu AFE osmauummo tauky S (makme, saxu B(A, S, E)). Kon-
cTpyumuMo Kpyr k(S, p) 1 KOHCTPYUIIUMO TaHTeHTe u3 Tadke A Ha Kpyry k.

VY mpeceky THUX TaHTeHTH u mpae ['E o3Haunmo tauke B, C Tako Ja BaxKu

B(F,B,E.C).
Hoxka3z. Tpeba mokaszaru na je LABC > {ACB u na je {ABC — L{ACB =

8 — 7, 3aTEM 11a je o/cevdaK OWCEKTpPHCe YHYTpPAITmker yria Koja Temena A
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MOJyAapaH YK [, U 73 je TOIYIPeTHUK YIUCAHOT KPYTa MOIyIapaH Iy KA
p.

Tauka S je TIK ma pacrojamy p ox mpae F'E, Tj. omx npaBe BC, na
kako je IIK k xpyr ¢ mearpom y S u nosynpedHukom p, ciaean ga je BC
tanrenta Ha Kpyry k. [IK rauke B,(C npunajajy Tanreatama n3 tadke A
Ha Kpyry k, ma cy npase AB, AC tanrente Ha Kpyry k. I1K Baku pacmopes
B(B, E,C), na monynpasa AF npunana yrny £ BAC. Ilpu Tome, 3a Tauky S
ca e BaXKW Ja je pacrojame o Kpaka AB Tor yria moayIapHo JIyKA O, Kao
n pacrojate ox kpaka AC tor yraa (jep kpyr k(S,p) momnupyje npase AB
n AC), ma je monynpaBa AE Gucekrpuca yria £ BAC. Tlpema Tome, Kpyr
k je mnu ymucanu Kpyr tpoyrma AABC unu je crno/ba yIucaHu Kpyr KOju
nomupyje crparuiy BC' (y Bemukom 3amaTky o3Hauen ca kq(S,, pa)). Kako
Baxku B(A, S, E), 3akmyuyjemo na je k ymucanu kpyr tpoyria AABC, na
jé IeroB MoJIyIPeYHuK p, TITO je U Tpedasio JoKa3aTH,

Takobe, kako je monynpasa AE OucekTpuca yHyTpPAITmher yrjia KO Te-
mera A tpoyrina AABC, ciean na je E Taduka y mpeceky Te ODUCEKTPHCe U
crpaunrie BC, ma je AE oncedak OHMCEKTpUCE YHYTPAIIHET YIJIa KOJ TeMeHa
A, a IIK je ta ayK momymapHa Iy [,.

Kaxo je LFAE = 7, cienun na je AF GucexTpuca cro/bamlimber yria Koj
tremena A Tpoyria AABC (jep je nopmasna Ha 6ucektpucu AFE yHyTparimber
yria Koz remena A). Yrao L AEF je omrap (jep je yrao mpaBoyrjaor Tpoyria
AAFFE koju HHuje mpaB yrao) u oH je cmosbammbu yrao tpoyria AAEC,

ma je jeqHak 30MpY HErOoBHX YHYTpAIbux Hecycenuunx yrimoBa £ FAC =
_432,40 n LACE = LACB. [lakue, ABQAC + £ACB < 7, na cienn ja je u

ABAC 4+ 2LACB <1 = ABAC + LABC + LACB, 1j. LACB < £ABC.
Y neny Ananusa je mokasano ja je taga £ AFB = W, a kako 1K

paxku B(F,B,F) u {AFE = 5%7, cinenn 1a je LAFB = 5%7 [Tpema Towme,

LABO—LACE _ 5_;, 1j. LABC — LACB = (3 — 1.

Huckycuja. Axko je f — > m, 33JaTak HeMa pelllemna.

A
/
F B A" PFE C
Heka je p — v < w. Tana je 5%7 < 5, ma moctoju Tpoyrao AAFE u

jeamHcTBeH je 10 Ha noxyaapuoct. Heka je A’ mopHoxKje BuCHHE U3 TeMeHA
Ay tpoyrny AAFE. Tana Baxu pacnopen B(F, A", E), na je u LA’AE =
I —LAEA = L — AFEA = LAFE = £ Takohe, AA’ je n pucnma

2
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tpoyrma AABC. Jla 6u Baxuno B(A, S, E), na 6u ce tauka A Hamasmwia y
co/banrmocTH Kpyra k(.S, p) u na 6u Tanrente u3 Tauke A Ha Kpyry k cexie
npaBy F'E y raukama B,C rtaksum ga saxn B(F, B, E,C), norpe6Ho je n
J0BoJbHO Ja Bucnua AA’ 6ye Beha o npeunuka kpyra k, 1j. ga Baxnm AA" >

2p. U3 pasoyruior Tpoyria AAA'E nmamo cos L A'AE = AA‘?E/ = Al—f/, Tj. J1a

je AA" = l,cos LA’AE = [, cos 5%7 [Tpema Tome, ycios je [, cos % > 2p.
[Tpema Tome, ako je B—v < 7 u l, cos 5—;7 > 2p, TOCTOjH JeIMHCTBEHO peTermhe
JI0 Ha TOAYAAPHOCT. Y OCTAJIMM CIydYajeBUMa, 3aaTak HEMa, Pelieha.

Hanmomena 11. Ilperxoanm 3agatak MOyKe ce PelruTH rnmocMarpajyhm camo
Tpoyrao AAA'E xon xora je LAA'E = 5, LAAE = 6%7 u AE =1,, Tj. He
MoOpa ce mocMaTpaTn bucekTpuca AF crmosballmer yria Kom TemMena A.

[ra mpencrasma ['MT [ u3 kojux ce matu kpyr k(O, 1) BUAM MO, yIIOM
¢? Heka je X mpousBo/bHA TauKa ca [ U HeKa cy Y, Z AOIUpHE TaukKe KpyTra
k u Tanrentn w3 tauke X wa kpyry k. Tama je LY XZ = ¢. Takobe,
kaxo je XO = X0, OY =r = 0Z n L0YX = § = £OZX, na ocHOBY
craa CCY (ako cy ymioBu £OY X u £OZX nacupam XO mupasu, OHJIA
cy yrmosu £OXY u £OXZ nacupam OY u OZ oba omrpa) ga €y Tpo-
yrmosu AXOY u AXOZ nonynapau. Crenujanto, omarie CIegd Ia je
LOXY = LOXZ = §. Tlocmarpajmo rnp. tpoyrao AXOY. To je mpaso-
YILJIM TPOYTA0 C MpaBUM yIJIOM Kox Temena Y, yrao £OXY je mogymapan ca
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yrnom £ u xarera OY je mogymapHa ca HOTyIpeuHHKoM r Kpyra k. Axo je
X' Heka Jpyra Tavka ca l, Tj. HeKa Jpyra Taduka u3 Koje ce kpyr k(O,r) Buan
nox yraoMm ¢ m ako cy Y, Z' nonmpre tauke Kpyra k M TAHTeHTH W3 TavKe
X' Ha kpyry k, IPeTXoJHUM 3aK/byIHBakHeM hemMo J006UTH Ja Cy TPOYIJIOBI
AX'OY' n AX'OZ" nonynapuu u ja je wup. tpoyrao AX'OY’ npasoyrin
¢ TIpaBEM yr7ToM Kof Temena Y oz kora je LOX'Y' = £ u OY' = r. Crenn
na je AXOY =2 AX'OY’, ma je OX = OX'. Kaxko cy tauke X, X' ca [
Ouae MpoM3BOJbHE, Caean Ja je one mpunanajy kpyry [ ¢ neanrpom O uujn
je TIOJIYITPEeYHUK TMoAyAapaH XUITOTEeHY3W MMPaBOYTJIOrN TPOYTJIa Yhja je jeaHa
KaTeTa To/lyapHa Jy7K1 7 W yrao HacTpaM e oAy apan yriay .

Tpeba jom mokaszaTu OOPHYTH CMep, Tj. Ja ce W3 cBake Tauke X ca
kpyra ' kpyr k Bumm mox yriom ¢. Heka cy Y, Z momuphe Tauke Kpyra
k m TtanrenTn u3 tauke X Ha Kpyry k. COMYHO Kao W 10 caja CIegId 1a
je AXOY =2 ANXOZ. Tlocmarpamo urnp. tpoyrao AXOY y xome je yrao
LOY" X" nipas n karera OY” je monynapua ayxxu r. Ako je X' npousBosbHa
rauka ca 'MT [ u ako cy Y',Z' nomupHe Tauke Kpyra k ¥ TaHT€HTH W3
rauke X' Ha Kpyry k, caemau na je AX'OY’ npaBoyrim ¢ mpaBuUM YIJIOM KO
Temena Y’ kox xora je OY' = r u LOX'Y’ = £. Tlonympeuanuk xpyra [’ je
MO/Ty/TapaH XUIIOTEHY3H TPABOYT/IOT TPOYTJ/Ia 9hja je jeHa KaTera MoayIapHa
JY’KA T W yrao HacIpaM e TMoAyJapan ca £, Ha CIeIu Ja je OH HOZyJapam
ca OX'. Kako je OX jeman noaynpeunuk kpyra l’, ciequ ga je OX = OX/,
LOYX =5 =L0Y'X' n OY =r = 0Y’, ma cieqn u AXOY = AX'OY".
Hakne, L0XY = LOX'Y' = £, a xako je L0X7Z = LOXY, cremu na je
AYX7Z = £0XZ + LOXY = £ + £ = . Ilpema TOMme, U3 MPOU3BO/HHE
rauke X ca kpyra [’ ce xpyr k Buan oy yriaom o, na je TMT [ u3 kojux ce
Kpyr k Buam 1o yriaom ¢ kpyr [

8) «a,b—c,p,

Awnanuza. Heka je AABC tpoyrao Koju HCIymhaBa yCaI0Be 3aarTka. Taia
je AC > AB, { BAC = o, AC' — AB = b— ¢ 1 HOIYNPEIHUK CII0/ba, YIIHCAHOT
Kpyra Koju nogupyje crpanuiy BC' je moaynapal AyXKH p,.
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P/

a

Heka cy P,S,, P,, P, Tauke n3 Benukor 3amarka. Ha ocmoBy Besmkor
3ajarka ciaenn na Baxu B(A, P, P!), kao u PP, = b — c.

Y tpoyrny APF,F, je PP, =b—c, {PP,P, = T u P,P, = 2p,, ma Taj
TPOyTao ymeMmo fga Koucrpyumemo. Tauka S, je cpemumire crpanune P, P, n
MOZKeMO KOHCTpyncarn Kpyr kq(Sq, po). Tauka A npunaga npasoj PP Tako
na Baxn B(A, P, P!) n u3 tauke A ce kpyr k, Buan nox yriom «. Tauke B, C
Cy mpecedyHe Tauyka TaHTeHTH u3 Taduke A Ha Kpyry k, u upase PP, Tako Ja

Baxku B(B, P, P,,C).

KoncTpykriiuja.

Koncrpynmmvo tpoyrao APP, P, taxkas na je PP, = b—c, {PP, P, = §
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u P, P, = 2p,. O3uaunmo ca S, cpemumire crpanute P, P! n KOHCTPYHIITHMO
KPYT kq(Sa, pa). Koucrpymmvo nmpasoyriu tpoyrao AXY Z ¢ mpaBum yriaom
kox Temena X Taxap ga je XY = p, n LXZY = 5. Koncrpynmmmo Kpyr
[(Sa, Y Z) n o3naunmo ca A npecevny tadky kpyra [ u mpase PP/ takBy ja
paxku B(A, P, P!). Koucrpyummwmo tanrenre u3 rauke A Ha Kpyry k, u o3Ha-
qMo ca B, C' muxose mpeceke ca mpaBom PP, tako ma saxku B(B, P, P,, ().

Hoxka3z. Tpeba mokazatn ga je L BAC = o, AC > ABu AC — AB =b— ¢,
Kao W JIa je TMOJYIPEeYHUK CI0/ha YIUCAHOT KPyTa KOjU JIOJUPYje CTPAHUILY
BC nonynapan nay:ku p,.

Tauke B, C npumnajajy TanreHTaMa u3 tauke A Ha Kpyry k,, Ia cy mpase
AB, AC tanrente na Kpyry kq. IIK je S, cpequmre P, P, w £{PFP,P, = 7,
na ciegn na je PP, 1 P,S,. TIK je P,P) = 2p,, ma cienn na je S, P, =
sP,P. = 32p, = pa, Tj. S.P, je nomynpeunnk kpyra kq(Ss, p.). Hakae,
npaBa PP, je HopMaJiHa Ha MOJYIPEIHUKY KpyTra k,, Ia je OHa TAHTeHTa Ha
tom Kpyry. Illrtasumre, kako je S, P, = p,, ciean jga je tauka P, momupHa
tadka kpyra k, u npase PP,. Kako IIK Baxu B(B, P, P,,C), cienn na je
npasa BC' ucro mro n npaBa PP, n ma tauka P, npunama xyxun BC, na
Kpyr k, momupyje crpanuiy BC tpoyria AABC. Jlakie, xpyr k, je win
ymucanu kKpyr Tpoyria AABC wiu je cnosba yIHCAHW KPYT KOjU JTOTUPYje
crpamny BC. Kaxo IIK Baxu B(A,P,P)) u P € BC, crenun na Baxn
A, P! + BC. Takobe, P.P, L BC, P.P, = 2p, w P.S, = p,, na cieau na
Baxkn P, S, = BC. Tlpema tome, Baxku A, S, + BC, na je k, crospa ymucanu
KpyT Koju goaupyje crpanuity BC. OcuM MO 10Ka3a/1u 1 1 je Oy TPeTHIK
CIOJba YIUCAHOT Kpyra Koju aoaupyje crpanuity BC' mogynapan JIyxKu p,.

[IK je | xpyr 4mju je meHTap Tadka S, U MOJYIPEYHUK TyXK Y Z Koja
je xumoteny3a mpasoyriaor tpoyria AXY Z ca karetom XY = p, u yriom
AXZY = §, nacaenu ga je kpyr [ TMT u3 kojux ce kpyr kq(Sq, pa) UM 11071
yriom «. Heka cy )., R, pesoM JoaupHE Tadke CIoJba YIHCAHOT Kpyra k,
u npasux AC, AB. Tana Baxe pacmopenu B(A,C,Q,) nu B(A, B, R,). Kako
tauka A mpumana xkpyry [, ciean na je £ R,AQ, = «, a 300r NpeTxXOIHuX
pacmopena Tadaka ciaenn u £ BAC = a.

Tauke S,, P, cy pemoM IeHTap Crno/ba YIHCAHOT Kpyra KOju J0JUpYje
crpanniyy BC' u merosa jogupha Tadka ca crpanunom BC. Tauka S, je
cpexumire nyxn P, P!, ma je tauka P! amjamerpasino cymporHa Tadkn P,
IITO 3HAYM JIa je y MATalby Tauka u3 Bemukor 3agarka. Tepheme 1) Benukor
3aIaTKa Kake /1a ¢y TeMe A, MoaupHA Tadka yIUCAHOT Kpyra u crpanuie BC
u Tadka P! KoJmHeapHe W Jia Cy TUM peJoM pacropeljere Ha mpaBoj Koja mx
cagpxn. Kaxko je mpeceuna tauka mpase AP, u crpannne BC tauka P, na
OCHOBY OBOTI' TBphema cJie/in Jia je Tadyka P oaupHa Tadka yIuCcaHOT KPyra

n crpanune BC, 1j. 1a je m ona tauka w3 Bemukor 3amarka. Ha ocHoBy

102



Benukor zagarka je AR, moayrapuo noayooumy tpoyrina ANABC, BP, =
BR, = AR, — AB u BP = AR, — AC. Kako Baxu pacmopen B(B, P, P,)
cnean 1a je BP, > BP, naje AR, — AB > AR, — AC, 1j. AC > AB. Cana
nvamvo u 1a je PP, = BP, — BP = AR, — AB — (AR, — AC) = AC — AB,
a kako je [IK PP, =b— ¢, cienn na je AC — AB =b—c.

Huckycuja. Axo je a > m, me mocroju Tpoyrao AABC kome je TO yHyTpa-
MTEHU yTa0, Ma 33/aTaK HEMa PeIlema.

Heka je o < 7. Ilocroju tpoyrao APP,P) u jequHcTBeH je 10 Ha TO-
JYIAPHOCT, Ma TOCTOjU U jeAUHCTBeHo cpemnumite S, crpamure P,P!. Tlpasa
PP, ceue kpyr k, y asema taukama, ma he cehim u kpyr [ (TMT u3 kojux ce
KpYyT k, BUIHM TIOJ YIJIOM () y JIBeMa Tadkama, MPU 9eMy je jelHa O HHX
ca one crpane tauke P! ¢ Koje je tauka P, a mpyra je ca cympoTHe cTpame.
by cmo osmauaman ca A. la 6u Bakusao B(A, P, P!) (momro MoXkKe BaxKuTH
u B(P, A, P})), mopa Baxutu S,A > S,P, 1j. tauka P mMopa Guru yHyTap
kpyra [. U3 [Tutaropune teopeme je S,P? = S,P? + P,P? = p> + (b — ¢)?,
na je S, P = \/p2 + (b — ¢)?, a kako je S, A XHIOTeHy3a PABOYTJION TPOYT/IA
KOMe je jeJiHa KaTeTa MOJyJapHa ca MOJIYIPEIHUKOM p, Kpyra k, u yrao Ha-

o o, . o
cupaM e HOJyTapaH ca 5, CIeIn Ja je sin § = S':LA’ Tj. S,A = 5% Jlaxe,

IMaMO YCJIOB 5% > \/p2+ (b—c)?2. OBuMm cmo 00e30eauan n ga Tadka A
OyIe y CIO/balliboCTH KpyTa k,, Ia TMOCTOje U TAHTeHTe U3 e Ha KPyry k.
Taxobe, momTo cmo obe3deammn ma Baxku B(A, P, Pl), one he cehu mpasy
PP, tako na ce tauke P, P, nahy uzmelhy Tux npecedynux tadaka, ra ycJoB
B(B, P, P,,C) cny:xu camo ToOMe Jia ce jeJIMHCTBEHO OJPEeJn Koja je O THX
MpecevHnx Tadaka Tadka B, a koja je tauka C.

I[Ipema ToMme, axo je a < 7 1 2% > \/p2 + (b — ¢)?, MOCTOjH jeMACTBEHO

2
perermne 710 Ha MOAYIAPHOCT. Y OCTAJMM CJIydajeBUMa, 33/1aTaK HEMa, Pelliemha.

9) @, Po, Pe

Anammsa. Heka je AABC Tpoyrao Koju UCIybaBa yeaoBe 3a1aTka. Taga je
BC' = a, nonynpeuHnK cro/ba YIHCAHOT Kpyra Koju aogaupyje crpanumny AC
je moyaapaH JqyK7 pp W TOJYTPETHUK CMOJba YIUCAHOT KPYT KOJU JO/IUpPYje
crpanuiy AB je mogymapaH IyxKH p.
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B Ay ¢

[TpermoctaBuMo 6e3 ymamema ommrocta 1a je AB < AC. Tazga je Ha
ocHoBY Bemukor s3amatka p, > p.. Heka cy Ay, M, M’ tauke u3 Bemukor
3aJaTKa U Heka je [ ommcanu kpyr tpoyrma AABC. Tanma je Ha ocHOBY
Besmkor sanarka A M = %(pb + pe), MM = %(pb — pc) W OmMCcaHU KpyT |
caapxku Tauke A, B, C, M.

Tauka A; je cpemmmre crpanure BC, a tauka M mopumama cUMeTpaIn
crpanune BC' u AiM = %(pb + pc). Tauxa M’ je Taxsa ma je LBM'M = 7,
MM = %(pb — pe) u B, M’ cy ca ucre crpane cumerpame A M crpanure
BC. Onucann xpyr [ tpoyrina ANABC' caapxu tauky M, na ce mokjama ca
ommcannM Kpyrom tpoyria ABCM. Tauka A npumama Kpyry [ w mpaBoj
BM' n Baxn B(B, A, M").

Koucrpykiuja.

Koucrpyumumo ay:xx BC' = a. Koucrpyummmo cumerpasay Te JyKU U
osnaunMo ca A; cpeanmre ayxku BC. O3naunmo Ha cumerpaan Ttadxky M
Tako ga Baxu Ay M = %(pb + pe). Konerpywummimo onucanu Kpyr [ Tpoy-
rma ABCM, kpyr k wan npeannkom BM u kpyr ki(M, %(pb — pe)). Ozna-
qnmo ca M’ mpeceuny Tauky Kpyrosa k u ki TakBy ga Baxku B, M’ = A\M
u M, M = BC. Osuaunmo ca A npeceuny tauky npase BM' u kpyra [ Tako
na Baxxu B(B, A, M').

Hoxka3z. Tpebda mokazaru ga je BC = a, 1a je MOIYTPEIHUK CITOba YITUCAHOT
Kpyra Koju jomaupyje crpanuiy AC moayaapaH Jqy»Ku p, U 72 je MOy TPeTHIK
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CTOJha YIHUCAHOT KPyTa KOju Joaupyje ctpanuiy AB momynapaH IyKH ).

IIK je BC = a.

Tauka M npunajga cumerpau crpanuie BC n u3 pacnopena B(B, A, M),
1j. A, M"= BC w M, M = BC cnean na Baxu A, M = BC, na je M rauka
u3 Besmkor 3agarka. Tauka M’ npunana kpyry waj npedaunkom BM, na je
ABM'M = 3. Us B,M'= A\M n B(B,A,M') crequn na je M' mogmoxje
HopMmasie u3 M ma upaBoj AB, 1j. nma je M’ tauka u3 Benukor 3amarka,
kao u ga Baxkn B, A= A;M, 1j. Temena A, B ¢y ¢ ucre crpane cuMerpaJe
crpanune BC. Opasne crenn ga je AB < AC. O3naunMo criosba yrucaHe
Kpyrose koju goanpyjy crpauuie AC, AB penom ca ky(Sy, SpFy), ke(Se, ScP.)
(tauke Sy, S, By, P. cy u3 Benukor zamarka). I3 AB < AC cnenu ja je
SpPy, > S.P.. Tpeba nokazatn na je Sy P, = p, u S.P. = p.. Ha ocuoy
Benukor 3agarka je AjM = %(Sbe +S.P)u MM’ = %(Sbe —S.P.), allK
je AiM = %(pb + po) u MM’ = %(pb — pe). Crenn na je %(Sbe + S.P.) =
%(Pb + p.) u %(prb - S.P.) = %(ﬂb — pe)y T SpPy 4+ ScPe = py + pe m
Sp Py — S.P. = py, — p.. Cabupamem 0BUX jeHAKOCTH Aodujamo 25, P, = 2py,
Tj. Sp Py = pp, @ BUXOBUM Ory3uMarbeM aooujamo 2S.P. = 2p., 1j. S.P. = p..

Huckycuja. /luckyryjemo camo o caydajy kazga je AB < AC, 1j. pp > pe.
Kpyr k man npeunukom BM caxpxu Tauky A; jep je LBAM = 5. Kaxo
je %(pb — pe) < %(pb + pe) = MA;, Tj. mOAYIpedHUK Kpyra ki je Mamu of
MA;, cieqn na cy cBe Tadke TOr Kpyra ¢ ucre crpane nmpase BC' ¢ koje je
n tauka M. Takobe, ciean jma kpyr ki cede kpyr k y jBeMa Tadkama, MpH
qeMy je jeJiHa o muX ca oHe crpane mpase A; M c koje je tauka B, a ona
ZIpyTa je ca cympoTHe crpaHe. IIpema Tome, Tauka M’ mocTOju U je IMHCTBEHO

je onpebhena.

Heka je X rauka na kpyry k takBa ja je X B Tanrenta Ha Kpyry [
y tauku B. Tana je £ X BM yrao u3mely tanrenre X B u tetuse BM,
na je momyaapan nepudepujckom yriay £ BCM wam tom TeruBoM. Tpo-
yrao ABCM je jennakokpak, na je £ BCM = £CBM. llpema Towme,
AXBM = LCBM = £ABM, na xaxo je u {BXM = 7 = ABA/M n
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BM je 3ajemgunuka crpanuma Tpoyrinosa AX BM uw AA{BM, cienn na cy
TH TPOYILJIOBH Homxyaapuu. [Ipema Tome, Baxku M X = M A;. Kako BazKH Ja
je MM’ < %(pb—pc) < M Ay, cnenn na rauka M’ npunaga kpahem ayky M X
Kpyra k (OHOM JIyKy Koju He cajapzxu Tadky B), ma npasa BM ceve kpyr [y
traukn A takBoj na je B(B, A, M'), ma u tauka A MOCTOjU M jeJMHCTBEHO je
onpehena. Cremn ma peleme TOCTOJU U jJeUHCTBEHO je 10 Ha MOy TaPHOCT.

Jlaxye, KakBe TOJ Jla Cy AYKHU A, Pp, Pe, TOCTOJU JETUHCTBEHO PeIIehe 10
Ha MO/YIAPHOCT.

[Tpe ciiepeher 3a1arka, pasmorpumo ciaejaehu npobsiem. latu cy Kpyrosu
k1(O1,7r1) w ka(Og,15). KoHerpyncarn muxoBe 3ajelHIIKe TaHTeHTe (CIOJba-
IEbe W YHYTPAITHE).

Ananuza. Heka je mpaBa p 3ajeTHIYKA CIO/bATIIHA, & ¢ 3ajeTHIYKA YHYTPa-
IIba TAHTeHTa Kpyrosa ki u ky. Tama mpaa p momupyje Kpyrose ki u ko u
Baxku ki, ky = p, a npaBa ¢ goaupyje kpyrose ki u ko u Baxku ki, ky =+ q.

ARTAR:

Heka cy A, Ay pemom mommpre Tadke mpase p u Kpyrosa ki, ks. Tama
je O1A; L pn OyAs L p, na Bau O14; || O2A;. Axo je r; = ro, Tana je
mpaBa p mapasenna ca npasom 010y U HaTA3M ce Ha pacrojamy r1(= T9) 01
we. [IpermoctaBumo 6e3 ymamema ONmTocTH j1a je r1 < ro. Heka je mpaa
p/ mapaJeHa ca IMpaBoM p U caapKu Tauky () U Heka je B, mpecedna Tauke
npasux p' u Oz Ay. Tagma je OsBy L p' n Baxxu B(Oq, By, Ay). YerBopoyrao
01 ByA2 A je napastesiorpam (jep je O1Bs || A1 A u O1A; || BoAy), na cienn
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oa je AQBQ = OlAl =T. HpeMa TOME, OQBQ = OQAQ — AQBQ = T9 — T, IIa
ako mocmarpamo Kpyr k5 (Og, 19 — 1), cenn na je p’ TaHTeHTa HA TOM KPYTY
u3 rauke Oq.

Cnnano, weka cy C7, Cy peioM J0aupHE TadKe IMpaBe ¢ U KpyroBa ki, ks.
Tana je O1C; L ¢ uw O,Cy L g, ma Baxxu O1C || O2Cs. Hexka je mpasa ¢’
nmapaJieJ;iHa ca mpaBoM ¢ W caap:ku Tauky (O m Heka je Dy mpecedra Tadka
npasux ¢ u OyCy. Tana je OyDy L ¢ w Baku B(Oy, Cy, Dy). YerBopoyrao
01 D,Cy,C} je mapasenorpam (jep je O1Dy || C1Cy u O1CY || D2Cy), na cienn
oa je CQDQ = 0101 =T. HpeMa TOME, OQDQ = 0202 -+ CQDQ =179 + 1, IIa
ako mocmaTpamo Kpyr kb (Oq, o + 1), c1eau 1a je ¢ TaHTeHTa HA TOM KPYTY
u3 rauke Oq.

KoncTpykriiuja.
Al A2
Cly Y

AKo je r{ = ry, KOHCTPYHIIAMO TMPaBYy p Koja je mapaJiesiHa ca MpaBoM
0105 w HaIa3m ce Ha pacTojamy 71 (= r2) O Hhe.
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Be3 ymarmema OMIITOCTH MPEeTHOCTABAMO JIa je 11 < Ty (aKo Huje, Tj. ako
je r1 > ry, o3HaunMo Ttauky (O ca Oy u obpaTHO, KpyT ki ca ko u oOpaTHO 1
MOJIYTPETHUK 71 ca 7o 1 06parHo). Kouerpyummmo kpyr k5 (Og, ro—ry). Kon-
crpynmmMo Tanrenty p’ w3 tauke O Ha Kpyry k) W KOHCTPYHIITUMO TPABY P
KOja je mapaJiesia ca IpaBoM p’, HAJIa3| ce Ha PaCTOjarby r'i O e U 32 KOjy
Baxku p, Oy = p'. (OBO je KOHCTPYKIHja 3ajeJHUUKE CIOHAIIHE TAHTEHTE. )

~ ~
N N
~ ~
N N

Koncrpyummmo xpyr k5 (O, 79 + r1). Koncrpynmmumo tanrenty ¢ u3
tauke (1 HA KPYTY k) 1 KOHCTPYHUIITIMO MPaBY ¢ KOja je mapaJseHa ca mpaBoM
¢, HAIA3U ce Ha pacTrojamby ri O e u 3a Kojy Baxu ¢,0s = ¢'. (OBo je
KOHCTDYKIIMja 3ajeIHAYKe YHYTPAIhe TaHTeHTe. )
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Hoxka3z. Tpeba mokazaru ma mpase p,q JOAUPY]Y Kpyrose ki, ko U Ja BaxKu
kl,k’Q:p n k‘l,k’2+q.

AKo je r1 = ro, HEKaA Cy Ny, Ny pesoM HopMmasie Ha npaBoj 010, y Taukama
01,04 n o3uaunmo ca Aj, Ay pejoM mUXOBe Npecedne Tavyke ca npaBoM p'.
Tana je O1A; L pu OyA5 L p, ma kako je mpaBa p Ha pacrojamy 11 (= 19) 011
npae 010, cnequ 1a je O1A; = OAs = r1 = ry. Ilpema Tome, Tauka A;
mpumaga Kpyry kp, Tauka A, mpumana Kpyry ks W mpaBa p je HOpMaJHAa Ha
nosrynpedraunuva Oy Ay, O Ay KpyroBa 11,79, Ma CJAeIN J1a je OHA TaHTEHTA
Ha KpyroBuma ki, ko pemom y taukama Ap, As. Kako Baxu O, Oy = p, caeman
n ki, ko = p, ma je p 3ajeAHWYKa CIOJballlha TaHTeHTa Kpyrosa ki, ks.

Heka je 6e3 ymamema onmroctu 71 < ro. Heka je n Hopmasa Ha mpaBoj
P’y Taukn Op. O3Haunmo ca A; WeHy Ipecedny Tadky ¢ mpasoM p. Kaxko je
p mapajenta ca p', caenn ga je O1A; L p, a Kako ce HaJTa3W HA PACTOjarby
r1 ox npase p’ u kako Baxku Oy € p' u Ay € p, ciequ na je O1A; = ryq.
[Tpema Tome, Tavuka A; mpaBe p npunaja Kpyry ki u mpaBa p je HOpMaJIHa HA
nonynpednnky O;A; kpyra ki, ma ciean Ja je mpaBa p TAHTEHTA HA KPYTY
ki. [lame, mpaBa p’ je Tamrenta Ha Kpyry kj m o3HAUNMO ca Bj; IHUXOBY
nomupuy Tauky. Tama je p' L O3B, Osuaunmo ca Ay NMpecevIHy TaduKy
npasux p u Oy By. Kako je npasa p Ha pacrojamy 11 01 npase p’, cieau jia je
Ay By = 11. Takobe, xkako Baxu p, Oy + p', caenn ga saxu B(Oq, By, Ay), na
je OxAs = O3By + By Ay = 1y — 11 + 11 = 19, la Tauka A, npunaga Kpyry ks.
Jlaksme, mpaBa p je HOpMaJHa Ha MOIynpednury (OsA, Kpyra ks, ma je oHa
TAHTEeHTa Ha TOM Kpyry vy tauku As. U3 p, Oy =+ p' cnegu ma Baxku p', Oy = p,
na 360r O € p’ caenn na Baxku O, Oy = p, MITO 3HAYN 1 BAXKN U kq, ko = .
[Ipema Tome, p jecTe 3aje/IHMYKA CIOJ/bAIIba TAHTeHTa KpyroBa ki, ks.

Heka je n nopmasia wa upasoj ¢ y tauku O;. Osnaunmo ca C| meHy
mpecevHy Taduky ¢ mpaBom ¢. Kako je ¢ || ¢/, crenn ma je O1Cy L g, a Kako
ce HaJa3M Ha pacrojamy r; ox upase ¢ m Kako Baxku O; € ¢ u C7 € g,
cnean ma je O1C = ri. Ilpema Ttome, Tauka C] npase ¢ npumnaga Kpyry ki
n mpaBa ¢ je HopmasHa Ha noaynpeunnky (O1C kpyra ki, ma caeanm ga je
npaBa ¢ TanrenTa Ha Kpyry ki. lame, mpasa ¢’ je tanrenta ma Kpyry ki m
o3HAYNMO ca Dy HBUXOBY JoaupHYy Tauky. Tama je ¢ 1L OyDy. O3maummo ca
C5 mpeceuny Tadky npasux ¢ u O;Ds. Kako je mpaBa ¢ Ha pacTojamy 11 O
npase ¢, cienn na je CoDy = 1. Taxobe, kako Baxku ¢, O, = ¢/, ciean na
Baxkn B(Oy,Cy, Ds), na je O3Cy = OsDy — CoDy = 19 + 11 — 11 = 19, 1A
tauka Cy nmpumaja kpyry ko. /lakie, mpaBa ¢ je HOpMaJiHA HA MOJIYTPETHUKY
O5C5 kpyra ko, ma je oHa TaHreHTa Ha TOM Kpyry v tadku Cy. U3 ¢, Oy = ¢
cremu na Baxku ¢, Oy =+ ¢, ma 360or O € ¢’ cnenn ga Baxku O, Oy + ¢, WTO
3HAYW J1a BaxKu u ki, ke <+ ¢q. IIpema Tome, ¢ jecTe 3ajeTHUYKA YHYTpPAITHA
TaHTeHTa Kpyrosa ki, ko.
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Huckycuja. Axo je r1 = 1o u O7 # Os, OHJA MOCTOje TAYHO JIBE MpaBe p
Koje cy mapanenue ca O;0y U HaTa3e ce HA PACTOjamby T1(= 7o) O We, Ta
MOCTOje TavYHO JBe 3ajeJHUYKe CIOJballlibe TaHreHTe KPyroBa ki, ke. AKO je
r1 = ro u 07 = Oy, oHA ce KpyroBu ki U ko TOKJIAIIA]Y, TIa je CBaKa TAHTEHTA,
Ha KPYyTy ky YjeJHO U TaHTeHTa Ha KPYTy ko W BaXKu Kpyrosu ki, ky ce Hajiaze
ca UCTe CTpaHe Te TAHTeHTe, MITO 3HAYM Ja 33/IaTaK UMa OECKOHAYHO MHOTO
perrremna.

Heka je 6e3 ymamema onmroctun 1y < ry. Jla 6u mocrojajga TaHreHTa
u3 tauke O; Ha Kpyry kbH(Osz,7m9 — 11), Tauka O Mopa OMTH WM Ha KPYry
ko WV Y ¥HErOBOj CIOJBANTHOCTH, Tj. Mopa Baxkutu 0109 > r9 — 1. AKO
je 0105 = 19 — 11, Taja MOCTOJU jeIMHCTBEHA TAHTeHTa p', Ma MOCTOJH U
jeIMHCTBEeHA MpaBa p KOja je mapaJesHa ca p/, Hala3| ce Ha PacTojamy 11 011
e U 3a Kojy Baxku p, Oy + p'. Jlakie, Taga mocTOju jeIMHCTBEHO DPEIIehe.
Axko je 0109 > r9—rq, OHJA TIOCTOje JABE TaHTeHTe P, 11a MOCToje U JBe paBe
p. Hakiie, y ToM ciIydajy 1mMoCTOje JBa perniema.

[Ha 6u mocrojana tanrenTa ¢ u3 tauke (1 Ha Kpyry kj, OHA ce MOpa Ha-
JA3UTH HA KPYTY kb WIN Y IHEroBOj CHOBAITHOCTH. Jlakie, MOpa BayKUTH
0105 > 19 + 1r1. Ako je 010, OHIA TOCTOjJU jeMHCTBEHA TaHTeHTa ¢, 1a
MOCTOj¥ W JeJIMHCTBEHA TIPaBa ¢ KOja je mapaJiejiHa ca mpaBoM ¢, HaJIa3u ce Ha
pacrojamy 71 O Hbe 1 3a Kojy Baxku ¢, Oy = ¢, na 3a1aTak uMa jeJuHCTBEHO
pemese. Ako je 010y > ro + 11, OHJA IIOCTOje JBe TaHTeHTe ¢, 11a MoCToje 1
nBe mpaBe ¢. /lakme, y TOM caydajy MOCToje /IBa periermna.

10) Oé, p7 pa

Ananuza. Heka je AABC Tpoyrao koju ucrnymaBa ycaoBe 3a1aTka. Tama
je £ BAC = q, mOJynpevIHuK yIUCAHOT KPYTa je MoAyIapaH Ay KU p U MOJIY-
MPEYHHK CIOJba YIUCAHOT Kpyra Koju poaupyje crpanuiy BC je moaymapan
TYKA .
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Heka cy S, S, peioM neHTap ynucaHor Kpyra k u meHTap Crosba YIIHCAHOT
Kpyra k, koju noaupyje crpanuiy BC' n neka cy R, R, moanoxja nopmasia u3
tagaka S, S, Ha npaBoj AB. Tauke S, S, npumnaajy 6ucekrpucu yrina £ BAC
(momympasoj!), a kKako cy R, R, pesoM JojupHe Tauke Kpyrosa k, k, u npase
AB, cnemn 1a je SR = pu SyR, = p,. Ilpema tome, Tauka S ce Hamasn
Ha pacTojamy p o mpaBe AB, a tauka S, ce HaTa3W HA PACTOJAILY P, O
npase AB. Tlpasa BC je 3ajeqamuka TanrenTa Kpyrosa k,k,, a Kako BayKn
k,k, + BC, y nuramy je 3ajeHUYKa YHYTPaIlkha TAHME€HTa THX KPYTroBa.

KoncTpykriiuja.
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Koncrpyurmumo yrao £pAq = «. Koucrpyuummmvo 6ucekrucy As (mosy-
npaBy!) yriaa £pAq. Koncrpynimmmvo npaBy a Koja je mapasiesna ca KpakoM
Ap yrima ApAq, Hamasu ce Ha PacTojamy p O Hhe W HaJa3’ Ce C OHe CTpaHe
npase ojpehere kpakom Ap ¢ Koje ce Hamaze Kpak (mosnynpasa) Ap u Gucex-
tpuca As yrina 4{pAq. Ilpeceuny Tauxky mpaBe a u OHcekpuce As 03HATUMO
ca S. Koncrpyumumo mpay b Koja je mapaJjenta ca Kpakom Ap yria £pAq,
HAJA3W Ce Ha PacTojamy p, ON Fhe W HATa3W Ce C OHe CTpaHe MpaBe ojpe-
herne kpakom Ap ¢ koje ce Hamaze kKpak (mosynpasa) Ap w Oucekrpuca As
yria ApAq. Tlpeceuny tauky npase b u Oucekpuce As o3nauammo ca S, Tako
na Baxku B(A,S,S,). Koucrpyumumo kpyrose k(S,p) u kq(Sq, pa) 1 KOH-
CTPYHUIIIMO BHUXOBY 3ajeTHUUKY VHyTpalimhy TanreHty t. [lpecedny rtauxy
tanrenTe t n kpaka Ap yrma £pAq o3naummo ca B, a mpecevdHy TadKy TaH-
reate t u kpaka Aqg ozmaanmo ca C.

Hoka3z. Tpeba nokazatn 1a je L BAC' = «, 1a je HOIYNPEIHUK YITHCAHOT
kpyra Tpoyria AABC nogynapaH Iy KU p U J1a, je MOJIYIPEeIHUK CII0Jha YIIN-
caHor Kpyra Koju gpoaupyje crpanuiy BC tpoyrima AABC noxynapaH 1y»Ku
Pa-

[TIK rauka B mpumnana kpaky Ap, a tauka C kpaky Aq yria 4{pAq xoju
je IIK monymapan yray «, ma caemn jga je £ BAC = £pAq = «.

Hentpu S, S, xkpyrosa k, k, cy ua oucektpucu As yrma L BAC = £pAq
1 HaJja3e Cce peIoM Ha pacTojamuma p, p, O Kpaka Ap, Tj. kpaka AB, ma
KaKO Cy WM TIOJYNPETHUIM PEJIOM HOAYAAPHU IYKUMA P, Py, CAEIH Ja OHU
nomupyjy kpakose Ap, Aq (tj. AB, AC) yrna £pAq = £ BAC'. TIK je npasa
BC' 3zajemnmyka yHyTpallmba TaHTeHTa Kpyrosa k, k,, ma je jeman o TUX
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KpYyroBa YMHUCAHHU, a JAPYTH CIOO/ba YIOUCAHH KPYT KOjU JOJAUPYje CTPpAHUILY
BC tpoyrna AABC. C ob3upom Ha 1o na 1K Baxu B(A, S, S,), cienu ma
je k(S, p) ynucanu, a k,(Sq, pa) CHioba yrmucanu KpyT KOju JOIUPYje CTPAHUILY
BC'. Kouauno cyiein u fa je MOJYOPeIHUK yrucaHor kpyra Tpoyria AABC
HOJyAapaH JIy’KU p U Ja je TOJYIPEYHUK CIOo/ba YIIMCAHOT KPyTra KOjU JIO/IH-
pyje crpanuny BC' nogynapan JIyxKHu p,.

Huckycuja. Ako je o > 7, He nocroju Tpoyrao NAABC uuju je T0 yHyTpa-
MTEHU yTao0, 1Ma 33/1aTaK HEMA Pellema.

Heka cy R, R, momHOXkja HOpMaJa M3 Tadaka S, S, peaoM Ha Kpaky Ap.
Taza mpema TamecoBoj Teopemu cienn 42 = 2E 5 kako ce tauke S, S,
HaJla3e PeJOM Ha pacrojamuMa p, p, o1 Kpaka Ap, cieanm na je SR = pn

AS, — SgRg’

— e AS _ p
SaRa = pa, ma je 75~ = Z. Ha 6u Baxkno pacnopen tadaka B(A, S, S,),
Mopa Baxutn AS < AS,, Tj. % < 1, a TO BayKu aKo W CaMO aKO BayKW

70% < 1, 1. p < p.- Ha ocmoBy /luckycuje o 3aje[THIIKIM TaHTeHTaAMa

clenu 1a Kpyrosu k, k, MMajy 3ajeJHNYKNX YHYTPAIIIKUX TAHTEHTH aKO U
caMo ako Baxu SS, > p+ p,. 13 mpaBoyrnmux tpoyrmoBa AASR u AAS, R,

aobujavo ja je sing = sin LRAS = —i‘g u sing = sin{R,AS, = 12“5“,
a
ma Baxkn AS = B = 2y AS, = BaSe — o [Ipema TOMe, BaxKm
Sin 5 S1n 5 Sin 5 Sin 5
_ . _ _Pa P __ Pa—p 3 a— 3
SS, =AS,—AS = SnT T ST smao MAJe usm% > p+ pg YCTIOB MOCTOjarbA

3ajeIHNIKe YHYTPaIlikhe TAaHTeHTe.
A

Y KOHCTPYKIIMjH je MpecevdHa Tadka 3ajeJlHIIKe YHyTpPalllikhe TaHTeHTe U
Kpaka Ap o3Hauena ca B, a mpecedHa Tadka Te TaHreHTe W Kpaka Ag je
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osnauena ca C'. Ty cmo mmanu moryhuoct ma omabepemo koja he ce Tauka
osnaunTu ca B a koja ca C, ma MOpaMoO HCIIUTATH Ja JU ce OOPHYTHM O3HAa-
JaBameM J00Mjajy HemoayJapHa perema. AKO BaKu ;I‘“'TT%B = p+ Pa, OHIA
ce Kpyrosu k, k, JOJMPY]y M TOCTOjU jeIMHCTBEHA 3aje/IHUYKA YHYTPAIIha
TaHTeHTa KPyrowa k, k,. Yuucanu kpyr poaupyje crpanuny BC' y taukn P,
a CIoJba YIHCAHW KPYT TPOyIJIa Koju poampyje crpanuny BC moampyje Ty
cTpanuily y Tadukud P, m Ha ocHOBY Bemmkor 3amarka je cpeaummre A; crpa-
uune BC yjenno u cpemqumire ayxu PP,. Crean 1a ce TH KPYTOBH J0AUPY]Y
aKo W CaMo ako ce Tauke P, P,, A, moK/Iamajy, Tj. ako I caMO aKo je TPoyrao
AABC jennakokpaku ko kojer Baxku AB = AC. Chenn 1a y 0BOM corydajy
npoMena o3Haka temennma B, C' /;Laje MO/Ly/IapHa, Pelliemna.

A, -

Axo je ’S’i“;%” > p+ p., OHJIA ce KpyroBu k,k, He TOAypyjy W UMajy IBe
pa3He 3ajeIHIIKe TAaHTeHTe. PazMoTpuMo 3a modeTak jeHy o1 THX TAHTeHTH.
Kako ce xpyrosu k, k, He m0aupyjy, Caeaw Aa MPHU jeTHOM U3D00pPY O3HAKA
tremena B,C Baxn pacropen tavaka B(B, P, P,,C), a npu Ipyrom Baxn
pacriopen tadaka B(C, P, P,, B). Y npsowm ciayuajy je AB < AC, a'y apyrom
AC < AB, ma mpoMeHa O3HaKa Jaje HEMOLyJapHa pelrema. Y3MHMO CaIa
y 003up u apyry Tanrenty. Ty Takobhe moOmjamMo aBa HemoayJdapHa pelremba.
Cae mTo jorr Tpeba TPOBEPUTH jecTe Ja JIM Cy CBa YeTHPH JT00WMjeHa Perermha
mehycobro Hemomymapua. Cajga caegm J0Ka3 Ja HUCY CBa YeTHPH TPOYTJIA
MehycobHno Hermomymapra, Beh ga mmamo JBa mapa MOJLYJAPHUX TPOYTJIOBA,
Tj. Ja 3aJaTak WMa JBa HEMOJyJapHa pellema. laj m0Ka3 je 3a cajga MaJjo
HecpehHO ob0jallmbeH, Ma HUje CTPAIIHO aKoO r'a He pa3yMere.

Crakom o1 ueTnpu J00MjeHa TPOYT/Ia Cy MOy IapHe TAHTeHTHe Ty KW dnje
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je jemHo Tteme Tauka A, a Apyro goaupHA Tadka Kpyra k, m Kpaka Ap yria
£pAq = ABAC (y [oka3sy ozuavena ca R,), a ta qyx (AR,) je Ha OCHOBY
tephema 2) Beaukor 3azarka noaymapra moayobumy omrosapajyhier Tpoy-
ria NABC. Jlakie, cBa 9eTnpu J00MjeHa TPOYTIa WMajy TOLyIapHe MOJIy-
obume, Ta UMajy u noayaapHe ooume. Takobe, cBaKOM 0 TUX TPOYTJIOBA CY
Moy IapHe TaHMeHTHe IyKU 4hje je jeaHO Teme Tadka A, a Ipyro I0aupHa
tauka kpyra k um kpaka Ap (y Jlokasy osmauena ca R), a ta nyx (AR) je
Ha ocHOBY TBphema 3) Besmkor 3ajarka mojygapHa pasiuiy Moayoouma n
crpanutie BC' oxrosapajyher tpoyrma AABC. Kako cy mosiyoOumMoBu cBa
YeTHPU TPOYTJIa MehyCcOOHO MOy IapHU, CJAeIH A Cy MOAYyIapHe W CBe CTpa-
aurne BC. Taxohe, Kako cy jormr u 0OMMOBH TOMYIAPHU, TOAYIAPHU Cy U
36upoBu crpanuna AB u AC. U3 pemema mpobdieMa 0 3aje JHIIKIM TaH-
reHTaMa BUIMMO J1a Cy 3a JBa Kpyra MelycoOHO moaymapHe 1y duja cy Te-
MeHa JIOAMpHe TadKe jeJlHe 3aje/IHNIKe YHYTpAIllihe TAaHTeHTe I THX KPYTOoBa
" IyK 49dja cy TeMeHa JIOJIMpHe TadKe JPyTre 3ajeTHUYKe YHYTPaIlikhe TaH-
refTe W THX Kpyrosa. Ako Kopuctumo o3Hake P, P, m3 Jloka3a 3a goaumpHe
Tavke 3ajeHUYKe YHyTparnimke Tanrente BC u kpyrosa k, k., cieau ma cy
nyxu PP, onroapajyhux Tpoyriosa melycobno momyaapue. Y 3aBHCHOCTH
ox Tora jaa ym Baxku pacnopen B(B, P, P,,C') wi B(C, P, P,, B), nyx PP,
je momymapua pazauiu AC' — AB win AB — AC. Mebhyruwm, nogynapuau cy u
30MpPOBU TUX CTPAHWIA, 1A CJIEIN J1a Cy KOJ OHOT mMapa TPOYTJIOBA KO KOjUX
je AB < AC mnoaynapue oarosapajyhe nyxu AB, AC, na cy u oun meby-
COOHO TOYAPHHU U Ja Cy KOJ OHOT Mapa TPOyIIoBa Kof Kojux je AB > AC
noaynapue ogrosapajyhe ayxu AB, AC, na cy u onn mehycoOHO moay 1apHu.
Jlakse, mehy geTupuma, 100MjeHUM TPOYTJIOBUMA UMaMO JBa mapa melycooHo
TTOJIY/IAPHUX TPOYTJIOBA TAKBUX Ja TPOYIJIOBHA Y3€TH U3 PA3JINYATHUX MMapoBa
Hucy meljycobHo mogymapuu, ma mocToje ABa HEMOAYIapHAa pelleba.

Ha ciumu ce oBo muoro 6o/be Bugu. Ako y tpoyrmy AABC 3ameHnMO
osnake Temernnma B, C, mo0ujamMo Tpoyrao KOju HEje MOIyJapaH MOJa3HOM
Tpoyriy, aau jecre moayaapan tpoyriy AAB'C’ ca ciuke. Takobe, ako y
tpoyrity AAB'C’ 3amenumo o3uake remernuma B’ C', nobujamo Tpoyrao Koju
HUje MOIyTapaH MOJA3HOM TPOYTIY, alu jecte moayaapas tpoyrny AABC
ca ciuke. Hapasno, Tpoyrmosu AABC u AA'B'C’' uucy nomysapau, mna
3aJ]aTaK UMa JBA HEMOIyIapHa pelreba.

Bakspyuax je cienehn. Akojea < 7w, p < p, n g’i“n—*%” = p+pa, OHJIA TIOCTOJN
JEMHCTBEHO pellehe 0 Ha MOAYAAPHOCT. AKO je o < T, p < p, 1 ;’TT%B >
p + pa, OHIA MOCTOje /IBA HEMOyJapHA pelrema. » OCTATIuM CIydajeBUMa,
3aJ]aTaK HEMa Pellema.

11) b—c, hg,p

Ananuza. Heka je AABC tpoyrao koju uCnymaBa ycaoBe 3ajaTka. Heka
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je A’ monnoxje Bucuue u3 remMena A, S menrap ynucasor kpyra u P jponupHa
Tadyka ynucanor kpyra u crpuune BC. Tana Baxu AB < AC'u AC — AB =
b—c, AA =h, n SP = p.

B AP P, c

Heka cy P’, P, tauke u3 Benukor 3ajarka. Ha ocnoBy Besmkor 3aarka
saxku B(B, P, P,,C), PP, = b— c u tauke A, P', P, cy xonuneapue. Tauka
S je cpemumre nyxu PP, na je PPP = P'S+ SP =2SP =2p. ¥ tpoyriy
AP'PP,je P'P =2p, {P'PP, = § u PP, = b—c, na taj Tpoyrao ymemo Jia
koHcTpyuiemo. Tauka A npunajga npaBoj P'P, n Halasu ce Ha pacTojamy
he om npaBe BC, 1j. ox npase PP,. Tauke B, npunaaajy TaHrentamMa u3
tauke A Ha ymucanom kpyry k(S, SP) u npaBoj PP, Tako 1a BaxKu pactopes
B(B,P,P,,C).

Koucrpykmnuja. Koucrpyummmo tpoyrao AP’ PP, takas ja je P'P = 2p,
AP'PP, = § m PP, = b— c. Oswmaunvo ca S cpeaumre ayxu P'P u
kKoHCTpyummMo kpyr k(.S, SP). Koucrpyunmmvo mpaBy p Koja je mapasenHa
ca mpaBoM PP, u Hanasu ce Ha pacrojamy h, TakBy ja Baxku p, S, P’ = PP,.
Y mpeceky npasux p u P’'P, o3naunvo tauky A tako ma Baxu B(A, P, P,).
Koucrpyummmo tanrerTe u3 tadke A Ha Kpyry k. Y mpeceky THX TAHT€HTH

n npaBe PP, o3naunmo tauke B, C tako ga Baxu B(B, P, P,,C).

Hoxka3z. Tauka S je cpeaumre ayxu P’ P xoja je [IK noxynapua nyxu 2p, na
crnenn ga je SP = %P’P = %Qp = p. Kaxo je mo koucrpyknuju P'P 1 PP,,
caenn fa je npaBa PP, wopmasnna na moaynpednnky SP kpyra k(S,SP),
ma je oHa taHreHTta Ha kpyry k y taukm P. IIK Baxu B(B, P, P,,C), na
npaBy PP, moxemo o3nauasatu u ca BC. [lakie, npaBa BC' je tanrenTa
Ha Kpyry k u momupyje je y tauku P koja [IK mpumaga nyxu BC'. Takobe,
npaBe AB, AC cy IIK ranrente Ha Kpyry k, ma cjaean 1a je Kpyr k win yiu-
CaHU KPYT WU CIIO/ba YIHUCAHU KPYT KOju gomupyje crpanuny BC Tpoyria
AABC. Kaxko TIK Baxu A, S = PP,, tj. A, S+~ BC, cneau jia je y nutamy
YIHCAHU KPYT, Ma je HeroB MOJIYIPEeIHUK TOLYIaPAH JIYKA p.

Jlaxne, P je mogmpHa Tauka ymnucaHor Kpyra u crpanuie BC, a Kako je
[TK Tauka S cpenumre nyxu P’ P, cienn na je P’ tauka u3 Benukor 3amaTka.
Kaxko moaupua Tauka crpanune BC u oaroapajyher crmospa ynucanor Kpyra
tpoyriia AABC npunaja npasoj AP, a I1K tauka P, npunaga npasoj AP’ n
crpanunm BC, ciean na je P, nognpha tauka crpanune BC u ogrosapajyher
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cmo/ba ymucaHor kpyra. U3 pacmopena B(B, P, P,,C') ua ocuoBy Bemnkor
3amaTka caenn ma je AB < AC u na je PP, = AC' — AB, a xako [IK mmamo
PP, =b—c, cneqn ga je AC — AB=0b—c.

Tauka A npumaja mpaBoj p Koja je mapaJsesHa ca npasom PP, Tj. mpaBom
BC' wn nasasu ce Ha pacrojamy h, 01 me, na ako ozHaunmo ca A’ noanoxje
pucute u3 reMena A rpoyrina AABC, cienn na je AA' = hy,.

Huckycuja. /la 6u Bazkno yciaos B(A, P', P,), mopa 6utu h, > 2p, jep npase
Koje cy mapasnenne ca PP, n Hamaze ce HA PacTojaby MambeM OJ 20 CeKy Ty K
P,P', a mpaBa Koja ce HaJIa3u Ha pacTojamy 2p cede npaBy P, P’y tauku P’.
OBuM MO ocurypasn u ja Tadka A npumnaja cnosparmoctn Kpyra k(.S, SP),
jep mpaBa p (koja je mapasenna ca PP, w nana3u ce Ha pacrojamy h,(> 2p)
OJ1 The) HeMa 3ajeJIHIYKNX Tadaka ca KPyrom k, ma mocroje JBe TaHTeHTe W3
rauke A wa kpyry k. Ob6e36emupimm pacropen tadaka B(A, P, P!), o6e36e-
I cMo Ja he Te tanrenTe cehu mpaBy PP, tako ga ce tauke P, P, mahy
m3mel)y Tux mpeceunux Ttadaka, ma ycaos B(B, P, P,,C) ciyxu camo Tome
Jla ce jeJIMHCTBEHO OJIpe/IN KOja je O TUX IMPecevHnX Tadaka Tadka [, a Koja
je Trauka C, a morpeban je ma ou Baxkuio AB < AC.

Jlaxse, ako BaxKu h, > 2p, MOCTOjU jeJIMHCTBEHO PEIIEHe JI0 Ha, MOy 1ap-
HOCT, a aKo BaxKu h, < 2p, 33/IaTak HEMa peIlema.

2. A, H,0

Awnanu3za. Heka je A ABC Tpoyrao Koju HCIyHhaBa yCI0Be 3a1aTKa, Tj. HEKa,
ce meropo teMe A mokiama ¢ JgaroM TadkoMm A, HEKa ce HeroB OpTOIeHTap
MOKJIaIlma, ¢ JaTOM TadykoM H W HeKa ce IeHTap HeroBOT OIMMCAHOI KPyra
mok.garma ca Taakom O.

Hexka je A; cpeaumre crpanune BC tpoyrna AABC u Heka je H; tauka
CUMETpUYHA OpTOIeHTpY H y ommocy Ha Tauky A;. ¥ 3. 3amaTKy u3 001acTH
[TomymapHOoCT MO mOKazaan 1a je Taja Tadka H; cuMmerpudana Temeny A y
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oxmocy Ha menrap O ommcanor kpyra tpoyrma AABC. Ilpumernmo 1a ako
ce Tauke A, H moknamnajy, 1j. ako je AABC mpaBoyriu ¢ IpaBuM yIJIOM KO
temena A, onga ce nmokaanajy u tauke O, Ay jep ce meHTAp OMMCAHOT KPyra
HaJ1a3u Ha cpeaunity xunorenyse BC, a ako ce tauke A, H pa3iukyjy, oHIa
ce pasnukyjy u tauke O, A; m umamo 1a je npaa BC' HOpMaJiHa Ha MTPaBO]
OA; y taukn A;.

Koucrpykiuja.

Osmaunmo ca Hp Tadky cuMmerpuuHy Ttadkn A y ogHocy Ha Tadky O, a
sarum ca Ay cpequmire ayxu HHy. Koncrpynmuwmo kpyr [(O,0A). Axko
ce tauke O, Ay mok/amnajy, OHJa KOHCTPYHUIITUMO MPOW3BO/bHY MPABY P KOja
caapxku O u pasamanta je ox npase OA u o3nadanmo ca B, C' npecedne tauke
Te mpaBe u Kpyra [, a ako ce tauke O, A; pa3aukyjy, oHIa KOHCTPYHUIITHMO
mpaBy p koja je HopmanaHa Ha OA; y Tauku A; w He cajp:xku Tauky A u
o3Haunmo ca B, C npecedne Tavuke Te npape U Kpyra [.

Hoxka3. [IK ce tauke B, C' pa3auKyjy u IpUIIajy TPaBoj p KOja He CAIPKU
tauky A, ma cy A, B, C Tpu HekonmHeapHe Tauke. Takobe, one IIK npunamajy
Kpyry [, ma je | onucanu kpyr tpoyria AABC, a kako je O meros menrtap,
craequ na je O menrap omucanor kpyra tpoyria AABC.

M3 mperxomguor 3akspyuka caenn ma je OB = OC. Axo ce tauke O, A,
mokJgamajy, ouaa tauka O mpunaga crpanunu BC, ma 36or OB = OC 3a-
kbyayjemo ga je O (1j. Ap) cpemumre crpanune BC. Ako ce tauke O, Ay
pasnukyjy, ouaa je mo koucrpykmuju OA; | BC, na xkako O npumnaja cu-
merpasn crpannie BC (jep Baxun OB = OC), cienn ja je OA; cumerpasa
crpanune BC. TIK rmauka A; npumana crpannmu BC, na ciaeanm na je oHa
weno cpeaumrre. 11K je tauka Hy cumerpudna TeMeny A y oIHOCY Ha IIEHTAP
OMUCAHOT KpyTa, a y 3. 3a1aTKy u3 obiaactu [logyrapHocT mokazaanm cMo 12
je Tauka CHMeTpPUYIHA OPTOIEHTPY y OAHOCY Ha cpeaumite crpanuie BC cu-
MeTpUYHa U TeMeHy Ay oHOCy Ha meHTap onucanor kpyra tpoyriaa AABC.
Crnenm na je Tauka H; cumerpwdna OPTOIEHTPY Yy OJHOCY Ha cpemumiTe Aj
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nyxu BC, a camMuM THM H Ja je OpTOIIeHTap CUMeTpHYaH Taduku Hi y oj-
nocy Ha Tauky A;. IIK je A; cpemumre ny:xxu H H,, na ciean na je tauka H
cumerpuvna Taduku Hy y omHocy Ha cpeaummre A; crpanune BC, mrro 3unaqn
na je tauka H opromentap Tpoyria AABC.

Huckycuja. Axo ce tauke A, O moknamajy, 3aaTak HeMa pellema, jep ce
TeMeHa CBAKOT TPOYIJIA PA3JIMKYjy O MEHTPa FeroBOr ONMCAHOr Kpyra (a
tajga Takohe we mocroju kpyr [(O,0A)). Heka cy rauke A, O pasanunre.
Mopamo 06e30eanTn ga mpaBa p KOjy KOHCTPYHIIEMO KpO3 Taduky A; cede
Kpyr [ y ABemMa Tadkama u Ja He cajapxkiu Tadky A. Axo ce tauke O, A;
MOKJ/IAMAjy, OHJIa CMO TY MpaBy KOHCTPYHCAIH MPOU3BOFHO TAKO A C& pa3-
qmkyje ox nmpaBe OA. Csaka mpasa Koja mpoJsasn Kpo3 tadky O cede Kpyr [
y aBema Tadkama u camo npasa OA caapxku tauky A. Jlakie, Tama mocroju
OECKOHAYHO MHOTO Peliebha.

Heka ce Tauke O, A; paznmukyjy. Tauka O je cpemumre ny:xu AHp, a
tauka A; je cpemumre myxu HH;. Axo cy tauke A, H, H; Hexo/n1uHeapHe
(Tj. ako mocroju Tpoyrao AAH Hy), onga je OA; meropa cpeimha JUHAjA W
Baxkn OA; | AH w OA; = ATH. Axko cy Tauke A, H, H, KojuHeapHe U pUTia-
J1ajy HeKoj mpanoj p, ouga un tauke O, A; npunagajy npasoj p. lokaknumo ja
je my oBoMm cayudajy OA; = ATH, 1j. AH = 20A;. U3 yumennna ga je O cpe-
numre ay:kn AH, n Ay cpenumre nyxu H Hy mobujamMo 1a Baxke pacropean
B(A,0,Hy) n B(H, Ay, Hy), kao u jenwakocru AO = OH, v HA; = A1 H;.

Heka Bazkn pacriopen B(A, O, H). Tanaje AH = AO+OH = OH,+OH.
Axo Baxu B(O, Ay, Hy), ouna nobujamo OH; = OA;+ A1Hy = OA; + HAq,
ma je AH = OAy + HA, + OH. [obujamo u pacnopen B(A, O, Ay, Hy),
mro 3ajenno ca B(H, Ay, H) xonauno maje B(A,O, H, Ay, Hy). Crnenu na
je OH 4+ HA, = OA,, ma cmo pobunu ma je AH = OA; + OA; = 20A,.
Axko ce Tauke A, H; nmokiamnajy, oHga ce n tauka H mokjama ¢ muMa, 1a je
AH = OH, + OH = OA; + OA; = 20A,. Axo Baxn B(O, Hy, Ay), onna
,ILO6I/IjaMO paciopes B(A, O, Hl, Al, H) n OH1 = OAl —A1H1 = OA1 —HAl,
Ia je AH = OA1 — HAl + OH = OA1 + OA1 = 2OA1

Axo ce Tauke O, H noknamajy, ouna je AH = AO = OH, = HH, =
2HA; =20A,.

Heka caza Baxku pacnopen B(A, H,O). 3namMo 1a oHIa BasK¥ U Pacriope/
B(A,H,0, Hy), naje HH, < AH,. Crnenn A1 H, = %HHl < %AHl = OHq,
tj. Baxu B(O, Ay, Hy). [dakre, nobujamo pacmopen B(A, H,O, Ay, Hy), na
ciaean Ia je AH = AO — OH = OH1 — OH = OAl +A1H1 — OH =
OA;+ HA; —OH = 0OA; + OA, = 20A;.

Axko ce rauke A, H nokjamajy, onaa ce mokaamajy u ayxu AH, v HHy,
ma ce MoKJamnajy u msuxosa cpeaumta O, Ay, MTO je y CYyIPOTHOCTH C TPeT-
MOCTABKOM [1a Ce Te JIBe Tauke pa3aukyjy. lakme, A, H ce He mOKIamajy.
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[Tpeocraje mam jomr ciydaj kaga Baxku pacmopen B(H, A, O). 3mamo na
taga Baxu B(H, A, O, Hy), naje HH, > AH,. Cnemn na je AyH, = %HHl >
T1AH; = OHy, vj. B(A1,0, Hy). Ipeva towme, snamo u B(H, Ai, O, Hy).
Hobujamo ga je AH = HO — AO = HO — OH, = HO — (A1H, — OA;) =
HO - AH +0A, = HO - HA, +0OA; =0A, + OA; = 20A,.

Wnaue, ynmenuny ma je AH = 20A; Moram cMo J0Ka3aTw W MOMONy
BEeKTOpa, 6e3 o03upa Ha TO ga au cy tauke A, H, H; KonuHeapHe WIH He.
Hauwme, u3 uumennua J1a cy O, Ay cpeaumra nyxu AH,, HH; nobujamo na je
1@ = OH,n HA, = A Hy, na umanmo j1a je zﬁ = @—l—Olf — OH,+OH =
OAl + A H, + OH = OA] + HA; + OH = OA] + OA; = 20A]. Cremn ma
_ 3 3
je AH = ||AH| = |204] | = 2||OA|| = 20A,.

H

Jla 6w mpaBa p Koja caapxku A; m HOpMasHa je Ha (OA; cekiaa Kpyr
[(O,0A) y nBema Taukama, Tauka A; MOpa IPUMIATATH YHY TPAITOCTH KPyTa
[, Tj. mopa outn OA; < OA. Jlaxmie, mo0mjaMo yCJI0B %AH < OA, Tj.
AH < 20A. Ocraje nam jorr ga 00e30ea1nMo 1a TpaBa p He CAAPKU TAUKY
A. Tlocmarpajvo yrao £ AOA;. TlpaBa p je mHopmanana Ha kpaky OA; Tor
yraa, na ja 6um oHa Moria cajapkartn Tadky A, ona mopa cehu kpax OA, mro
ce Moxke Jecutu caMo ako je yrao £ AOA; omrap. Kaxo cy mpase AH,OA;
napasense, caenn 1a je L HAO + LAOA; = w, na je LAOA, =1 — LHAO.
Hakmne, yrao L AOA; je omrap ako um camo ako je yrao £ HAO tym. Y
TOM CJaydYajy mpaBa p caapkm Tadky A ako m camo ako je mpojekmuja AX
nyxun AO wa mpaBoj AH monymapua ayxu OA;. Kako je L HAO Tym,
crenu ma Bayku pacmopen B(X, A, H), na je L XAO = 1 — LHAO u Baxu
cos £ XAO = fx_)o(' Jlaxme, mpaBa p caap:xku Tadky A ako m camMo ako je
AX = AO cos £ X AO noaynapua ayxun OA; = %AH, Tj. aKO U CaMO aKo je
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AO cos(m — LHAO) = SAH.

Jakme, cam 3HaMO Kaja moctoju pememe. 1To ce jermHcTBEHOCTH THYE,
Baskn ciaenehe. Ako ce tauke A, H mokiamajy, OHIa MOCTOjH OECKOHATHO
MHOTO periierha. AKo ce Tauke A, H pas3IuKyjy u UCIYHEHU CY OCTAIN YCIOBU
3a MOCTOjame MpaBe p Koja He caip:Ku Tadky A, mocroje aBa perrema, jep
nMaMo n300p Kojy hemo o mpeceqHux Tavdaka mpaBe p U Kpyra | 00eTeKuTh
ca B, a kojy ca C. Axo cy tauke A, H,O KojumHeapHe, OHIA je TPOYrao
AABC jennmakokpaku ¢ BpxoMm A, ma 3amenom o3naka temenuma B, C' mo-
Ooujamo ToyIapHa pernrema, a ako Tadke A, H,O HHUCY KOInHeapHe, OHIA
3aMeHOM O3Haka TeMennma B, C' He 100MjaMo MOLyIapHa pelema.

Bakmyuak je caemehn. Axo ce tauke O, A paznukyjy, a tauke A, H mo-
KJIAMAajy, TOCTOju OECKOHATHO MHOTO pemniemha. Ako ce Tauke O, A pa3iukyjy,
kao u tauke A, H, ako ¢y A, H, O xonuneapue n Baxku AH < 20 A, nocroje
nBa MehycobHo moxynapua pemrema. Ako ce tauke O, A u A, H pasnukyjy,
A, H, O aucy xomuueapue, yrao £ HAO uuje tyn un Baxxu AH < 20A, onna
IOCTOje JBa HemoAayaapHa pemema. Ako ce tauke O, A u A, H pa3mukyjy,
A, H, O uucy xonuneapue, yrao £ HAQO je tym, Baxku AH < 20A u Baxn
AO cos(m — LHAO) # %AH, OCTOje JBa HEMOIyJapHa pemrema. » CBHM
OCTAJTNM CJIyUajeBuMa, 3aJaTaK HEMa, Pererha.

3. A, S, F

Awnanu3za. Heka je A ABC Tpoyrao Koju HCIyHhaBa yCI0Be 3a1aTKa, Tj. HEKa,
je mauka A; cpemmmre crpanune BC, Tauka S HEeHTAp HETrOBOT YIHUCAHOT
Kpyra u F' mpecedna Tauka OHCEKTpPHCE CIOJBAINILEr YIVIa KOI TeMena A u
mpaBe Koja caap:xku crpanuny BC.

F B / p Aq P, C

Hexka cy P, P’, P, tauke u3 Bequkor 3agarka. Tauka P je mogHOXK]je HOP-
Mase n3 tauke S Ha crpamumu BC, a camuMm TEM u Ha mpaBoj FA;. Ha
ocHOBY Bemmkor 3amarka je Tauka P, cuMeTpudHa Tadkm Py omHOoCcy Ha
tauky A;, a Tauka P’ joj je cumerpuuHa y omHocy Ha Tadky S. [Tomympasa
AS' je bucekTpuca yHyTparnimer, a moaynpasa AF OucekTpuca CIO/bAITHET
yriaa ko temena A, mrro 3uadu ja je yrao £ F'AS npas. [Ipema tome, Tauka
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A mpumaza kpyry Hazx npeunnkoMm F'S. Takobe, na ocnoBy Benmukor 3amarka
Baxku B(A, P, P,), ma tauka A npunasa npasoj P, P’. Crenu na ona mpumaia
npeceky Kpyra maj npeannkom 'S m npase P,P’. Tlpase AB u AC cy
TanreHTe Ha yrmcanom kpyry k(S, SP) u rauke B, C' npunajajy npasoj F'A;.

KoncTpykriiuja.

B B

/P PO C

Koucrpyumumo npasy F'A;. O3maammo mogHOXKje HOpMaJe n3 Tadke S
Ha paBoj F'A; ca P, a 3aTuM Tauke CUMETPpUYIHE Tadku P pesoM y OJHOCY Ha
tauke Ap, S osmaunmo ca P,, P'. Koncrpyumunmo Kpyr Haj npedaukom [S
U BeroB mpecek ¢ mpaBom P, P’ o3maunmo ca A tako ma Baxu B(A, P, P,).
Koncrpynmmwvo taurente n3 tauke A wa kpyry k(S, SP) u muxoBe mpeceke
¢ mpaBom F'A; osnaunmo ca B, C tako na saxu B(B, P,C).

Hoxka3z. 1K je monynpeunnk SP kpyra k(S,SP) nopmanan ua npasoj F'A;,
Tj. Ha npaBoj BC, ma caenu na je mpapa BC tanrenTa Ha Kpyry k. Taxobe,
npaBe AB n AC cy 1K raurente wa kpyry k, a kako [1K saxu B(B, P,C),
cienn ja je k ynmucanu Kpyr WK CIOJba YIUCAHU KPYT KOjU JOAUPYje CTPaHU-
1y BC rtpoyrma AABC. Tlomro ITK saxu B(A, P, P,), cienn A, P' = BC,
a nomro je S cpemnurmre PP’ cienn B(P, S, P'), na je P',S = BC. Cnemu
A, S = BC, na je k ynucauu kpyr Tpoyria AABC, mTo 3HAYN J1a je Heros
nerTap S meHTap ymucaHor kpyra tpoyria AABC.

N3 unmennia ga je Tauka P goawpHa Tadka yIuCaHOT KPyra ¥ CTPaHUIEe
BC, TIK rauka P’ cumerpuuna taduku Py 0JIHOCY HEHTAP YIHCAHOT KPyra S,
B(A, P', P,) n na P, npumayia npaBoj BC', Ha ocHoBYy Besnukor 3amatka ciean
na je Tauka P, moampHa Taduka CIoJba yIucanor Kpyra u crpanuie BC. Kako
je IIK rauka A; cpemumnre ny:ku PP,, Ha OCHOBY BEJIHKOT 3aaTKa CIEIN I
je Tauka A; cpenumire ayxu BC.

[Tormro je S menrtap ynumcanor kpyra tpoyria AABC, cienu ma je mo-
naynpaBa AS OucekTpuca yHyTpammer yria kKox temena A. IIK tauka A
Ipunaaa Kpyry Haj npednnkoMm F.S, ma je yrao £ FAS mpas. [lakre, mo-
nynpaBa AF je OHCeKTpHca CHObAIlber yIya, Ia KaKo Tadka [’ mpumamia
npaBoj BC, ciean ja je oHa mMpecedHa Tavyka OMCEKTPHUCE CIOJbAlIer yria
koz Temera A Tpoyria AABC u npase koja caapxku crpanuny BC.
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Huckycuja. [lentap ymucanor xkpyra tpoyria AABC npumnaga meronoj
VHYTPAITOCTH, Ma SN 1a He mpunaga npaBoj BC, a caMuM THM HHU TIpa-
Boj F'Ay. Jlaxse, tauke F, Ay, S mopajy Outn HeKo/JIMHeapHe, WHAYE 33 aTaK
HEMa peTrema.

A

F B PE A P, C

Heka je F mpecedna Tadka OMCEKTPHCE YHYTPAIIber yria Koa TeMeHa A
tpoyria ANABC u crpanune BC. Be3 ymamema ONIITOCTH IIPETIOCTABIMO
nma ce reme B tpoyrnma AABC wmanasm mamehy tagaka F' uw E. Chemgn jia
je B < F(C, na kako je % = ﬁ—g, cneqn na je AB < AC. Bemukn 3a-
natak Ham oHjpa gaje pacnopen B(F, B, P, Ay, P,,C). Heka je S, nenrap
CIOJba YIUCAHOT KpyTa Koju moaupyje crpanuny BC. Tama BaxKu pacmopes
B(A,S,E,S,), na Baxku u B(P, E, P,). 3HamM0 1a Baxu u g—g = ﬁ—g, na je
36or AB < AC'u BE < EC. Cnenn na je 2BE = BE+ BE < BE+ EC =
BC =2BA;, 1j. naje BE < BA;. llpema tome, Baxku B(B, E, A;). 3ajenHo
ca B(B, Ay, P,) cnienqm B(E, Ay, P,), na 36or B(P, E, P,) cnenn B(P, E, Ay).
Hakine, pacniopen je B(F, B, P, E, Ay, P,,C). Y apyrom ciay4ajy (Tj. Kaia
ce ymecto temena B usmel)y tavaka F' u E nanasu teme C') BasKu Pacruope
B(F,C, P, E, Ay, P,, B). llpema Tome, Baxu B(F, P, E, Ay, P,).

Tpoyrao AFAS je mpaBoyrin ¢ mpaBuM yrjioMm Ko TeMeHa A, ma je yrao
£ FSA omrap. 360r B(A, S, E) ciequ na je yrao £ FSE vyn. 3 B(F, E, A;)
ciemn ga je LFSA; > LFSFE, na je u yrao £F'SA; tyn. [axme, na 6u
mocrojamo permreme, tadke [ Aj, S mopajy outu takBe ma je yrao £FSA;

TYTI.

Haswe, kpyr Haj npeaaukoM F.S u npasa P, P’ Mopajy nmaru 3ajeIHnd-
Kux Tadaka. Ako je X cpemumre ayxku F'S u Y momHoxkje HopMaJe U3 TadKe
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X ma npasoj P, P’, cnenu na hie To 6urn TauHo ako u caMo ako je XY < XS,
jep je XS = %F S monynpeunuk tor kpyra. Kako je A; cpemumre cTpa-
nune PP,, a S cpeanmre crpanune PP’ tpoyrna APP'P,, cnenu na je AS
cpeamba guHAja Tor Tpoyria u AyS || P,P’. Heka cy Z, Py peJjom NOmHOK]a
HopMasta u3 Tavaka I, P na npasoj A1S. Kako je XY L P,P'u AyS || P, P/,
crenu ma je XY 1 A;S y mekoj taukn X' taksoj ma Baxu B(X, X' Y).
Hakne, XY = XX+ X'Y, na rpeda camo jomr ogpeaurn ay:xxku X X' u X'Y.

Y mpasoyrimom Tpoyray AFSZ ¢ npaBum yriom koa temena Z je X
cpequmre xunorenyse F'S m XX’ 1 SZ, na kako 36or FZ 1 SZ Baxn
XX'" || FZ, cneqn na je X X' cpeama qmHuja Tor Tpoyria. [Ipema Towme,
XX = %FZ. Yrao LFSA; je tyn, a yrao £FSZ wmopa Outu omrap,
na ciaequ ga je £FSZ cnomammu yrao tpoyrma AFA(S, Jlakme, Baxn
AFSZ = m— £FSA,. U3 tpoyrna AFSZ cnemn sin L FSZ = f;—g, na
je FZ = FSsin {FSZ = FSsin(r — LFSA,).

Hyx X'Y je y crBapm pacrojame usmely mapajenaux npapux A;S u
P,P’, na ako npoxyxumo PP, 10 npeceka ¢ upaBom P,P’ u o3naunMo ra
ca Py, cnemu X'Y = P P,. U3 Tanecose Teopeme ciean ;f, = 11;];;2. Kaxko
je S cpemumre ny:xu PP, saxu PS = SP’, na cneiu u PP, = PP, =
X'Y. Tpoyrao ASPA; je npaBoyriu ¢ mpaBuM yTJIOM KOJ TemeHa P, ma je
cos £PA,S = LAL. Taxobe, Tpoyrao APA; Py je mpaBoyIiin ¢ IpaBuM YoM

A S

Koz Temena Py, ma je sin L PA P, = 11;?1' Jaxne, PP, = PA;sin {PA| P, =
(A1Scos LPAS)sin L PAP,. Yrnosu £LPAP, u LPA,S cy uctn u To
je v crBapu yrao £ FAS. Jakme, PP, = A;Scos{FASsin{FAS =
T A1Ssin(24 F A, S).

Bnaun, ycjaos Ja npasa P,P’ wva 3ajeHUYKMX Tadaka ¢ KPYroM Ha/l
npeannkoM F'S je $FSsin(m — LFSA;) + 5A,Ssin(24 FA,S) < $FS, 1j.
FSsin(m — LFSA)) + A1 Ssin(24FA,S) < FS. Y tom caydajy he ycios
B(A, P’ P,) butu ucnymen. 3amcra, akO y TauKd S MOCMATPAMO TAHTEHTY
wa kpyry m(X, X.S), onga ce cBe tauke Tor kpyra (ocuM tadke S) Hajmaze ¢
OHe CcTpaHe Te TaHTeHTe C Koje ce HaJa3W meros mearap X. Yrao £ X.SA; je
TYII, TTa CJIeJM JIa ce CBe Tadke nosynpase SA; (OCHM HeHOT TeMeHa) HaJlase
ca CyImpOTHE CTpaHe TAHTeHTe y OJHOCY Ha Tadyke Kpyra m. Yrao £ XSP je
omrTap, 1ma je mweMy Hamopegan yrao £ X S P’ Ty, mTo 3HAYN ca ce CBe TauKe
nosynpase SP’ (ocuM ¥HeHOr TeMeHa) Haja3e ca CylpPOTHe CTpaHe TaHTeHTe
y omHocy Ha Tadke kpyra m. Cieam ma cy cBe Tadke (KOHBEKCHOT) yruia
£A1SP’ (ocum HeroBor TeMeHa) ca CyMpOTHe CTpaHe TaHTeHTe Y OIHOCY
Ha Tauke Kpyra m. Tauxa P je ma kpyry m, a 36or B(P, A, P,) cnean
P, P,+~A;S, na rauka P, npunaza yriy £ASP’. 360r napaaeJHOCTH IpaBUX
P,P'n A\S cneqn na ce Tauke moaynpase PP, npunanajy yrny £ A1 SP’, na
HUjeJIHa TavKa KPyra m He IMPUIaaa Toj moaynpaBoj. lakie, mpecedna Tadyka
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A npase P,P’ n xpyra m He npunaua noayupasoj P'P,, na je A, P, + P, 1j.
B(A, P, P,).

Ocraje jorr na ce qokazke jia je tadka Ay crnosbanmmoct Kpyra k(S, SP)
n JIa HheHe TaHreHTe ceKy npaBy FA; ca pasHux crpaHa tadke P. YrioBu
£SP'P, u L{PP'P, cy ucru, a nomro je yrao £ PP'P, omrap, 3Ha4u ja
noayupasa P’ P, ceue Kpyr k y jour jennoj tauku. Kako tauka A He mpumaia
noayupasoj P'P,, cienu 1a oHa He MOKe HPUIAIATH HE KPYTY k HU HEroBoj
YVHYTPAIHOCTH, 1A MPUTMAIA HeroBOj CIIO/bAIHOCTH, TIITO 3HAYN JIa TIOCTOje
nBe TanreHTe Ha Kpyry k m3 tauke A. Takobe, camo 3a Tauke ayKu Guju
je jeman kpaj tauka P,, a Apyru Kpaj JApyra npecedna tauke npase P, P’ u
Kpyra k, BayKu Ja TAHTEHTE U3 e Ha KPYry k ceky mpaBy F'A; y Taukama ce
ucre crpade tauke P. Kako je Ta ayxK cajap:zkana y moaynpasoj PP, Kojoj
Tauka A He mpumaza, Caeau jJa TaHreHTe m3 taduke A ceky mpaBy F'A; ca
pa3HuX cTpaHa Tadke P.

[Tpema Tome, ako cy Tauke F), A;, S Hekonnueapue Takse 1a je yrao £ F'SA;
Tyn u Baxkn FSsin(m—AFSA;))+A;Ssin(24FA,S) < FS, 3anarak nma te-
TUPU HENOIYJAPHA Pelllerha, a aKo YMEeCTO TMPEeTXO/IHe HEjeTHAKOCTH Y3MeMO
oarosapajyhy jemHakocT, 3aJaTak MMa JBa HEMOAYIApHA peliema. Y CBUM
OCTAJTM CJIYYajeBUMa 33aTaK HEMa PeIerha.

4 NuBepzuja

Hedunnnuja 24. Heka je k(O, ) kpyr Heke paBun «. Hneepauja y ogHOCY
Ha Kpyr k je npecaukaBame Uy 1 a \ {0} — «a\ {O} koje tauky A cimka y
tauxy A’ momynpase OA taksy 1a Baxu OA- QA" = r2.

3aImTo ce u3 JoMeHa 1 KOJIOMeHa OBOT Ipec/nKaBambe u3baiyje Tauka O7
Jeman on pazsora je Taj mTo He 3HAMO mTa je moiymnpasa OO, a apyru je
Taj mTo He nocroju Tauka O’ Taksa ma je r2 = 00 - 00’ = 0, jep je r > 0.
3 ncror paszmora tauka O HUje caIWKa HUjeIHe Tadke, ma ce m3baiyje m nu3
KOJIOMEHA.

Cama hemo pasmorpuTm ocobmHe OBOT mpecaukaBamba. OBO MpecauKa-
Bame je ounrienno unsoiymuja (7 = Id), jep axo je A’ ciuka tauke A,
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onna A’ npunana nonynpasoj OA u Baxku OA-OA’ = r?, na cienn ja Taduxa
A npunaga nonymnpasoj OA’ u Baxn OA - OA = r?, mro no nedpununujn
snaun j1a je Ui (A’) = A. Tlpema Tome, nHBep3uja je OUjeKIja H HHBOIYIIHjA.

Axo tauka A mpunama kpyry k, omga je OA - OA = r? ma xaxo A

npunaga noaynpaoj OA, caemn ga je Y (A) = A. [akie, Tauke Kpyra
k cy durcoe. Heka je A Tauka y yHYTpaIImbOCTH Kpyra k pa3adduTa O
tauke O. Koncrpyumumo noaynpaBy OA u HOpMAIy 1 HA TOj MOJIYIPABO]
y Tauku A. JeaHy 0/ MpecedHmWx Tadaka HOpMaJe 1 U Kpyra k O3HAINMO
ca T m KOHCTPYHMITUMO TaHreHTy y Tadkum 1 wa kpyry k (wopmamy wa OT
y maukn 1) u ca A’ o3Haunmo mwen npecek ¢ noaymnpasom OA. Tpoyrion
AOTA u AOA'T cy cmumann jep je LTOA = LAOT n LOAT = § =
LOTA', ma je $4 = 5%, omnocno OA - OA' = OT - OT = r*. Ilpema Tonme,
Ur(A) = A’ Axko je A Tavka y CrosbantmbocT Kpyra k, OHIa KOHCTPYHIIEMO
[IPOU3BOJ/bHY TAHTEHTY W3 Te TayKa Ha KPYry k, O3HAYUMO JOJUPHY TauKy
ca T' m koHCTpyHUIeMo HopMaJsy n Ha noaynpasoj OA koja caapxku Tadxky 1T’
1 O03HAYMMO TOIHOXK]je Te HopMase ca A'. Ha merm Haumn kao masomnpe ce
nobuja ma je Y (A) = A'.

P Q A

OBuM cMO I0Ka3aJM Ja ce TadKe M3 YHYTPAIlhOoCTH Kpyra k caukajy y
HEroOBY CIOJBANTHOCT W OOPHYTO, Kao M Ja Cy cBe (PUKCHE TadKe Ha KPYTy
k. Heka je A npomsBosbHa Tavuka pasananta ox O, A" = ¢, (A) u Heka cy
P, () npeceune Tauke kpyra k um mpaBe AA’. Tanma je O cpemumre my:Ku
PQ), a momro A’ npunaua nonynpzﬂ OA, cnenn na uuje B(A, O, A’), na no
nedurnmmjn 18 ciaean ma je OA-OA = OA-OA =12 = OP% Ha OCHOBY
sagarka 11.2 crenn na Baxu H(P, Q; A, A').
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NV,

Kaxko ce unBep3ujoM ¢y, caukajy mnpase u Kpyrosu? OAroBop 3aBHCH O
TOTa JIa JI MPaBa, OJHOCHO KPYT KOJU CIUKAMO caap:ki Tauky O win He. AKo
npaBa p cajapxku Tauky O, OHJIAa Ce OHA HHBEP3UjOM 1)), CTUKA Y cebe (HapaBHO,
TO He 3HAYM J]a Ce CBaKa Tadka cJuka y cebe, Beh j1a ce cBaka tadke mpase p
cJIMKa y HEKYy TadKy Koja je Takolje Ha mpasoj p). Hapaswo, ciauka rauke O
Huje nedunucana, na ce dopmasHo ymecro npase p canka ckyn p \ {O}, a
trakohe O HUje cauKa HUjeHEe Taduke, 1a je ciuka ckyma p\ {0} ckym p\ {O}.
Hakme, ¢ (p\{O}) = p\{O}. Axo npasa p me caapxu Tauxy O, T0Kazyje ce
Jla ce OHJa OHa cawKa y Kpyr [ kKoju cagapxku tauky O. Hapaswuo, dopmasiao
je Ur(p) = 1\ {O}, jep Tauka O uuje cinka Hujeane tauxe. [lomro je 1y,
MHBOJIYIIHja, CJAEIN J1a ce KPyr [ Koju caapzku tauky (O caWKa y mpaBy p Koja
ue cagpxu tauky O, 1j. dopmanauo V(L \ {O}) = p. Konauno, xpyr [ xoju
He caap:xku Tauky O cimka ce y Kpyr [; Koju Takohe He cagapxu tauky O, Tj.
i (1) = l;. Ha oBom mecTy je BeoMa BasKHO HAIOMEHYTH J1a Ce€ WHBEP3UjOM
HeHTap Kpyra [ He cJimkKa y meHTap Kpyra [g.
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Nupepsuja takohe mma ciaemehe ocodmne. Axo cy A, B nBe pasme Tadke

n A" = ¢(A), B" = ¢y(B), ouna je A'B’ = oX.QOBAB' 3ancra, TpPOYIIOBH

ANOAB u ANOB'A’ cy cniwanu jep umajy 3ajeiHuIKN yrao kKo remera O u u3

OA-OA"=0B-0OB' cneqn na je OA : OB' = OB : OA’. Tlpema Tome, OA :
. : _ OB _ OB-OB’ _ r?

OB/ = AB : B,A,, T]. A,B/ = WAB = 0AOB AB = mAB TaKObe,

nHBep3uja ayBa yriose n3mehy kpusux. Kaj kaxkemo yrao usmeljy kpupux,

MHCJIIMO Ha YyTao KOJU yV IbUXOBO] IMMPECETHOj TAUKN I'pajie IbUXOBE TaHTEHTe.

[Ipema Tome, yrao m3mely TaHTeHTH Ha HEKUM JIBeMa KPUBUMA Y HHUXOBO]
MpecevHoj TauKW jegHaK je yriay w3amel)y TaHMeHTH Ha CJANKAMa THUX KPHBHUX
MPU UHBEP3UjU Vg, Y IbUXOBO] TIPECeTH0j TauKu. HapaBHO, TAHTEHTE MOJIA3HUX
KPHUBHX Ce He CIUKA]y Ha TAHTeHTe IbUXOBUX CJIUKA, jep Ce Y OMIITEeM CIydajy
mpaBe CIuKajy y Kpyrope. HamoMeHMMO Ja TAHT€HTOM Ha TpPaBOj V IHEHO]
MPOU3BOJbHOj TAYKH CMATPaMO caMy Ty IMpaBy, Kao ¥ Jia Mpec/jnKaBama Koja
qyBajy yIJIOBe HA3UBAMO KOHPOPMHUM TPECTUKABAHLIMA.

C o03upom Ha TO jga hemo oBJe mpoydaBaTH caMo MpaBe W KPYyrose, J10-
BOJbHO je pehn ja nHBep3uja dyBa yriaoe u3mely mpaBux u Kpyrosa. Illta-
BHIIle, Hajuenrhe heMo UMaTn HOpMaJIHe IpaBe U KPyrose, mma hemo Kopuctutn
OCOOWHY Jla WHBEP3Hja 4yBa Ty HOPMAJIHOCT.

1. Heka je k(O,r) kpyr unBepsuje (naxie, O je meHTAp UHBEpP3Uje) U HEKA
cy ki, ko KpyroBu Taksu n1a je ki Nky = {O}. [omro canp:xu nenTap nHBep-
3uje, KaJ| KaykeMo Ja ce Kpyr ki cinka y npaBy k] Koja He CaJpKu IEeHTap
WHBEp3Uja, MOPaMO UMATH y BUIy Ja canka Tadke O Huje nedunHmcana, mna
ce bopmasno ckyn ki \ {O} ciuka y npasy k7, 1j. Baxn ¢y (k1 \ {O}) = k.
Crmano u 3a Kpyr ko Baxu ¢y (ks \ {O}) = ki, tae je ki, mpasa koja ne
caJp:Ku 1meHTap uupepsuje. [Ipema Tome, Kako je 1y OMjeKIHja, BaxKu

B0k, = ilka\ {O}) N (ke \ {O}) = (ks \ {O}) N (k2 \ {O}))
= (k1 N ko) \ {O}) = 0.
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[axme, mpase k| u ki, Hemajy 3ajeTHHUKHUX Tavaka, Ma Cy mapasesHe, mTo je
1 TpebaIo JOKA3ATH.

2. Heka cy P, () tauke kpyra k takse ga cy P,0,Q, A, A’ komuneapue. Tazna
u3 ocobuHa mHBep3uje nmamo Ja Baxku H (P, Q; A, A’). lyx PQ je npedHuk
kpyra k u kpyr [ cagpxu Tauke A, A, ma Ha ocHOBY 3amaTka 2.14. cieau aa
je k L [, mro je m Tpebasio moKa3aTu.

3. Heka je k(A, p) Kpyr ¢ eHTpOM y Taukn A 49uju je MOJTYIPeTHuK p jeTHAK
VAB - AB'. Tana je B = ¢y(B) u C" = ¢4(C), na ce onucann kpyr [
WHBep3ujoM 1y, canka y npaBy B'C” (crporo dopmainno, ¥ (I1\{A}) = B'C").
Taxobe, mpasa AO ce cimka y cebe jep caap:Ku IeHTap WHBep3Hje (CTPOro
dbopmainno, ¥ (AO\{A}) = AO\{A}), a HopmasHa je HA KPYTY [ jep cajp:Ku
HeroB menrap O, ma Caejd Ja je U HOpMAJTHA W Ha CJIUIM Kpyra [, Tj. Ha
npaBoj B'C’, mTo je u Tpebasio 10Ka3aTH.

4. O3HaumMmo Kpyrose ommcane oko TpoyrioBa AABP, AABQ pemom ca
k1, ko, a Kpyroee ommcane oko TpoyrimoBa APQA, APQB penom ca lq,ls.
C KpyroBmma je MHOTO Marhe 3TOJHO PAJUTU HEro C MpaBUMa, Ma UCKOPH-
CTUMO OCOOWHY MHBEp3Hje Ja KPyroBe Koje caJipzKe IMeHTap WHBEP3Uje CJANKA
y npaBe. llentap maBep3uje omabepumo TakKo ja Hpuraia HajBehem Opojy
kpyrosa. Ilomro cBe werupu tauke A, B,C, D mnpumamajy mo TpuMma Kpy-
roBuMa, 0JabepuMo OWJIO KOjy O/ FhUX 3a IMeHTap WHBep3hja, HIP. TauKy
A.

Hakie, Heka je k(A, p) Kpyr nNpou3BOJbHOT MOIyTpedHnka p > 0 n Heka
cy tauke B’ P' Q) narve ca B’ = y(B), P = {p(P),Q" = ¥x(Q) n npase
K, e 1 tame ca K — (kg \{A), K = (ks \ A}, & = (11 \ {A}) m mexa
je kpyr I, mar ca Il = Yy (ly). Kpyr ky caapxku tauke B, P, na je k] = B'P’.
Cmuuno, k), = B'Q' u [} = P'Q)’, a xako kpyr ly caapxu tauke B, P, (),
cremn ga kpyr l, caapxku tauke B, P’ Q). Yrao uamelyy npase [ u xpyra [
jennak je orrrpom yriry m3meby teruse P'(QQ' m tanrente na Kpyry l, y HEKoj
on tauaka P’ Q" (mogymapuu cy), a Taj yrao je noaygapan mnepudepujckom
yoy Hag TeruBoM P'Q)’, 1j. yroy A P'B'Q)’, mto je yrao usmeljy mpasux
K}, kb. Kako mHBep3mja dyBa yriioBe, ciaean Ja je yrao uamehy kpyrosa [y, lo
noayaapan yrury uamelhy ki, ko, 11O je m Tpebasio jgoKa3aTu.

5. Heka je ky Nky = {P}, ko Nky = {Q}, ks Nk = {R}. O3maunmo kpyr
ommcan oko Tpoyriaa APQR ca l. Kpos cBaky ox ragaka P, (), R mpoJase mo
TPU OJ YeTHPH JaTa Kpyra, ma je cBejegHo Kojy hemo omabparu 3a BeHTap
naBep3nje. Omabepumo HIp. Tauky P.

Heka je k(P, p) Kpyr Ipou3BOJHHOT MOTYIPETHUKA p > () U HEKA Cy TadKe

Q', R nate ca Q' = ¥ (Q), R' = ¢ (R) u mpase k{, k), " nare ca k} = (k1 \
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[P}), Ky = Gx(ka\ TP}, 1 = 1\ {P}) m eexca e xpyr K nam ca K, = v (ks).
Ha ocuoBy 1. 3amaTka ciaenn na Baxu kj || k), a takohe Baxku u ma cy kf, kb
TaHTeHTe Ha Kpyry k% peaom y tadkama R’ Q). TIpema Tome, mentap Kpyra
k; npunasa npasoj ¢; koja je y taukn R’ ynpasna Ha 1npasoj k] u mpaBoj ¢o
Koja je y Taukn () ynmpasHa Ha npaBoj ky. 36or k| || kb, cienn na je qq || ¢o,
ma TMOIITO TeHTAp Kpyra ks MpHIaga obeMma, ciead Ja je ¢ = g = Q'R
Mebhyrum, npasa Q' R’ je y crBapu upasa [’, ma cieau 1a je npasa [’ HopMasHa,
Ha npasuma ki, kb u ma cagpzku nenrap kpyra kj, ma je HOpMaJHa U Ha FHheMy.
NuBepsuja ayBa yriose, na ciaeanm jga je [ L ki, ko, k3, mTo je u Tpebdasio
JOKA3aTH.

6. Osraummo ca lq, [ pegoM Kpyrose omucame oko Tpoyrimosa NACE, ANADF.
Tauka A mpunaja CBEUM KPYroBHMa OCHM Kpyry k3, ma oZabepuMo By 3a
nenrap nuBepsnje. Heka je k(A, p) Kpyr mponsBospHOT Mosynpedrnka p > 0
u Heka cy rauke B’ C', D' E',F' nare ca B' = ¢y(B),C" = ¢}(C),D" =
Ui(D), E" = Yp(E), F' = ¢(F), npase ki, kS, 1], nare ca ki = wp(ky \
[A}) K, = ko \ {AD), 1 = 0l \ {A}), o = ¢n(la \ {A}) u xpyr K} nar
ca ki = y(ks). UuBep3mja uyBa yriose, ma ciaeam aa cy mpase ki, kj me-
hycobro ynpasue y tauku B’ m ymnpasHe Ha Kpyry kj, Tj. caapike meron
nenrap. IIpema tome, tauxka B’ je menrap kpyra k. Kpyrosu ki, ks nmajy
3ajegunuke Tadke F, F, ma ciaeaun ga ce npasa ki u Kpyr ki cexy y Tadkama
FE',F'. Cnuuno, npasa ki u Kpyr k% ce cexy y taukama C’, D'. Tpoyrmosu
AB'C'E" w AB'D'F’ ¢y jemHAKOKpaKO MPaBOYIJIH, Ma CAEJH Ja Cy YIJIOBH
AB'C'E' n AB'D'F’ jemnaxu 1o 45°, ma cy u meljycobno nmoxynapuu. [Tpema
Tome, ciean ga cy npase C'E’ w D'F' nmapanenne (n yriuosn £B'C'E’ n
AB'D'F’ ¢y yriosu ¢ napasennnm kpannma), j. [} || l5. Kako xpyrosu [; u
[y mMajy 3ajeJHUYKY TauKy A, clenm 1a UM je TO jeIuHa 3ajeTHHYKa TadKa,
Tj. Ja ce goaupyjy v taukm A.

7. Heka ce kpyrosu ki, ky nomupyjy y Tauku P, Heka ce Kpyrosu ko, ks 10-
aupyjy v Taduku (), Heka ce KpyroBu ks, ks momupyjy y taukm R w Heka ce
KpyroBu ky, ki nogupyjy y tauku S. Tpebda mokazarn ma cy tauke P, Q, R, S
KoJIMHeapHe nin KoHmukanaae. CBaka of tauaka P, (Q), R, S 3aje1HIYKa je 3a
0 JIBa KpyTra, TaKo Ja je CBejeIHO Kojy heMo omabparTu 3a eHTap WHBEp3Hje.
Omabepumo HIIP. Tauky P.

Heka je k(P,p) Kpyr mpousBosbHOI mHojynpedrnka p > 0 u Heka cy
rauke @', R'|S" nare ca Q' = ¥(Q), R = ¥r(R),S" = x(S), npase ki, ki
nmate ca k] = (k1 \ {P}),ky = (ko \ {P}) u xpyrosu ki, k) marm ca
ks = r(ks), k) = ¥r(ks). Ha ocnoy 1. 3amarka ciaemn na cy mpase ki, k)
mapaJiesife, a MoITo ce ks, k3 noaupyjy v Tauku ) u ki, ky 100Upyjy V TauKn
S, cnenn na cy mpase ki, ki, pegom TanreHTe Ha KpyroBuMma ky, k3 y TaukaMa
S’ Q. Tlomro ce kpyrosu k3, ks 1oaupyjy y tadku R, cieauw ja ce Kpyrosu
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k5, Ky nomupyjy v tauku R'. Ako mokaxkemo ma tauke (), R, S’ mpunanajy
HEKO] mpaBoj p u ako p O P, onma je Yp(p \ {P}) =p\ {P}, ma cieqn 1a n
trauke (), R, S, koje cy camke tauaka (), R', S’ npn unBepsuju 1, npunanajy
mpaBoj p, Koja caapxku Tadky P, 1j. ga cy P, Q, R, S xonuHeapHe, a ako
p # P, onna je ¥i(p) = p' \ {P}, rae je p’ xpyr koju caapxku Tauky P w Koju
cagpxu Tauke (), R, S, Koje cy cauke radaxka (', R, S’ upu unsepsuju 1y, Tj.
ouga cy P,(Q), R, S KOHIUKIAIHE.

Osuauanmvo ca Oz, Oy pesom nenTpe Kpyrosa kb, k). Tlomro ce onn nou-
pyjy v rauku R', caeam na cy rauke Os, R', O, xosmneapue. IIpema Tome,
J0BOJBHO je mokaszaru ja Baxu £S'R'Oy = £Q'R'Os, jep he taga to 6urn
VHAKPCHH YILJIOBH M Jokaszahemo ma cy ', R, S’ konmuneapue. Ilomro cy
npase ki, k) penom Tanrente Ha kpyrosuma ki, ki y taukama S’, (), crenn
ma je 'Oy Lk} u QO3 L kb, a momro cy u mapajenHe, CIeIn 1a BaxKn
SOy || Q' O3. TIpema Tome, yrmosu £S'O4R' n £Q'O3R’ jecy yriosu ¢ napa-
JISTHUM Kpamuma, na cy noxayaapun, tj. Baxkn £S'O4R = £Q'O3zR’. Tpoy-
rimoBu AOLS'R', AO3Q' R’ ¢y jemHAKOKpAKH U UMajy MOJYAapHe YLIOBEe TPU
BpXy, IIa CJAeIM Ja UMajy HoayJapHe u ocrasne yriose. CHenmjanano, BayKn
£S'R'Oy = £Q'R'O3, miTo c¢Mo u XTen 1a JoKaxkeMo. IIpema Tome, Tauke
P, Q, R, S jecy KonnHeapHe WM KOHIWKJITIHE.

8. [IpernocraBmpa ce ga cy Tauke A, B pasjmunte, nHade je 33/aTaK TPUBH-
jamaH n uMa GECKOHAYTHO MHOTO peliema.

Ananmmsa. Heka je k kpyr Koju ucnymaBa ycIoBe 3a1aTKa, Tj. Heka k 3 A, B
u Heka k mgomaupyje p. AKo ce Kpyr k u mpaBa p AOAUPY]Y yV HEKO] OJ1 Tadaka
A, B, nenrap Kpyra k HaJa3u ce y MPeceky mpasBe Koja je y TOj TaYKu yIpaBHa
Ha MpaBoj p u Meaujarpuce ayKu AB. Y cynmpoTHOM, 01a0epruMo 3a IeHTap
HHBep3Uje HeKy oI Tadaka A, B, Hmp. Tauky A.

Heka je [(A, p) Kpyr mpOM3BOJBHOT MOTYIpeTHUKA p > () U HeKa je Tadka
B’ nara ca B’ = iy(B), npasa k' narta ca k' = ¢;(k \ {A}) u xkpyr p’ mar ca
P\ {A} = Ui(p), mpu wemy k' Z A up' > A. Kpyr k caapxu tauxy B u
JI0IMpYje TpaBy p, Na caeau Ja npasa k' cagp:ku tauky B’ w gomaupyje Kpyr
P/, Tj. 1a je TamrenTta m3 tauke B’ Ha xpyry p'.

Koucrpykmnuja. Ako Heka o Ttadaka A, B mpumaaa mpaBoj p, KOHCTPY-
UITAMO HOPMAJIy Ha MPaBOj p YV TOj TAUYKH W KOHCTPYHUIIUMO MeIHjaTPHUCY
ayxu AB. Y mpeceky THX TpaBuxX 03HAYMMO Tadky (O W KOHCTPYHITHMO
kpyr k(O,OA).

Heka p # A, B. Koucrpyumumo xpyr [(A, p) Tpon3BOBHOT MOTYIPEtd-
uuka p > 0. Korcrpyummmo Kpyr p' Koju cajp:Ku Tauky A TakaB J1a BayKn
P\ {A} = ¥u(p). Onpeannvo Tauky B’ = 1;(B) n KOHCTPYUITHMO TAHTEHTY
k' u3 tauke B’ na kpyry p’ takBy ga k' Z A. Koucrpyumumo Kpyr k Koju
canpxku Tadky A rakap ma Baxu k\ {A} = (k).
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Joxka3z. Axo Heka o1 Tauaka A, B nmpumaja mpaBoj p, KOHCTPYHCAHH KpPyT k
TPUBHjATHO UCIYHaBa YCJIOBe 33JaTKa. 3aucTa, meroB mnentap O mpumnaia
Meaujatpucu ayxu AB, ma momTo My je noaynpearank OA, ciiean 1a caapxu
tauke A, B, a momTo je npaBa p HOpMaJIHa HA OJroBapajyhem moJyrnpeqHuKy,
cJeJn JIa je TaHTeHTa, Tj. Jia Kpyr k Jogaupyje mpaBy p.

Heka p # A, B. Tlo kouncrpykuumju, k' je mpaBa Koja He caJpKu Tauky A,
Tj. IeHTap WHBEp3Hje, ma je k Kpyr Koju caap:xku Tauky A. Taxobhe, mpasa
K canpxn rauxy B’ = ¢y(B), na caequ na k caapxu tauky B = i(B’).
Konauno, nmpaBa p He caapxu tadky A, ma je p’ jecre Kpyr Koju cajp:Ku
Tadky A, a mo KOHCTPYKuuju npasa k' goaupyje Kpyr p’ (y Tauku pa3jinanToj
on Tauke A, jep je k' He cajapxku), ma ciaeau jga Kpyr k' 1ojupyje mpasy p.

Juckycuja. Axo Heka ox Tadaka A, B mpunama mpaBoj p, 3aJaTak nUMa,
JEIMHCTBEHO peTierhe aKo JIpyTa Of HhUX He TMPUIajia MpaBoj p, NHaYe HeMa
pemrea. AKo HujemHa oa Tadaka A, B He mpumaja mpaBoj p, OHIA je 6poj
pelerma jeaHak Opojy TaHrenarta u3 Tauke B’ Ha Kpyry p’ Koje He cajpike
Tauky A, mTo Moxke 6uTn Hyma ako je B’y ymyrpammoctn kpyra p’, jesan
ako je B’ y cnomammoctn Kpyra p' m jeaHa oj Tanrenara je npasa AB’,
OJIHOCHO JIBAa Y CBUM OCTaJnM ciaydajeBuma (B’ He MoxKe NpPUTIAIATH KPYTy
P, jep pasmarpamo ciayuaj kax p # A, B). Ilrasume, tauka B’ npumnajia
CTIOJBAIILOCTH Kpyra p’ ako u caMo ako Baxu A, B + p, a npaBa AB’ je
TaHTeHTa Ha Kpyry p' ako u camo ako Baxu AB || p.

9.

Awnanm3za. Heka je k xpyr Koju mcnymaBa ycjaoBe 3aJlaTKa, Tj. Heka k >
A u meka k gommpyje kpyrose ki, ks. Heka je (A, p) Kpyr mpon3BosbHOT
nonynpednnka p > 0 u Heka je mpasa k' mara ca k' = ¢k \ {A4}). 3a
npaBy k' Baxkm ma He caap:ku Tauky A. Pasmumkyjemo Tpum ciaydaja: Kaja
tauka A mpumamga u kpyry ki m kKpyry ko, KaJa TPUIAIa TATHO jeTHOM O
HrX (6e3 yMamema OIMIITOCTH, KPpyTy k1) W KajJa He NPUIaga HUjeIHOM O
BUX. Y IPBOM CIYYajy ce HHBEP3UjOM Yy OJHOCY Ha KpyT [ 06a Kpyra (cTporo
dbopmanno, 6e3 Tauke A) ciukajy y mpase Koje He cajpxke tadky A. [Tomrro
ce Kpyrosu ki, k nonupyjy y Tauku A, Ha ocHOBY 1. 3aJaTKa CJI€IN 1a BAXKW

1|l . Uern 3akspyuak Baku u 3a npase kb, k', 1j. Baxu kb || k. YV apyrom
caydajy je kb = (ke) Kpyr Koju He caap:ku Tadky A uw moampyje npaBy k',
Tj. k' je TanrenTa Ha Kpyry kj, u mapasenna je ca kj. Y tpehem ciyuajy cy
u k= YP(ky) u kl, = ¢;(ky) kpyroBu Koju He cajgpzxke Tauky A u moampyjy
npaBy k', Tj. k' je 3ajennnuka tanrenTa Kpyrosa ki, kj.

Koucrpyknuja. Koncrpyummnvo kpyr [(A, p) Tpou3BO/BHOT TOTYIPETHIKA
p > 0. Y 3aBucHOCTH OJ1 Tora ja Ju Tadka A mpumnajga kpyroBuma ki, ky win
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He, KOHCTPYUIIUMO BUXOBe cauke ki, k, nmpu uusepsuju ;. Koucrpyummvio
npaBy k' Koja He caapzKu Tauky A u ncnymasa jeman o ciaegeha Tpu yeaosa:
1. mapasesna je npasuma ki, kb ako A € kq, ko;

2. napaJsenna je npaBoj k] m Tanrenta je mHa Kpyry kb, ako A € ky m A & ko;
3. 3ajenHmdKa je TaHreHTa Ha Kpyrosuma ki, kb, ako A & ki, ks.
Kouncrpynmmnmo kpyr k xoju camapxku tauky A taka ma Baxu k \ {A} =

U (K).

Hoxka3z. [To koucrpykiuju je k' npasa koja He cajp:Ku Tadky A, Tj. neHTap
uHBep3nje, na je k kpyr koju caapxku tauky A. [IpaBa koja He caapxku
tauky A u mapasensa je mpasoj k' ciumKa ce y Kpyr KOju Ioaupyje Kpyr k
y IEeHTpY WHBep3Hje, Tj. y Tadku A, a Kpyr KOju He caJapKu Taduky A u
noaupyje npaBy k' cimka ce y Kpyr KOju He CaIpKu Tauky A u goaupyje
kpyr k. IIpema Tome, y CBUM NMPETXOHO pa3MaTpaHuM CJIydajeBUMa, CJIEIN
J1a Kpyrosu ki, ko 10aUpYyjy Kpyr k.

Huckycuja. Bpoj pemema jeanax je O6pojy mpaBux He caap:ke Tadky A u
UCIymaBajy oaroBapajyhu ycios u3 gena Koncerpykiuja. ¥ mpBoMm ciaydajy
mva OEKOHATHO MHOTO Pelliera ako ¢y mpase kf, kb, mapaseste, 0OJHOCHO HeMa,
pererma ako ce Te TpaBe ceky. ¥ JIPYroM cjiydajy O0poj TaKBHX MTPABUX MOYKE
OWTH jeJlaH WM JIBa, Y 3aBUCHOCTHU OJ] TOTA Ja JIM HEeKa O]l JIBEjy TAHTeHTH Ha
KpyTy k) Koje cy mapasesne mpaBoj kj cajgpxku tauky A wim He, a y Tpehem
caydajy 6poj TAKBUX TTPaBUX MOZKe OUTH OJT HY/Ia 10 YeTUPH, ¥ 3aBUCHOCTH OJT
MehycoGHOT mostozkaja Kpyrosa ki, kb (padyHajy ce u 3ajeJHUUKe CHOJbAIIHE
W 3ajeJJHIYKe YHYTPAIIHhe TAHTeHTe).

10. Pememe oBor 3ajarka nehe 6UTH JaTO KA0 peIiermha OCTAJIUX KOHCTPYK-
THUBHUX 3ajiaTaka (Mako Tpeba UCHUCATH CBe YeTHPH eTale, Kao Uy OCTAIUM
TaKBUM 3aJanuma), jep hie ce jeaHoctaBHOM TpaHCHOPMAIMJOM JTOBECTH 10
HEKOT O] MPeTXOJ/IHA JIBa 3a/1aTKa, Koja 3HaMo j1a permimvo. Heka kpyr k(O, r)
nonupyje kpyrose ki(Oq,r1), ko(Oa,79), k3(O3,73) coma. Heka je, 6e3 yma-
herba ONIITOCTH, 71 < T9,73 W Heka je [(O,r+r1) kpyr. Tama kpyr [ caapxn
meatap O7 Kpyra ki. AKO BaKi HeKa OJ JeHAKOCTH Ty = Ty, 7| = '3, OHJA
Kpyr [ caap:ku u HeKy ox Tadaka (O, O3. AKO caap:ku obe, OHIA je OH OIHh-
cann kpyr tpoyraa AO;0503. AKo cajpKu caMo jeaHy oj mux (6e3 yma-
herba ommrocTr, Tadky Oq), oHga oH moaupyje Kpyr l3(Os,r3 — 1) crioba.
Jaxne, Taga kpyr [ caapxu tauke O, Oy u gogupyje Kpyr [3 crosba, 1ma ce
HeroBa KOHCTPYKITHja BPIMU CJAUTHO Kao y 8. 3aJaTKy. Tamo je, moayire, 3a-
maTak OMO J1a ce KOHCTPYHUIIEe KPYT KOJH CAIpKU JIBE JaTe TauKe U J0JUpYje
aTy IpaBy, a OBJE YMECTO IpaBe Tpebda Ia J0AUpyje KPyr CIo/ba, aad ce U
OBaj 3a/laTaK pPerraBa Ha WCTH HAUYWH. AKO He CAJpKU HUje/HY O Tadaka
Os, O3, ouna mogupyje u kKpyr lo(Og, 79 — 1) cromba u kpyr l3(Os, 735 — 1)
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CTIOJba, M Ce HeroBa KOHCTPYKITHja BPIIH UCTO KAO Y MPETXOIHOM 3aJIaTKy
(KpyT Koju cajipKu JaTy TadKy W JOJUPYje JABa Jara Kpyra), ¢ THM IITO Ce
OBJIe Y3UMAajy V 003Up caMo 3aje/IHMYKe CIIO/ballihbe TAHTeHTE U TO TaKBe Ja
cy Oq,l5,1 c ucre crpane Te Tanrente, nnade he Kpyr 100ujeH WHBEP3UjOM
JIOUPUBATH KPYTOBE o, [3 YHYTPA.

5 HNzomerpujcke TpaHcdopMamuje paBHI

Pexksm cmo ma cy jaBe durype nogyaapHe ako uMajy UCTH OOJIMK W UCTY
BeJIMYNHY, aTH U JIa TaKBa AedUHUINja HUje Npenu3Ha, jep je TemKo aedu-
HUCATH TOJMOBE OOJIMKA U BeJIMYWHE. 3aTHM CMO PEKJH Ja Ccy JBe (urype
MO/Ty/TapHE aKO Ce MOMEePAmeM jeJHe O/ ’bIX MOYKe JIOBECTH 0 HUXOBOT Mpe-
KJIamama. Y OBOM IOIVIaB/by MpoydaBahemo yrnpaBo Ta ,Kperama’ durypa.
YBeuMo Tpenusny aeuHuIm;y.

Hedbununuja 25. Heka je o paBan. [Ipecankapame J : oo — «, TaKBO J1a,
3a cBaku nap tavdaxa (A, B) pasuu « Baxn (A, B) = (J(A),J(B)), nasusamo
UBOMEWPUIeKOM Wpanchopmayujom (U3oMemWPujom) PABHE (.

Hapasno, penamnuja nogyaapHocTi mapoBa Tadaka jecTe OCHOBHH TOjaM,
Tj. He mecdunumie ce. CBe m30MeTpHje cy OHUjeKIHje, CIUKA]Y MpaBe y MpaBe
(mraBuire, WyBajy pacrnope] Tauaka Ha TpaBoj, Tj. ako Baxku B(A, B, (),
ouma Baxn B(J(A),J(B),3(C))), moaynpase y moiyupase, IyKH Y TyKH,
MOJIYPABHU y TOJIYPABHU, yraoHe JIUHUje y yraoHe JUHHUje, YIJIOBe y YIIOBe
utTa. JeauHo 1MITo W30MeTpHuje MOTy Jia He 4yBajy jecTe OpHjeHTaInja PaBHU
7 TaKBe M30MeTPHje HA3UBAMO UHJUPEKWIHUM T30MeTprjaMa, a OHe Koje Jy-
Bajy OPHjeHTAINjy PaBHU HA3UBAMO gupekiinum U3oMeTpujama. Taxobe,
KOMIIO3unuja J§ o J m3oMerpuja J,J Takohe je mzomerpuja. [lakie, ympaso
cy mM30MeTpHje TpecinKaBamba Koja 4dyBajy obauk durypa, a 300r ocobune
(A, B) = (3(A),3(B)) crenn ma 4aysajy n Beawdumy. lIpema Tome, mMamo
caenehy (npenusny) neduHUIM]Y TOLYAAPHOCTH.

Hedunumnuja 26. Heka cy &, 9’ C o durypa y paBau . AKO mocroju
m3omerpuja J : a — « paBHU « TakBa jga Baxku O’ = J(P), onma kaxkemo
na je durypa ® uogygapna dburypn ¢ n mumemo ¢ = ¢’

~

Huje memko jpokasaru ja je penamuja = moayaapHocTH Gurypa jegHa
pesanuja eKBUBaJIeHIje. 300T CHMEeTPUYHOCTH pesanuje dernrthe hemo roo-
putu 1a cy durype mehycobrno uogygapre. HapaBHO, jacHO je 1a cy Ay:KH
AB, A’ B" meljycobno nomymapue ako u camo ako Baxu (A, B) = (A, B').

Cana hemo BugeTH Koje CBe M30METPHje PABHU MOCTOje U Y KAKBUM Cy OHE
OJTHOCHUMA.
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Hedbununuja 27. Heka je p C o mpaBa paBHIH (v U HEKa je MPECIUKABAHE
S, naro na ciaegehn maumn: axo je X € p, onga je Sp(X) = X, a unaue
je Sp(X) = X', rme je X' Tauka Taxksa ga je p meamjarpuca ayxu X X'y
pasuu «. Omjga ce npecinkaBame S, Ha3uBa 0cHoM pedaekcujom (ocrom
CUMETIPUJOM) PABHE (¢ C OCOM .

C ocHOM pedJIeKCHjOM CMO ce CYCPeTH joul y OCHOBHOj Tikou. To je
jeaHa m3oMeTpuja, jep je camka mpomsBosbHe ayxku AB Ttaksa nyx A'B’
(A" = S,(A),B" = S,(B)) na je jeana o mUX ,JIHK y OMIeAALy” JPYroj
n obparno. Ounrieano je onga na saxu (A, B') = (A, B), na S, jecre
m3omerpuja. IllTa ce gemapa ako ABAIyT HPUMEHHMO OCHY pediekcujy?
[To medununuju ce Tauke mpase p CIUKajy y cebe, a ako ce X cauka y X'
TakBO Ja je p Meamjarpuca ayxu X X', omma ce X' mopa caukatm y X.
Haxme, S, oS, = Id, mrro 3naun 1a je ocua pediekcuja cama cebn WHBEP3,
OJIHOCHO J1a je muBoJymdja. [lo medwHunmjn ce Tauke oce p camkajy y cebe,
a TadKe BaH TpaBe p ce He CaWKajy y cebe (ma 6u mocrojana Iy duja je p
MeujaTpuca), ma cy jeaune dbuKcHe Tauke (Tauke Koje ce CIHMKajy y cebe)
tadke oce p. IlITo ce mpomene opujentanuje Tiae, ako je AABC MO3UTHBHO
opujeTHUCAH Tpoyrao, Tj. axo cy A, B, Tauke paBHH « TaKBe Jia Ce O]
temena A ka Temeny B ma 3atuMm ka Temeny C' ujae y MO3UTHBHOM CMepY,
ouga je tpoyrao ANA'B'C’, rne cy A, B',C" penom ciauke tasaka A, B,C
npu ocHoj pediiekcuju S,, HETaTUBHO opujeHTHCAH Tpoyrao. IIpema Tome,
ocHa pedIeKcuja Memha OpHjeHTAIln]y paBHU, 1A je WHINPEKTHA H30METPH)ja
paBHWU.

Teopema 12. Axo je J ungupexiing usomempuja pasHu « Koja uma bap je-
gny durcny wmavwky P, onga je T ocna pedaexcuja S, wuja oca p C o cagpocu
Purcny waury P.

Teopema 13 (Teopema o Tpancmyramuju). Heka je p C « Upasa pasnu o,
S, ocna peaercuja u I Upoussomna uzometipuja pashu o. Ako je p’ = I(p),
onga je Jo S, 0T =8,

Hedbununuja 28. Heka je  C o durypa pasan «. Kaxkemo 1a je mpasa p
oca cumempuje purype ¢ ako je S,(®) = ¢. Ao durypa ¢ uma 6ap jeamny
0OCy CUMeTpHje, KaykKeMo Ja je OHA 0CHOCUMETTPUYHA.

Craky n30MeTpHjy paBHU (v MOYKEMO U3PA3UTH TIPEKO OCHUX pediekcuja.
[[ItaBume, yBeK X MOXKeMO 0JabpaT Tako Ja UX Oyae HajBUIIE TPH.

Teopema 14. Hexa je J upoussonmna usometipuja pasnu . Taga je I =S,
3a mewy upasy p C o, uau je J = S, 0 S, 3a nexe upase p,q C o, uAu je
J=38,08,08, 3a nexe upase p,q,r C a.
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Y nedbununuju 15 yBeu cMo mojaM mpaMeHa IpaBux y paBHu. lIpamen
IpaBUX je V JUPEKTHO] Be3W ¢ KOMIO3UIMjoM ocHEUX pedekcuja. Hamwme,
BayKu cjejeha BaykHa Teopema.

Teopema 15. Hexa cy p,q,r C « upase pasnyu «. Onga je KoMuo3uuuja
S, 08,08, ocna pedaekcuja arxo u camo axo Upase p,q,r UPULAGAY jegHOM
apameny. llmasuwe, Wwaga oca We pedaekcuje (03nanwumo je ca s) upuiaga
WoMm Tpamery U axo je Upasa a 0ca CuMetlpuje Tapa Upasur p,r, Waga je a
oca cumetpuje uapa Upasus q,S.

VTBpAUMO KOje joIl U30MeTpuje paBHH MOCTOje.

Heduunnnmja 29. [IpeciukaBame £ : @« — « TakBo ga je £(X) = X 3a
cBaky Tauky X € a HA3UBAMO KOUHUUJEHUUJOM.

Kounnunenmnuja je, y cTBapu, WICHTHYIKO MpecaukaBame. OHO je TpH-
BHjaJHO m3oMmerpuja, jep je (A, B) = (A, B) = (£(A),E(B)) 3a cBaku map
tagaka A, B. C o63upom Ha 1o 112 je 08, = Id = &£, numamo penpesenrarujy
KOWHITUJICHIMje TTPEKO MPOU3BOJA JI€jy M30MEeTpHja. | pUBUjATHO, KOUHIIH-
JIEHTAja je TUpPeKTHA W30MeTpHuja PaBHMU.

Teopema 16. Axo usometpuja J pasnu o uma bap Wpu wexosuneapHe Huk-
cne wavke, onga je J = E. Aro gupextina udomewpuja J pasru o uma 6ap
gee pasne gukcre wavke, onga je J = &.

Hedunumnuja 30. Heka je S € o Tauka paBHU (v ¥ (0 OPUjEHTHCAHU yTao
y 10j paBuu. IIpecimkaBame Rg, : @« — a TakBo 1a je Rg,(S) = S
n Rso(X) = X' rae je X' TakBa ga Baxu SX = SX' n LXSX' = ¢
(momymapHu cy W MMajy MCTY OpHjeHTanujy), 3a Tauke X #* S, Ha3uBa ce
powmavujom (yeHmparrom polaywjom) OKO IMeHTPa S 38 OPUJEeHTHCAHN YTao
©.

Jla 6ucmo pazymesim KaKO poTallfja Mpec/jnKaBa Tadke PaBHU v, 3aMU-
CJIUMO JIa UMaMO KPYTH TIITANl 9UjU jeJIaH KPaj y TMeHTpy S u Koju je puKcu-
paH, a JApPyru Kpaj je y npom3Bo/bHOj Tauku X paBHU «. Poramujom mramna
33 OPHjeHTHCAHH yrao ¢ nobujeMo mojoxkaj tauke X' = Rg,. Kako Bu-
JIeTH POTAIM]Y KAo KOMIO3UIH]Y JABejy ocHUX pedtekcuja? O3HAYUMO ca p
MPOU3BOJbHY TPABY PABHU (¢ KOja CAJPKU TauKy S W ca ¢ MpaBy PaBHU «
J00Wjeny poTanmjoM mpase p OKO HenTpa S 3a opujentncann yrao 5. Huje
TENIKO JIOKa3aTh J1a Y TOM CIydajy Baxn Rg, = S; 0 S,. Hakme, porannja
je KOMIIO3HUIja OCHUX pediekcuja dmje ce oce CeKy y MeHTPY poTallfje TaKo
JIa je OPHjeHTUCAHU yrao OJ OHe ITpaBe y OJHOCY Ha KOjy ce MPBO MpHUMe-
myje pediekcuja (1akie, ¢ jgecHe cTpane cuMO0JIa ) Ka JPYroj MoayaapaH
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MTOJIOBUHU OPHWjeHTHCAHOT yTa poTanuje. HamomennMo ga pempeseHTarmja
poramuje Rg, kKao S, o S, Huje jeAuHCTBeHa, jep mpaBe p,q MOXKEeMO POTH-
parm OKO IeHTpa S 3a MPOM3BOJBLAH yrao m aoburtu npase p', ¢ Takse 1a je
kKoMmo3unnja Sy o S,y Takobhe jegHAKA TOJIA3HOj POTAIM]H.

Ako Tauky X mpBO pormpamMo OKO Tadke S 3a OPHUjEHTUCAHU yrao (p, a
MIOTOM OKO MCTe TadKe 3a OPHjeHTHCAHU YTao ¢, MOTIYHO HCTY TAa4Ky hemo
JIOOUTHU Kao Ja CMO OMaX Tadky X POTHpATIN OKO Tauke S 3a OpHjeHTUCAHH
yrao ¢+1. Ounrirenno je Rgoe = Rss600 = &, jep ce poranujom 3a 0° Humrra
He JermaBa, a poranujom 3a 360° obube meo Kpyr OKO Tadke S, Ma ce BpaTUMO
y nodeTHy Tadky. [Ipema Tome, ako ca — 03HAYMMO yrao oy apaH yriy ¢
KOJU MMa CYIIPOTHY OPHjeHTAIN]Y O] hera, OHa je joa = Rs,—,. Honapame
yria 360° HumTa He Mema, na MOKeMmo pehu u ja je joo = Rs.3600—p-
Poramnuja je nupexkTHa m3omerpuja. To MoxkeMo BUASTH KaKO U3 AeduHuImje,
TaKO U U3 pelpeseHTanuje S,08,, jep Y paBHU IIOCTOje caMo JBe OpHjeHTaIuje,
ma IOIITO ce MPUMEHOM JBejy pedieKchja ABAMyT IIPOMEHH OpHjeHTaIlH]ja,
cJIeJIN J1a je Ha Kpajy OpHjeHTalnnja ucra kao n Ha moderky. [1ITo ce pukcHmx
Tavaka Tude, Baxu ciaegaehe. Ako je ¢ jennak mexom o yriiosa 0°, 360°, onma
je v nmuTamy KOWHIIUIEHIja, Tj. CBe cy Tauke (DUKCHE, a aKo HHUje, OHJA je
jennHa (pUKCHA Taduka MEeHTap poTaluje, Tj. Tadka S.

Teopema 17. Axo gupextina udomemipuja J pasHu o uma WawHo jegny huk-
cruy mauky S, onga je I = Rg,, 30 HEKU OPUJEHTIUCAHY YI00 © PA3AUMUTE

og 0°,360°.

Crenujaanan caydaj meHTpaJHe poTalije jecTe OHAaj y KOMe je yrao po-
rannje jennak 180°. Tama 3a tauky X' = S(X), rme je X # S, Baxn
ma je SX' = SX u £XSX' = 180°, 71j. Baxu B(X,S,X”). Tauka S je
onga cpeaumte ayxku X X', IIpecaukaBame Koje je nedUHECAHO HA CIXIAH
HAYWH jecTe ynpaBo ocHa peduiekcuja. Crtora ce OBO Mpec/inKaBambe Ha3WBA
UEHTAPANHOM CUMETTPUjoM W O3HauaBa ce ca Sg. JacHo je ja Baxkn Sg' = Sg,
jep je Rg}lgoo = Rs360°—1800 = Rs1s00- Lakobe, axo je Sg =S, 0S5, onaa je
OPHjEHTHCAHU YTao OJI IpaBe p Ka MpaBoj ¢ MOIyJIapaH yriIy % = 90°, Tj.
Baxu p L q.

Poramuja 3a yrao ¢, takaB ga je —180° < ¢ < 180° m ¢ # 0°, ciuka
mpaBy p y mpaBy p| Koja ¢ HBOM TPaad yrao @, 6e3 o03upa ja Ju mpaBa p
CaJIpyKU MEHTap poTalyje Win He. 3aucra, Heka je S neHrtap waBepsuje, N
MOJIHOKje yIpaBHE W3 Tadke S Ha MpaBoj p, P Tadka mpase p TakBa Ja je
APSN = ¥ (mogysapHH yrIOBM ¥ HCTAa OpHjeHTamuja), () TauKa mpase p
TakBa 1a je LNSQ = $ u R = Rg,(Q). Hoxaxmmo ga je Q = Rg,(P).
Tpoyraosu APSN, AQSN jecy nogyiapHu, jep UMajy 3ajeJHHIKY CTPAHUILY
SN u Baku LPNS = 90° = LQNS uw LPSN = LQSN (nuje 6urna opwu-
jenrannja). Caenn na je SP = SQ, a nomro je L{PSQ = APSN+ANSQ =
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£+ £ = ¢ (cax ysumamo y o63up u opHjeHTAnm]y), 3aucTa je () = R (P).
[Ipema Tome, caean ga je p' = Rgo(p) = QR, nma je yrao nsmehy npasux
p,p' jemnak yrny £PQR. U3 npasoyruor Tpoyrina ASN(Q nobujamo ma je
ANQS =90° — LNSQ = 90° — £. Tlomrro je Rg,(LPQS) = £LQRS, cienn
NOJLY/IAPHOCT THX yrjoBa, a 300r £ PQS = ANQS = 90° — £ cienu ja je
APQR = APQS + £QSR =2-(90° — £) = 180° — ¢. Tume je m0ka3 3aBp-
IIeH, jep ako je jeJan o yriaosa maMehy mpaBux p, p’ jennak 180° — ¢, meMy
HAMOPEJHN yTao je jeJHaK (.

Hedbununuja 31. Heka je f@ BeKTOp y paBhu «. llpecinkapame T 3 :
—
a — a gato ca T3(X) = X', rae je X' taxsa ma je X X' = 1@, Ha3HUBa Ce

wpancrauujom 3a BekTop AB.

Tpancianuja He MpejcTaB/ba HAMITA JPYTO HETO MTPABOJIMHUJCKO KPETamhe
y onpehenom cmepy. Axo je AB HeHyda BEKTOD, OHJA TPAHCTIAINNja HEMA
dUKCHEX Tadaka, a ako jecTe, OHIA Cce HUjeJHA TauKa He IoMepa, Tj. CBe
cy tauke ukche (y nuTamy je Kounnugeniuja). Huje Temko Bugeru ga je
KOMITO3HIIja TpaHcaamnuja 3a Bekrope AB, BC tpancnamnuja 3a Bekrop AC =
AB + BC, xao HEI [1a je HHBep3 TpaHCIanuje 3a BeKTop AB TpaHcnamumja 3a
Bektop BA = —AB. [akie, TpaHciaanmje (3ajeHO ca KOWHIMIEHIHOM )
YUHe TPYNy Koja je MoArpymna rpyie n30MeTpHja.

Heka je p mpasa koja caapxku tauky A u ynpasHa je na npasoj AB u neka
je ¢ mpaBa koja cagpzxu cpegumre C' ayxu AB u ynpaBHa je Ha npaBoj AB.
Jacwo, Taza je p || ¢. Huje remko nokazatn ma axu T = S,08,. [lakme, n
TPaHCJAIN]Y BUIMMO Kao KOMITO3UIIH]Y JiBejy ocHuX peduiekcruja. Hapapho,
OBO HHUje jejMHa pelpeseHTalija TpaHcaanuje T3, Tj. yMecTo npaBux p,q
MOKeMO TocMmarpatu mpase p’, ¢ Koje cy ynpabHe Ha AB u Hajiase ce Ha
pacTojamy ‘42—3, opHu 4eMy je cMmep of mpase p’ Ka IpaBoj ¢ UCTH Kao CMep
BekTOpa AB.

6 IloenkapeoB AucCK MogeJa

Heka je k xkpyr eykauacke paBHE Kojer hemMo Ha3uBaTu aticosytmiom. Hbe-
roBa YHYTPaITHocT (OTBOPEHH JINCK) MPeJICTaB/ba jeHy h—paBaH, Tj. MO
paBHu xunepbonake reomerpuje. Cama armcosyra Hije y OKBUPY MOJesa, Tj.
HUje /1e0 h-PaBHU U CMaTpa ce Ja ¢y TO OECKOHAYHO JajeKe Tadke. Tauke
TOT OTBOpEHOr JucKa HazmBamo h-Ttaukama. IlIto ce h-mpaBux Tude, ome
lie 6uTu mpejcTaBbeHEe WK OTBOPEHUM MPETHUIUMA ATICOTyTe (JTaK/Ie, OTBO-
peHHM TeTHBaMa Kpyra k Koje cajprke HeroB IeHTap), Kao W OTBOPEHUM
KPY’KHHUM JIYKOBUMA, OHUX KPYTOBa KOjU CYy YIIPaABHU HA allCOJIYTH, YUje CY
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Kpajibe Tauke Ha amcoxytu. Jlakie, h-TpaBe cy AeJOBH eYKJIUJICKAX MPABUX
aKO caJIpzKe MEeHTap alcoJIyTe, OJTHOCHO JIEJTOBU €YKIHJICKIX KPYToBa KOJU CY
YIIPABHU Ha allCOJIYTH.

JacHo je kako ce gedwunninie perannja h-usmely (By), na cy tume ge-
dpuHUCAHN W TIOJMOBH h—TioJIynipaBuX, h—ay»x)u, h—yrjaoBa, h—TIOJUTOHCKHUX
munuja uta. V3 akemoma HempeKuTHOCTH 33 TTpaBe U HUXOBUX MOCTEIUIA 33
Kpyr (/leleKuHI0BA TEOpEMa) CJIeJIN Ja BazKe aKCHOMe HeMpPeKuIHOCTH. JIBe
h-tipaBe cy h-mapaJjesHe ako ce CeKy Ha alCOJyTH, a aKo Cy JINCjyYHKTHE
n Hucy h-mapaJjenne, oujga cy h—xumneprnapasjenne. JeJguHO HaM HeJI0CTaje
Jla BHIMMO Kako ce jedunnnre h—TmoayJapHOCT. 3a TO HaM je J0BOJbHO
Jla OTIHUIIEMO KaKo U3IJeajy h—m30MeTpuje, OJHOCHO KOja MpeCcIuKaBama y
OKBHDPY Mojiesia (JIakjie, CIUKajy YHYTPAIIOCT JUCKA Y ¢e0e) MPeICTaB/bajy
h—u3zomerpuje. Kao mro 3mamo, cBaka uzoMerpuja (GHI0 eyKIHICKe, OUIO
XHUIepOOINIKe PABHU) MOYKEe Ce MPEeCTABUTH KA0 KOMITO3WBHja HABHUINE TPUjY
ocHUX pediekcuja, 1ma je J0BOJHHO J1a JeduHUTIIeMO ocHe pedieKcnje MoIea,
Tj. h—pednekcuje. AkKo je h—mpaBa p 1e0 eyKIUICKe HpaBe, JehUHAITIMO
h-pedraexcujy S, Tako ga cBaky h-Tauky CAHKa Ha HCTH HAYUH Kao OJIrOBa-
pajyha eyknuacka ocna pedrekcuja. Ako je, mak, h—mpasa p 10 eyKINICKOT
Kpyra, jgedunummumo h—pediiekcujy SI’} TakKo Jia cBaky h—tadky X CJauKa y
h—rauky X' Koja ce jobMja eyKJMICKOM HHBEDP3UjOM Y OJHOCY Ha, €yKJIUI-
CKU KpyT Koju cajapxku h-tpaBy p. OBo je cacBum mpupogHa geduHunmja,
jep je mHBep3HWja, Ha HeKH HaduH, pediekcuja y ogHocy Ha Kpyr. [lomytre,
eYKJIMJICKA WHBEP3Uja He IyBa eYKJIHJICKY TOAYIAPHOCT, aau heMo y Mojaeny
neduaUCaTH h-TIO0AYyaPHOCT TaKo Jia je WHBep3uja Kao h—pedJiekcuja qyna,
na 6w ona Owna h-w3omerpuja. Huje temrko nmpoBepuTu ga je oBako Je-
dpuHUCAHO TpecnKaBambe WHINPEKTHO U Ja uMa 0ap jeJaHy (pUKCHY TadKy
(mrasuire, cBaka Tadka h-mpase p je GUKCHA), A 3AUCTA TPEJICTABbA OCHY
pedrexanjy y Mmoaeny, Tj. h—pedexcujy.

Caa nMamo peasiHy TMpeCcTaBy KaKO W3TJIe/la paBaH XUIEePOOINTIKe Teo-
Merpuje. HamomeHmMmo Kako ce Mepe ayKUHe U yrjioBd y oBoM Mmojeny. C
063upoM Ha TO Ja (eyKJIHWACKe) WHBep3Hje He uyBajy (eyKJINICKY) moiyaap-
HOCT TAapoBa Tadaka, CJEIM Ja AYKUHA h—Iy:KH HHje jeTHaKa eyKJIHICKO]
IYVKUHE ojAroBapajyhe my:ku mam KpyzkHOr Jjyka. Illto je h—tauka Oamzka
alCoOyTH, Tj. OEKOHAYHOCTH, TO pacCTOjarbe O e I0 Heke (bukcupane h—
Tadke cBe 6pxke pacre. Mehyrnwm, (eykiamacka) naBep3uja dyBa (eyKInICKe)
yriaose wamely kpusux. OpaBae ce Moyke W3BecTH J1a je h—Mepa yriaoBa je-
HAKa eyKJIUJICKO] MepH, Ma IMaMo Ja cy h-TpaBe h—0OpTOroHAJTHE aKO U CaMO
aKo Cy oroBapajyhu eykInjacku KpyroBu u /Wi eyKJInjacke mpase MehycoGHo
OPTOTOHATHH.

Yumennna j1a cy h-mpase Koje mpoJiase Kpo3 MeHTap arcoIyTe JeJ0BH ey-
KJIMJICKUX MPaBUX O BEOMA je BEJIMKe KOPHUCTH. 3aTO je OJ BEJIUKOD 3Ha4daja

139



npoHalin HAYMH KaKO MPECTUKATH MPOU3BOBHY h—Tauky A y IeHTap armco-
ayte O. Hajbome je mahu h-peduiekcujy, jep ce jeIHOCTABHO KOHCTPYHIITY
CIMKe Tadaka W h-TPaBuX NPH eyKJIUACKUM pedekcnjamMa W eyKInJICKIM
naBep3njama. Koucrpyummmo eykaniacky wopmaay n #Ha OA y taukm A,
O3HAYMMO jJeIHY OJI IeHUX MPECeUHNX TadaKa ca arncoayToM ca 1’ u KOHCTPY-
UIMIMO TaHTeHTy ¢ Ha amconytu k y taukum 1. Hben mpecek ¢ mosympaBom
OA ozmaunmo ca A'. Kpyr [(A’, A”T) nma ocobuny na My IeHTAp TpUIaia
TaHTeHTH Kpyra k, ma je oproroHangaH Ha Kpyry k, Tj. Ha ancoayTH, IITO
3HAYM JIa CaJApKKW Tadke h-TipaBe, KOojy hemo mcro o3nauntu ca [. Tpoy-
riosn ANA’AT, AA'TO wmajy 3ajaanaku yrao Koja temena A’ u nomynapue
npase yriose L A'AT, L A'TO, na cy cinuau. Crean ja je ﬁi? = j“:g, Tj.
na je A’/A- AO = A'T? mna je ¥y (A) = O. Kako u h-pedaekcuja S* ne-
JTyje MCTO Kao eyKJIujcKa mHBep3uja 1, caemu aa je SI(A) = O, na je Tumve
onpebena h-mpasa [ Taxsa jma ce h-pediexcujom S Tavka A ciuka menTap
armcosryre O. OBa KOHCTPYKIIMja HAM je HajBakKHUja, jep he ce kopucTuT y

CBHIM 3aJaIlIMA.

1. IIpernocraBumo ma ce h—radka A moKJama ¢ IMEHTPOM amcoayre. Taza
h-tpaBa n Kojy Tpeba Ja KOHCTPYHUIIEMO CAJIPYKU IEHTap alCcoJyTe, ma je
neo eykanjcke npase. [lorpebno je ma ona Oyje ynpaBHa Ha h-TIpaBoj a, ma
aKko je h-mpaBa a /€0 eyKJIWJICKEe TpaBe, KOHCTPYUIIEMO EYKJIUICKY MPaBy
KOja caJpKu Tauky A m HOpMa/Ha je Ha MpaBoj Koja caapxKu h—TpaBy a, a
aKo je h—mpaBa a Je0 eyKIUJICKOT KpyTa, KOHCTPYHUIIEMO eyKIUICKY MpaBy
KOoja caJpKu Tadky A m HOpMa Ha je HAa KPYry KOjU CaapKu h—TIpaBy a,
Tj. eyKJHJICKY MPaBy KoOja CaJAp:Ku Tadky A W meHTap Kpyra KOju CaIpKu
h—1paBy a.

[IpermocTaBuMo caga 1a ce h—Tadka A pasimukyje o menTpa ancoayre O.
Y YBOIHOM JIe/Ty je OIMUCAHO KAaKO ce MOxKe KOHCTpyHucaTu h-TpaBa [ TakBa
na ce h—pedurekcujom y ogHOCY Ha By h—Taduka A CIMKa y IMEeHTap amcoayTe
O. Koncrpyunmmo h—upaby @’ Koja je cauka h—tpase a npu h—pediekcujn
y oHOCY Ha h-mipaBy [ (cavKa eyKJIMICKe TpaBe Wi Kpyra pH eyKJIH/ICKO]
nnaBep3ujn). [laxie, h-pednekcujom y omnocy Ha h-mpaBy [ npecankasn
cMo h—tauky A y nenrap ancosnyre O u h—tpaBy a y h—-tipaBy @’ u THMe CMO
mpobhJIeM CBEJIM HAa OHAj KOjH yMeMo ja pemmumo. Jlakie, KOHCTpYHUIIHMO h—
npaBy n’ xKoja caapxu h-tauky O m ynpasHa je Ha h-TIpaBoj @’ Kao y IpPBOM
caydajy. C ob63upom Ha TO 1a cy h—pedekcrje MHBOIYIMje, TOHOBHOM IPH-
MeHOM h—pedekcuje y onrocy Ha h—mpaBy [ cimkamo h—tadky O n h—mpaBy
a’ y h-tauky A m h-1paBy a, a IOIITO je U M30METpHUja, HEeHOM MPUMEHOM
Ha h-upaBy n’ mobuhiemo h-1paBy n Koja caapzKu h-Tauky A m HOpMasHa je
Ha h—1paBoj a, MTO ce U TPaKMUJIO.

2. TIpernocraBumo 1a ce jeana ox h—radaka A, B mokjama ¢ IEHTPOM afl-
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conmyre (Heka je TO, 6e3 yMamema OmmTocTi, h—rtauka A). Y yBomHOM ety
CMO BHJIe/TH KaKO Ce KOHCTpyuire h—IpaBa § TakBa ja ce h—pedekcujom y
oxHocy Ha wy h-tauka B cianka y nenrap amnconxyre A. Ho, npumernmvo ga ta
h-tipaBa s Huje HuITa APYTro HEro h—cumerpana h—ayxu AB, ma my Tpeda
KOHCTpyHuCaTH.

[IpernocTraBumo cama ga ce h—tauke A, B pa3qukyjy oI IEHTpa alco-
ayre O. Koucrpyummmo h—cumerpany [ h—-nyxu OA un o3maunmo ca B’
cauky h-rauke B npu h-pediekcnju y omHocy Ha h-tipaBy [ (cimka Tadke
npyu eyKJInJCKoj nuBep3uju). laxie, h-pediekcujom y omHocy Ha h-TmipaBy
[ npeciukagm cmo h—rtauke A, By nenrap ancoayre O u h—tauky B’ u Tume
CMO TIpODJIeM CBeJIM Ha OHAj KOjU yMeMo Ja penumMo. Jlakie, KOHCTPYHUIITIMO
h—cumerpany s’ h—nyxu OB’. TlonoBHOM puMeHOM h—pedJieKcuje v OIHOCY
Ha h-npasy [ ciukamo h-rtauke O, B’ y h-tauke A, B, a h-cumerpany s h—
nyxu OB’y h—cumerpany h—nyxu AB.

3. IlpernocraBumo 11a ce h—radka X MOKJara ¢ MeHTpoM arcosayTe. Taja ce
h—xpyr k uanju je h—tientap h—-tauka X u caapKu h—taduky Y mokjala ¢ ey-
kanickum Kpyrom k(X, XY'). (Baucra, h—kpyr k mpejicraBba reOMeTPHjCKO
MeCTO Tadaka Koje cy h—ocHocuMmeTpudHe h—Tadkum Y y oaHOCY Ha h—TipaBe
nmpamMeHa HpaBuX Koje cajpxke h—radky X, a nomro ce h—pediiekcnje v oi-
HOCY Ha Te h-TipaBe MOKJIANA]y € eyKJIUICKAM OCHUM pediekcrujama, Crieau
na je h-xpyr k mokmiana ¢ eykauackum kpyrom k(X, XY).)

[IpermocTaBuMo caga ga ce h—tauka X pasIukyje oj IMeHTpa aIlcoJyTe
O. Koucrpyummvo h—cumerpany | h—nyxu OX u o3uaunmo ca Y’ ciuky h—
tadyke Y mpu h—pedaekcuju y ognocy wa h-mpany [. lakiae, h—pedaekcujom
y omHOCy Ha h—tpaBy [ npecankaan cMo h—rtadake X, Y y menrap amcoayre O
u h—radky Y’ u Tume cMO TpobJieM CBeJTM Ha OHAj KOJU YMEMO Jia PertiMo.
Jakme, koacrpyummmo h—kpyr k' amju je h-tnenrap h-tauka O U caapKu
h-rauky Y’'. IlonosmoMm mpumenom h-pediexcuje y oamHocy Ha h-tupaBy [
cimkamo h—rauke O,Y’ y h-rauke X,Y, a h—xpyr k' y h—xpyr k auju je
nenrap h—rtauka X m cajap:xu h-tadky Y.

4. VckopuctumMo npeTxoann 3ajarak. Koucrpyurmmumo h-—xpyr k ¢ h-1en-
tpoMm A Koju canp:ku h—tauky B um h—kpyr | ¢ h-meatpom B Koju caapKu
h—tauky A. Y mpeceky kpyrosa k, [ o3aaunmo h—tauky C. Taja je h—Tpoyrao

h h
AABC upasunan, jep je AC = AB n BC = BA (h-noaynapHoct).

Hamomena 12. Kao u y eyKJIHACKO] T€OMETPHjU, YV XUIEPOOTHIKO] reoMe-
TPHjU BaKu Jia ce HacnpaM Beher yrima y Tpoyriy Hanasm ce Beha crpanmia,
a HacmpaM IMOAYJIApHUX yIJIOBa MOAyIapHe cTpanuie. IIpema tome, yrimoBu
MPaBUJIHOT TPOYTJIA Y XWUIEPOOJNIKOj reomeTrpuju jecy noayaapuau. Mehy-
THM, ¢ 003UPOM Ha TO Jia je 30up yriaoa y Tpoyriay mamu ox 180°, ciean na

141



cy ta yooBu Mambu of 60°! [Ipema Tome, morpemtso 6m OMIO0 KOHCTPYHCATH
y 6m1o Kojoj ox tadaka A, B yrao ox 60° momohy Tora Tpaxkutu teme C', jep
ce onjia Hehe 00UTH NpaBUIaH TPOYTAO.

5. Osznaummo ca S mpecek gaTux h—-tnpaBux p,q. [IpermoctaBumo ma ce h—
Tagka S MOKJIamma ¢ MeHTpOM amcoayTe. Taga cy h—tmpaBe p,q JeT0OBH ey-
KJIUJICKAX TpaBux u h—yrao £pSq ce MoKIama ¢ eyKJIHJACKAM yriaoMm 4pSq.
Koncrpyunmmo eykanicky OUCEeKTpUCY TOT yrjia u oHa he OUTH U TparkeHa
h—bucexkTpuca.

[IpermocraBumo caza jga ce h-Ttadka S pa3iankyje O IMEHTPa aIlCoJyTe
O. Koucrpyumumo h—cumerpany | h—ayxu OS n o3naunmo ca p', ¢ couke
h—tpaBux p,q npu h—pednekcuju y omHocy Ha h-tupasy [. [laxme, cBenn
cMo TpobJIeM Ha TMPETXOIHH, KOjH YMEMO Ja PermnMo, Ma KOHCTPYHUIITAMO h—
oucekrpucy s’ h—yria £p'Oq’. TlonoBrOM ipuMeHoM h—pediekcuje y OTHOCY
Ha h—npasy [ ciimkamo h—npase p', ¢ y h—upase p, ¢, a h-oucekrpucy h—yria
£Lp'Oq v h—cumerpany s h—-yrina £pSq.

6.

O

[Torpeban nHam je h—yrao %, na KoHCTpyuimumo h—yrao £p(Oq Tako ga My

Teme OyJie TleHTap arcoayTe (Tajga cy My Kpaly JeJOBH eYKJINJICKAX TPABUX ).
Ja 6ucmo gobuan h—ayx h—wmepe 117} (%), nmoTpebHa HaM je h—TipaBa Koja je
yIpaBHA HA jeJiHOM h—Kpaky Tor h—yriaa (Hup. Og), a h—mapajienHa ¢ mbero-
BuM JpyruM h—xpakom (Hmp. Op). Ta h—mpaBa He MoxkKe CaJIp:KaTH IEHTAD
arcosyTe, jep oHja Hehe OuTH mapaJieHa HH ca jeJHOM KPaKoM yTiia, Ma CIeaIn
Jla MOpa MPUTIAJIATH eyKIUICKOM KPYTY Yiji ce (eyKJIUICKN) IeHTap HaJIa3n
Ha eyKJUICKOj mpaBoj Koja caapxku kpak (Og. Taj eykymackum kpyr mopa
cajgp:kaTu Tauky X y mpeceky amcoayre u mnoiaynpase Op (1a 6u h—mpasa
KOjy CaJpKu Taj Kpyr) 6una h-napasenna ¢ h—kpakom Op, a Takohe mMopa
OWTH yIpaBaH Ha AICOMYTH Y TOj] TAUKH, A CJIeJIH Ja HEroB IMeHTaAp MPUIaIa
TAHTeHTH Ha ancoayTn y Tauknu X . lakse, mearap (J; TOor Kpyra HaJIa3u ce y
npeceky Te TaHrenTe u (eykjancke) nosynpase Og, ma KOHCTPYHITAMO KPyT
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n(O1,01X). O3naunmo ca A h—rauky y mpeceky h—mpase n u h—kpaka Oq.
Tana je OA h—ayx xoja je, mo nedunnnuju dyukmnuje JlobaueBckor, h—mepe
I (4£pOq) = 1! (5).

2

7 Crepeomerpnja

Y 0B0j 0bacTH OJT HHTEpeca HaM je eyKJIHJICKA TeOMETpHUja Y TPOCTOPY.
Hanomenumo nedunuimje u tBphema Koja 0b0aBe3HO MOpAMO UMATH HA yYMY
pe Hero MTO MOYHEMO Ja PernraBaMo 3a/1aTKe.

Hedunumnuja 32. Heka je m paBan um p mpaBa Koja TpPOANWpE TY PaBaH.
Kaxemo 1a je mpasa p yupasna (Hopmanna, opmoionanna) Ha paBHu 7 (U
obparHo), y o3nai p L mu m L p, aKko je ynpaBHa Ha CBaKO]j MPaBOj ¢ paBHU
T KOja CaJpzKH MPOJOPHY TAYKy PABHHU T U IPaBe p.

Yeos u3 peduHuANMje 0ONTHO HETje TOTOIAH 33 TPOBepPy. 3aTO KOPUCTHMO
ciaenehy Teopemy.

Teopema 18 (Kommm). Heka je m pasan u p Upasa koja Upogupe WY paGaH.
Axo je upasa p yupasHa Ha gEEMA Pa3HUM TPABUMA PABHU T KOJe CagpiHce
UPOGoOPHY WAYKY PABHU T U TUpase P, OHGA je Upasa P YUpasHa Ha PAGHU T.

Teopema 19. Hexa je A wauxa u 7 pasan. Taga Toctoju jequuctisena
upasa n Koja cagpotcu Wawky A u YupasHa je Ha PasHU .

Teopema 20. Heka je A wawka u p upasa. Taga TocWoju jequuctisena
pasar T Koja cagpocu Wavwky A u yupashna je Ha UPaeoj p.

Teopema 21 (O Tpuma Hopmanama). Axo je Gpasa p HOpMaAa u3 Wawke
O wma pasnu ™ u Tpogupe je y Wwaurku P, a Q Tognoocje nopmane us P na
upasoj q C m, waga je OQ L q.

Hedbununuja 33. Juegapcka Tospw Zapl jecte yHHja MOIypPaBHU pa W
pf ca 3ajenawakuM pybom p. OBe moaypaBHH HA3UBAMO UAHOCHUMA WA
CUPaHaMa Te THeIaPCKe TMOBPIIH, & IPaBY P HEHOM UBULOM.

Kao mrro yraona Jimanja pas/arke paBaH K0joj MpHIIaia Ha, JIBe 00JIaCTH,
TaKO W JMeJapcKa TMOBPIT pa3Jjazke MPOCTOP Ha JBe 00JacTH. YHHUjy aue-
JlapcKe MOBPIIK U HEKe OJ] TUX 00JJAaCTH HA3HUBAMO JUEGPOM U O3HATABAMO Ta
ca Lapf. Jemau oj auenapa je yBeK KOHBEKCAH (IIPEICTaB/ba IMPECEK JBajy
MOJIYIIPOCTOpA YUji cy pyOOBH paBHU KOje cajprKe IJbOCHU THEIAPCKE IO-
BpIIHN).
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Teopema 22. Heka je Zapf guegapcra Uospus u HEKA CY Y1, Y2 PAGHU KOjE
CY yupasHe Ha usuuY p wWe guegapcke uospwu. Taga we pasnu cexy guegap-
cky mospu, o yraonum sunujama Zai1O1by, ZasOsby Wakeum ga cy yirosu
£La101by, £a305by mehycobro Gogygaphu.

Hedbununuja 34. Cpaku o1 yrioBa W3 MPETXOIHE TeOpeMe Ha3WBa Ce Ha-
TUOHUM YTAOM THEIPA.

Huje Temko mpumerutn jaa cy aBa aumeapa MelycobHO momaymapHa ako u
€caMO aKO Cy TaKBU M HUXOBW HATMOHW YTJIOBH.

Hedbununuja 35. Heka je Lapf muenap. [lomypasan py ¢ pybom p, koja
npunaga auenpy Lapf m genm ra Ha aBa MelycoOHO momymapra gameapa
Lapy, £ypf, HABUBA Ce& CUMETTPANHOM TOAYPasHY, nueapa £Lapf.

Teopema 23. Hexa je Lapf guegap. Taga je cumemipanna GoAYypasaH guegpa
Lapf ckyu ceuxr mavarxa X Upocwopa koje Uputagajy quegpy Lapl mWakee
ga je XY = XZ, 1ge je Y tognooicje yupasre us X Ha ToAypasHu pa, a Z
uogHootcie yupaste ud X wa worypashu p.

Jlaxse, cuMmeTpaJiHa IMOIypaBaH JIHeIpa je YOIIITemhe ODHCEeKTPUCe yria.
Hedbununuja 36. /luemap je upas ako je meroB HarmOHU yrao Mpasb.
Crnuane neduHANM]e UMaMO 3a OMITAP W TYM JTHeaap.

Hedunnnuja 37. Pasuu «, § cy meljycobro yupashe (nopmasre, optiotonasne),
y o3HaIM o | [3, ako caJprKe I/BOCHH MPABOT JIHeIpa.

Teopema 24. Hexa je a pasar u p upasa yupaswa wa pashu «. Taga je
ceara pasaw [3, Koja cagpotcyu Upasy p, YupasHa Ha PasHU .

Hedbununuja 38. Heka cy Sa, Sb,Sc Tpu moaynpase y TpOCTOPY ca 3a-
jeIHUIKUM TeMeHOM S Koje He mpumazajy uctoj pasau. Tama ckym £LaShU
£AbSc U £LcSa nazuBamo wpuegpom. Tauky S Ha3sHBAMO WeMeHOM TOT TPH-
empa, momymnpase Sa, Sb, Sc meroBum usuuyama, a yriaose £aSb, £bSc, £cSa
I€TOBUM CUPAHAM.

S
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Hedbununuja 39. Ilpase p, ¢ HAZUBAMO MUMOUAG3HUM TIPABAMA aKO HE
MMOCTOJW paBaH KOja UX CAJPIKU.

Teopema 25. Hexa cy p, q mumouaasdne upase. Taga tGoctioju jequHciiieena
upasa n Koja je YyupasHa U Ha TPasoj p U Ha Upaso] q.

MumonnasHne mpaBe HeMajy 3ajeITHIIHIX Tadaka, [a CTora yuiom u3Mehy
MUMOUJIA3HUX TIPABUX P, ¢ CMATPaMO yrao u3Mehy OUIO KOjUX JIBejy MpaBuUX
7', ¢ koje ce cexy, Taksux na je p’ || pu ¢ || g. [Ipema Tome, Mozkemo n3BecTn
caenehn 3aK/bydak.

Teopema 26. Axo je upasa n yupasha Ha PasHUu T, OHGA je OHA YUPAEHA HA
c8aK0] Upaso] e PasHU.

Teopema 27. Axo je upasa n yupasHa Ha geema HEUAPAAEAHUM TUPAEUMAI
PABHYU T, OHGa je Upasa n YupasHa Ha PLBHU T .

3ancra, ako je mpaBa n YIpaBHA Ha JBeMa HeMapaaeTHUM MpaBUMA P, ¢
paBHHU 7, TaJla je OHa yIpaBHa Ha TpaBuMma p’, ¢’ paBHE T KOje CaJpzKe Mpo-
JIOPHY Ta4dKy TpaBe n ¥ paBHU T ¥ MMapaJiesHe cy IpaBuMa p, ¢, a IMoIITo ITpaBe
P, ¢ HUCY TapaJiesHe, OHJa Cy Tpase p', ¢ pasanaure, ma TBpheme caean Ha
ocHoBy KommjeBe Teopeme.

1. a)

[TpaBe AB; u BC) cy mumonnasme, ma je yrao u3mel)y \uX jegHaK yriIy
m3mehy mpasux AB; u AD;. Tpoyrao AAB;D; je jeqHakKoCTpaHUYHH, jep
cy mwerose usuie MehycoGHO mojgyaapHe (CBe TpH Cy MOJYIApHE THjaroHan
crpane Korke), na je £ By AD; = 60°.

6)
Dy (4
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Henyje ma je mpasa C'D; ynpasua na pasuu AB,C1D. 3aucra, nmpasa
CD; je ynpasua ua npasoj C1 D (aujaronarne ksaapara C'CyD1D), a npasa
B,CY je ynpasua na pasau C'C; D, D, na je ynpasua ua mpasoj C'D;. lakie,
CDy L CiDwu CD; L BiCy, naje CDy L ABiCiD. Onasne caenu aa je
ACD; L AB,C\D, jep paBan ACD; camgpxu npaBy C'D; koja je ynpaBHa
na pasuun AB,C1D.

B)

Ayl

3 noka3a mpeTxoHor jeia OBOr 3ajaTKa ciaean aa je npasa C' Dy ynpas-
Ha Ha paBuu AB,CD, na je ynpasua Ha npasoj AC,. Hakne, AC} L CD;.
Takobe, mpaa By D; je ynpasna ua pasun ACC1A;. 3aucra, B1D; L A;C4
(mujaronane kBaapara A; B1Cy D), a nomrro je CCy L A;B1C1 Dy, cnequ na
je CCl 1 BlDl. ,HaKIIe, BlDl 1 ACClAl, IIa cjaeau Ia je ACl 1 BlDl.
[Ipema tome, uz AC, L. CDy w ACT L B1D; cniean ga je AC, L BiCDs.

Ozunaunmo mpogopry tauky npase AC) u pasuun B;CD; ca S. Tpoyrao
AAC: D, je mpaoyryim ¢ mpaBuM yriioM koj Temena Dy, jep je mpasa C7D;
ynpaBHa Ha paBun AA,DiD, ma je ynpaBua u Ha upasoj AD;. Ilpasa DS
npunaga papaun B;C Dy, na creqn ga je ACy L DS, 1j. na je DS Bucuna
npasoyrior tpoyria AAC,D;y. Tpoyrnosu AASD; u ADSC, ¢y cimaan

AS _ SDy _ AD;

(jep mMajy moaymapHe yriioBe), ma CJIeid jaa je s = S = bo- Axojea

nuBHIA Kolke, onaa je AD; = av/2u D1C = a, na je % = g—gi = ‘LT\E = /2.
.. AS AS  SD : ) _ 9. :
Crean na je g5 = 55 56 =V2-vV2=2,1j. AS:SC, =2:1, urro je u
TpebdaJio J0Ka3aTH.

2. S,

Heka je Sabc tpuemap. Tpeba mokasaru ma je £LaSb + £bSc > ALaSc.
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Axko je £bSc > £aSc HejeHAKOCT je TPUBUjATHO UCTYbeHA. [IpeTmocTtaBumo
3aT0 1a je £bSc < LaSc u meka je Sd momymnpasa Koja mpumaia yriay LaSc
takBa ga je £dSc = £bSc. Heka je C' npousBosbHa Tadka MOIympaBe Sc u
Heka je B mpomsBosbHa Tadka mosgymnpase Sb. Heka je D tauka mosympase
Sd mauka ma je SD = SB u neka je A npecedna Tadka moJjynpaBe Sa u
npase C'D. Tpoyriosu ASCB u ASCD cy noxynapuu, jep je SC = SC,
LCSD = £CSB u SD = SB. Cnemn ga je CD = C'B. U3 jennakoctn
AC = AD + DC, mejemnaxoctu tpoyrna AC < AB + BC wu uperxoaHo
nobujene jeqnakoctu DC' = BC cimean na je AD < AB. Tpoyrimosu ASAB
n ASAD wwmajy noaynapre uBuie ca 3ajeHnakuM Temenom S (SA = SA n
SB = SD), na nomro je AB > AD, ua ocuoBy crasa cieau jga je £ ASB >
AL ASD. Tlpema Tome, mobHUjaMo 1a BayKn

£aSb+ £bSc = LASB + £ABSC > LASD + ADSC = LASC = £LaSc.

3. S,

Heka je Sabc tpuegap. Heka A mpon3BosbHaA TadyKa MOJIyIpaBe Sa U HeKa
cy B,C' pemom tauke monaympasBux Sb, Sc takse ma je SB = SC = SA.
Tana cy Tpoyrnosu ASAB, ASBC, ASAC jenHakoKpaku, ma CJIean Ia Cy
cuMerpaJie crpannna tpueapa, 1j. yraoa £LASB,LBSC,LASC, penom
nosynpase SC1, SA1, SBy, e cy Cp, Ay, By cpenumra nyxu AB, BC, AC.
[Ipema ToMe, paBHEH KOje caJpzKe HBHUILY TPHEIpa W CHMETPAJy HACIpaMHe
crpanute jecy pasan SAA;, SBB;, SCC,. C o63upom na 1o na cy AA,, BBy, CCy
TexkuinHe ay:ku Tpoyrna AABC, cienn 1a ce ceKy y jegaHOj TauKh W O3Ha-
qumo Ty Tadky ca 1. Tlpema tome, pasun SAA{, SBB,, SCCY cagpxe Tauke
S, T, na crora caapxke u npay ST. akse, npasa ST je 3ajeHuvka 3a CBe
TPY paBHU, IITO je U TpebaJjo J0Ka3aTH.

4.
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Heka je Sabc tpuenap takas ma je £aSb = £bSc = 45° u LaSc = 60°.
Tpeba mokazaTu 1a je auenap OBOT TpUEIpa, UHja HBUINA CAJIPZKH TOJTYIPABY
Sb u umje cy MbOCHU MOJYpaBHU Koje cajp:ke crpanure £aSb u £bSc Tor
Tpuejpa, npas auegap. Heka je B mponsBo/bHA Taduka mojymnpase Sb u Heka
cy tauke A, C pemom mpecedne Tauke paBHU Koja je y Taduku B ymnpaBHa
Ha mosaynpasoj Sb n momxymnpasux Sa,Sc. Crmeam ga Tpebda mgokasaT ga je
£LABC = 90°.

Osuaunmo SB = a. [IpaBoyrau tpoyrimosu ASBA, ASBC jecy jennako-
Kpakw (jep uMm je jenan o omrpux yriosa 45°), na ciean naje BA = BC = a
n SA = SC = ay/2. Tpoyrao ASAC je jenmaxokpak (36or SA = SC)
quju je yrao npu Bpxy £LASC = 60°, na je y nuramy jeHAKOCTPAHUIHU
tpoyrao. Cremu na je AC' = av/2, na cy crpanune tpoyrna AABC pexom
AB = a,BC = a,AC = av/2. Onapje ciean ja je y THTAIbY TPABOYIIH
Tpoyrao, Tj. 1a je LABC = 90°.

Hedbunumnuja 40. Heka je AB nyx. Pasawm koja caapxku cpemumre S
nyxu AB m ynpaBHa je Ha npaBo] AB Ha3uBa ce MEGUJGAHOM PAGHU TN
CUMETLPANHOM PABHU Ty K ADB.

Mennjamna paBaH Iy:KHU je YOUITewme MmeaumjaTpuce mayxku. [lltaBurme,
Baxku caeqehe TBpheme.

Teopema 28. Heka je AB gyoc. Cryu ceur wavaxa X y Upoctiopy WaKkeus
ga saxcu X A = X B jectiec mequjarna pasar qysrcu AB.

[Tpe mero mrrto morsemamo pernierme HAPeIHOr 3a/aTKa, CIIOMEHUMO CJie-
nehe TBpheme.

Teopema 29. Hexa je Lapf guegapcka Gospus u HeKa je py UOAYPLBAH C
pybom p. Taga woaypasaw py uputaga gquegpy ALapl arxo u camo axo 3a
ceake gee wavwke X,Y Koje upuuagajy umochuma po, pf wol quegpa 8atcu
ga py ceue gyosic XY .

OBo TBpheme je yommreme omrosapajyher tBphema 3a yrioBe y Kojem
MOJIyIIpaBa, duje je TemMe TemMe yria, IpHuiaja yrjy ako U CaMo ako 3a CBaKYy
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JIyZK 9Mja TeMeHa MPUMa ajy KpaluMa TOT yIvia BayKd /1a Ta MOTyIpaBa cede
Ty ny#xK.

Heka je ABCD rerpaenap. [lorpebno je mokaszaru ga mocroju tadka O
takBa 1a je OA = OB = OC = OD. Ha ocHOBy npeTxomHe Teopeme, Ta
TavKa MOpa MpUmagaIn MearjatauM pasanMma usuna AB, BC, AC, AD, BD,CD
rerpaeapa ABC'D. 3a moderax, JTOKaKHMO JIa e MeInjajTHe PaBHH UBHIA
AB, AC ceky. Ako ce one He Ou cekje, Onme OM mapajenna, ma OW OHIA
npaBe AB, AC bune mapajense, jep cy ynpaBHe Ha TapaJeJTHUM DaBHUMA.
Tama 6u tauke A, B, C' 6une koauneapue, mrto Huje moryhe. [lakie, mean-
jamue paBuu uBuna AB, AC' cexy ce mo mpaBoj n Koja MMa OCOOWHY 1a 3a
cBaky meny Tauky X Baxun XA = XBu XA = XC, na creau na npumnajia
Meaujaanoj papau usuie BC. Ha nmpaBoj n Tpeba mponahm tauky O TakBy
na je OA = OD, 1j. Tpeba NpoBEpUTH Ja JU Ce MeIWjaJHa paBaH T WBHUIE
AD wu mpaBa n cexy. Ako To He Om OMO caydaj, oHIa OW MpaBa 1 W paBaH
7 OmIe mapasenne. Y paBHH 7 OM OHJA MOCTOjaja MpaBa MapaseaHa IIpaBoj
n, ma momro je m L AD, ta mpasa 6m Omma ymnpasHa Ha AD, ma 6m 6mIo
n 1L AD. Meljytum, cBe mpaBe Koje caapzke Tauky A W ympaBHE Cy Ha IIpa-
BOj M TPHUNAJIAjy PaBHU KOja CaJApzKu Tadky A W ympaBHa je Ha MpaBoj n,
a 1o je paan ABC, ma 06um ciaegmio ma npaBa AD mpumnaaa TOj paBHH, Tj.
na cy tauke A, B, C, D kommianapue, mro auje moryhe. /lakie, paBaun m u
mpaBa n ce ceky y Tauku O. Ilomro rauka O mpumaja paBHH 71, CIeIH 13 je
OA = OD, a nomro upunaaa mpasoj n, ciean aa je OA = OB = OC, na
ciaenu na je tauxka O mentap omucane cdepe.

Jla O6ucmo jgokasaam da TMOCTOju Tadka S TakBa jga je SA; = SB; =
SCy = SDq, rne ¢y Ay, By, Cy, Dy peaoM MOIHOXK]ja YIPaBHUX M3 Tadke S
Ha crpanama BC D, ACD, ABD, ABC rerpaenpa ABCD, nmorpebHO je Ha
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OCHOBY Teopeme 23. JIOKa3aTH Ja MOCTOjU Tadyka S Koja MPUIATA CBUM CHU-
MEeTPAJTHUM TMOJTYPaBHUMA JHEIapa 4Yhje CYy IJbOCHH CTPAaHe TOT TeTpaeapa.
CumerpaJsina osrypaBaH aneapa dnja je wsnna AD n cumerpasina morypaBaH
auesipa dnja je uBuia BD umajy 3ajeanuuky Tadky [, ma ce ceKy 1o Ipa-
BOj n Koja cajpxku Ty tadky D. CBaka Tauka X mpaBe n mMa OCOOWHY 72 je
XC, =XByuXC; = XA, rne cy Cy, By, A peoM nogHoXKja YIPaBHAX U3
X ma crpanama ABD, ACD, BCD terpaeapa ABC'D, na ciean na npaBa n
MPUIaJa U CUMETPAJIHOj moypaBuu aueapa [uja je ubuna C'D. [llrasurrie,
npasa n npogupe paBan ABC' y Taukum Koja TPUIAIA YHYTPAITEHOCTH TPO-
yrna ANABC. 3awucra, cuMmerpaJiHa ToypaBaH aueapa duja je mpuna AD
ceue upniy BC terpaeapa ABCD, jep Tauka B mpumnajia jeaHo] bOCHH, a
tauka C' apyroj mhocHH TOT auegpa. O3HAUMMO Ty MpecedHy Tadky ca Aj.
CruaHo, cuMeTpaJiHa MoJIypaBaH aneipa unja je upuna BD cede uuiy AC
terpaeapa ABCD, jep tauka A npumana jennoj mpocHu, a tadka C' apyroj
mbocHU TOT jireapa. O3uHadumo Ty npecedny Tadky ca Bi. [lpase AA;, BB,
MpHUITaIajy YHYTpanmocTn Tpoyria AABC, na ciaenn 1a ce ceky y Taukd S
KOja mpunaga yHyTpanrmocTi Tpoyria AABC. YounMmo cuMeTpainy paBaH
nmeapa unja je muna AB. Tauka D mpumaga jeamoj, a Tadka S; MpUIaIa,
JIPyTOj TJbOCHW TOT JWeapa, Ta Ha OCHOBY TeopeMme 23 cjead Ja Ta CAMe-
TpajHa paBaH cede mayxK [S7 y taukm S. Ta tauka je ympaBo TpaykeHH
nenrap ynucane cdepe rerpaeapa ABCD.

6. a) D

Heka je ABC'D rterpaenap u meka cy M, N, P, (), R, S peiom cpeaurira,
usuna AB,CD, BC,AD, BD, AC. Tpeba noka3atu na ce ny:xxu M N, PQ), RS
CeKy y jeHoj Tauku Koja ux cBe mosioBu. Jyxx M) je cpenma JUHHAja TPOY-
rma AABD, na crequ na je MQ || BD uw MQ = %BD. Cnuuno, ny:xx PN je
cpeama gnanja Tpoyria ABCD, ma caenn na je PN || BD w PN = %BD.
Hakme, MQ || PN w M@ = PN, na 3akpydyjemo ga cy tauke M, P, N, Q
KOMILIaHapHe n 1a je dersopoyrao M PN () napanenorpam. [Ipema Trome, me-
rope aujaronase M N, P() umajy 3ajeJHIUIKO CpeauIiTe, Koje hemMo o3HaInTH
caT. [Iyx PR je cpenmwa munnja tpoyrna ABCD, na cienu ga je PR || CD
n PR = %C’D. Takobe, ayx SQ je cpemma jgmauja Tpoyraa NACD, na
crean ga je SQ || CD nw SQ = 3CD. Takne, PR || SQ uw PR = SQ, na 3a-
K/byuyjeMo Ja cy tauke P, R, (), S komiutanapue u ja je dersopoyrao PRQS
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napasenorpam. [Ipema Tome, merose aujaronase PQ), RS uMajy 3aje THUIIKO
cpeaumnre. C 003upoM Ha TO 1a je Tauka 1 cpeaumre ayxku PQ), a 1y:K mMa
JEAMHCTBEHO CPEINIITe, CJeIN Ja je Tadyka 1 3aje/IHUYKO CPEIUTITe Iy 7K1
PQ, RS. Tlpema Tome, cBe TpHU JIy:KH UMAjy 3ajeIHHUKY Tadky 1 KoOja mx
MOJIOBH, TITO je u Tpebaso J0Ka3aTH.

6)

Hexka je T) rmexwumre tpoyrma AABC. Tpeba mokaszaTu ga cy Tadke
D, T, T, xonuneapue u fa je DT : TT) = 3 : 1. Younmo paBan MCD. Ta
paBan caapxku Tauky N jep ona mpumazga ayxu C'D, ma caapKu U TadKy
T, jep je ona cpeamxkre myxku MN. Taxkobhe, Ta paBan caap:ku Tauky 1}
jep ona mpumaga ayxu C'M. Jla 6ucMo JdoKa3aad KOJHHEAPHOCT Tadaka
D_,)T, Ty, npumenumo MenenajeBy Teopemy Ha Tpoyrao AMCN. Ilomrro je
]‘Tﬁ—l% . % . % = % . (—%) . % = —1, ciienm na cy tauke D, T T} konuHeapHe.
[Tpumennmo monoBo MenenajeBy Teopemy, ann caga Ha Tpoyrao ADTiC n
kosmreapre tauke M, T, N. Cnenu na je

_ﬁ_m.ﬁv_ﬁ*(_;)g
- TT, MC ND TT, \ 3/ U

-

ma je f:le =3, 1. DT :TT), =3 :1, mTo je n Tpedaso I0Ka3aTH.

Hedbununuja 41. Tauka 7' 13 mpeTXOTHOT 3a1aTKA HAZUBA CE WEHCUULTLEM
TeTpaejipa.

Heka je ABCD rterpaenap u ueka cy P, Q, R, S peioM cpeInmiTta WBUIA
BC,AD,BD, AC.
a) Tpeba mokazaru na Baxkun AB = C'D ako u camo ako Baxku PQ L RS.
13 mokasa mperxomHOr 3a7aTKa nMamo jga je PQRS mapasenorpam, Kao u
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na je PS = %AB,PR = %CD. [Ipema Tome, Bazku AB = C'D ako u camo
ako Baxu PS = PR, a nomro je PQRS mapamemorpaM, 0BO BaxKd aKko 1
camMo ako je Taj mapaJiesorpam pom6. Konadno, mapaseaorpam je pomb ako
1 caMo aKoO Cy My JujaroHase meljycobHo ympasHe, Tj. aKO W CaMO aKO BayKu
PQ L RS.

6) Tpeba mokazaru jna Baxku AB | C'D ako u camo ako Baxku PQ = RS.
13 mokaza mpeTXomHOr 3aJaTKa nMaMo ja je PQRS mapajenorpam, Kao u
na je PS || AB,PR || CD. Ilpema tome, Baxku AB L CD ako u camo
ako Baxku PS 1 PR, a momro je PQRS mapajenorpaM, 0OBO BayKiu ako W
caMO ako je Taj mapaJiesjorpaM MpaBoyraoHuk. KoHadHO, mapaJiesiorpaMm je
IPABOYTAaOHHK aKO M CaMO aKO Cy My Amjaronase mehycobHo momaymapue, Tj.
aKo m camMo axko Baxku PQ = RS.

Hekacy M, N, P,Q, R, S penom cpemumita usnna AB, CD, BC, AD, BD, AC
terpaeapa ABCD. IlpernocraBumo 1a je RS 3ajeHmdka HOpMaJIa CTPAHUIA
AC,BD. Tlomro je PN || BD uw MP || AC, cnenn na je RS L PN, MP,
ma je RS ynpaBua Ha paBHEH mapasnenorpama MPN(Q. Ilpema Tome, RS
je yupasua Ha M N, PQ), na cy mapasenorpamu MSNR u PRQS poMboBH.
Cnemn na je MS = MR n PS = PR. Towmro je MS = $BC,MR = S AD,
nobujavo BC' = AD, a momrro je PS = 1AB, PR = JCD, crean ga je
AB =CD.

O6puyTo, npernoctasumo 1a je AB = CD u BC = AD. Tana je MS =
MR u PS = PR. Cnenu na cy napaJsenorpamu M SNR n PRQ).S pombosu,
naje MN 1L SRu PQ L RS. Jlakne, RS je ynpasna na npasuma M N, PQ)
pasau M N P(), na je ynpasua ua T0j pasuu. Cremnumjaiano, RS je ynpasra
wa MP,PN. Tlomro je MP || AC w PN || BD, ciequ na je RS L AC u
RS | BD.

Hedbununuja 42. Terpaenap ABCD je opwmoionanran ako Baxku AB L
CD,BC 1. AD,AC 1 BD.

9.
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Hexka ce sucune AA’, BB’ cexy. Taja nocroju paBaH T Koja WX CapPrKH.
Bucuna AA’ je ynpasna na pasuu BCD, na je AA" L CD, a sucuna BB’
je yopasua na pasuun ACD, na je BB L CD. Ilpema tome, CD L m, ma je
C'D ynpaBHa Ha cBakoj mpaBoj paBuu . CrenujaaHo, ympaBHa je HA TPABO]
AB, 1j. Baxku C'D 1 AB.

Oobparno, meka je AB 1 CD. Heka je m paBan Koja CaJIpKi TadKe
A, A, B. Bucuna AA’ je yupasna ua pasuu BCD, na je ynpasua u Ha C'D.
Cremn na je C'D yupasha Ha paBHE Koja caapxku npase AA', AB, 1j. Ha
pasuu 7. Bucuna BB’ je ynpasua na pasan AC' D, ma je ynpasHa Ha, IIPaBO]
CD. Tlomrro je m paBan Koja cajpzu Tadky B u ynpasHa je #a mpaBoj C'D,
caenu jga Bucuna BB’ mMopa npunajati paBHE T, jep CBe IpaBe Koje cajaprke
tauky B u ympasue cy nHa npaBoj C'D npumazmajy pasau 7. I[Ipema Towme,
sucuae AA’, BB’ npunanajy pasau 7. OHe He Mory OUTH IapaJesHe, jep o6u
taga pasaun BC'D, AC D, Koje cy ynpaBHe Ha IbUMa, OWIe mapasenHe, ma on
ce TMokJamnaJje, mro ou 3Ha4UMI0 ja cy tadke A, B, C, D xommianapue, a TO
uuje moryhe. TTpema Tome, Bucune AA’, BB’ npunaajy jeHoj paBHU U HUCY
napaJiesHe, ma CJaeIu Jia Ce CEKy.

Hexka je A’ mognoxje Bucune u3 reMena A na crpanu BCD. Ilpermnocra-
Bumo ga je A’ opromenrap Tpoyrna ABCD. Tana je BA" L CD, a nomro
jeu AA" L CD, cieqn na je npasa C'D ynpasHa Ha paBHU KOja CaprKu
rauke A, A’, B. Tlpema mome, ciaenau jga je C'D ynpaBHa Ha CBaKo] MPaBoj
Te paBHH, Ia cHenujaaHo u Ha upaso] AB. Cmuuno, DA’ | BC, a mnomro
jeum AA" 1L BC, cnemu ga je mpasa BC' ympaBHa Ha paBHU KOja CAIpKK
rauke A, A’, D. Tlpema tome, cieau na je BC ympaBHa Ha CBaKO] IPaBoj
Te paBHU, Na crenujagno u Ha npasoj AD. Takohe, CA" 1 BD, a normiro
jeu AA" L BD, ciean ja je npasa BD ynpaBHa Ha paBHH KOja CaIprKu
rauke A, A’,C. Ilpema Tome, cienn na je BD ymnpaBHa Ha CBaKO] IPaBoj
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Te paBHH, ITa crenujaano u Ha npasoj AC. Jlakie, mokasaanm ¢MO J1a BaxKn
AB 1. CD,BC 1. AD,AC 1 BD, na je terpaenap ABCD opToronamnas.

Obpanyro, Heka je rerpaegap ABCD oproronaman. Tama je AB L
CD,BC 1 AD,AC 1 BD. TlpaBa AA' je ynpasua na pasau BCD, na
cieqn jga je AA" 1 BC,CD,BD. Jlakne, umamo ja je npasa BC' ynpasHa
Ha upasuma AA’, AD na je yopaBHa Ha paBHH KOja UX CAJIPXKHM U Ha CBa-
KOj IIpaBoj Te paBHH, Ia crenujagno Ha upasoj DA’. Ilpema Tome, mpasa
DA’ je Bucuna tpoyrna ABCD. Canano, npasa C'D ynpasHa Ha, paBuMa
AA’', AB na je ynpaBHa Ha PaBHU KOja WX CAJPKW W Ha CBAKOj MPaBOj Te
paBHu, 1a crenujaiaro Ha npasoj BA'. Tlpema tome, npaBa BA' je Bucuna
tpoyria ABCD. Bucune DA’ BA" tpoyrma ABCD cexky ce y taukn A’
KOja je yIIpaBo OPTOIEHTAP TOT TPOYIJA, IITO je U TpedaIo TOKA3ATH.
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