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1 Ïîäóäàðíîñò

Ïîjàì ïîäóäàðíîñòè ïîçíàò íàì jå jîø îä ðàíèjå. Íà ïðèìåð, äâà òðî-

óãëà △ABC è △A′B′C ′
ñó ïîäóäàðíà àêî èìàjó èñòè îáëèê è âåëè÷èíó.

Ìå¢óòèì, òî íèjå äîáðà äå�èíèöèjà, jåð ìè íå çíàìî íè øòà jå òî îáëèê

íè øòà jå òî âåëè÷èíà òðîóãëà. Çàòî ìîðàìî ïðîáàòè äà âèäèìî êàêî jîø

ìîæåìî ñõâàòèòè ïîäóäàðíîñò òðîóãëîöà. Àêî óçìåìî jåäàí îä »èõ, íïð.

△ABC è ïîìåðàìî ãà ñâå äîê ñå ó ïîòïóíîñòè íå ïðåêëîïè ñà äðóãèì,

îíäà jå jàñíî äà ñó îíè ïîäóäàðíè. Àëè, øòà çíà÷è òî äà ãà ïîìåðàìî?

Íè îâî íèjå ïðåöèçíà äå�èíèöèjà, à íàó÷èëè ñìî äà ó ìàòåìàòèöè ìîðà

ñâå ñòðîãî äà ñå äå�èíèøå. Îâî ïðåïóøòàìî òåîðèjè, à îâäå £åìî ïîäðà-

çóìåâàòè äà íàì jå ïîäóäàðíîñò òðîóãëîâà äå�èíèñàíà è êàî ïîjàì ó

ïîòïóíîñòè jàñíà.

Äâå äóæè ñìàòðàëè ñìî ïîäóäàðíèì àêî èìàjó èñòó äóæèíó. Ìå¢ó-

òèì, ïîíîâî èìàìî ïðîáëåì, jåð ìè íèñìî ñòðîãî äå�èíèñàëè øòà jå òî

äóæèíà äóæè. Àëè, íà íàøó ñðå£ó, ïîäóäàðíîñò äóæè ìîæåìî äå�èíè-

ñàòè è áåç ïîjìà äóæèíå, à è òî £åìî ïðåïóñòèòè òåîðèjè. Îâäå £åìî

ñàìî íàïðàâèòè ìàëó äèñêóñèjó îêî òîãà äà ëè ìîðàìî çà äâå ïîäóäàðíå

äóæè AB è A′B′
ïèñàòè AB ∼= A′B′

èëè ìîæåìî, êàî øòî ñìî ñå íàâèêëè,

ïèñàòè AB = A′B′
(òó ñìàòðàìî äà ñó äóæèíå äóæè AB è A′B′

jåäíàêå).

Ó ñóøòèíè, ñòðîãî �îðìàëíî ãëåäàíî, çàïèñ AB = A′B′
îçíà÷àâà äà ñó

äóæè AB è A′B′
jåäíàêå êàî ñêóïîâè òà÷àêà, òj. äà ñå òå äâå äóæè ñà-

ñòîjå èç èñòèõ òà÷àêà. Òàäà ñó îíå èäåíòè÷íå. Ìå¢óòèì, ìè íå æåëèìî

äà ñå îãðàíè÷èìî ñàìî íà òàj ñëó÷àj, ïà £åìî óñâîjèòè äîãîâîð äà êàäà

íàïèøåìî äà jå AB = A′B′
, òî çíà÷è äà ñó äóæè AB è A′B′

è

�

îgógàðíå, à

íå ègåíø

�

è÷íå, òj. jåäíàêå êàî ñêóïîâè òà÷àêà.

Ñëè÷íî, çà äâà óãëà ∡pOq è ∡p′O′q′ ñìàòðàìî äà ñó ïîäóäàðíè àêî

èìàjó èñòó ìåðó ó ñòåïåíèìà èëè ðàäèjàíèìà. Íà ïðèìåð, àêî îáà óãëà

èìàjó ìåðó 60◦, òj. π
3
, îíäà ñó îíè ïîäóäàðíè. Ïîíîâî èìàìî èñòè ïðî-

áëåì, jåð íèñìî ñòðîãî äå�èíèñàëè øòà jå òî ìåðà óãëà. Àëè, ìåðó óãëà

£åìî ïðåöèçíî äå�èíèñàòè ó òåîðèjè, òj. íà ïðåäàâà»èìà, à îâäå £åìî

ñìàòðàòè äà íàì jå ìåðà óãëà äå�èíèñàíà è jàñíà êàî ïîjàì. Òàêî¢å, êàä

ñó îçíàêå çà ïîäóäàðíîñò óãëîâà ó ïèòà»ó, ñòðîãî �îðìàëíî çíà÷å»å

èçðàçà ∡pOq = ∡p′O′q′ jåñòå äà ñå òè óãëîâè ïîêëàïàjó êàî ñêóïîâè òà-

÷àêà, òj. äà ñó èäåíòè÷íè, a êàêî ìè íå æåëèìî äà ñå îãðàíè÷èìî ñàìî

íà òàj ñëó÷àj, ñìàòðà£åìî äà òàj èçðàç çíà÷è äà ñó èì ìåðå jåäíàêå, à

ñàìèì òèì è äà ñó ïîäóäàðíè. Äàêëå, ñëîáîäíî ìîæåìî ïèñàòè äà jå

∡pOq = ∡p′O′q′ óìåñòî ∡pOq ∼= ∡p′O′q′.

Ïîäñåòèìî ñå ñàäà Ñòàâîâà î ïîäóäàðíîñòè òðîóãëîâà. Jàñíî íàì jå

äà äâà ïîäóäàðíà òðîóãëà èìàjó ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíå îäãîâàðàjó£å ñòðà-

íèöå è óãëîâå. Îáðàòíî, çà äâà òðîóãëà △ABC è △A′B′C ′
äîâî§íî jå
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äîêàçàòè ñàìî çà íåêà òðè ïàðà ñòðàíèöà èëè óãëîâà äà ñó ïîäóäàðíè.

Ñòàâîâè êîjè ñå äîêàçójó ó òåîðèjè è êîjè äàjó îâå äîâî§íå óñëîâå çà

ïîäóäàðíîñò äâà òðîóãëà çîâó ñå Ñòàâîâè î ïîäóäàðíîñòè òðîóãëîâà. Èìà

èõ ïåò è ñàäà £åìî èõ íàâåñòè.

Íåêà ñó äàòè òðîóãëîâè △ABC è △A′B′C ′
. Àêî âàæè íåøòî îä ñëå-

äå£åã:

1◦ (ÑÓÑ) AB = A′B′
, ∡BAC = ∡B′A′C ′

, AC = A′C ′
;

2◦ (ÑÑÑ) AB = A′B′
, AC = A′C ′

, BC = B′C ′
;

3◦ (ÓÑÓ) ∡BAC = ∡B′A′C ′
, AB = A′B′

, ∡ABC = ∡A′B′C ′
;

4◦ (ÑÑÓ) AB = A′B′
, AC = A′C ′

, ∡ACB = ∡A′C ′B′
, à óãëîâè ∡ABC è

∡A′B′C ′
ñó îáà îøòðà, îáà ïðàâà èëè îáà òóïà;

5◦ (ÓÓÑ) AB = A′B′
, ∡ACB = ∡A′C ′B′

, ∡BAC = ∡B′A′C ′
;

îíäà jå △ABC ∼= △A′B′C ′
.

A B

C

A′ B′

C′

Äàêëå, ñâàêè îä ñòàâîâà 1◦�5◦ åêâèâàëåíòàí jå ñà ïîäóäàðíîø£ó òðî-

óãëîâà △ABC è △A′B′C ′
.

Ïðèìåòèìî äà âå£ êîä òðîóãëîâà íå ìîæåìî òåê òàêî ïèñàòè çíàê

,,=� óìåñòî çíàêà ,,∼=�. Êîä äóæè è óãëîâà ñå òî ìîæå òîëåðèñàòè, jåð ñå

òó óìåñòî jåäíàêîñòè ñêóïîâà òà÷àêà ìèñëè íà jåäíàêîñò äóæèíà äóæè,

îäíîñíî ìåðà óãëîâà. Ìå¢óòèì, îäãîâàðàjó£à ìåðà çà òðîóãëîâå jå ïîâð-

øèíà, à äâà òðîóãëà êîjà èìàjó èñòó ïîâðøèíó íå ìîðàjó áèòè ïîäóäàðíà.

Çàèñòà, àêî óçìåìî äâà òðîóãëà êîjà èìàjó èñòó îñíîâèöó è âèñèíó, îä

÷åãà jå jåäàí îøòðîóãëè, à äðóãè òóïîóãëè, îíäà jå jàñíî äà îíè íèñó

ïîäóäàðíè, à èìàjó èñòó ïîâðøèíó.

Âðàòèìî ñå ñàäà íà Ñòàâîâå î ïîäóäàðíîñòè òðîóãëîâà. Íà ïðâè ïî-

ãëåä íàì ñå ìîæå ó÷èíèòè äà ñó ñòàâîâè ÓÑÓ è ÓÓÑ èñòè, jåð óêîëèêî

ñó íàìà ïîçíàòà íåêà äâà óãëà òðîóãëà, ïîçíàò íàì jå è òðå£è çáîã òîãà

øòî jå çáèð óãëîâà ó òðîóãëó jåäíàê 180◦, îäíîñíî π. È òî jå ïîòïóíî

òà÷íî. Íî, çàñòàíèìî îâäå çà òðåíóòàê. Íà îâîì ïðåäìåòó ñå èçó÷à-

âàjó äâå ãåîìåòðèjå, åóêëèäñêà è õèïåðáîëè÷êà. Åóêëèäñêà ãåîìåòðèjà

jå ñòàíäàðäíà, óîáè÷àjåíà ãåîìåòðèjà ñ êîjîì ñå ñóñðå£åìî jîø ó îñíîâíîj

øêîëè, à î õèïåðáîëè÷êîj ãåîìåòðèjè £åìî ó÷èòè êàñíèjå. Çà ñàäà £åìî

ðå£è äà ñå èñïîñòàâ§à äà £å ó õèïåðáîëè÷êîj ãåîìåòðèjè çáèð óãëîâà ó

òðîóãëó óâåê áèòè ìà»è îä π è äà òàj çáèð ìîæå áèòè áèëî êîjè áðîj

èçìå¢ó 0 è π. Èç òîã ðàçëîãà ñå îâà äâà ñòàâà è íàâîäå îäâîjåíî, jåð £å
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ó õèïåðáîëè÷êîj ãåîìåòðèjè îâî áèòè äâà ïîòïóíî îäâîjåíà è íåçàâèñíà

ñòàâà î ïîäóäàðíîñòè òðîóãëîâà.

Îñèì ñòàâîâà î ïîäóäàðíîñòè òðîóãëîâà, êîðèñòè£åìî jåäíî âåîìà

ìî£íî òâð¢å»å âåçàíî çà ïàðàëåëîãðàì. Íàjïðå äàjìî äå�èíèöèjó ïàðà-

ëåëîãðàìà.

Äå�èíèöèjà 1. ×åòâîðîóãàî ABCD jå è

�

àðàëåëî�

�

ðàì àêî jå AB ‖ CD è

AD ‖ BC.

A B

D C

S

Òåîðåìà 1. Íåêà jå ó ðàâíè gàø

�

êîíâåêñàí ÷åø

�

âîðîó�

�

àî ABCD. Ñëågå£à

ø

�

âð¢å»à ñó åêâèâàëåíø

�

íà.

1◦ ×åø�âîðîó��àî ABCD jå è

�

àðàëåëî�

�

ðàì.

2◦ Ñâàêà gâà ñóñågíà ó��ëà ÷åø�âîðîó��ëà ABCD ñó ñóè

�

ëåìåíø

�

íà.

3◦ Ïàðîâè íàñè

�

ðàìíèõ ó�

�

ëîâà ÷åø

�

âîðîó�

�

ëà ABCD ñó è

�

àðîâè è

�

îgógàðíèõ

ó�

�

ëîâà.

4◦ AB ‖ CD è AB = CD

5◦ AB = CD è AD = BC

6◦ Äèjà��îíàëå AC è BD èìàjó çàjågíè÷êî ñðågèøø

�

å.

Îâó òåîðåìó íå£åìî äîêàçèâàòè. Ïîäñåòèìî ñå ñàäà öåíòðàëíèõ è

ïåðè�åðèjñêèõ óãëîâà.

Äå�èíèöèjà 2. Íåêà jå k êðóã, íåêà jå O »åãîâ öåíòàð è íåêà ñó A,B,C

òà÷êå ñà òîã êðóãà. Óãàî ∡ACB çîâå ñå è

�

åðè�åðèjñêè ó�

�

àî, à óãàî ∡AOB

çîâå ñå öåíø

�

ðàëíè ó�

�

àî.

A B

C

O

ϕ

D

C′
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Àêî ñó òà÷êå C è O ñà èñòå ñòðàíå ïðàâå AB, îíäà çíàìî äà jå

∡AOB = 2∡ACB. Çàòî ñå ó òîì ñëó÷àjó êàæå äà öåíòðàëíè óãàî ∡AOB

îg�

�

îâàðà ïåðè�åðèjñêîì óãëó ∡ACB. Ñ òèì ó âåçè, àêî jå C ′
íåêà äðóãà

òà÷êà íà êðóãó k òàêâà äà ñó C,C ′, O ñ èñòå ñòðàíå ïðàâå AB, îíäà èç

∡AOB = 2∡ACB è ∡AOB = 2∡AC ′B ñëåäè äà jå ∡ACB = ∡AC ′B. Çà

ïåðè�åðèjñêå óãëîâå ∡ACB è ∡AC ′B êàæå ñå äà ñó íàg èñø

�

èì ëóêîì

èëè íàg èñø

�

îì ø

�

åø

�

èâîì (ó îâîì ñëó÷àjó, ëóêîì ĀB, îäíîñíî òåòèâîì

AB). Ìå¢óòèì, àêî jå D òà÷êà íà êðóãó k êîjà ñå ñà ñóïðîòíå ñòðàíå

ïðàâå AB îä òà÷àêà C,C ′, O, îíäà íå£å áèòè ∡ADB = ∡ACB. �àçëîã jå

òàj øòî »åãîâ îäãîâàðàjó£è öåíòðàëíè óãàî íèjå óãàî ∡AOB. Ó ñòâàðè,

»åãîâ öåíòðàëíè óãàî jå íà ñëèöè îçíà÷åí ñà ϕ è ïðåäñòàâ§à äîïóíó

óãëà ∡AOB äî ïóíîã óãëà. È ó îâîì ñëó÷àjó âàæè äà jå îäãîâàðàjó£è

öåíòðàëíè óãàî äâà ïóòà âå£è îä ïåðè�åðèjñêîã, äàêëå ϕ = 2∡ADB. Èç-
ðà÷óíàjìî êîëèêè jå óãàî ∡ADB. Êàêî jå ïóí óãàî jåäíàê 2π, ñëåäè äà

jå ∡AOB + ϕ = 2π, ïà jå ϕ = 2π − ∡AOB = 2π − 2∡ACB. Îäàâäå

çàê§ó÷ójåìî äà jå ∡ADB = π − ∡ACB.

Ïðèìåòèìî äà ïåðè�åðèjñêè óãëîâè ∡ACB è ∡ADB íèñó íàä èñòèì

ëóêîì, jåð jå óãàî ∡ACB íàä ëóêîì ȦDB, äîê jå óãàî ∡ADB íàä ëóêîì

ȦCB. Ôîðìóëèøèìî òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Ïåðè�åðèjñêè ó�

�

ëîâè íàg èñø

�

èì ëóêîì ñó ìå¢óñîáíî è

�

îgó-

gàðíè. Ïåðè�åðèjñêè ó�

�

ëîâè íàg èñø

�

îì ø

�

åø

�

èâîì ñó èëè è

�

îgógàðíè èëè

ñóè

�

ëåìåíø

�

íè ó�

�

ëîâè.

Âàæè è îáðàòíî. Íàèìå, íåêà ñó ó ðàâíè äàòå òà÷êå A,B,C íà êðóãó

k è òà÷êà C ′
çà êîjó íå çíàìî äà ëè jå íà êðóãó. Óêîëèêî ñó C,C ′

ñà èñòå

ñòðàíå ïðàâå AB è ∡ACB = ∡AC ′B èëè óêîëèêî ñó C,C ′
ñà ñóïðîòíèõ

ñòðàíà ïðàâå AB è ∡ACB + ∡AC ′B = π, ñëåäè äà C ′ ∈ k.

Àêî ñó òà÷êå A,B ñà êðóãà k òàêâå äà jå AB ïðå÷íèê è àêî jå O öåíòàð

êðóãà k, îíäà jå öåíòðàëíè óãàî ∡AOB îïðóæåíè óãàî, òj. ∡AOB = π.

Òåîðåìà 3. Ïåðè�åðèjñêè ó�

�

àî íàg è

�

ðå÷íèêîì jå è

�

ðàâ.

Òåîðåìà 4. Ó�

�

àî êîjè �

�

ðàgå ø

�

àí�

�

åíø

�

à è ø

�

åø

�

èâà íåêî�

�

êðó�

�

à k è�îgógàðàí

jå è

�

åðè�åðèjñêîì ó�

�

ëó íàg ø

�

îì ø

�

åø

�

èâîì.

A B

O

C
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Íàðàâíî, êàêî çíàìî äà ó îïøòåì ñëó÷àjó ïîñòîjå äâà íåïîäóäàðíà

ïåðè�åðèjñêà óãëà íàä èñòîì òåòèöâîì, ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å êîjåì îä òà

äâà óãëà jå ïîäóäàðàí óãàî êîjè ãðàäå òåòèâà è òàíãåíòà? Ìå¢óòèì, êàä

ìàëî áî§å ðàçìèñëèìî, âèäå£åìî äà òàíãåíòà è òåòèâà ãðàäå äâà óãëà.

Ó îïøòåì ñëó÷àjó, jåäàí îä òèõ óãëîâà jå îøòàð, à äðóãè jå òóï, à êàêî jå

jåäàí ïåðè�åðèjñêè óãàî íàä òåòèâîì îøòàð, à äðóãè òóï, îíäà jå jàñíî äà

£å îøòàð óãàî êîjè ãðàäå òåòèâà è òàíãåíòà áèòè ïîäóäàðàí îøòðîì óãëó

íàä òîì òåòèâîì, à òóï óãàî êîjè ãðàäå òåòèâà è òàíãåíòà áèòè ïîäóäàðàí

òóïîì ïåðè�åðèjñêîì óãëó íàä òîì òåòèâîì. Óêîëèêî ñó ïàê îáà óãëà

êîjè ãðàäå òàíãåíòà è òåòèâà ïðàâè, îíäà jå òà òåòèâà ïðå÷íèê, ïà ñó

îáà ïåðè�åðèjñêà óãëà íàä òîì òåòèâîì ïðàâà. À ñâè ïðàâè óãëîâè ñó

ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíè.

Çàâðøèìî îâó óâîäíó ïðè÷ó äâåìà òåîðåìàìà.

Òåîðåìà 5 (Óãëîâè ñà ïàðàëåëíèì êðàöèìà). Íåêà ñó ∡pOq è ∡p′O′q′

ø

�

àêâè gà jå Op ‖ O′p′ è Oq ‖ O′q′. Òàgà jå ∡pOq = ∡p′O′q′ èëè ∡pOq +
∡p′O′q′ = π.

O p

q

O′

p′

q′

q′

Òåîðåìà 6 (Óãëîâè ñà íîðìàëíèì êðàöèìà). Íåêà ñó ∡pOq è ∡p′O′q′

ø

�

àêâè gà jå Op ⊥ O′p′ è Oq ⊥ O′q′. Òàgà jå ∡pOq = ∡p′O′q′ èëè ∡pOq +
∡p′O′q′ = π.

O p

q

O′

p′

q′

q′
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1.

A

B C

C1 B1 D

Íåêà jå D òà÷êà íà ïîëóïðàâîj C1B1 òàêâà äà jå C1B1 = B1D. Òàäà

jå òà÷êà B1 ñðåäèøòå äèjàãîíàëà AC è C1D, ïà jå ÷åòâîðîóãàî AC1CD

ïàðàëåëîãðàì. Ñëåäè äà jå AC1 ‖ CD è äà jå AC1 = CD. Êàêî jå

AC1 = C1B jåð jå C1 ñðåäèøòå AB, èìàìî äà jå C1B = CD, à êàêî ñó

ïðàâå AC1 è C1B èñòå, ñëåäè äà jå è C1B ‖ CD. Îäàâäå çàê§ó÷ójåìî

äà jå ÷åòâîðîóãàî BCDC1 ïàðàëåëîãðàì, ïà èìàìî äà jå BC ‖ C1D è

BC = C1D. Êàêî èìàìî äà ñó ïðàâå C1B1 è C1D èñòå, ñëåäè äà jå

C1B1 ‖ BC, à êàêî jå B1 ñðåäèøòå C1D, ñëåäè äà jå C1B1 =
1
2
C1D = 1

2
BC,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

Äå�èíèöèjà 3. Äóæ C1B1 çîâå ñå ñðåg»à ëèíèjà òðîóãëà △ABC.

2.

A B

C

D

M

N

K

L

P

Q

à) Äóæ MN jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ABC, ïà çàê§ó÷ójåìî äà jå

MN ‖ AC è MN = 1
2
AC. Òàêî¢å, KL jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ACD,

ïà ñëåäè äà jå KL ‖ AC è KL = 1
2
AC. Çàê§ó÷ójåìî äà jå MN ‖ KL è
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MN = KL.

Ñëè÷íî jå è QK ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △BCD, ïà jå QK ‖ BC è

QK = 1
2
BC. Òàêî¢å jå MP ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ABC, ïà jå MP ‖

BC è MP = 1
2
BC, ïà çàê§ó÷ójåìî äà jå QK ‖MP è QK =MP .

á) Èç äåëà 2) èìàìî äà jå MN ‖ KL è MN = KL, ïà jå ÷åòâîðîóãàî

MNKL ïàðàëåëîãðàì. Ñëåäè äà »åãîâå äèjàãîíàëå MK è LN èìàjó

çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå. Òàêî¢å, èç äåëà 2) çàê§ó÷ójåìî äà jå QK ‖ MP è

QK = MP , ïà jå ÷åòâîðîóãàî KPMQ ïàðàëåëîãðàì. Îäàâäå çàê§ó÷ó-

jåìî äà »åãîâå äèjàãîíàëå KM è PQ èìàjó çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå. Êàêî

ñìî äîêàçàëè äà è MK è LN èìàjó çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå, à ñâàêà äóæ

èìà jåäèíñòâåíî ñðåäèøòå, ñëåäè äà ñâå òðè äóæè (MK, LN è PQ) èìàjó

çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå.

â) Äóæ PM jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà△ABC, ïà jå PM ‖ BC, à äóæMQ

jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ABD, ïà jå MQ ‖ AD. Àêî ñà ∡(AD,BC)
îçíà÷èìî óãàî êîjè ãðàäå ïðàâå AD è BC, îíäà òàj óãàî è óãàî ∡PMQ

èìàjó ïàðàëåëíå êðàêå, ïà ñó ïîäóäàðíè. Äàêëå, ∡PMQ = ∡(AD,BC).
Äóæ PN jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ABC, ïà jå PN ‖ AB, à äóæ

NQ jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △BCD, ïà jå MQ ‖ CD. Óãàî êîjè ãðàäå

ïðàâå AB è CD è óãàî ∡PNQ èìàjó ïàðàëåëíå êðàêå, ïà ìîðàjó áèòè

jåäíàêè, îäíîñíî âàæè ∡PNQ = ∡(AB,CD).
Êîíà÷íî, LM jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ABD, ïà jå LM ‖ BD, à

MN jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ABC, ïà jå MN ‖ AC. Ñàäà âèäèìî

äà óãëîâè ∡LMN è ∡(AC,BD) èìàjó ïàðàëåëíå êðàêå, ïà ñëåäè äà jå

∡LMN = ∡(AC,BD).

3. à)

A B

C

C′

H

H ′

Îçíà÷èìî ñà C ′
ïîäíîæjå âèñèíå èç òåìåíà C íà ïðàâîj AB, à ñà H ′

òà÷êó êîjà jå ñèìåòðè÷íà îðòîöåíòðó H ó îäíîñó íà ñòðàíèöó AB (ó ïè-
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òà»ó jå îñíà ñèìåòðèjà). Òàäà jå HH ′ ⊥ AB è òà÷êà C ′
jå ñðåäèøòå äóæè

HH ′
, òj. HC ′ = C ′H ′

. Êàêî jå è ∡HC ′A = ∡H ′C ′A, jåð ñó îáà óãëà ïðàâà

(jåäíàêà 90◦, îäíîñíî π
2
) è AC ′ = AC ′

, íà îñíîâó ñòàâà ÑÓÑ çàê§ó÷ójåìî

äà jå △HC ′A ∼= △H ′C ′A. Äîáèjàìî äà jå ∡AH ′C ′ = ∡AHC ′
. Íàìà jå

öè§ äà äîêàæåìî äà ñó óãëîâè ∡AH ′C è ∡ABC ïîäóäàðíè, jåð £åìî

îíäà èìàòè äà jå óãàî ∡AH ′C ïåðè�åðèjñêè íàä ëóêîì ĀC, ïà £å H ′

ïðèïàäàòè îïèñàíîì êðóãó òðîóãëà △ABC. Óãëîâè ∡AH ′C ′
è ∡AH ′C

ñó èñòè, ïà jå äîâî§íî äîêàçàòè äà jå ∡AHC ′ = ∡ABC. Ìå¢óòèì, êàêî

jå HC ′ ⊥ AB jåð jå HC ′
âèñèíà, è AH ⊥ BC jåð jå AH âèñèíà, ñëåäè

äà óãëîâè ∡AHC ′
è ∡ABC èìàjó íîðìàëíå êðàêå, òå ñó ìå¢óñîáíî ïîäó-

äàðíè.

á)

A B

C

C1

O

H

H1

Îçíà÷èìî ñà C1 ñðåäèøòå ñòðàíèöå AB òðîóëà △ABC è ñà H1 òà÷êó

ñèìåòðè÷íó îðòîöåíòðó H ó îäíîñó íà òà÷êó C1 (ñàäà jå ó ïèòà»ó öåí-

òðàëíà ñèìåòðèjà). Òàäà jå òà÷êà C1 ñðåäèøòå äóæèHH1. Ó ÷åòâîðîóãëó

AH1BH äèjàãîíàëå AB è HH1 èìàjó çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå, òà÷êó C1,

ïà jå ó ïèòà»ó ïàðàëåëîãðàì. Çàê§ó÷ójåìî äà jå BH ‖ H1A è äà jå

AH ‖ H1B. Êàêî jå BH âèñèíà, ñëåäè äà jå BH ⊥ AC, ïà ñëåäè è äà jå

H1A ⊥ AC, òj. ∡H1AC = π
2
. Ïðåìà òîìå, òðîóãàî △ACH1 jå ïðàâîóãëè,

ïà jå öåíòàð »åãîâîã îïèñàíîã êðóãà (äàêëå êðóãà êîjè ñàäðæè »åãîâà

òåìåíà A,C,H1) ñðåäèøòå õèïîòåíóçå CH1.

Ñëè÷íî, AH jå âèñèíà, ïà jå AH ⊥ BC, à ïîøòî jå H1B ‖ AH , ñëåäè

äà jå H1B ⊥ BC, òj. äà jå ∡H1BC = π
2
. Ïðåìà òîìå, òðîóãàî △BCH1

jå ïðàâîóãëè, ïà ñå öåíòàð »åãîâîã îïèñàíîã êðóãà (äàêëå êðóãà êîjè

ñàäðæè »åãîâà òåìåíà B,C,H1) ñðåäèøòå õèïîòåíóçå CH1.

Îïèñàíè êðóãîâè òðîóãëîâà △ACH1 è △BCH1 èìàjó èñòè öåíòàð

(ñðåäèøòå äóæè CH1) è èñòè ïîëóïðå÷íèê (ïîëîâèíà äóæè CH1), òå

9



òè òðîóãëîâè èìàjó èñòè îïèñàíè êðóã. Äàêëå, jåäàí èñòè êðóã ñàäðæè

òà÷êå A,B,C,H1. Êàêî ñå îêî ñâàêîã òðîóãëà ìîæå îïèñàòè ñàìî jåäàí

êðóã, òj. çà ñâàêå òðè òà÷êå ïîñòîjè jåäèíñòâåíè êðóã êîjè èõ ñàäðæè,

ñëåäè äà îïèñàíè êðóã òðîóãëà △ABC (òj. îíàj êðóã êîjè ñàäðæè »åãîâà

òåìåíà A,B,C) ìîðà áèòè èñòè êàî è êðóã êîjè ñàäðæè òà÷êå A,B,C,H1

(äàêëå, çàjåäíè÷êè îïèñàíè êðóã òðîóãëîâà △ACH1 è △BCH1). Îâèì

ñìî äîêàçàëè äà ñå òà÷êà H1 íàëàçè íà îïèñàíîì êðóãó òðîóãëà △ABC,
øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

Øòàâèøå, ó îâîì çàäàòêó ñìî äîêàçàëè è ñëåäå£å. Êàêî ñå öåíòàð

çàjåäíè÷êîã îïèñàíîã êðóãà çà ïðàâîóãëå òðîóãëîâå △ACH1 è △BCH1

íàëàçè íà ñðåäèøòó CH1, ñëåäè äà jå CH1 »åãîâ ïðå÷íèê. À ïîøòî jå

òàj êðóã èñòè êàî è îïèñàíè êðóã çà òðîóãàî △ABC, ñëåäè äà jå CH1

ïðå÷íèê îïèñàíîã êðóãà òðîóãëà △ABC.

Íàïîìåíà 1. Ó çàäàòêó ñå òðàæèëî äà äîêàæåìî äà è òà÷êå ñèìåòðè÷íå

îðòîöåíòðó H ó îäíîñó íà ñòðàíèöå AC è BC, êàî è òà÷êå ñèìåòðè÷íå

ñðåäèøòèìà òèõ ñòðàíèöà, ïðèïàäàjó îïèñàíîì êðóãó òðîóãëà △ABC.
Ìå¢óòèì, òî íèjå ïîòðåáíî ïîñåáíî äîêàçèâàòè. Íàèìå, ñâå òðè ñòðà-

íèöå òðîóãëà △ABC ìå¢óñîáíî ñó ðàâíîïðàâíå, ïà èñòè äîêàç êîjè jå

ïðèêàçàí çà òà÷êå ñèìåòðè÷íå îðòîöåíòðó H ó îäíîñó íà ñòðàíèöó AB è

ñðåäèøòå ñòðàíèöå AB (òà÷êå H ′
è H1) âàæè£å è çà ïðåîñòàëå òà÷êå, óç

ïðîìåíó îäãîâàðàjó£èõ ñëîâà (íïð. ñëîâî A çàìåíèìî ñëîâîì B, ñëîâî

B çàìåíèìî ñëîâîì C, ñëîâî C çàìåíèìî ñëîâîì A, ñëîâî C ′
ñëîâîì A′

è èìàìî äîêàç çà òà÷êå êîjå ñó ñèìåòðè÷íå îðòîöåíòðó H ó îäíîñó íà

ñòðàíèöó BC è ñðåäèøòå ñòðàíèöå BC).

4.

A B

C

C1

T
O

H

H1
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Íåêà jå H1 òà÷êà èç 3. çàäàòêà, òj. òà÷êà ñèìåòðè÷íà îðòîöåíòðó H

ó îäíîñó íà ñðåäèøòå C1 ñòðàíèöå AB. Ïîñìàòðàjìî òðîóãàî △CH1H .

Êàêî jå C1 ñðåäèøòå »åãîâå ñòðàíèöåH1H , ñëåäè äà jå äóæ CC1 òåæèøíà

äóæ òîã òðîóãëà. Òàêî¢å, äóæ CC1 jå è òåæèøíà äóæ òðîóãëà △ABC,
jåð jå C1 ñðåäèøòå »åãîâå ñòðàíèöå AB. Èç 3. çàäàòêà ñëåäè äà jå CH1

ïðå÷íèê îïèñàíîã êðóãà òðîóãëà △ABC, ïà jå »åãîâ öåíòàð O ñðåäèøòå

äóæè CH1. Äàêëå, äóæ HO jå òåæèøíà äóæ òðîóãëà △CH1H , ïà jå »åí

ïðåñåê ñà òåæèøíîì äóæè CC1 òåæèøòå òðîóãëà △CH1H . Îçíà÷èìî ãà

ñà T1 è äîêàæèìî äà jå òî ó ñòâàðè òà÷êà T (òåæèøòå òðîóãëà △ABC),
òj. äà jå T1 = T .

Êàêî jå òåæèøòå ñâàêîã òðîóãëà òà÷êà êîjà äåëè »åãîâå òåæèøíå

äóæè ó îäíîñó 2:1, ñëåäè äà òåæèøòå T òðîóãëà △ABC äåëè »åãîâó

òåæèøíó äóæ CC1 ó îäíîñó 2:1, òj. âàæè CT : TC1 = 2 : 1. Òàêî¢å,

òåæèøòå T1 òðîóãëà △CH1H äåëè »åãîâó òåæèøíó äóæ CC1 ó îäíîñó

2:1, òj. âàæè CT1 : T1C1 = 2 : 1. Êàêî jå òà÷êà êîjà äåëè íåêó äóæ

ó íåêîì îäíîñó jåäèíñòâåíà, ñëåäè äà jå T1 = T . Äàêëå, T jå òåæèøòå

è òðîóãëà △CH1H . Ïðåìà òîìå, òà÷êà T ïðèïàäà »åãîâîj òåæèøíîj

äóæè HO (ïà ñó H, T,O êîëèíåàðíå) è äåëè jå ó îäíîñó 2:1, òj. âàæè

HT : TO = 2 : 1. Êàêî T ïðèïàäà áàø äóæè HO, ñëåäè äà âåêòîðè

−−→
HT

è

−→
TO èìàjó èñòè ñìåð, à èç HT : TO = 2 : 1 ñëåäè äà jå HT = 2TO, ïà jå

çàèñòà

−−→
HT = 2

−→
TO.

Äå�èíèöèjà 4. Ïðàâà êîjà ñàäðæè êîëèíåàðíå òà÷êå H, T,O çîâå ñå

Îjëåðîâà è

�

ðàâà.

5.

A B

C

A′

B′

C′

A1
B1

C1

H

D E

F
k

Íåêà ñó A′, B′, C ′
ðåäîì ïîäíîæjà âèñèíà èç òåìåíà A,B,C íà ñòðà-

íèöàìà BC,CA,AB òðîóãëà △ABC è íåêà ñó A1, B1, C1 ðåäîì ñðåäèøòà
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ñòðàíèöà BC,CA,AB. Äóæè êîjå ñïàjàjó òåìåíà è îðòîöåíòàð H òðîóãëà

△ABC ñó äóæè AH,BH,CH , ïà îçíà÷èìî ðåäîì ñà D,E, F »èõîâà ñðå-

äèøòà. Òðåáà äîêàçàòè äà ïîñòîjè êðóã êîjè ñàäðæè îâèõ äåâåò òà÷àêà

(A′, B′, C ′, A1, B1, C1, D, E, F ).

Ïîñìàòðàjìî ÷åòâîðîóãàî DEA1B1. Äóæ B1A1 jå ñðåä»à ëèíèjà òðî-

óãëà △ABC, ïà jå B1A1 ‖ AB è B1A1 = 1
2
AB, à äóæ DE jå ñðåä»à

ëèíèjà òðîóãëà △ABH , ïà jå DE ‖ AB è EF = 1
2
AB. Çàê§ó÷ójåìî äà

jå DEA1B1 ïàðàëåëîãðàì. Ïîðåä òîãà, DB1 jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà

△ACH , ïà jå DB1 ‖ CH . Êàêî jå CH ⊥ AB jåð jå CH âèñèíà, ñëåäè

äà jå DB1 ⊥ AB. Ìå¢óòèì, èìàìî äà jå B1A1 ‖ AB, ïà jå DB1 ⊥ B1A1.

Ïðåìà òîìå, óãàî ∡DB1A1 jå ïðàâ, ïà êàêî jå ïàðàëåëîãðàì êîjè èìà

jåäàí ïðàâ óãàî ó ñòâàðè ïðàâîóãàîíèê, ñëåäè äà jå ÷åòâîðîóãàî DEA1B1

ïðàâîóãàîíèê. Êàêî ñå îêî ïðàâîóãàîíèêà ìîæå îïèñàòè êðóã, ñëåäè äà

ïîñòîjè êðóã êîjè ñàäðæè òà÷êå A1, B1, D, E.

Ñëè÷íî, ÷åòâîðîóãàî B1C1EF jå ïðàâîóãàîíèê. Çàèñòà, îí jå ïàðà-

ëåëîãðàì, jåð jå B1C1 ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ABC, ïà jå B1C1 ‖ BC
è B1C1 = 1

2
BC è EF jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △BCH , ïà jå EF ‖ BC

è EF = 1
2
BC, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå B1C1 ‖ EF è B1C1 = EF .

Ïîðåä òîãà, C1E jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ABH , ïà jå C1E ‖ AH , à

ïîøòî jå AH ⊥ BC jåð jå AH âèñèíà, âàæè è C1E ⊥ BC. À êàêî jå

B1C1 ‖ BC, ñëåäè äà jå C1E ⊥ B1C1, òj. äà jå óãàî ∡B1C1E ïðàâ, ïà jå

÷åòâîðîóãàî B1C1EF ïàðàëåëîãðàì ñà jåäíèì ïðàâèì óãëîì, îäíîñíî îí

jå ïðàâîóãàîíèê.

Êàêî jå äèjàãîíàëà ïðàâîóãàîíèêà ïðå÷íèê »åãîâîã îïèñàíîã êðóãà,

ñëåäè äà jå »åãîâ öåíòàð ñðåäèøòå äèjàãîíàëå, à ïîëóïðå÷íèê ïîëîâèíà

äèjàãîíàëå. Äóæ B1E jå çàjåäíè÷êà äèjàãîíàëà ïðàâîóãàîíèêà DEA1B1

è B1C1EF , ïà ñëåäè äà îïèñàíè êðóãîâè òèõ ïðàâîóãàîíèêà èìàjó èñòè

öåíòàð è èñòè ïîëóïðå÷íèê, îäíîñíî òà äâà ïðàâîóãàîíèêà èìàjó èñòè

îïèñàíè êðóã. Äàêëå, êðóã êîjè ñàäðæè òà÷êå A1, B1, D, E ñàäðæè è

òà÷êå B1, C1, E, F . Äàêëå, ïîñòîjè êðóã, íàçîâèìî ãà k, êîjè ñàäðæè òà÷êå

A1, B1, C1, D, E, F .

Îñòàjå íàì jîø äà äîêàæåìî äà òà÷êå A′, B′, C ′
ïðèïàäàjó òîì êðóãó.

Äóæ B1E jå ïðå÷íèê êðóãà k, à óãàî ∡B1B
′E jå ïðàâ, jåð jå B′E âèñèíà, à

ïðàâà B1B
′
jå èñòà êàî è ïðàâà AC. Êàêî çíàìî äà jå ïåðè�åðèjñêè óãàî

íàä ïðå÷íèêîì ïðàâ, ñëåäè äà jå ∡B1B
′E ïåðè�åðèjñêè íàä ïðå÷íèêîì

B1E êðóãà k, ïà òà÷êà B′
ïðèïàäà êðóãó k. Ñëè÷íî äîêàçójåìî è äà

òà÷êå A′, C ′
ïðèïàäàjó êðóãó k. Óî÷èìî äèjàãîíàëó DA1 ïðàâîóãàîíèêà

DEA1B1 è ïðèìåòèìî äà jå óãàî ∡DA′A1 ïðàâ, jåð jå DA′
âèñèíà, à

ïðàâà A′A1 jå èñòà êàî è ïðàâà BC. Îíäà jå ∡DA′A1 ïåðè�åðèjñêè íàä

ïðå÷íèêîì DA1 êðóãà k, ïà A′
ïðèïàäà êðóãó k. Çà òà÷êó C ′

óî÷èìî

äèjàãîíàëó FC1 ïðàâîóãàîíèêà B1C1EF è ïðèìåòèìî äà jå ∡FC ′C1 =
π
2
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jåð jå FC ′
âèñèíà, à ïðàâà C ′C1 èñòà êàî è ïðàâà AB. Îíäà jå óãàî

∡FC ′C1 ïåðè�åðèjñêè íàä ïðå÷íèêîì FC1, ïà jå C
′ ∈ k.

Äå�èíèöèjà 5. Êðóã êîjè ñàäðæè òà÷êå A′, B′, C ′, A1, B1, C1, D, E, F

çîâå ñå Îjëåðîâ êðó�

�

.

Äå�èíèöèjà 6. ×åòâîðîóãàî ABCD jå ø

�

åø

�

èâàí àêî ñå îêî »åãà ìîæå

îïèñàòè êðóã, òj. àêî ïîñòîjè êðóã êîjè ñàäðæè »åãîâà òåìåíà A,B,C,D.

A B

D
C

Ïîñìàòðàjìî êîíâåêñàí ÷åòâîðîóãàî ABCD. Íåêà jå îí òåòèâàí. Íà-

ñïðàìíè óãëîâè ∡BAD è ∡BCD ñó ïåðè�åðèjñêè óãëîâè íàä òåòèâîì

BD è ïðè òîìå ñó òà÷êå A,C ñà ñóïðîòíèõ ñòðàíà ïðàâå BD. Ñëåäè äà

jå ∡BAD + ∡BCD = π. Îáðàòíî, íåêà íå çíàìî äà ëè jå ÷åòâîðîóãàî

ABCD òåòèâàì, à èìàìî äà jå ∡BAD + ∡BCD = π. Ïîñìàòðàjìî êðóã

k îïèñàí îêî òðîóãëà △ABD. Êàêî ñå òà÷êå A,C íàëàçå ñà ñóïðîòíèõ

ñòðàíà ïðàâå BD, ñëåäè äà jå óãàî ∡BCD ïåðè�åðèjñêè íàä òåòèâîì

BD, ïà »åãîâî òåìå C ïðèïàäà êðóãó k. Äàêëå, êðóã k ñàäðæè òåìåíà

÷åòâîðîóãëà ABCD, ïà jå ÷åòâîðîóãàî ABCD òåòèâàí.

Äàêëå, óñëîâ äà ñó íàñïðàìíè óãëîâè êîíâåêñíîã ÷åòâîðîóãëà ñó-

ïëåìåíòíè ïîòðåáàí jå è äîâî§àí (äàêëå åêâèâàëåíòàí) äà ÷åòâîðîóãàî

ABCD áóäå òåòèâàí. Ñïåöèjàëíî, óêîëèêî ñó íàïðàìíè óãëîâè ÷åòâîðî-

óãëà ABCD ïðàâè, îíäà ñó îíè ñóïëåìåíòíè, ïà jå ÷åòâîðîóãàî ABCD

òåòèâàí. Îáðàòíî, íàðàâíî, íå âàæè, òj. ïîñòîjå ÷åòâîðîóãëîâè êîjè

ñó òåòèâíè à íàñïðàìíè óãëîâè íèñó ïðàâè óãëîâè (ó ñóïðîòíîì áè òî

ìîðàëî âàæèòè çà îáà ïàðà íàñïðàìíèõ óãëîâà, ïà áè òàj ÷åòâîðîóãàî
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ìîðàî áèòè ïðàâîóãàîíèê, à çíàìî äà ïîñòîjå è òåòèâíè ÷åòâîðîóãëîâè

êîjè íèñó ïðàâîóãàîíèöè).

Îä åêâèâàëåíòíèõ óñëîâà çà òåòèâíîñò êîíâåêñíîã ÷åòâîðîóãëà äà-

£åìî jîø jåäàí. Àêî jå ÷åòâîðîóãàî ABCD êîíâåêñàí è ∡ADB = ∡ACB,

îíäà jå òàj ÷åòâîðîóãàî òåòèâàí. Îâàj óñëîâ jå ó ñòâàðè óñëîâ ïîäóäàð-

íîñòè ïåðè�åðèjñêèõ óãëîâà ∡ADB = ∡ACB íàä ëóêîì ĀB (òà÷êå C,D

ñó ñà èñòå ñòðàíå ïðàâå AB).

6.

A B

C

P

M

Q

R

Íåêà jå M ïðîèçâî§íà òà÷êà íà êðóãó îïèñàíîì îêî òðîóãëà △ABC
è íåêà ñó P,Q,R ðåäîì ïîäíîæjà íîðìàëà èçM íà ïðàâèìà AB,BC,CA.

Óêîëèêî äîêàæåìî äà jå ∡PQB = ∡CQR, îíäà £å çáîã êîëèíåàðíîñòè

òà÷àêà B,Q,C (Q jå ïîäíîæjå íîðìàëå èç M íà ïðàâîj BC, ïà ïðèïàäà

òîj ïðàâîj) óãëîâè ∡PQB è ∡CQR áèòè óíàêðñíè, ïà £å îíäà è òà÷êå

P,Q,R ïðèïàäàòè jåäíîj ïðàâîj, òj. áè£å êîëèíåàðíå.

Óî÷èìî ÷åòâîðîóãàî APMR. Îí jå òåòèâàí, jåð ñó ìó ñóïðîòíè óãëîâè

∡APM è ∡ARM ïðàâè, ïà ñó ñóïëåìåíòíè. Ñëåäè äà ñó è äðóãà äâà

ñóïðîòíà óãëà ñóïëåìåíòíà, òj. ∡PAR + ∡PMR = π. Äà§å, óî÷èìî

÷åòâîðîóãàî CQMR. È îí jå òåòèâàí, jåð ñó ìó ñóïðîòíè óãëîâè ∡CQM

è ∡CRM ïðàâè, ïà ñó ñóïëåìåíòíè. Îäàâäå £åìî çàê§ó÷èòè äà ñó ïå-

ðè�åðèjñêè óãëîâè ∡CQR è ∡CMR íàä ëóêîì C̄R ïîäóäàðíè. Äàêëå,

∡CQR = ∡CMR.

Ïîñìàòðàjìî ñàäà ÷åòâîðîóãàî PBMQ. �åìó ñó óãëîâè ∡BQM è

∡BPM íàä BM ïîäóäàðíè, jåð ñó òî ïðàâè óãëîâè. Ñëåäè äà jå ÷åòâî-
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ðîóãàî PBMQ òåòèâàí, ïà jå ∡PQB = ∡PMB, jåð ñó òî ïåðè�åðèjñêè

óãëîâè íàä ëóêîì P̄B. Êîíà÷íî, ÷åòâîðîóãàî ABMC je òåòèâàí (ïî äå-

�èíèöèjè, »åãîâà òåìåíà A,B,M,C ïðèïàäàjó jåäíîì êðóãó è òî áàø

îïèñàíîì êðóãó òðîóãëà△ABC), ïà ñó ñóïðîòíè óãëîâè ∡BAC è ∡BMC

ñóïëåìåíòíè, òj. ∡BAC + ∡BMC = π.

Ñàäà, êàêî jå ∡BAC = ∡PAR jåð jå ó ïèòà»ó èñòè óãàî è êàêî âàæè

äà jå ∡BAC + ∡BMC = π è ∡PAR + ∡PMR = π, çàê§ó÷ójåìî äà jå

∡BMC = ∡PMR. À êàêî èìàìî äà jå ∡BMC = ∡BMP + ∡PMC

è ∡PMR = ∡PMC + ∡CMR, ñëåäè äà jå ∡BMP = ∡CMR. Îäàâäå

ñëåäè, çáîã ∡PQB = ∡PMB è ∡CQR = ∡CMR, äà jå ∡PQB = ∡CQR,

øòî ñìî è æåëåëè äà äîêàæåìî.

Äå�èíèöèjà 7. Ïðàâà êîjà ñàäðæè òà÷êå P,Q,R çîâå ñå Ñèìñîíîâà

è

�

ðàâà.

Äå�èíèöèjà 8. ×åòâîðîóãàî ABCD jå ø

�

àí�

�

åíø

�

àí óêîëèêî ñå ó »åãà

ìîæå óïèñàòè êðóã, òj. óêîëèêî ïîñòîjè êðóã òàêàâ äà ñó ñòðàíèöå òîã

÷åòâîðîóãëà òàíãåíòå íà òîì êðóãó.

Àêî ñå êîä ÷åòâîðîóãëà áèñåêòðèñå óíóòðàø»èõ óãëîâà ñåêó ó jåäíîj

òà÷êè, îíäà jå òàj ÷åòâîðîóãàî òàíãåíòàí.

7. à)

A B

C

S

D

P

Q
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Íåêà jå P ïîäíîæjå íîðìàëå èç S íà ñòðàíèöè AB è íåêà jåQ ïðåñå÷íà

òà÷êà ïðàâå PS è ñòðàíèöå CD. Îçíà÷èìî óãàî ∡BAC = α è óãàî

∡ABD = β. Êàêî jå ∡BAS = ∡BAC = α è ∡ABS = ∡ABD = β,

èç ∡BAS + ∡ABS + ∡ASB = π è ∡ASB = π
2
(äèjàãîíàëå ÷åòâîðîóãëà

ABCD ñó íîðìàëíå) ñëåäè äà jå α + β + π
2
= π, òj. äà jå α + β = π

2
.

Äà§å, ∡BDC = ∡BAC = α è ∡ACD = ∡ABD = β (ïåðè�åðèjñêè

óãëîâè íàä èñòèì ëóêîì). Êàêî jå ∡APS = π
2
è ∡PAS = ∡BAS = α,

ñëåäè äà jå ∡PSA = π−∡APS−∡PAS = π− π
2
−α = π

2
−α = β. Ïîðåä

òîãà, êàêî jå ∡ASB = π
2
, ñëåäè äà jå ∡PSB = ∡ASB−∡PSA = π

2
−β = α.

Ñàäà ïðèìåòèìî äà ñó óãëîâè ∡DSQ è ∡PSB óíàêðñíè, ïà ñëåäè äà

jå ∡DSQ = ∡PSB = α. Òàêî¢å, óãëîâè ∡CSQ è ∡PSA óíàêðñíè, ïà jå

è ∡CSQ = ∡PSA = β. Ó òðîóãëó △DSQ ñó óãëîâè ∡DSQ = α è ∡SDQ

ïîäóäàðíè (jåð jå ∡SDQ = ∡BDC = α), ïà jå îí jåäíàêîêðàêèè. Ñëåäè

äà jå DQ = QS. À ó òðîóãëó △CSQ ñó óãëîâè ∡CSQ = β è ∡SCQ ïî-

äóäàðíè (jåð jå ∡SCQ = ∡ACD = β), ïà jå è òàj òðîóãàî jåäíàêîêðàêè.

Ñëåäè äà jå CQ = QS, ïà çàjåäíî ñà DQ = QS ñëåäèäà jå CQ = DQ,

îäíîñíî äà jå Q ñðåäèøòå CD.

á)

A B

C

S

D

A′

B′

C′

D′

Äîêàæèìî äà ñó A′S,B′S, C ′S,D′S ñèìåòðàëå óíóòðàø»èõ óãëîâà êîä

òåìåíà A′, B′, C ′, D′
÷åòâîðîóãëà A′B′C ′D′

. Òàäà £åìî èìàòè äà jå ñè-

ìåòðàëå óíóòðàø»èõ óãëîâà ÷åòâîðîóãëà A′B′C ′D′
ñåêó ó jåäíîj òà÷êè

16



(òà÷êè S), ïà £å òî áèòè öåíòàð »åãîâîã óïèñàíîã êðóãà, à ñàì ÷åòâîðî-

óãàî £å áèòè òàíãåíòíè.

×åòâîðîóãàî A′BB′S jå òåòèâàí. Çàèñòà, íàñïðàìíè óãëîâè ∡BA′S è

∡BB′S ñó îáà ïðàâà, ïà ñó è ñóïëåìåíòíè. Ñëè÷íî, ÷åòâîðîóãàî B′CC ′S

jå òåòèâàí jåð ñó íàñïðàìíè óãëîâè ∡CB′S è ∡CC ′S ñó îáà ïðàâà, ïà ñó

ñóïëåìåíòíè, çàòèì jå ÷åòâîðîóãàî C ′DD′S òåòèâàí jåð ñó ìó íàñïðàìíè

óãëîâè ∡DC ′S è ∡DD′S îáà ïðàâà, ïà ñó ñóïëåìåíòíè, è, êîíà÷íî, ÷åòâî-

ðîóãàî D′AA′S jå òåòèâàí jåð ñó ìó íàñïðàìíè óãëîâè ∡AD′S è ∡AA′S

îáà ïðàâà, ïà ñó ñóïëåìåíòíè. Èíà÷å, ñâè ìàëîïðå ïîìåíóòè óãëîâè ñó

ïðàâè jåð ñó, ïî äå�èíèöèjè, òà÷êå A′, B′, C ′, D′
ïîäíîæjà íîðìàëà èç S

ðåäîì íà ñòðàíèöàìà AB,BC,CD,DA.

Ïðå íåãî øòî èñêîðèñòèìî òåòèâíîñò ãîðåïîìåíóòèõ ÷åòâîðîóãëîâà,

îçíà÷èìî óãëîâå: ∡SA′B′ = α, ∡SB′C ′ = β, ∡SC ′D′ = γ, ∡SD′A′ = δ.

Èç òåòèâíîñòè ÷åòâîðîóãëà A′BB′S ñëåäè äà jå ∡SBB′ = ∡SA′B′ = α

(ïåðè�åðèjñêè íàä ëóêîì S̄B′
). Ìå¢óòèì, ∡DBC = ∡SBB′ = α, ïà

èç òåòèâíîñòè ÷åòâîðîóãëà ABCD ñëåäè äà jå ∡DAC = ∡DBC = α

(ïåðè�åðèjñêè íàä ëóêîì D̄C), à ñàäà èç ∡SAD′ = ∡CAD = α è òåòèâ-

íîñòè ÷åòâîðîóãëà D′AA′S ñëåäè äà jå ∡SA′D′ = ∡SAD′ = α. Äàêëå,

∡SA′B′ = α = ∡SA′D′
, ïà jå çàèñòà A′S ñèìåòðàëà óãëà B′A′D′

, òj.

óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà A′
÷åòâîðîóãëà A′B′C ′D′

.

Ñàñâèì ñëè÷íî ñå äîêàçójå äà jå β = ∡SB′C ′ = ∡SCC ′ = ∡ACD =
∡ABD = ∡A′BS = ∡A′B′S, òj. äà jå ∡SB′C ′ = ∡SB′A′ = β, à çàòèì

è äà jå ∡SC ′D′ = ∡SC ′B′ = γ è ∡SD′A′ = ∡SD′C ′ = δ. Äàêëå, çàèñòà

ñå òà÷êà S íàëàçè ó ïðåñåêó ñèìåòðàëà óíóòðàø»èõ óãëîâà ÷åòâîðîóãëà

A′B′C ′D′
, ïà jå òàj ÷åòâîðîóãàî òàíãåíòàí.

Ïðèìåòèìî äà ñó óíóòðàø»è óãëîâè êîä òåìåíà A′, B′, C ′, D′
÷åòâî-

ðîóãëà A′B′C ′D′
ïîäóäàðíè ðåäîì óãëîâèìà 2α, 2β, 2γ, 2δ. Äà áèñìî äî-

êàçàëè äà jå A′B′C ′D′
òåòèâàí, äîâî§íî jå äîêàçàòè äà jå çáèð íåêà äâà

ñóïðîòíà óãëà, íïð. óãëîâà êîä òåìåíà A′
è C ′

, jåäíàê îïðóæåíîì óãëó.

Äðóãèì ðå÷èìà, äîâî§íî jå äîêàçàòè äà jå 2α + 2γ = π, îäíîñíî äà jå

α + γ = π
2
. Èç ïðåòõîäíîã èìàìî äà jå ∡SBC = α è äà jå ∡SCB = γ, ïà

êàêî èç óñëîâà íîðìàëíîñòè äèjàãîíàëà AC è BD ÷åòâîðîóãëà ABCD

èìàìî äà jå ∡BSC = π
2
, ñëåäè äà jå

α+ γ = ∡SBC + ∡SCB = π − ∡BSC = π − π

2
=
π

2
.

17



8.

A

B

E

D

C

F

X

k1

k2

k3

k4

Îçíà÷èìî ïðåñå÷íå òà÷êå îâèõ ïðàâà ñà A,B,C,D,E, F , êàî íà ñëèöè.

Òàäà èìàìî ÷åòèðè òðîóãëà (òî ñó△DEF,△BCD,△ABF,△ACE). Íåêà
ñó k1, k2, k3, k4 ðåäîì »èõîâè îïèñàíè êðóãîâè. Æåëèìî äà äîêàæåìî äà

ñå îíè ñåêó ó jåäíîj òà÷êè. Íåêà ñó X,D ïðåñå÷íå òà÷êå êðóãîâà k1 è k2.

Îçíà÷èìî óãëîâå ∡EDF = α, ∡EXD = β è ∡DXB = γ. Óãëîâè ∡BDC

è ∡EDF ñó óíàêðñíè, ïà ñó ïîäóäàðíè. Äàêëå, ∡BDC = α. Óãàî ∡EXF

jå ïåðè�åðèjñêè íàä ëóêîì ĒF , ïà jå ïîäóäàðàí óãëó ∡EDF . Ñëåäè äà

jå ∡EXF = α. Òàêî¢å, óãàî ∡BXC jå ïåðè�åðèjñêè íàä ëóêîì B̄C, ïà

jå ïîäóäàðàí óãëó ∡BDC. Ñëåäè äà jå è ∡BXC = α.

Èìàìî è äà jå ∡EFD = ∡EXD = β jåð ñó òî ïåðè�åðèjñêè óãëîâè

íàä ëóêîì ĒD, êàî è ∡DCB = ∡DXB = γ jåð ñó òî ïåðè�åðèjñêè

óãëîâè íàä ëóêîì D̄B. Îäðåäèìî óãàî ∡BAF = ∡CAE, ïîøòî jå òî

çàjåäíè÷êè óíóòðàø»è óãàî ÷åòâîðîóãëîâà ABXF è ACXE. Ó òîìå £å

íàì ïîìî£è óãàî ∡CEA êîjè jå ñïî§àø»è óãàî êîä òåìåíà E òðîóãëà

DEF , ïà jå jåäíàê çáèðó »åãîâà äâà íåñóñåäíà óíóòðàø»à óãëà, à òî

ñó ∡EFD = β è ∡EDF = α. Äàêëå, ∡CEA = α + β. Ñëåäè äà jå

∡CAE = π − ∡CEA− ∡ACE = π − α− β − γ.

Ñàäà äîêàçójåìî äà ñó ÷åòâîðîóãëîâè ABXF è ACXE òåòèâíè, jåð

£åìî òàäà äîáèòè äà »èõîâî çàjåäíè÷êî òåìå X ïðèïàäà êðóãîâèìà êîjè

ñàäðæå òà÷êå A,B, F , îäíîñíî A,C,E, à òî ñó áàø îïèñàíè êðóãîâè òðî-

óãëîâà △ABF , îäíîñíî △ACE. À êàêî jå ∡BXF = ∡BXD + ∡DXE +
∡EXF = α+β+γ, êàî è ∡CXE = ∡CXB+∡BXD+∡DXE = α+β+γ,
ñëåäè äà ñó ñóïðîòíè óãëîâè ∡BAF è ∡BXF ÷åòâîðîóãëà ABXF , îä-
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íîñíî ∡CAE è ∡CXE ÷åòâîðîóãëà ACXE, ñóïëåìåíòíè. Äàêëå, òî ñó

òåòèâíè ÷åòâîðîóãëîâè, ïà èìàìî äà X ïðèïàäà êðóãîâèìà k3, k4 (îïèñà-

íèì îêî òðîóãëîâà △ABF , îäíîñíî △ACE).
Ïðåìà òîìå, òà÷êà X ïðèïàäà êðóãîâèìà k1, k2, k3, k4. Êàêî ñå êðó-

ãîâè k1, k2 ñåêó ó òà÷êàìà D,X , à ïðåñåê ñâà ÷åòèðè êðóãà ñàäðæè òà÷êó

X è ìîðà áèòè ïîäñêóï ñêóïà êîjè jå ïðåñåê k1 è k2, ñëåäè äà jå ïðåñåê

ñâà ÷åòèðè êðóãà èëè ñêóï {D,X} èëè ñêóï {X} (òj. ñàìî òà÷êà X).

Ìå¢óòèì, òà÷êà D íå ïðèïàäà íè êðóãó k3 íè êðóãó k4, ïà ñëåäè äà íå

ïðèïàäà ïðåñåêó ñâà ÷åòèðè êðóãà. Äàêëå, ïðåñåê êðóãîâà k1, k2, k3, k4 jå

ñàìî òà÷êà X , òj. òà ÷åòèðè êðóãà ñåêó ñå ó jåäíîj òà÷êè (òà÷êè X).

Äå�èíèöèjà 9. Íåêà jå α ðàâàí è íåêà ñå ó »îj íàëàçå äóæ AB è óãàî

∡pOq. Ìågèjàø

�

ðèñà äóæè AB jå »åíà ñèìåòðàëà, òj. òî jå ïðàâà ó ðàâíè

α êîjà ñàäðæè »åíî ñðåäèøòå è íîðìàëíà jå íà »îj. Áèñåêø

�

ðèñà óãëà

∡pOq jå ïîëóïðàâà ÷èjå jå òåìå òà÷êà O, êîjà ïðèïàäà óãëó ∡pOq è êîjà

äåëè óãàî ∡pOq íà äâà ïîäóäàðíà óãëà.

Äàêëå, ìåäèjàòðèñà äóæè jå èñòî øòî è ñèìåòðàëà äóæè, äîê jå áè-

ñåêòðèñà óãëà è

�

îëóè

�

ðàâà êîjà ãà äåëè íà äâà ïîäóäàðíà óãëà çà ðàçëèêó

îä ñèìåòðàëå óãëà êîjà jå è

�

ðàâà êîjà ñàäðæè áèñåêòðèñó. Ìå¢óòèì, ó

äà§åì ðàäó íå£åìî áèòè òîëèêî ñòðèêòíè äà ëè jå íåøòî áèñåêòðèñà

èëè ñèìåòðàëà äîêëå ãîä íàì íèjå áèòíî äà ëè jå ó ïèòà»ó ïðàâà èëè

ïîëóïðàâà.

A B O p

q

Òåîðåìà 7. Íåêà jå α ðàâàí è íåêà ñå ó »îj íàëàçå góæ AB è ó�

�

àî

∡pOq. Ìågèjàø

�

ðèñà góæè AB jå ñêóè

�

ñâèõ ø

�

à÷àêà X ðàâíè α ø

�

àêâèõ

gà jå XA = XB. Áèñåêø

�

ðèñà ó�

�

ëà ∡pOq jå ñêóè� ñâèõ ø

�

à÷àêà Y ðàâíè

α êîjå è

�

ðèè

�

àgàjó ó�

�

ëó ∡pOq ø�àêâèõ gà jå Y Y1 = Y Y2, �
�

gå jå Y1 è�îgíîæjå

íîðìàëå èç Y íà êðàêó Op, à Y2 è�îgíîæjå íîðìàëå èç Y íà êðàêó Oq.

Äðóãèì ðå÷èìà, ìåäèjàòðèñà äóæè êîjà ñå íàëàçè ó ðàâíè α jå ñêóï

ñâèõ òà÷àêà ðàâíè α êîjå ñó ïîäjåäíàêî óäà§åíå îä »åíèõ òåìåíà, à áè-

ñåêòðèñà óãëà êîjè ñå íàëàçè ó ðàâíè α jå ñêóï ñâèõ òà÷àêà ðàâíè α
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êîjå ïðèïàäàjó óãëó è êîjå ñó ïîäjåäíàêî óäà§åíå îä »åãîâèõ êðàêîâà.

Äîêàç. Íåêà jå X ïðîèçâî§íà òà÷êà ìåäèjàòðèñå äóæè AB. Àêî jå X

ñðåäèøòå äóæè AB, îíäà îäìàõ ñëåäè äà jå XA = XB (ïî äå�èíèöèjè

ñðåäèøòà äóæè). Íåêà X íèjå ñðåäèøòå äóæè AB, à »åãà (ñðåäèøòå)

îçíà÷èìî ñà O. Ïîñìàòðàjìî òðîóãëîâå △XOA è △XOB. Òè òðîóãëîâè
èìàjó çàjåäí÷êó ñòðàíèöó XO, çàòèì ñó èì óãëîâè ∡XOA è ∡XOB ïî-

äóäàðíè jåð ñó òî ïðàâè óãëîâè (X jå íà ìåäèjàòðèñó äóæè AB, ïà jå

XO ⊥ AB) è ñòðàíèöå OA è OB ñó èì ïîäóäàðíå jåð jå O ñðåèøòå äóæè

AB. Íà îñíîâó ñòàâà ÑÓÑ çàê§ó÷ójåìî äà jå △XOA ∼= △XOB, ïà ñëåäè
äà jå XA = XB, øòî ñìî è õòåëè äà äîêàæåìî.

A BO

X

Îáðàòíî, íåêà jå X òà÷êà ðàâíè α òàêâà äà jå XA = XB. Àêî jå

X ñðåäèøòå äóæè AB, îíäà ïî äå�èíèöèjè ìåäèòðàñå ñëåäè äà jîj X

ïðèïàäà. Íåêà X íèjå ñðåäèøòå äóæè AB è îçíà÷èìî ñðåäèøòå ñà O.

Äà áèñìî äîêàçàëè äà X ïðèïàäà ìåäèjàòðèñè äóæè AB, äîâî§íî jå

äà äîêàæåìî äà jå XO ⊥ AB. Ïîñìàòðàjìî ïîíîâî òðîóãëîâå ∡XOA è

∡XOB. �èìà jå ñòðàíèöà XO çàjåäíè÷êà, çàòèì jå OA = OB jåð jå O

ñðåäèøòå äóæè AB è ïî ïðåòïîñòàâöè âàæè XA = XB. Çàê§ó÷ójåìî

íà îñíîâó ñòàâà ÑÑÑ äà jå △XOA ∼= △XOB, ïà jå ∡XOA = ∡XOB.

Êàêî jå ∡AOB = π è ∡AOB = ∡XOA + ∡XOB = 2∡XOB, ñëåäè äà jå

∡XOB = π
2
, òj. äà jå XO ⊥ AB.

O p

q

Y

Y1

Y2

Íåêà jå Y ïðîèçâî§íà òà÷êà áèñåêòðèñå óãëà ∡pOq. Àêî jå Y = O,

îíäà ñó îäãîâàðàjó£à ïîäíîæjà íîðìàëà Y1 è Y2 íà êðàöèìà Op è Oq
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óãëà ∡pOq èç òà÷êå Y (= O) èñòî jåäíàêà òà÷êè O, òj. Y1 = Y2 = O, à

îíäà jàñíî âàæè Y Y1 = Y Y2. Íåêà jå òà÷êà Y ðàçëè÷èòà îä òåìåíà O

óãëà ∡pOq è íåêà ñó Y1, Y2 ïîäíîæjà íîðìàëà èç Y ðåäîì íà êðàöèìà

Op,Oq óãëà ∡pOq. Ïîñìàòðàjìî òðîóãëîâå △Y OY1 è △Y OY2. �èìà jå

Y O çàjåäíè÷êà ñòðàíèöà, çàòèì jå ∡Y OY1 = ∡Y OY2 jåð jå ïîëóïðàâà

OY áèñåêòðèñà óãëà ∡Y1OY2, ïà ãà äåëè íà äâà ïîäóäàðíà óãëà ∡Y OY1 è

∡Y OY2, è óãëîâè ∡Y Y1O è ∡Y Y2O ñó ïîäóäàðíè jåð ñó òî ïðàâè óãëîâè.

Çàê§ó÷ójåìî íà îñíîâó ñòàâà ÓÓÑ äà jå △Y OY1 ∼= △Y OY2, ïà äîáèjàìî
äà jå Y Y1 = Y Y2, øòî ñìî è õòåëè äà äîêàæåìî.

Îáðàòíî, íåêà jå Y òà÷êà èç ðàâíè α è íåêà jå Y Y1 = Y Y2, ãäå ñó

Y1, Y2 ïîäíîæjà íîðìàëà èç òà÷êå Y íà êðàöèìà Op è Oq óãëà ∡pOq.

Àêî jå Y = O (òî jå ìîãó£å, jåð jå òà÷êà O ïîäíîæjå íîðìàëå èç òà÷êå

O è íà êðàêó Op è íà êðàêó Oq, ïà áè òàäà áèëî Y1 = Y2 = Y = O

è Y Y1 = Y Y2), îíäà Y ïðèïàäà áèñåêòðèñè óãëà ∡pOq (ïî äå�èíèöèjè,

òåìå óãëà ïðèïàäà »åãîâîj áèñåêòðèñè). Íåêà jå òà÷êà Y ðàçëè÷èòà îä

òåìåíà O. Ïîñìàòðàjìî ïîíîâî òðîóãëîâå △OY Y1 è △OY Y2. �èìà jå

OY çàjåäíè÷êà ñòðàíèöà, çàòèì jå ïî ïðåòïîñòàâöè Y Y1 = Y Y2, óãëîâè

∡OY1Y è ∡OY2Y íàñïðàì OY ïîäóäàðíè (òî ñó ïðàâè óãëîâè), à óãëîâè

∡Y OY1 è ∡Y OY2 íàñïðàì Y Y1, îäíîñíî Y Y2, jåñó îáà îøòðà, jåð ó íåêîì

òðîóãëó ìîæå áèòè íàjâèøå jåäàí ïðàâ èëè òóï óãàî, à ó òðîóãëîâèìà

△OY Y1 è △OY Y2 âå£ èìàìî ïî jåäàí ïðàâ óãàî, ïà îñòàëè ìîðàjó áèòè

îøòðè, ïà jå ïðåìà ñòàâó ÑÑÓ △OY Y1 ∼= △OY Y2. çàê§ó÷ójåìî äà jå

∡Y OY1 = ∡Y OY2, òj. ïîëóïðàâà OY äåëè óãàî ∡Y1OY2 íà äâà ïîäóäàðíà

óãëà. Ñëåäè äà jå ïîëóïðàâà OY ó ñòâàðè áèñåêòðèñà óãëà ∡pOq, ïà Y

ïðèïàäà òîj áèñåêòðèñè.

9. Îâàj çàäàòàê ðåøè£åìî íà òðè íà÷èíà.

I íà÷èí:

A

B
C

N

N1

N2

Íåêà jå N òà÷êà ó ïðåñåêó ìåäèjàòðèñå ñòðàíèöå BC è áèñåêòðè-

ñå óãëà ∡BAC, òj. áèñåêòðèñå óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà A òðîóãëà
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△ABC. Äîêàæèìî äàN ïðèïàäà îïèñàíîì êðóãó òðîóãëó△ABC. Îçíà-
÷èìî ∡NBC = ϕ. Íà îñíîâó òåîðåìå 7 ñëåäè äà jå NB = NC, ïà jå

òðîóãàî △NBC jåäíàêîêðàêè. Îäàâäå ñëåäè äà jå è ∡NCB = ϕ.

Íåêà ñó N1, N2 ïîäíîæjà íîðìàëà èç N íà ïîëóïðàâèìà AB è AC

(êðàöèìà óãëà ∡BAC). Íà îñíîâó òåîðåìå 7 jå NN1 = NN2. Ïîñìà-

òðàjìî òðîóãëîâå △BNN1 è △CNN2. Çà »èõ âàæè äà jå BN = CN ,

çàòèì äà jå NN1 = NN2, óãëîâè ∡BN1N è ∡CN2N íàñïðàì BN è CN

ñó ïîäóäàðíè (ïðàâè óãëîâè), à óãëîâè ∡NBN1 è ∡NCN2 íàñïðàì NN1

è NN2 ñó îáà îøòðà (ó ïðàâîóãëîì òðîóãëó jå ñàìî jåäàí óãàî ïðàâ,

îñòàëè ñó îøòðè). Íà îñíîâó ñòàâà ÑÑÓ ñëåäè äà jå △BNN1
∼= △CNN2,

ïà èìàìî äà jå ∡NBN1 = ∡NCN2. Êàêî jå ∡NBN1 = π − ∡NBA =
π − ∡NBC − ∡CBA = π − ϕ− β è ∡NCN2 = ∡NCB + ∡BCA = ϕ + γ,

ñëåäè äà jå π−ϕ−β = ϕ+γ. Îäàâäå äà§å ñëåäè äà jå 2ϕ = π−β−γ = α,

ïà jå ϕ = α
2
.

Äà áèñìî äîêàçàëè äà N ïðèïàäà îïèñàíîì êðóãó òðîóãëà △ABC,
äîâî§íî jå äîêàçàòè äà jå ∡BNA = ∡BCA, jåð £å îíäà ∡BNA áèòè

ïåðè�åðèjñêè óãàî íàä ëóêîì B̄A. Êàêî jå ∡BCA = γ è

∡BNA = π − ∡BAN − ∡ABN = π − α

2
− β − ϕ = π − α

2
− β − α

2
= γ,

ñëåäè òâð¢å»å çàäàòêà.

Êàî øòî ñå ìîãëî ïðèìåòèòè, îâàj íà÷èí äà ñå ðåøè çàäàòàê íèjå

áèî áàø jåäíîñòàâàí. Ìè ñìî äîêàçèâàëè áàø îíàêî êàêî jå ïèñàëî ó

òåêñòó çàäàòêà, òj. äà ïðåñå÷íà òà÷êà ìåäèjàòðèñå ñòðàíèöå BC è áè-

ñåêòðèñå »îj íàñïðàìíîã óãëà ∡BAC ïðèïàäà îïèñàíîì êðóãó òðîóãëà

△ABC. Ìå¢óòèì, ìíîãî jå ëàêøå äà äîêàæåìî äà íåêà òà÷êà ïðèïàäà

ìåäèjàòðèñè ñòðàíèöå BC èëè äà íåêà òà÷êà ïðèïàäà ìåäèjàòðèñè óãëà

∡BAC íåãî äà íåêà òà÷êà ïðèïàäà îïèñàíîì êðóãó òðîóãëà △ABC. Çàòî
£åìî îâàj çàäàòàê ðåøèòè íà jîø äâà íà÷èíà.

II íà÷èí:

A

B C

N
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Íåêà jå N ïðåñå÷íà òà÷êà ìåäèjàòðèñå ñòðàíèöå BC è îïèñàíîã êðóãà

òðîóãëà △ABC êîjà ïðèïàäà îíîì ëóêó B̄C êîjåì íå ïðèïàäà òà÷êà A

(íàèìå, ïîñòîjå äâå ïðåñå÷íå òà÷êå ìåäèjàòðèñå ñòðàíèöå BC è îïèñàíîã

êðóãà, ïà ìîðàìî ïðåöèçèðàòè êîjó îä »èõ æåëèìî îçíà÷èòè ñà N , à

êàêî æåëèìî äà òî áóäå îíà òà÷êà êîjà ñå íàëàçè ó óãëó ∡BAC è êàêî

èìàìî äâà ëóêà B̄C, çà N áèðàìî òà÷êó íà îíîì ëóêó B̄C íà êîjåì ñå íå

íàëàçè òà÷êà A). Ñâå øòî ñàäà òðåáà äîêàçàòè jåñòå äà jå ïîëóïðàâà AN

áèñåêòðèñà óãëà ∡BAC, ïà jå äîâî§íî äîêàçàòè äà jå ∡BAN = ∡NAC.

Òðîóãàî △NBC jå jåäíàêîêðàêè jåð jå NB = NC (N jå íà ìåäèjà-

òðèñè äóæè BC), ïà ñëåäè äà jå ∡NBC = ∡BCN . Îçíà÷èìî òå óãëîâå

ñà ϕ. Óãëîâè ∡BAN è ∡BCN ñó îáà ïåðè�åðèjñêà íàä ëóêîì B̄N , ïà

ñó îíè ïîäóäàðíè, òj. ∡BAN = ∡BCN = ϕ. Ñëè÷íî, óãëîâè ∡NAC

è ∡NBC ñó îáà ïåðè�åðèjñêà íàä ëóêîì N̄C, ïà ñó îíè ïîäóäàðíè,

òj. âàæè ∡NAC = ∡NBC = ϕ. Îâèì jå äîêàç çàâðøåí, jåð jå ñàäà

∡BAN = ϕ = ∡NAC.

III íà÷èí:

A

B C

N

Íåêà ñó A,N ïðåñå÷íå òà÷êå áèñåêòðèñå óãëà ∡BAC è îïèñàíîã êðóãà

òðîóãëà △ABC (ïîíîâî, èìàìî äâå ïðåñå÷íå òà÷êå, ïà êàêî çà jåäíó

çíàìî äà jå A, íàãëàøàâàìî äà jå N äðóãà ïðåñå÷íà òà÷êà). Ñâå øòî ñàäà

òðåáà äîêàçàòè jåñòå äà jå NB = NC, jåð £å òàäà N áèòè íà ìåäèjàòðèñè

ñòðàíèöå BC.

Óãëîâè ∡NBC è ∡NAC = α
2
ñó ïåðè�åðèjñêè óãëîâè íàä ëóêîì N̄C,

ïà ñó ïîäóäàðíè, òj. ∡NBC = ∡NAC = α
2
. Òàêî¢å, óãëîâè ∡BCN

è ∡BAN = α
2
ñó ïåðè�åðèjñêè íàä ëóêîì B̄N , ïà ñó ïîäóäàðíè, òj.

∡BCN = ∡BAN = α
2
. Ñàäà èìàìî äà jå ∡NBC = α

2
= ∡BCN , ïà jå

òðîóãàî △NBC jåäíàêîêðàêè, îäàêëå äîáèjàìî äà jå NB = NC.

Ïðèìå£ójåìî äà ñó II è III íà÷èí íåóïîðåäèâî jåäíîñòàâíèjè îä I íà-

÷èíà. Íàèìå, òî jå çàòî øòî ñìî ó II è III íà÷èíó èìàëè äà ñå òà÷êà N
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íàëàçè íà îïèñàíîì êðóãó òðîóãëà △ABC, ïà ñìî ìîãëè äà êîðèñòèìî

ïåðè�åðèjñêå óãëîâå, äîê ó I íà÷èíó íèñìî èìàëè äà ñå N íàëàçè íà

îïèñàíîì êðóãó, ïà íèñìî ìîãëè äà êîðèñòèìî ïåðè�åðèjñêå óãëîâå.

Íàïîìåíà 2. Ñëè÷íî êàî ó 3. çàäàòêó, íàìà ñå òðàæèëî äà äîêàæåìî

äà îâî òâð¢å»å âàæè è çà ïðåîñòàëà äâà ïàðà ìåäèjàòðèñà è áèñåêòðèñà

(ìåäèjàòðèñó ñòðàíèöå AB è áèñåêòðèñó »îj íàñïðàìíîã óãëà ∡ACB, êàî

è ìåäèjàòðèñó ñòðàíèöå AC è áèñåêòðèñó »îj íàñïðàìíîã óãëà ∡ABC).

Ìå¢óòèì, òî íèjå ïîòðåáíî ïîñåáíî äîêàçèâàòè, jåð ñó ñâå òðè ñòàíèöå

òðîóãëà ìå¢óñîáíî ðàâíîïðàâíå è óç ïðîìåíó îçíàêà çà òåìåíà äîáè£åìî

äîêàç çà ïðåîñòàëå ïàðîâå ìåäèjàòðèñà è áèñåêòðèñà.

10.

A

B C

N

P

Q

S

X

Èç 9. çàäàòêà èìàìî äà ñó P,Q òà÷êå òàêâå äà ñó CP,BQ áèñåêòðèñå

óãëîâà ∡BCA è ∡ABC. Êàî øòî çíàìî, áèñåêòðèñå óíóòðàø»èõ óãëîâà

òðîóãëà ñåêó ñå ó öåíòðó óïèñàíîã êðóãà, ïà îçíà÷èìî ïðåñå÷íó òà÷êó

CP,BQ, sα ñà S. Òàêî¢å, îçíà÷èìî ñà X ïðåñå÷íó òà÷êó PQ è sα.

Ïîñìàòðàjìî òðîóãàî △XSQ è èçðà÷óíàjìî »åãîâå óíóòðàø»å óãëî-

âå. Ïðâî èìàìî äà jå ∡XQS = ∡PQB = ∡PCB = γ
2
, jåð jå CP áè-

ñåêòðèñà óãëà ∡BCA = γ. Óãàî ∡XSQ jå ñïî§àø»è óãàî òðîóãëà

△ABS, ïà jå jåäíàê çáèðó »åãîâèõ íåñóñåäíèõ óíóòðàø»èõ óãëîâà, à

òî ñó óãëîâè ∡BAS è ∡ABS. Èç ÷è»åíèöå äà ñó AS è BS áèñåêòðèñå

óãëîâà ∡BAC = α è ∡ABC = β ñëåäè äà jå ∡BAS = α
2
è ∡ABS = β

2
.

Äàêëå, ∡XSQ = ∡BAS + ∡ABS = α
2
+ β

2
, ïà jå

∡SXQ = π − ∡XSQ− ∡XQS = π − α + β + γ

2
= π − π

2
=
π

2
,

à òî óïðàâî çíà÷è äà jå QX ⊥ XS, îäíîñíî äà jå PQ ⊥ sα.
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11.

A

B C

O

N

A′

Íà îñíîâó 9. çàäàòêà ñëåäè äà ñå òà÷êà N íàëàçè íà ìåäèjàòðèñè

ñòðàíèöå BC, ïà êàî è òà÷êà O ïðèïàäà òîj ìåäèjàòðèñè, ñëåäè äà jå

ïðàâà ON áàø ìåäèjàòðèñà ñòðàíèöå BC. Îäàâäå äîáèjàìî äà jå ON ⊥
BC, à êàêî jå è AA′ ⊥ BC, ñëåäè äà jå ON ‖ AA′

. Ñàäà èìàìî äà óãëîâè

∡A′AN è ∡ANO èìàjó çàjåäíè÷êè êðàê AN è ïàðàëåëíå êðàêå A′A è

NO, ïà ñó òî ïîäóäàðíè óãëîâè. Äàêëå, ∡A′AN = ∡ANO. Òðîóãàî

△ANO jå jåäíàêîêðàê, jåð ñó OA è ON ïîëóïðå÷íèöè îïèñàíîã êðóãà

òðîóãëà △ABC, ïà ñó ïîäóäàðíå äóæè, òj. OA = ON . Ñëåäè äà ñó

óãëîâè íàñïðàì »èõ ïîäóäàðíè, òj. äà jå ∡ANO = ∡NAO.

Ñàäà êàäà çíàìî äà ñó îâè óãëîâè ïîäóäàðíè, òðåáà äà èçðàçèìî áèëî

êîjè îä »èõ ïðåêî óãëîâà β è γ, òj. óãëîâà ∡ABC è ∡ACB. Èçðàçèìî

íïð. óãàî ∡A′AN . Èìàìî äà jå ∡A′AN = ∡BAN − ∡BAA′
è äà jå

∡BAN = α
2
. Êàêî jå òðîóãàî △ABA′

ïðàâîóãëè è ∡A′BA = ∡CBA = γ,

ñëåäè äà jå ∡BAA′ = π − ∡BA′A − ∡A′BA = π − π
2
− β = π

2
− β. Ñàäà

èìàìî äà jå

∡A′AN = ∡BAN − ∡BAA′ =
α

2
− π

2
+ β

=
α− π + 2β

2
=
α− (α + β + γ) + 2β

2

=
β − γ

2
,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

Íàïîìåíà 3. �äå ñå îâäå êîðèñòèëà ïðåòïîñòàâêà äà jå AB < AC? Àêî

çàìèñëèìî äà ñìî íà ïðåòõîäíîj ñëèöè îáðíóòî îçíà÷èëè òà÷êå B è C,

îíäà íèjå ∡A′AN = 1
2
(∡ABC − ∡ACB), íåãî jå ∡A′AN = 1

2
(∡ACB −
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∡ABC). Ïîåíòà jå ó òîìå øòî ñå ïðè ïðåòïîñòàâöè AB > AC ìå»à

ðàñïîðåä òà÷àêà íà ñëèöè è îíäà íå âàæå íåêå ñòâàðè êîjå âàæå êàäà

jå AB < AC. Êîíêðåòíî, íå âàæè ∡A′AN = ∡BAN − ∡BAA′
, âå£

∡A′AN = ∡A′AB − ∡NAB, ïà òî ìå»à ðåçóëòàò.

Ó ñòðîãî �îðìàëíîì äîêàçó, êàêâè ñó íïð. äîêàçè íà ïðåäàâà»èìà,

ìîðàëè áèñìî ïîìî£ó ïðåòïîñòàâêå AB < AC äîêàçèâàòè äà âàæè ðà-

ñïîðåä òà÷àêà êîjè äîáèjàìî öðòà»åì ñëèêå. Ìå¢óòèì, êàäà ðåøàâàìî

çàäàòêå íà êîëîêâèjóìó èëè èñïèòó, ìè òî íå ìîðàìî äà äîêàçójåìî, âå£ jå

äîâî§íî äà òî ,,âèäèìî ñà ñëèêå�. Çàòî jå íåîïõîäíî íàöðòàòè ñëèêó êîjà

îäãîâàðà äàòîj ïðåòïîñòàâöè. Êîíêðåòíî ó îâîì çàäàòêó, òðåáà íàöðòàòè

ñëèêó òàêî äà çàèñòà áóäå AB < AC, øòî ñìî è ó÷èíèëè.

Äå�èíèöèjà 10. Íåêà jå A òà÷êà âàí êðóãà k è íåêà ñó P,Q äîäèðíå

òà÷êå òàíãåíòè èç òà÷êå A íà êðóãó k. Äóæè AP,AQ çîâó ñå ø

�

àí�

�

åíø

�

íå

góæè èç òà÷êå A íà êðóãó k.

Òåîðåìà 8. Òàí�

�

åíø

�

íå góæè èç ø

�

à÷êå A íà êðó�

�

ó k ñó è

�

îgógàðíå.

O A

P

Q

Äîêàç. Ïîñìàòðàjìî òðîóãëîâå △OPA è △OQA. �èìà jå çàjåäíè÷êà

ñòðàíèöà OA, ñòðàíèöå OP è OQ ñó ïîäóäàðíå jåð ñó òî ïîëóïðå÷íèöè

êðóãà k, óãëîâè ∡OPA è ∡OQA ñó ïðàâè (óãëîâè èçìå¢ó òàíãåíòè è

ïîëóïðå÷íèêà), ïà ñó ïîäóäàðíè, à óãëîâè ∡OAP è ∡OAQ ñó îáà îøòðà

jåð âå£ èìàìî ïðàâå óãëîâå ó òðîóãëîâèìà△OPA è△OQA, ïà ïðåîñòàëè
óãëîâè ìîðàjó áèòè îøòðè. Çàê§ó÷ójåìî íà îñíîâó ñòàâà ÑÑÓ äà jå

△OPA ∼= △OQA, ïà jå AP = AQ, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

Äå�èíèöèjà 11. Íàè

�

îðågíè ó�

�

ëîâè îíè óãëîâè êîjè èìàjó çàjåäíè÷êî

òåìå è jåäàí êðàê, à ïðåîñòàëè êðàöè ïðèïàäàjó jåäíîj ïðàâîj.

Òåîðåìà 9. Áèñåêø

�

ðèñå íàè

�

îðågíèõ ó�

�

ëîâà ñó ìå¢óñîáíî íîðìàëíå.
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O A

B

C

X

Y

Äîêàç. Íåêà jå ∡AOB = α è ∡BOC = β. Òàäà jå α + β = π. Àêî

jå OX áèñåêòðèñà óãëà ∡AOB, à OY áèñåêòðèñà óãëà ∡BOC, îíäà jå

∡XOB = α
2
è ∡BOY = β

2
. Ñëåäè äà jå ∡XOY = ∡XOB + ∡BOY =

α
2
+ β

2
= α+β

2
= π

2
, òj. äà ñó áèñåêòðèñå OX è OY ìå¢óñîáíî íîðìàëíå.

Äå�èíèöèjà 12. ×åòâîðîóãàî ABCD jå ø

�

ðàè

�

åç ñà îñíîâèöàìà AB,CD

è êðàöèìà AD,BC àêî jå AB ‖ CD.
Èìàëè ñìî ñðåä»ó ëèíèjó òðîóãëà, à ñàäà £åìî äå�èíèñàòè è ñðåä»ó

ëèíèjó òðàïåçà.

Äå�èíèöèjà 13. Íåêà jå ABCD òðàïåç è íåêà ñó E, F ðåäîì ñðåäèøòà

êðàêîâà AD,BC. Äóæ EF çîâå ñå ñðåg»à ëèíèjà òðàïåçà ABCD.

A B

CD

E F

Òåîðåìà 10. Íåêà jå ÷åø

�

âîðîó�

�

àî ABCD ø

�

ðàè

�

åç è íåêà ñó E, F ñðågè-

øø

�

à êðàêîâà AD,BC. Òàgà jå ñðåg»à ëèíèjà EF è

�

àðàëåëíà îñíîâèöàìà

ø

�

ðàè

�

åçà, ø

�

j. EF ‖ AB è EF ‖ BC è âàæè

a) EF = 1
2
(AB + CD) àêî jå ø�ðàè�åç ABCD êîíâåêñàí;

á) EF = 1
2
(AB − CD) àêî jå ø�ðàè�åç ABCD íåêîíâåêñàí è AB > CD.

Äîêàç. à)

A B

CD

E F
X

Íåêà jå X ñðåäèøòå äèjàãîíàëå BD òðàïåçà ABCD. Ñëåäè äà jå EX

ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ABD, ïà jå EX ‖ AB è EX = 1
2
AB. Ñëè÷íî,

XF jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △BCD, ïà jå XF ‖ CD è XF = 1
2
CD.

Êàêî jå AB ‖ CD, ñëåäè äà jå EX ‖ XF , ïà ñó òà÷êå E,X, F êîëèíåàðíå.

Îäàâäå äîáèjàìî äà jå EF ‖ AB(‖ CD) è EF = EX+XF = 1
2
(AB+CD).
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á)

A B

C D

E F X

Íåêà jå X ñðåäèøòå äèjàãîíàëå BD òðàïåçà ABCD. Ñëåäè äà jå EX

ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ABD, ïà jå EX ‖ AB è EX = 1
2
AB. Ñëè÷íî,

XF jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △BCD, ïà jå XF ‖ CD è XF = 1
2
CD.

Êàêî jå AB ‖ CD, ñëåäè äà jå EX ‖ XF , ïà ñó òà÷êå E,X, F êîëèíåàðíå.

Îäàâäå äîáèjàìî äà jå EF ‖ AB(‖ CD) è EF = EX−XF = 1
2
(AB−CD).

Íàïîìåíà 4. Ìè ñìî äîêàçàëè äà ñó îäðå¢åíå äóæè ñðåä»å ëèíèjå (òðî-

óãëà èëè òðàïåçà) àêî çíàìî äà ñó »åíè êðàjåâè ñðåäèøòà îäãîâàðàjó£èõ

ñòðàíèöà è îíäà ñìî äîáèjàëè ïàðàëåëíîñò. Ìå¢óòèì, äîâî§íî jå äà

çíàìî ñàìî çà jåäàí êðàj äóæè äà jå ñðåäèøòå îäãîâàðàjó£å ñòðàíèöå è

äà çíàìî ïàðàëåëíîñò äà áè ïîñìàòðàíà äóæ áèëà ñðåä»à ëèíèjà. Îâî

óáóäó£å ìîæåìî êîðèñòèòè.

12.

A

B

C

A1

O

M

N

M ′

N ′

S

P

Q

R

Sa

Sb

Sc

Pa

Qa

Ra

Pb

Qb

Rb

Pc

Qc

Rc
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1) Îâî òâð¢å»å íå£åìî ñàäà äîêàçèâàòè, jåð £åìî êîðèñòèòè ñëè÷íîñò.

Äîêàç £åìî âèäåòè ó ñëåäå£åì ïîãëàâ§ó.

2) Äóæè AQa è ARa ñó òàíãåíòíå äóæè èç òà÷êå a íà ñïî§à óïèñàíîì

êðóãó ka, ïà ñëåäè äà ñó îíå ïîäóäàðíå, òj. äà jå AQa = ARa. Äà áèñìî

äîêàçàëè äà ñó òå äóæè jåäíàêå ïîëóîáèìó òðîóãëà △ABC, ïîñìàòðàjìî
çáèð AQa + ARa. Èìàìî äà jå AQa + ARa = AC + CQa + AB + BRa =
AC + AB + CQa + BRa, ïà êàêî jå CQa = CPa è BRa = BPa, jåð ñó òî

òàíãåíòíå äóæè ðåäîì èç òà÷àêà C,B íà êðóãó ka, ñëåäè äà jå

AQa + ARa = AC + AB + CQa +BRa

= b+ c + CPa +BPa = b+ c+BC

= b+ c + a = 2p,

ïà jå AQa = ARa = 2p
2
= p, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. Òàêî¢å, jàñíî jå

äà ñìî îâèì äîêàçàëè äà jå è BPb = BRb = p, êàî è CPc = CQc = p, jåð

ñìî âå£ íàïîìè»àëè äà ñó ñâà òðè òåìåíà òðîóãëà ðàâíîïðàâíà.

Äà§å, êàêî jå AQ = AR, jåð ñó òî òàíãåíòíå äóæè èç òà÷êå A íà

óïèñàíîì êðóãó k, ñëåäè äà jå QQa = AQa − AQ = ARa − AR = RRa.

Òàêî¢å, ïîøòî çíàìî äà jå AQa = ARa = p, òðåáà äà äîêàæåìî äà jå

AQ = AR = p− a, äà áè áèëî QQa = RRa = ARa −AR = p− (p− a) = a.

Ó òîì öè§ó, îçíà÷èìî AQ = AR = x, BR = BP = y (òàíãåíòíå äóæè èç

B íà k) è CP = CQ = z (òàíãåíòíå äóæè èç C íà k). Ñàäà èç î÷èãëåäíèõ

jåäíàêîñòè

AR +RB = AB

BP + PC = BC

CQ+QA = CA

ñëåäè äà èìàìî ñëåäå£è ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà ñà íå-

ïîçíàòèì x, y, z:

x+ y = c

y + z = a

z + x = b.

Ñàáåðèìî ñâå òðè jåäíà÷èíå è äîáè£åìî x+ y + y + z + z + x = c+ a+ b,

îäíîñíî 2(x+ y + z) = 2p, îäíîñíî x+ y + z = p. Ñàäà ëàêî äîáèjàìî äà

jå

x = x+ y + z − (y + z) = p− a,

y = x+ y + z − (x+ z) = p− b è

z = x+ y + z − (x+ y) = p− c.
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Äàêëå, äîêàçàëè ñìî äà jå AQ = AR = x = p− a (óñïóò ñìî äîêàçàëè è

äà jå BR = BP = y = p− b è CP = CQ = z = p− c), ïà jå

QQa = RRa = ARa − AR = p− (p− a) = a.

Ïðèìåòèìî äà jå QbQc = CQc−CQb, à èìàìî äà jå CQc = p, êàî è äà

jå CQb = CPb jåð ñó òî òàíãåíòíå äóæè èç òà÷êå C íà êðóãó kb. À êàêî

jå CPb = BPb − BC è BPb = p, ñëåäè äà jå CPb = p− a, ïà èìàìî äà jå

QbQc = CQc − CQb = p− CPb = p− (p− a) = a.

Ñëè÷íî, ïðèìåòèìî äà jå RbRc = BRb − BRc, çàòèì äà jå BRb = p, äà jå

BRc = BPc = CPc − CB è äà jå CPc = p, ïà jå BRc = CPc − CB = p− a,

øòî çíà÷è äà jå

RbRc = BRb − BRc = p− (p− a) = a,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

3) Ñâå ñìî âå£ äîêàçàëè äîê ñìî äîêàçèâàëè 2). Çàèñòà, äîêàçàëè ñìî

äà jå AQ = AR = x = p− a, çàòèì äà jå CQb = CPb = p− a è êîíà÷íî äà

jå BRc = BPc = p− a. Äàêëå, çàèñòà jå

AQ = AR = BRc = BPc = CPb = CQb = p− a.

4) Èìàìî äà jå PPa = BPa − BP è çíàìî äà jå BP = y = p − b. Êàêî

jå BPa = BRa jåð ñó òî òàíãåíòíå äóæè èç B íà êðóãó ka è êàêî jå

BRa = ARa −AB = p− c, ñëåäè äà jå

PPa = BPa − BP = BRa − (p− b) = p− c− (p− b) = b− c.

Äà§å, èìàìî äà jå PbPc = PbC + CPc è çíàìî äà jå PbC = p− a è äà

jå CPc = p, ïà ñëåäè äà jå

PbPc = PbC + CPc = p− a+ p = 2p− a = a+ b+ c− a = b+ c.

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

5) Ïðàêòè÷íî òðåáà äîêàçàòè äà jå A1 (ñðåäèøòå äóæè BC) ñðåäèøòå

äóæè PPa è PbPc. Èìàìî äà jå

PA1 = BA1 −BP =
1

2
BC − (p− b)

=
a

2
− a+ b+ c

2
+ b =

a− a− b− c + 2b

2

=
b− c

2
=

1

2
PPa,
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ïà jå çàèñòà A1 ñðåäèøòå äóæè PPa, òj. PA1 = PaA1.

Ñëè÷íî, èìàìî äà jå

PcA1 = PcB +BA1 = p− a+
1

2
BC

=
a+ b+ c

2
− a+

a

2
=
a + b+ c− 2a+ a

2

=
b+ c

2
=

1

2
PcPb,

ïà jå A1 ñðåäèøòå äóæè PcPb, îäíîñíî âàæè PcA1 = PbA1.

6) Ïîñìàòðàjìî òðîóãàî △SaSbSc. Âàæè äà jå SaA ⊥ SbSc, jåð jå SaA

ñèìåòðàëà óíóòðàø»åã, à SbSc ñèìåòðàëà ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà

A òðîóãëà △ABC, à çà òàêâå ñèìåòðàëå çíàìî äà ñó ìå¢óñîáíî íîð-

ìàëíå. Äàêëå, òà÷êà A jå ïîäíîæjå âèñèíå èç òåìåíà Sa òðîóãëà△SaSbSc.

Ñëè÷íî ñó è òà÷êå B,C ðåäîì ïîäíîæjà âèñèíà èç òåìåíà Sb, Sc òðî-

óãëà △SaSbSc. Êðóã êîjè ñàäðæè òà÷êå A,B,C jåñòå îïèñàíè êðóã l

òðîóãëà △ABC, à êàêî ñó A,B,C ïîäíîæjà âèñèíà òðîóãëà △SaSbSc,

ñëåäè äà jå êðóã l êîjè èõ ñàäðæè Îjëåðîâ êðóã òðîóãëà △SaSbSc. Îñèì

ïîäíîæjà âèñèíà, Îjëåðîâ êðóã ñàäðæè ñðåäèøòà ñòðàíèöà è ñðåäèøòà

äóæè îäðå¢åíèõ òåìåíèìà è îðòîöåíòðîì òðîóãëà. Ó ïðåñåêó ñèìåòðàëà

SaA, SbB, ScC óíóòðàø»èõ óãëîâà òðîóãëà △ABC íàëàçè öåíòàð óïèñà-

íîã êðóãà òðîóãëà △ABC, òà÷êà S, ñëåäè äà jå S îðòîöåíòàð òðîóãëà

△SaSbSc (ñåòèìî ñå, SaA, SbB, ScC ñó âèñèíå òðîóãëà △SaSbSc). À ïîøòî

òà÷êà N ïðèïàäà êðóãó l è ïðèïàäà äóæè SaS êîjà ñïàjà òåìå Sa è îðòî-

öåíòàð S òðîóãëà △SaSbSc, ñëåäè äà òà÷êà N ìîðà áèòè áàø ñðåäèøòå

äóæè SaS, òj. ìîðà áèòè NS = NSa.

Òðîóãàî △SBSa jå ïðàâîóãëè ñ ïðàâèì óãëîì êîä òåìåíà B (SB jå

ñèìåòðàëà óíóòðàø»åã, à BSa jå ñèìåòðàëà ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà

B òðîóãëà △ABC) è N jå ñðåäèøòå õèïîòåíóçå SSa, ïà jå N öåíòàð

îïèñàíîã êðóãà △SBSa. Ñëåäè äà jå NS = NSa = NB, à êàêî N ïðèïàäà

ñèìåòðàëè äóæè BC, ñëåäè äà jå NB = NC, ïà èìàìî äà jå NS = NSa =
NB = NC.

Äîêàæèìî äàM ïðèïàäà áèñåêðèñè ASb ñïî§àø»åã óãëà ∡CARb òðî-

óãëà △ABC. Êàêî jå AS áèñåêòðèñà óíóòðàø»åã óãëà ∡BAC òðîóãëà

△ABC, ñëåäè äà jå SA ⊥ ASb, òj. äà jå ∡SASb =
pi
2
. Òà÷êà N ïðèïàäà

áèñåêòðèñè AS, ïà jå ∡NASb = π
2
, à MN jå ïðå÷íèê îïèñàíîã êðóãà l

òðîóãëà △ABC, ïà jå ∡NAM = π
2
(ïåðè�åðèjñêè óãàî íàä ïðå÷íèêîì).

Îäàâäå çàê§ó÷ójåìî äà òà÷êà M ïðèïàäà ïîëóïðàâîj ASb, à ñàìèì òèì

è ïðàâîj ScSb. Ñ äðóãå ñòðàíå, êàêî M ïðèïàäà Îjëåðîâîì êðóãó l êðóãà

△SaSbSc è êàêî M íèjå ïîäíîæjå âèñèíå, jåð jå òî òà÷êà A, ñëåäè äà

jå M ñðåäèøòå ñòðàíèöå SbSc. Òðîóãàî △SbBSc jå ïðàâîóãëè ñ ïðàâèì
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óãëîì êîä òåìåíà B (SbB jå ñèìåòðàëà óíóòðàø»åã, à BSc jå ñèìåòðàëà

ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà B òðîóãëà △ABC) è M jå ñðåäèøòå õèïî-

òåíóçå SbSc, ïà ñëåäè äà jå M öåíòàð îïèñàíîã êðóãà òðîóãëà △SbBSc.

Ïðåìà òîìå, MSb = MSc = MB, à êàêî jå MB = MC jåð M ïðèïàäà

ñèìåòðàëè äóæè BC, ïà ñëåäè äà jå MSb =MSc =MB =MC.

7) ×åòâîðîóãàî SPPaSa jå òðàïåç jåð jå SP ⊥ BC è SaPa ⊥ BC, ïà jå

SP ‖ SaPa. Òàêî¢å, A1N ⊥ BC jåð jå ïðàâà A1N ñèìåòðàëà äóæè BC,

ïà jå A1N ‖ SP è A1N ‖ SaPa. Êàêî jå A1 ñðåäèøòå PPa, ñëåäè äà jå

A1N ñðåä»à ëèíèjà íåêîíâåêñíîã òðàïåçà SPPaSa. Çàê§ó÷ójåìî äà jå

A1N = 1
2
(SaPa − SP ) = 1

2
(ρa − ρ).

Ïðèìåòèìî äà îâäå íèñìî èñêîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà jå N ñðåäèøòå

SSa äà áèñìî äîáèëè äà jå A1N ñðåä»à ëèíèjà òðàïåçà. Äà ñå íèñìî

ñåòèëè Îjëåðîâîã êðóãà, îâî áè áèî äðóãè íà÷èí äà ñå äîêàæå äà jå N

ñðåäèøòå SSa è ðåøè äåî 6) îâîã çàäàòêà.

×åòâîðîóãàî ScPcPbSb jå òðàïåç, jåð jå ScPc ⊥ BC è SbPb ⊥ BC, ïà jå

ScPc ‖ SbPb. Òàêî¢å, A1M ⊥ BC jåð jå ïðàâà A1M ñèìåòðàëà äóæè BC,

ïà jå A1M ‖ ScPc è A1M ‖ SbPb. Òà÷êà A1 jå ñðåäèøòå PcPb, ïà ñëåäè äà

jå A1M ñðåä»à ëèíèjà (êîíâåêñíîã) òðàïåçà ScPcPbSb. Çàê§ó÷ójåìî äà jå

A1M = 1
2
(SbPb + ScPc) =

1
2
(ρb + ρc).

Ïîíîâî, ïðèìåòèìî äà íèñìî èñêîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà jå M ñðåäè-

øòå ScSb äà áèñìî äîáèëè äà jå A1M ñðåä»à ëèíèjà òðàïåçà è äà ñìî

ìîãëè íà îâàj íà÷èí äîêàçàòè äà jå M ñðåäèøòå ScSb äà ñå íèñìî ñåòèëè

Îjëåðîâîã êðóãà. Ïðè òîìå, êàêî ãîä äà äîêàçójåìî äà jå M ñðåäèøòå

ScSb, ìîðàëè áèñìî ïðâî äà äîêàæåìî äà M ïðèïàäà ScSb.

8) ×åòâîðîóãàî ScRcRbSb jå òðàïåç jåð jå ScRc ⊥ AB è SbRb ⊥ AB, ïà

jå ScRc ‖ SbRb. Òàêî¢å, MM ′ ⊥ AB, ïà jå MM ′ ‖ ScRc è MM ′ ‖ SbRb,

a M jå ñðåäèøòå ScSb, ïà jå MM ′
ñðåä»à ëèíèjà íåêîíâåêñíîã òðàïåçà

ScRcRbSb. Ñëåäè äà jå MM ′ = 1
2
(SbRb − ScRc) =

1
2
(ρb − ρc).

×åòâîðîóãàî SRRaSa jå òðàïåç jåð jå SR ⊥ AB è SaRa ⊥ AB, ïà jå

SR ‖ SaRa. Òàêî¢å, NN
′ ⊥ AB, ïà jå NN ′ ‖ SR ‖ SaRa è N jå ñðåäèøòå

SSa, ïà jå NN
′
ñðåä»à ëèíèjà êîíâåêñíîã òðàïåçà SRRaSa. Çàê§ó÷ójåìî

äà jå NN ′ = 1
2
(SR + SaRa) =

1
2
(ρ+ ρa).

9) Çà ïðå÷íèê MN îïèñàíîã êðóãà l òðîóãëà △ABC èìàìî ñ jåäíå

ñòðàíå äà jå MN = 2r, à ñ äðóãå ñòðàíå äà jå MN = MA1 + A1N =
1
2
(ρb+ρc+ρa−ρ). Äàêëå, 2r = 1

2
(ρa+ρb+ρc−ρ), ïà jå 4r = ρa+ρb+ρc−ρ,

îäíîñíî ρa + ρb + ρc = 4r + ρ.

10) Ó äåëó 8) ñìî äîêàçàëè äà jåMM ′
ñðåä»à ëèíèjà òðàïåçà ScRcRbSb,

ïà jå M ′
ñðåäèøòå ñòðàíèöå RcRb. Äàêëå, RcM

′ = 1
2
RcRb = a

2
. Äà§å

èìàìî äà jå BM ′ = BRc +RcM
′ = p− a+ a

2
= a+b+c−2a+a

2
= 1

2
(b+ c) è äà

jå AM ′ = BM ′ −BA = 1
2
(b+ c)− c = 1

2
(b− c).

Òàêî¢å, ó äåëó 8) äîêàçàëè ñìî äà jå NN ′
ñðåä»à ëèíèjà òðàïåçà
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SRRaSa, ïà jå N ′
ñðåäèøòå RRa. Ñëåäè äà jå N ′Ra = 1

2
RRa = a

2
, ïà jå

AN ′ = ARa − N ′Ra = p − a
2
= a+b+c−a

2
= 1

2
(b + c). Òàêî¢å, ñëåäè äà jå

BN ′ = AN ′ −AB = 1
2
(b+ c)− c = 1

2
(b− c).

Äàêëå, äîêàçàëè ñìî äà âàæè

AM ′ = BN ′ =
1

2
(b− c) è AN ′ = BM ′ =

1

2
(b+ c).

11) Jàñíî jå äà jå M ′N ′ =M ′A + AN ′ = 1
2
(b− c+ b+ c) = b.

2 Ñëè÷íîñò

Êàî è ïîäóäàðíîñò, ñëè÷íîñò íàì jå ïîçíàòà jîø îä ðàíèjå. Àêî îïèñíî

ïîäóäàðíîñò äâà îájåêòà çíà÷è äà îíè èìàjó èñòè îáëèê è èñòó âåëè÷èíó,

îíäà îïèñíî ñëè÷íîñò äâà îájåêòà çíà÷è äà îíè èìàjó ñàìî èñòè îáëèê,

äîê èì âåëè÷èíà íå ìîðà áèòè èñòà. Àêî ñó ó ïèòà»ó ìíîãîóãëîâè, èñòè

îáëèê çíà÷è äà îíè èìàjó ïîäóäàðíå óãëîâå. Ìå¢óòèì, êàêî ñå ñòðàíèöå

îäíîñå íà âåëè÷èíó, ñëåäè äà ñòðàíèöå íå ìîðàjó áèòè ïîäóäàðíå. Îíî

øòî £å çà »èõ âàæèòè jåñòå äà £å »èõîâ ìå¢óñîáíè îäíîñ áèòè èñòè.

Øòà £åìî ñà êðóãîâèìà? Îíè íåìàjó íè óãëîâå íè ñòðàíèöå, àëè jàñíî

jå äà ñâàêà äâà êðóãà èìàjó èñòè îáëèê (îáëèê êðóãà), ïà ñó ñëè÷íè. Îâäå

ìîðàìî áèòè îïðåçíè, jåð íïð. ñâàêà äâà òðîóãëà èìàjó îáëèê òðîóãëà, ïà

îïåò çíàìî äà íèñó ñâàêà äâà òðîóãëà ñëè÷íà. Àêî jå íïð. jåäàí òðîóãàî

îøòðîóãëè, à äðóãè òóïîóãëè, îíè íèêàêî íåìàjó èñòè îáëèê. �å÷ jå î

òîìå øòî ïîñòîjè âèøå ðàçëè÷èòèõ îáëèêà çà òðîóãàî, äîê ïîñòîjè ñàìî

jåäàí jåäèíè îáëèê çà êðóã.

Ñâå ó ñâåìó, jàñíî jå äà ïðåòõîäíà ,,äå�èíèöèjà� íèjå ïðåöèçíà. Íà

îâîì ìåñòó íå£åìî äàâàòè ïðåöèçíó äå�èíèöèjó ñëè÷íîñòè, àëè £åìî

óâåñòè íåøòî øòî £å íàì ó òîìå ïîìî£è. Êàêî jå ðàâàí ñêóï òà÷àêà (àê-

öåíàò jå íà ðå÷è ñêóï), ñëåäè äà ìîæåìî äå�èíèñàòè ïðåñëèêàâà»å òîã

ñêóïà ó ñåáå êîjå £å ñëèêàòè òà÷êå òå ðàâíè ó íåêå äðóãå òà÷êå. Íàðàâíî,

íå æåëèìî äà èìàìî íåêî ,,äèâ§å� ïðåñëèêàâà»å, ïà £åìî çàõòåâàòè äà

òî ïðåñëèêàâà»å èñïóíè íåêå óñëîâå.

Äå�èíèöèjà 14. Íåêà jå S ïðîèçâî§íà òà÷êà íåêå ðàâíè α è íåêà jå

λ ∈ R\{0} ïðîèçâî§àí ðåàëàí áðîj ðàçëè÷èò îä íóëå. Ïðåñëèêàâà»å

HS,λ : α −→ α òàêâî äà jå HS,λ(X) = X ′
, ãäå jå X ′ ∈ α òàêâà äà jå−−→

SX ′ = λ
−→
SX , çîâå ñå õîìîø

�

åø

�

èjà. Ïðè òîìå jå òà÷êà S »åí öåíø

�

àð, à λ

»åí êîå�èöèjåíø

�

.

Ìîãó£å jå äå�èíèñàòè õîìîòåòèjó ñà êîå�èöèjåíòîì 0, àëè òàêâî ïðå-

ñëèêàâà»å ñëèêà ñâàêó òà÷êó ðàâíè α ó öåíòàð õîìîòåòèjå, ïà íàì îíî

íèjå çàíèì§èâî.
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Èñïîñòàâ§à ñå äà jå õîìîòåòèjà óïðàâî ïðåñëèêàâà»å êîjå íàì òðåáà,

òj. òî jå ïðåñëèêàâà»å êîjå ,,÷óâà îáëèê� �èãóðà. Äðóãèì ðå÷èìà, êàäà

ãëåäàìî ñëèêó íåêå �èãóðå íåêîì õîìîòåòèjîì (ñêóï ñëèêà ñâèõ òà÷àêà

òå �èãóðå òîì õîìîòåòèjîì), äîáèjåíà �èãóðà (ñêóï òà÷àêà) áè£å �èãóðà

èñòîã îáëèêà êàî è ïîëàçíà, à ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè jå |λ| > 1 èëè
|λ| < 1, îíà £å áèòè âå£à, îäíîñíî ìà»à îä ïîëàçíå �èãóðå.

Íàïîìåíèìî ñàìî äà ñå ñâå øòî îâäå ïðè÷àìî îäíîñè íà åóêëègñêó

ãåîìåòðèjó. Ó õèïåðáîëè÷êîj ãåîìåòðèjè ñå òàêî¢å äå�èíèøå ñëè÷íîñò,

àëè £å òó áèòè çíàòíèõ ðàçëèêà ó îäìîñó íà ñëè÷íîñò ó åóêëèäñêîj ãåî-

ìåòðèjè. �å£è £åìî ñàìî äà £å èñïàñòè äà jå ñëè÷íîñò èñòî øòî è ïîäó-

äàðíîñò, èàêî jå äå�èíèñàíà íà äðóãà÷èjè íà÷èí.

Ôîðìóëèøèìî ñàäà Òàëåñîâó òåîðåìó, jåäíó îä íàjñòàðèjèõ òåîðåìà

ó ìàòåìàòèöè.

Òåîðåìà 11 (Òàëåñ). Íåêà ñå è

�

ðàâå p, q ñåêó ó ø

�

à÷êè S. Íåêà ñó A,B

gâå ðàçëè÷èø

�

å ø

�

à÷êå è

�

ðàâå p êîjå ñó ðàçëè÷èø�å îg S è íåêà ñó C,D gâå

ðàçëè÷èø

�

å è

�

ðàâå q êîjå ñó ðàçëè÷èø�å îg ø�à÷êå S. Òàgà jå

AC ‖ BD ⇐⇒ SA

SB
=
SC

SD
=
AC

BD

⇐⇒ SA

SC
=
SB

SD
=
AB

CD
.

S

A

B

C

D

Ïðè òîìå, óîïøòå íå ìîðà äà âàæè ðàñïîðåä òà÷àêà êàî øòî jå íà îâîj

ñëèöè. Òåîðåìà £å âàæèòè è àêî èìàìî íåêè äðóãè ðàñïîðåä òà÷àêà.

S

A

B

C

D
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Êàî øòî ñìî èìàëè Ñòàâîâå î ïîäóäàðíîñòè òðîóãëîâà, ïîñòîjå è Ñòà-

âîâè î ñëè÷íîñòè òðîóãëîâà. Øòî ñå òè÷å »èõîâèõ �îðìóëàöèjà, èìà-

£åìî ñòðàíèöå è óãëîâå, è òî áàø êàî êîä ñòàâîâà î ïîäóäàðíîñòè (íïð.

íåêå äâå è »èìà çàõâà£åí óãàî), ñ øòî èìàìî ó âèäó ñëè÷íîñò ÷óâà è

�

î-

gógàðíîñø

�

ó�

�

ëîâà è îgíîñå ñø

�

ðàíèöà.

Íåêà ñó äàòè òðîóãëîâè △ABC è △A′B′C ′
. Àêî âàæè íåøòî îä ñëå-

äå£åã:

1◦ AB
A′B′

= AC
A′C′

, ∡BAC = ∡B′A′C ′
;

2◦ AB
A′B′

= AC
A′C′

= BC
B′C′

;

3◦ ∡BAC = ∡B′A′C ′
, ∡ABC = ∡A′B′C ′

;

4◦ AB
A′B′

= AC
A′C′

, ∡ACB = ∡A′C ′B′
, à óãëîâè ∡ABC è ∡A′B′C ′

ñó îáà

îøòðà, îáà ïðàâà èëè îáà òóïà;

îíäà jå △ABC ∼ △A′B′C ′
.

A B

C

A′ B′

C′

Ñàäà êàäà çíàìî øòà jå õîìîòåòèjà è êàäà ñìî ñå ïîäñåòèëè Ñòàâîâà î

ñëè÷íîñòè òðîóãëîâà, ìîæåìî äà èõ èñêîðèñòèìî äà äîêàæåìî ïîñòîjà»å

Îjëåðîâîã êðóãà íà äðóãè íà÷èí (çàäàòàê 1.5), êàî è äà ðåøèìî äåî 1)

Âåëèêîã çàäàòêà (çàäàòêà 1.12).

1.5.

A B

C

A′

B′

C′

A1B1

C1

H

H ′

H ′′

H ′′′

H1

H2
H3

D E

F
l′

l
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Íåêà ñó A′, B′, C ′
ðåäîì ïîäíîæjà âèñèíà èç òåìåíà A,B,C íà ñòðà-

íèöàìà BC,CA,AB òðîóãëà △ABC è íåêà ñó A1, B1, C1 ðåäîì ñðåäèøòà

ñòðàíèöà BC,CA,AB. Äóæè êîjå ñïàjàjó òåìåíà è îðòîöåíòàð H òðîóãëà

△ABC ñó äóæè AH,BH,CH , ïà îçíà÷èìî ðåäîì ñà D,E, F »èõîâà ñðå-

äèøòà. Òðåáà äîêàçàòè äà ïîñòîjè êðóã êîjè ñàäðæè îâèõ äåâåò òà÷àêà

(A′, B′, C ′, A1, B1, C1, D, E, F ).

Óî÷èìî òà÷êå H ′, H ′′, H ′′′
êîjå ñó ñèìåòðè÷íå òà÷êè H ðåäîì ó îäíîñó

íà ñòðàíèöå AB,BC,CA è òà÷êå H1, H2, H3 êîjå ñó ñèìåòðè÷íå òà÷êè H

ðåäîì ó îäíîñó íà ñðåäèøòà C1, A1, B1 ñòðàíèöà AB,BC,CA. Íà îñíîâó

çàäàòêà 1.3 ñëåäè äà òà÷êå H ′, H ′′, H ′′′, H1, H2, H3 ïðèïàäàjó îïèñàíîì

êðóãó l òðîóãëà △ABC.
Íåêà jå l′ = HH, 1

2

(l), òj. íåêà jå l′ ñëèêà êðóãà l õîìîòåòèjîì HH, 1
2

.

Êàêî õîìîòåòèjà ÷óâà îáëèê, ñëåäè äà jå l′ êðóã. Øòà £å áèòè ñëèêå

òà÷àêà A,B,C,H ′, H ′′, H ′′′, H1, H2, H3 òîì õîìîòåòèjîì? Ïî äå�èíèöèjè,

çà ïðîèçâî§íó òà÷êó X jå HH, 1
2

(X) = X ′
, ïðè ÷åìó jå

−−→
HX ′ = 1

2

−−→
HX , îäíî-

ñíî êàä ñå îñëîáîäèìî âåêòîðà, áè£å B(H,X ′, X) è HX ′ = 1
2
HX . Äàêëå,

X ′
jå ñðåäèøòå äóæè HX , îäíîñíî õîìîòåòèjà HH, 1

2

ñëèêà ïðîèçâî§íó

òà÷êó ó ñðåäèøòå äóæè ÷èjè ñó êðàjåâè òà òà÷êà è òà÷êà H . Ïðåìà òîìå,

êàêî ñó D,E, F ñðåäèøòà äóæè AH,BH,CH , çàòèì C ′, A′, B′
ñðåäèøòà

äóæè HH ′, HH ′′, HH ′′′
è C1, A1, B1 ñðåäèøòà äóæè HH1, HH2, HH3, ñëå-

äè äà jå

HH, 1
2

(A) = D;

HH, 1
2

(B) = E;

HH, 1
2

(C) = F ;

HH, 1
2

(H ′) = C ′;

HH, 1
2

(H ′′) = A′;

HH, 1
2

(H ′′′) = B′;

HH, 1
2

(H1) = C1;

HH, 1
2

(H2) = A1;

HH, 1
2

(H3) = B1.

Êàêî êðóã l ñàäðæè òà÷êå A,B,C,H ′, H ′′, H ′′′, H1, H2, H3, ñëåäè äà »åãîâà

ñëèêà õîìîòåòèjîì HH, 1
2

, äàêëå êðóã l′, ñàäðæè ñëèêå òèõ òà÷àêà, äàêëå

òà÷êå D,E, F,A′, B′, C ′, A1, B1, C1.

Âèäèìî äà jå îâî ðåøå»å äîñòà åëåãàíòíèjå è êðà£å îä ïðâîáèòíîã

ðåøå»à. Ñàäà £åìî ðåøèòè äåî 1) Âåëèêîã çàäàòêà êîðèñòå£è ñå Òàëå-

ñîâîì òåîðåìîì.
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1.12.

1) A

B C

S

P

Q

Sa

Pa

Qa

P̄

P̄a

Íåêà jå P̄ ïðåñå÷íà òà÷êà ïðàâå SP è ïðàâå APa. Êàêî jå B(A, S, Sa),
ñëåäè äà jå B(A, P̄ , Pa), ïà jå äîâî§íî äîêàçàòè äà jå P

′ = P̄ . Êàêî òà÷êà

P ′
ïðèïàäà óïèñàíîì êðóãó k òðîóãëà △ABC è ïðàâîj SP , ñëåäè äà jå

äîâî§íî äîêàçàòè äà jå SP̄ = ρ.

Ïðàâå SSa è QQa ñå ñåêó ó òà÷êè A è âàæè SQ ⊥ AC è SaQa ⊥ AC,

ïà jå SQ ‖ SaQa. Ïðåìà Òàëåñîâîj òåîðåìè ñëåäè äà jå

AS
ASa

= SQ
SaQa

= ρ
ρa
.

Òàêî¢å, èìàìî è äà ñå ïðàâå SSa è P̄Pa ñåêó ó òà÷êè A è äà jå SP̄ ⊥ BC

è SaPa ⊥ BC, ïà jå SP̄ ‖ SaPa. Ïðåìà Òàëåñîâîj òåîðåìè ñëåäè äà jå

SP̄
SaPa

= AS
ASa

= ρ
ρa
. Ìå¢óòèì, SaPa = ρa, ïà jå

SP̄
ρa

= ρ
ρa
, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî

äà jå SP̄ = ρ, îäíîñíî äà jå P ′ = P̄ . Äàêëå, âàæè B(A, P ′, Pa)
Íåêà jå ñàäà P̄a ïðåñå÷íà òà÷êà ïðàâå SaPa è ïðàâå AP . Êàêî jå

B(A, S, Sa), ñëåäè äà jå B(A, P, P̄a), ïà jå äîâî§íî äîêàçàòè äà jå P
′
a = P̄a.

Êàêî òà÷êà Pa ïðèïàäà ñïî§à óïèñàíîì êðóãó ka òðîóãëà△ABC è ïðàâîj

SaPa, ñëåäè äà jå äîâî§íî äîêàçàòè äà jå SaP̄a = ρa.

Âå£ ñìî äîêàçàëè äà jå

AS
ASa

= ρ
ρa
. Ïðàâå SSa è PP̄a ñå ñåêó ó òà÷êè

A è èç SP ⊥ BC è SaP̄a ⊥ BC çàê§ó÷ójåìî äà jå SP ‖ SaP̄a, ïà èç

Òàëåñîâå òåîðåìå ñëåäè äà jå

SaP̄a

SP
= ASa

AS
= ρa

ρ
. Ìå¢óòèì, âàæè SP = ρ,

ïà jå

SaP̄a

ρ
= ρa

ρ
, ïà jå SaP̄a = ρa, òj. P

′
a = P̄a. Äàêëå, âàæè B(A, P, P ′

a).
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A

B C

Sb

Sc

Pb

Rb

Pc

Rc

P̄b

P̄c

Íåêà jå P̄b ïðåñå÷íà òà÷êà ïðàâå SbPb è ïðàâå APc è íåêà jå P̄c ïðåñå÷íà

òà÷êà ïðàâå ScPc è ïðàâå APb. Êàêî jå B(Sc, A, Sb), ñëåäè äà jå B(Pc, A, P̄b)
è äà jå B(P̄c, A, Pb), îäíîñíî B(Pb, A, P̄c), ïà jå äîâî§íî äîêàçàòè äà jå

P ′
b = P̄b è äà jå P

′
c = P̄c. Êàêî òà÷êà P

′
b ïðèïàäà ñïî§à óïèñàíîì êðóãó kb

òðîóãëà △ABC è ïðàâîj SbPb, ñëåäè äà jå äîâî§íî äîêàçàòè äà jå SbP̄b =
ρb. Ñëè÷íî, êàêî òà÷êà P ′

c ïðèïàäà ñïî§à óïèñàíîì êðóãó kc òðîóãëà

△ABC è ïðàâîj ScPc, ñëåäè äà jå äîâî§íî äîêàçàòè äà jå ScP̄c = ρc.

Ïðàâå SbSc è RbRc ñå ñåêó ó òà÷êè A è âàæè SbRb ⊥ AB è ScRc ⊥ AB,

ïà jå SbRb ‖ ScRc. Ïðåìà Òàëåñîâîj òåîðåìè ñëåäè äà jå

ASb

ASc
= SbRb

ScRc
= ρb

ρc
.

Òàêî¢å, èìàìî è äà ñå ïðàâå SbSc è P̄bPc ñåêó ó òà÷êè A è äà jå SbP̄b ⊥ BC

è ScPc ⊥ BC, ïà jå SbP̄b ‖ ScPc. Ïðåìà Òàëåñîâîj òåîðåìè ñëåäè äà jå

SbP̄b

ScPc
= ASb

ASc
= ρb

ρc
. Ìå¢óòèì, ScPc = ρc, ïà jå

SbP̄b

ρc
= ρb

ρa
, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî

äà jå SbP̄b = ρb, îäíîñíî äà jå P
′ = P̄ . Äàêëå, âàæè B(Pc, A, P

′
b)

Òàêî¢å, ïðàâå SbSc è PbP̄c ñå ñåêó ó òà÷êè A è èç SbPb ⊥ BC è ScP̄c ⊥
BC çàê§ó÷ójåìî äà jå SbPb ‖ ScP̄c, ïà èç Òàëåñîâå òåîðåìå ñëåäè äà jå

ScP̄c

SbPb

= ASc

ASb

= ρc
ρb
. Ìå¢óòèì, âàæè SbPb = ρb, ïà jå

ScP̄c

ρb
= ρc

ρb
, ïà jå ScP̄c = ρc,

òj. P ′
c = P̄c. Äàêëå, âàæè B(Pb, A, P

′
c).

Ñàäà ïðåëàçèìî íà çàäàòêå èç ñëè÷íîñòè. Ïðâè çàäàòàê jå Òåîðåìà î

ñèìåòðàëè óãëà. Îâà òåîðåìà jå âåîìà âàæíà è òðåáà jå çíàòè, jåð £å ñå

êîðèñòèòè è ó äà§èì çàäàöèìà (íïð. êàî øòî ñå ñðåä»à ëèíèjà êîðèñòè

ó ìíîãèì äðóãèì çàäàöèìà).
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1.

A

B CEF

D

G

Èäåjà jå äà ïðèìåíèìî Òàëåñîâó òåîðåìó. Äà áèñìî ïðîíàøëè êîëèêè

jå îäíîñ BE : CE, äîâî§íî jå äà íà¢åìî êîëèêè jå îäíîñ CE : EB, ïà
ïîòðàæèìî íà ïîëóïðàâîj CA òà÷êó D òàêâó äà jå AD = AB. Óêîëèêî

äîêàæåìî äà jå DB ‖ AE, ïðåìà Òàëåñîâîj òåîðåìè £å áèòè CE : EB =
CA : AD, ïà £å îäàòëå ñëåäèòè BE : CE = AD : AC. Êàêî jå AD = AB,

äîáè£åìî äà jå BE : CE = AB : AC, à òî è òðåáà äîêàçàòè.
Óêîëèêî äîêàæåìî äà jå ∡BDA = ∡EAC = α

2
, ñëåäè£å äà jå ñó òî

óãëîâè ñ ïàðàëåëíèì êðàöèìà, ïà £å áèòè DB ‖ AE. Êàêî jå AD =
AB, ñëåäè äà jå òðîóãàî △ADB jåäíàêîêðàê, ïà jå ∡BDA = ∡DBA.

Îçíà÷èìî òå óãëîâå ñà ϕ. Óãàî ∡BAC = α jå ñïî§àø»è óãàî òðîóãëà

△ADB, ïà jå jåäíàê çáèðó óíóòðàø»èõ íåñóñåäíèõ óãëîâà ∡BDA = ϕ è

∡DBA = ϕ. Äàêëå, α = ϕ+ϕ = 2ϕ, ïà jå ϕ = α
2
. Äàêëå, äîêàçàëè ñìî äà

jå ∡BDA = α
2
, ïà jå DB ‖ AE, à îäàòëå ñëåäè äà jå BE : CE = AB : AC.

Ñàäà æåëèìî äà íà¢åìî îäíîñ BF : CF = FB : FC, ïà óî÷èìî ïðàâó
êîjà ñàäðæè B è ïàðàëåëíà jå ñà ïðàâîì AC. Îçíà÷èìî ñà G »åí ïðåñåê

ñà ïðàâîì FA. Òàëåñîâà òåîðåìà íàì òàäà äàjå äà jå FB : FC = BG : CA,
ïà jå äîâî§íî äîêàçàòè äà jå BG = AB. Ïðàâà AG jå ñèìåòðàëà óãëà

∡BAD = π − α (òî jå ñïî§àø»è óãàî êîä òåìåíà A òðîóãëà △ABC),
ïà jå ∡GAB = π−α

2
. Èç BG ‖ AC çàê§ó÷ójåìî äà ñó óãëîâè ∡GBA è

∡BAC = α óãëîâè ñ ïàðàëåëíèì êðàöèìà, ïà ñó îíè ïîäóäàðíè. Äàêëå,

∡GBA = α. Îäàâäå jå ∡BGA = π−∡GBA−∡GAB = π−α− π−α
2

= π−α
2
,

ïà jå ∡BGA = ∡GAB. Äàêëå, òðîóãàî △BAG jå jåäíàêîêðàêè, ïà jå

BG = BA. Îâèì jå äîêàç çàâðøåí, jåð jå ñàäà BF : CF = BG : AC =
AB : AC, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

Âèäèìî äà jå ïîíåêàä ïîòðåáíî ,,äîöðòàòè� íåêå òà÷êå è ïðàâå äà áè ñå

ëàêøå äîøëî äî ðåøå»à çàäàòêà. Îâäå ñó òà÷êà D è ïðàâà BG äîáèjåíå
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ó æå§è äà ñå èñêîðèñòè Òàëåñîâà òåîðåìà.

2. Îâäå ñó òà÷êå E, F èç 1. çàäàòêà, à òà÷êå S, Sa, Sb, Sc ñó òà÷êå èç Âå-

ëèêîã çàäàòêà, äàêëå öåíòðè ðåäîì óïèñàíîã êðóãà k è ñïî§à óïèñàíèõ

êðóãîâà ka, kb, kc.

à) A

B C

S

Sa

E

Ïðèìåíîì Òåîðåìå î ñèìåòðàëè óãëà (1. çàäàòêà) íà òðîóãàî △CAE
çàê§ó÷ójåìî äà jå AS : SE = ASa : SaE = AC : CE. Òàêî¢å, çíàìî äà jå
BE : CE = AB : AC (1. çàäàòàê), ïà jå AC : CE = AB : BE. Îçíà÷èìî
òàj îäíîñ ñà λ, äàêëå íåêà jå

AC
CE

= AB
BE

= λ. Îäàâäå jå AC = λCE

è AB = λBE, ïà jå AB + AC = λ(BE + CE) = λBC. Ñëåäè äà jå

λ = (AB + AC) : BC, à êàêî jå AS : SE = ASa : SaE = AC : CE = λ,

ñëåäè äà jå AS : SE = ASa : SaE = (AB + AC) : BC.
á) Êàêî jå AE = AS + SE, äå§å»åì ñà SE äîáèjàìî äà jå

AE

SE
=

AS + SE

SE
=
AS

SE
+
SE

SE

=
AS

SE
+ 1 =

AB + AC

BC
+ 1

=
AB + AC

BC
+
BC

BC
=
AB + AC +BC

BC
.

Ñëè÷íî, êàêî jå AE = ASa − SaE, äå§å»åì ñà SaE äîáèjàìî äà jå

AE

SaE
=

ASa − SaE

SaE
=
ASa

SaE
− SaE

SaE

=
ASa

SaE
− 1 =

AB + AC

BC
− 1

=
AB + AC

BC
− BC

BC
=
AB + AC −BC

BC
.
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Îâäå ñìî ñàìî êîðèñòèëè ïðåòõîäíå ðåçóëòàòå è óç ìàëî ðà÷óíà»à

äîøëè äî òðàæåíîã íîâîã ðåçóëòàòà.

â)

A

B CF

Sb

Sc

Ïðèìåíîì Òåîðåìå î ñèìåòðàëè óãëà íà òðîóãàî △BAF äîáèjàìî äà

jå ASb : SbF = ASc : ScF = AB : BF . Òàêî¢å, ïðèìåíîì òå òåîðåìå íà

òðîóãàî △CAF äîáèjàìî äà jå ASb : SbF = ASc : ScF = AC : CF . Îçíà-
÷èìî òðàæåíè íåïîçíàòè îäíîñ ñà λ, äàêëå ASb : SbF = ASc : ScF = λ.

Íà îñíîâó äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà èìàìî äà jå AB : BF = AC : CF = λ.

Èíà÷å, îâàj ðåçóëòàò ñìî ìîãëè äèðåêòíî äà äîáèjåìî èç 1. çàäàòêà, jåð

èç BF : CF = AB : AC ñëåäè äà jå AB : BF = AC : CF . Îäàâäå

ñëåäè äà jå AB = λBF è AC = λCF , ïà îäóçèìà»åì äîáèjàìî äà jå

AC − AB = λ(CF − BF ) = BC. Äàêëå, λ = (AC − AB) : BC, ïà ñëåäè
òðàæåíè ðåçóëòàò ASb : SbF = ASc : ScF = (AC − AB) : BC.

Ó îâîì çàäàòêó êîðèñòèëè ñìî jåäíó ñòâàð êîjó £åìî ñàäà èçäâîjèòè.

Àêî çà íåêå ðåàëíå áðîjåâå a, b, c, d òàêâå äà jå c, d 6= 0 âàæè a
c
= b

d
, îíäà

jå òàj îäíîñ jåäíàê îäíîñó

ka+lb
kc+ld

çà áèëî êîjå k, l ∈ R, òj. a
c
= b

d
= ka+lb

kc+ld
.

Çàèñòà, îçíà÷èìî

a
c
= b

d
= λ. Òàäà jå a = λc è b = λd, ïà ñëåäè äà jå

ka + lb = kλc+ lλd = λ(kc+ ld), îäàêëå ñëåäè äà jå λ = ka+lb
kc+ld

.

3. a)

A

B
C

O

M

N

S

Q

Sa

Qa
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Ñëè÷íîñò äàjå îäíîñå, à íå ïðîèçâîäå äóæè, àëè ìîæåìî òå îäíîñå

ïîìíîæèòè äóæèìà êîjå ñó ó èìåíèîöèìà è äî£è äî ïðîèçâîäà. Êàêî íàì

ñå jàâ§à ïîëóïðå÷íèê óïèñàíîã êðóãà, ìîðàìî óî÷èòè ïîäíîæjå íîðìàëå

èç öåíòðà S óïèñàíîã êðóãà íà íåêîj îä ñòðàíèöà òðîóãëà △ABC, íïð.
ïîäíîæjå Q íà ñòðàíèöè AC. Ïîøòî íàì ñå jàâ§à 2r, òj. ïðå÷íèê îïè-

ñàíîã êðóãà, è ïîøòî âå£ èìàìî òà÷êó N , óî÷èìî òà÷êó M èç Âåëèêîã

çàäàòêà, jåð òàäà èìàìî ïðå÷íèê MN = 2r.
Ñàäà èìàìî äà jå ∡SAQ = ∡NAC = ∡NMC (ïåðè�åðèjñêè íàä

ëóêîì N̄C) è äà ñó óãëîâè ∡SQA è ∡NCM ïðàâîj (∡NMC jå ïåðè-

�åðèjñêè íàä ïðå÷íèêîì NM), ïà jå ∡SQA = ∡NCM . Ñëåäè äà jå

△ASQ ∼ △MNC, ïà jå SA : NM = SQ : NC. Ìíîæå»åì ñà NM è

NC äîáèjàìî äà jå SA · NC = NM · SQ. Êàêî jå NM = 2r, SQ = ρ è

NC = SN (Âåëèêè çàäàòàê, ñòàâ 6)), ñëåäè äà jå SA · SN = 2rρ, øòî jå
è òðåáàëî äîêàçàòè.

á) Ñëè÷íî êàî ó äåëó a), óî÷èìî òà÷êåM,Qa èç Âåëèêîã çàäàòêà. Èìàìî

äà jå ∡SaAQa = ∡NAC = ∡NMC (ïåðè�åðèjñêè íàä ëóêîì N̄C) è äà

ñó óãëîâè ∡SaQaA è ∡NCM ïðàâè, ïà jå ∡SaQaA = ∡NCM . Ñëåäè äà

jå △ASaQa ∼ △MNC, ïà jå SaA : NM = SaQa : NC, îäíîñíî, ïîñëå
ìíîæå»à, SaA · NC = NM · SaQa. Çàìåíîì NM = 2r, SaQa = ρa è

NC = SaN (Âåëèêè çàäàòàê, ñòàâ 6)) äîáèjàìî SaA · SaN = 2rρa.
â)

A

B C

O

M

N

Sb

Sc

Rb

Rc

Êàêî íàì ñå îâäå jàâ§à ρb, óî÷èìî ïîäíîæjå íîðìàëå èç Sb íà íå-

êîj îä ñòðàíèöà òðîóãëà △ABC, íïð. íà ñòðàíèöè AB (äàêëå, òà÷êó

Rb) è êàêî ñå ïîíîâî jàâ§à ïðå÷íèê îïèñàíîã êðóãà 2r, óî÷èìî ïðå÷íèê

MN . Óãëîâè ∡MNC è ∡MAC ñó ïåðè�åðèjñêè íàä ëóêîì M̆C , ïà ñó

ïîäóäàðíè, äàêëå ∡MNC = ∡MAC = π−α
2

(ïðàâà AM jå ñèìåòðàëà ñïî-

§àø»åã óãëà êîä òåìåíà A òðîóãëà △ABC). Òàêî¢å, ∡SbARb = π−α
2
,

ïà jå ∡MNC = ∡SbARb. Âàæè è ∡MCN = π
2

= ∡SbRbA, ïà ñëåäè
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äà jå △MNC ∼ △SbARb. Äàêëå, SbA : MN = SbRb : MC, îäíîñíî

SbA ·MC = MN · SbRb. Çàìåíîì MN = 2r, SbRb = ρb è MC = SbM

(Âåëèêè çàäàòàê, ñòàâ 6)) äîáèjàìî SbA · SbM = 2rρb.
ã) Ñëè÷íî êàî ó äåëó â), óî÷èìî òà÷êåM,Rc èç Âåëèêîã çàäàòêà. Èìàìî

äà jå ∡ScARc =
π−α
2

= ∡MAC = ∡MNC (ïðâå äâå jåäíàêîñòè âàæå jåð

jå ScM ñèìåòðàëà ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà A, à ïîñëåä»à jåð ñó òî

ïåðè�åðèjñêè óãëîâè íàä ëóêîì M̆C), êàî è ∡ScRcA = π
2
= ∡MCN ,

ïà jå △ScARc ∼ △MNC. Ñëåäè ScA : MN = ScRc : MC, îäíîñíî

ScA · MC = MN · ScRc. Çàìåíîì MN = 2r, ScRc = ρc è MC = ScM

(Âåëèêè çàäàòàê, ñòàâ 6)) äîáèjàìî ScA · ScM = 2rρc.

4.

A B

C

M

D
N

O

P

Q

R
K

L X

Íåêà jå R ñðåäèøòå äèjàëîíàëå AC. Òàäà jå RM ñðåä»à ëèíèjà òðî-

óãëà △ABC, ïà jå RM ‖ BC è RM = 1
2
BC, a RN jå ñðåä»à ëèíèjà

òðîóãëà △ACD, ïà jå RN ‖ AD è RN = 1
2
AD. Äà§å, êàêî jå OQ ⊥ BC

è OP ⊥ AD, ñëåäè äà jå RM ⊥ OQ è RN ⊥ OP , ïà jå ∡MRN = ∡QOP

(óãëîâè ñ íîðìàëíèì êðàöèìà). Ïîðåä òîãà èìàìî äà jå

MR
RN

=
1

2
BC

1

2
AD

= BC
AD

,

ïà jå äîâî§íî äà äîêàæåìî äà jå OQ : OP = BC : AD äà áè ñëåäèëî äà

jå △MRN ∼ △QOP .
Òðîóãëîâè △AOD è △BOC ñó ñëè÷íè, jåð èìàjó ïîäóäàðíå óãëîâå.

Çàèñòà, ∡AOD = ∡BOC jåð ñó òî óíàêðñíè óãëîâè è ∡ADO = ∡BCO

(ïåðè�åðèjñêè íàä ëóêîì ĀB). Êîä ñëè÷íèõ òðîóãëîâà âèñèíå ñå îäíîñå

èñòî êàî è ñòðàíèöå, ïà jå OQ : OP = BC : AD (OQ jå âèñèíà òðîóãëà

BOC, à OP jå âèñèíà òðîóãëà AOD). Äàêëå, MR : RN = BC : AD =
QO : OP è ∡MRN = ∡QOP , ïà jå △MRN ∼ △QOP . Ñëåäè äà jå

∡RNM = ∡OPQ è ∡RMN = ∡OQP .

Îçíà÷èìî ñà K,L ðåäîì ïðåñå÷íå òà÷êå ïðàâå RN ñà ïðàâèìà OP è

QP è îçíà÷èìî ñà X ïðåñå÷íó òà÷êó ïðàâå MN è ïðàâå PQ. Óãëîâè

∡KPL è ∡XNL ñó ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíè, jåð jå ∡KPL = ∡OPQ è
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∡XNL = ∡MNR, a ∡OPQ = ∡MNR. Òàêî¢å, ∡KLP = ∡XLN , jåð

ñó òî óíàêðñíè óãëîâè. Ñëåäè äà òðîóãëîâè △PKL è △NXL èìàjó ïî-

äóäàðíå óãëîâå, ïà jå ∡LXN = ∡LKP . Ìå¢óòèì, ∡LKP = π
2
, jåð jå

òî óãàî èçìå¢ó ïðàâå NR è ïðàâå OP , à âàæè NR ⊥ OP . Ïðåìà òîìå,

∡LXN = π
2
, à òî jå óãàî èçìå¢ó ïðàâå PQ è ïðàâå MN , ïà çàê§ó÷ójåìî

äà jå MN ⊥ PQ.

Äå�èíèöèjà 15. Íåêà jå F �àìèëèjà ïðàâèõ íåêå ðàâíè. Àêî

1) ïîñòîjè òà÷êà S êîjà ïðèïàäà ñâèì ïðàâèìà �àìèëèjå F è ñâå ïðàâå

êîjå ñàäðæå òà÷êó S ïðèïàäàjó �àìèëèjè F ;
2) ïîñòîjè ïðàâà s êîjà jå ïàðàëåëíà ñâèì ïðàâèìà �àìèëèjå F è ñâå

ïðàâå êîjå ñó ïàðàëåëíå ïðàâîj s ïðèïàäàjó �àìèëèjè F ;
îíäà òàêâó �àìèëèjó F çîâåìî è

�

ðàìåíîì è

�

ðàâèõ. Àêî ïðàìåí F çàäîâî-

§àâà óñëîâ 1), êàæåìî äà jå òî ïðàìåí êîíêóðåíø

�

íèõ ïðàâèõ, à àêî ïðà-

ìåí F çàäîâî§àâà óñëîâ 2), êàæåìî äà jå òî ïðàìåí è

�

àðàëåëíèõ ïðàâèõ.

Ïðàìåíîâè ñå ó òåîðèjè äå�èíèøó íà äðóãà÷èjè íà÷èí è òàìî ñå äå-

òà§íèjå èçó÷àâàjó. Íàìà jå îâäå îä èíòåðåñà äà çà ïðàâå êîjå ñå ñåêó

ó jåäíîj òà÷êè èëè ñó ìå¢óñîáíî ïàðàëåëíå êàæåìî: ,,Ïðàâå ïðèïàäàjó

jåäíîì ïðàìåíó�, èëè: ,,Ïðàâå ïðèïàäàjó èñòîì ïðàìåíó�, jåð jå òàêâî

èçðàæàâà»å êðà£å è jåäíîñòàâíèjå.

5. Ïòîëîìåjåâà òåîðåìà.

A B

C

D

E

Èäåjà jå äà ïðîèçâîä AC · BD íàïèøåìî êàî çáèð äâà ñàáèðêà, îä

êîjèõ £å jåäàí áèòè jåäíàê ñà AB · CD, à äðóãè ñà AD · BC. Àêî íà

äèjàãîíàëè AC óî÷èìî íåêó òà÷êó E, îíäà jå AC = AE + EC, ïà jå

AC ·BD = (AE+EC)·BD = AE ·BD+EC ·BD. Òðåáà ïîãîäíî îäàáðàòè
òà÷êó E òàêî äà íïð. áóäå AE · BD = AB · CD è EC · BD = AD · BC,
îäíîñíî AE : CD = AB : BD è EC : AD = BC : BD. Çàòî óçìèìî

òà÷êó E íà äèjàãîíàëè AC òàêâó äà jå ∡ABE = ∡DBC.

Êàêî jå ∡BAE = ∡BDC (ïåðè�åðèjñêè íàä B̄C) è ∡ABE = ∡DBC,

ñëåäè äà jå △ABE ∼ △DBC, ïà jå AE : DC = AB : DB. Äàêëå, âàæè
AE ·BD = AB ·CD. Äà§å, èìàìî äà jå ∡ECB = ∡ADB (ïåðè�åðèjñêè
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íàä ĀB) è ∡EBC = ∡EBD + ∡DBC = ∡EBD + ∡ABE = ∡ABD, ïà

jå △EBC ∼ △ABD. Ñëåäè äà jå EC : AD = BC : BD, ïà äîáèjàìî

EC ·BD = AD · BC. Ñàáèðà»åì äîáèjàìî äà jå

AE · BD + EC · BD = AB · CD + AD · BC
(AE + EC) · BD = AB · CD + AD · BC

AC · BD = AB · CD + AD · BC,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

×åâèíà òåîðåìà. Îçíà÷èìî Π =
−−→
BP
−→
PC

·
−−→
CQ
−→
QA

·
−→
AR
−−→
RB

. Ó �îðìóëàöèjè òåîðåìå

òðåáàëî áè äîäàòè óñëîâ äà ñå òà÷êå P,Q,R ðàçëèêójó îä òåìåíà A,B,C

òðîóãëà △ABC, jåð èíà÷å áðîj Π èëè íèjå äîáðî äå�èíèñàí (àêî jå íïð.

P = C, îíäà íèjå äå�èíèñàíî
−−→
BP
−→
PC

), èëè jå jåäíàê 0 (àêî jå íïð. P = B).

=⇒ : Íåêà ñó AP,BQ,CR ïðàâå jåäíîã ïðàìåíà.

1◦

A

B CP

Q
R

S

KL A

B C P

Q

R

S

KL

Íåêà jå S çàjåäíè÷êà ïðåñå÷íà òà÷êà ïðàâèõ AP,BQ,CR è íåêà ñó

K,L ðåäîì ïðåñå÷íå òà÷êå ïðàâå BQ è ïðàâå CR ñà ïðàâîì êîjà ñàäðæè

òà÷êó A è ïàðàëåëíà jå ñà BC. Òàäà jå íà îñíîâó Òàëåñîâå òåîðåìå

BP

PC
=

KA

AL
CQ

QA
=

CB

KA

AR

RB
=

AL

CB
,

ïà äîáèjàìî äà jå

|Π| = BP

PC
· CQ
QA

· AR
RB

=
KA

AL
· CB
KA

· AL
CB

= 1.

Àêî jå òà÷êà S ó óíóòðàø»îñòè òðîóãëà △ABC, îíäà òà÷êå P,Q,R ïðè-

ïàäàjó ðåäîì góæèìà BC,CA,AB, ïà jå

−−→
BP
−→
PC

> 0,
−−→
CQ
−→
QA

> 0 è

−→
AR
−−→
RB

> 0.

Äàêëå, òàäà jå Π > 0. Òà÷êà S íå ìîæå ïðèïàäàòè íè ïðàâîj AB, íè

ïðàâîj AC, íèòè ïðàâîj BC, jåð £å òàäà íåêà îä òà÷àêà P,Q,R áèòè òåìå
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òðîóãëà. Ïðåìà òîìå, òà÷êà S íå ïðèïàäà òðîóãëó △ABC, ïà îñòàjå jîø
ñëó÷àj êàäà jå ó ñïî§àø»îñòè òðîóãëà △ABC (è, íàðàâíî, íå ïðèïàäà

íè ïðàâîj AB, íè ïðàâîj AC íèòè ïðàâîj BC). Òàäà £å òà÷íî jåäíà îä

òà÷àêà P,Q,R ïðèïàäàòè îäãîâàðàjó£îj äóæè (BC,AC,AB). Íïð. íåêà

òà÷êà Q ïðèïàäà äóæè AC, êàî øòî jå íà ñëèöè. Òàäà jå
−−→
BP
−→
PC

< 0,
−−→
CQ
−→
QA

< 0

è

−→
AR
−−→
RB

< 0, ïà jå ïîíîâî Π > 0. Ñëè÷íî äîáèjàìî äà jå Π > 0 è ó ïðåîñòàëà

äâà ñëó÷àjà (P ïðèïàäà äóæè BC, îäíîñíî R ïðèïàäà äóæè AB). Äàêëå,

èìàìî Π > 0 è |Π| = 1, ïà ñëåäè äà jå Π = 1.
2◦

A

B CP

Q

R

Íåêà ñó ïðàâå AP,BQ,CR ìå¢óñîáíî ïàðàëåëíå. Íà îñíîâó Òàëåñîâå

òåîðåìå jå

CQ

QA
=

CB

BP

AR

RB
=

PC

CB
,

ïà jå

|Π| = BP

PC
· CQ
QA

· AR
RB

=
BP

PC
· CB
BP

· PC
CB

= 1.

Ïðàâå AP,BQ,CR ìîðàjó áèòè òàêâå òà òà÷íî äâå îä »èõ íå ïðîëàçå

êðîç óíóòðàø»îñò òðîóãëà △ABC, à òðå£à ïðîëàçè. Ñòîãà òà÷íî äâå îä
òà÷àêà P,Q,R ïðèïàäàjó äóæèìà BC,CA,AB, à òðå£à íå ïðèïàäà. Íïð.

àêî ïðàâà AP ïðîëàçè êðîç óíóòðàø»îñò òðîóãëà △ABC, îíäà ïðàâå

BQ,CR íå ïðîëàçå êðîç óíóòðàø»îñò òðîóãëà è òà÷êà P ïðèïàäà äóæè

BC, à òà÷êå Q,R íå ïðèïàäàjó äóæèìà CA,AR. Ñëåäè äà jå

−−→
BP
−→
PC

> 0,
−−→
CQ
−→
QA

< 0 è

−→
AR
−−→
RB

< 0, ïà jå Π > 0. Ñëè÷íî è ó ïðåîñòàëà äâà ñëó÷àjà

(ïðàâà BQ ïðîëàçè êðîç óíóòðàø»îñò òðîóãëà △ABC, îäíîñíî ïðàâà

CR ïðîëàçè êðîç óíóòðàø»îñò òðîóãëà △ABC) äîáèjàìî äà jå Π > 0.
Äàêëå, âàæè Π > 0 è |Π| = 1, ïà çàê§ó÷ójåìî äà jå Π = 1.
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⇐= : Íåêà jå Π = 1. Ïîñìàòðàjìî ïðàâå BQ è CR.

1◦

A

B C

QR

P ′

S

P

A

B C

Q

R

P ′

S

P

Íåêà ñå ïðàâå BQ è CR ñåêó ó òà÷êè S. Îçíà÷èìî ñà P ′
ïðåñå÷íó

òà÷êó ïðàâå AS è ïðàâå BC. Íà îñíîâó äåëà =⇒ ñëåäè

−−→
BP ′

−−→
P ′C

·
−−→
CQ
−→
QA

·
−→
AR
−−→
RB

= 1.

Òàêî¢å, ïî ïðåòïîñòàâöè jå

−−→
BP
−→
PC

·
−−→
CQ
−→
QA

·
−→
AR
−−→
RB

= 1, ïà jå
−−→
BP ′

−−→
P ′C

=
−−→
BP
−→
PC

. Îäàâäå ñëåäè

äà jå P ′ = P , ïà ñå ïðàâå AP,BQ,CR ñåêó ó òà÷êè S. Äàêëå, AP,BQ,CR

ïðèïàäàjó jåäíîì ïðàìåíó.

2◦

A

B C

Q

P ′

R

P

Íåêà jå BQ ‖ CR. Îçíà÷èìî ñà P ′
ïðåñå÷íó òà÷êó ïðàâå êîjà ñàäðæè

òà÷êó A è ïàðàëåëíà jå ñà ïðàâîì BQ (è ïðàâîì CR) è ïðàâå BC. Íà

îñíîâó äåëà =⇒ ñëåäè

−−→
BP ′

−−→
P ′C

·
−−→
CQ
−→
QA

·
−→
AR
−−→
RB

= 1. Òàêî¢å,

−−→
BP
−→
PC

·
−−→
CQ
−→
QA

·
−→
AR
−−→
RB

= 1,

ïà jå

−−→
BP ′

−−→
P ′C

=
−−→
BP
−→
PC

. Îäàâäå ñëåäè äà jå P ′ = P , ïà ñó ïðàâå AP,BQ,CR

ïàðàëåëíå. Äàêëå, ïðàâå AP,BQ,CR ïðèïàäàjó jåäíîì ïðàìåíó.

Ìåíåëàjåâà òåîðåìà. Îçíà÷èìî ïîíîâî Π =
−−→
BP
−→
PC

·
−−→
CQ
−→
QA

·
−→
AR
−−→
RB

. Ñëè÷íî êàî

êîä �îðìóëàöèjå ×åâèíå òåîðåìå, è ó �îðìóëàöèjè îâå òåîðåìå òðåáàëî

áè äîäàòè óñëîâ äà ñå òà÷êå P,Q,R ðàçëèêójó îä òåìåíà A,B,C òðîóãëà

△ABC (èç èñòèõ ðàçëîãà êàî ìàëîïðå, jåð £å áðîj Π áèòè íåäå�èíèñàí

àêî jå íïð. P = C èëè £å áèòè jåäíàê íóëè àêî jå íïð. P = B).

=⇒ : Íåêà ñó P,Q,R êîëèíåàðíå è íåêà jå p ïðàâà êîjà èõ ñàäðæè. Îçíà-

÷èìî ñà A′, B′, C ′
ðåäîì ïîäíîæjà íîðìàëà èç òà÷àêà A,B,C íà ïðàâîj p.

Òàäà ñó ïðàâå AA′, BB′, CC ′
ïàðàëåëíå, ïà íà îñíîâó Òàëåñîâå òåîðåìå

èìàìî:
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A

B C P

Q

R

A′

B′

C′

A

B C P

Q

R A′

B′

C′

BP

PC
=

BB′

CC ′

CQ

QA
=

CC ′

AA′

AR

RB
=

AA′

BB′
.

Ñëåäè äà jå

|Π| = BP

PC
· CQ
QA

· AR
RB

=
BB′

CC ′
· CC

′

AA′
· AA

′

BB′
= 1.

Êàêî ïðàâà p íå ñàäðæè íèjåäíî òåìå òðîóãëà A,B,C jåð áè èíà÷å íåêà

îä òà÷àêà P,Q,R áèëà òåìå òðîóãëà, íà îñíîâó Ïàøîâå àêñèîìå çàê§ó÷ó-

jåìî äà èëè òà÷íî äâå îä òà÷àêà P,Q,R ïðèïàäàjó îäãîâàðàjó£èì äóæè-

ìà BC,CA,AB èëè íèjåäíà îä »èõ íå ïðèïàäà îäãîâàðàjó£îj äóæè. Àêî

íïð. òà÷êå Q,R ïðèïàäàjó ðåäîì äóæèìà CA,AB, âàæè
−−→
BP
−→
PC

< 0,
−−→
CQ
−→
QA

> 0

è

−→
AR
−−→
RB

> 0, ïà jå Π < 0. Ñëè÷íî, àêî òà÷êå P,Q ïðèïàäàjó ðåäîì äóæèìà

BC,CA èëè àêî òà÷êå P,R ïðèïàäàjó ðåäîì äóæèìà BC,AB, ñëåäè äà

jå Π < 0. Àêî íèjåäíà îä òà÷àêà P,Q,R íå ïðèïàäà îäãîâàðàjó£îj äóæè

(BC,CA,AB), âàæè
−−→
BP
−→
PC

< 0,
−−→
CQ
−→
QA

< 0 è

−→
AR
−−→
RB

< 0, ïà jå ïîíîâî Π < 0.

Çàê§ó÷ójåìî äà jå Π < 0 è |Π| = 1, ïà jå Π = −1.
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⇐= :
A

B C

Q

R

P ′P

A

B C

Q

R

P ′P

Íåêà jå Π = −1. Îçíà÷èìî ñà P ′
ïðåñå÷íó òà÷êó ïðàâå QR è ïðàâå

BC. Íà îñíîâó äåëà =⇒ ñëåäè äà jå

−−→
BP ′

−−→
P ′C

·
−−→
CQ
−→
QA

·
−→
AR
−−→
RB

= −1. Òàêî¢å, ïî

ïðåòïîñòàâöè jå

−−→
BP
−→
PC

·
−−→
CQ
−→
QA

·
−→
AR
−−→
RB

= −1, ïà ñëåäè äà jå

−−→
BP ′

−−→
P ′C

=
−−→
BP
−→
PC

. Îäàâäå

ñëåäè äà jå P ′ = P , ïà ñó òà÷êå P,Q,R êîëèíåàðíå.

Íàïîìåíà 5. Äà áè äîêàçè ñìåðîâà ⇐= ×åâèíå è Ìåíåëàjåâå òåîðåìå

áèëè äî êðàjà êîðåêòíè, ìîðàëè áèñìî äà äîêàæåìî äà òà÷êå P ′
ïîñòîjå,

òj. ó ñëó÷àjó 1◦ ×åâèíå òåîðåìå äà AS è BC íèñó ïàðàëåëíå, ó ñëó÷àjó

2◦ ×åâèíå òåîðåìå äà ïðàâà êîjà ñàäðæè A è ïàðàëåëíà jå ñà BQ è CR

íèjå ïàðàëåëíà ñà BC, à ó Ìåíåëàjåâîj òåîðåìè äà ïðàâå QR è BC íèñó

ïàðàëåëíå. Ìå¢óòèì, òî îâäå íå£åìî ðàäèòè.

Íàïîìåíà 6. Ó íåêîj ëèòåðàòóðè ñå óìåñòî èçðàçà ,,×åâèíà òåîðåíà�

ìîæå íà£è è èçðàç ,,×åâàîâà òåîðåìà�.

6.

A

B CP

Q

R

Íåêà jå Π =
−−→
BP
−→
PC

·
−−→
CQ
−→
QA

·
−→
AR
−−→
RB

. Òàíãåíòíå äóæè èç òà÷àêà A,B,C íà

óïèñàíîì êðóãó òðîóãëà △ABC ñó ïîäóäàðíå (AQ = AR, BR = BP ,

CP = CQ), ïà ñëåäè äà jå

|Π| = BP

PC
· CQ
QA

· AR
RB

=
BR

PC
· CP
QA

· AQ
RB

= 1.

Òà÷êå P,Q,R ïðèïàäàjó äóæèìà BC,CA,AB, ïà ñëåäè äà jå

−−→
BP
−→
PC

> 0,
−−→
CQ
−−→
QB

> 0 è

−→
AR
−−→
RB

> 0. Îäàâäå çàê§ó÷ójåìî äà jå Π > 0, ïà çáîã |Π| = 1

ñëåäè äà jå Π = 1. Íà îñíîâó ×åâèíå òåîðåìå çàê§ó÷ójåìî äà ïðàâå

AP,BQ,CR ïðèïàäàjó jåäíîì ïðàìåíó. Ñ îáçèðîì íà òî äà äóæèBQ,CR
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ïðèïàäàjó óíóòðàø»îñòè òðîóãëà △ABC, îíå ñå ñåêó, ïà çàê§ó÷ójåìî

äà ïðàâå AP,BQ,CR ïðèïàäàjó ïðàìåíó êîíêóðåíòíèõ ïðàâå, òj. îíå ñó

êîíêóðåíòíå (ñåêó ñå ó jåäíîj òà÷êè).

Äîäàòíè çàäàòàê. Äîêàçàòè äà ñå áèñåêòðèñà jåäíîã óíóòðàø»åã è äâà

ñïî§àø»à óãëà òðîóãëà △ABC ñåêó ó jåäíîj òà÷êè.

A

B
C

P

Q

R

S

Íåêà jå P ïðåñå÷íà òà÷êà áèñåêòðèñå óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà

A òðîóãëà △ABC è ñòðàíèöå BC è íåêà ñó Q,R ðåäîì ïðåñå÷íå òà÷êå

áèñåêòðèñà ñïî§àø»èõ óãëîâà êîä òåìåíà B,C òðîóãëà△ABC ñà ïðàâè-

ìà CA,AB. Îçíà÷èìî Π =
−−→
BP
−→
PC

·
−−→
CQ
−→
QA

·
−→
AR
−−→
RB

. Íà îñíîâó Òåîðåìå î ñèìåòðàëè

óãëà (1. çàäàòàê) ñëåäè äà jå

BP

PC
=

AB

AC
CQ

QA
=

CB

BA

AR

RB
=

AC

CB
,

ïà jå |Π| = BP
PC

· CQ
QA

· AR
RB

= AB
AC

· CB
BA

· AC
CB

= 1.
Áèñåêòðèñà óíóòðàø»åã óãëà ñå÷å íàñïðàìíó ñòðàíèöó, ïà òà÷êà P

ïðèïàäà äóæè BC, îäíîñíî âàæè

−−→
BP
−→
PC

> 0. Ñ äðóãå ñòðàíå, áèñåêòðèñå
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ñïî§àø»èõ óãëîâà ïðèïàäàjó ñïî§àø»îñòè òðîóãëà △ABC, ïà òà÷êå

Q,R íå ïðèïàäàjó äóæèìà CA,AB, îäíîñíî âàæè

−−→
CQ
−→
QA

< 0 è

−→
AR
−−→
RB

< 0.

Çàê§ó÷ójåìî äà jå Π > 0, øòî çàjåäíî ñà |Π| = 1 äàjå Π = 1. Íà îñíîâó
×åâèíå òåîðåìå ñëåäè äà ïðàâå AP,BQ,CR ïðèïàäàjó jåäíîì ïðàìåíó.

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå AP ‖ BQ. Òàäà jå ïðàâà êîjà ñàäðæè òà÷êó B è

íîðìàëíà jå íà BQ, à òî jå ñèìåòðàëà óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà B,

íîðìàëíà íà ïðàâîj AP , òj. íà ñèìåòðàëè óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà

A. Àêî jå S ïðåñå÷íà òà÷êà ñèìåòðàëà óíóòðàø»èõ óãëîâà êîä òåìåíà A

è B, îíäà jå ∡BAS = α
2
, ∡ABS = β

2
è ∡ASB = π

2
. Êàêî jå çáèð óãëîâà

òðîóãëà△ABS jåäíàê π, ñëåäè äà jå π = ∡BAS+∡ABS+∡ASB = α+β+π

2
,

ïà äîáèjàìî äà jå 2π = α+β+π, îäíîñíî α+β = π, øòî jå íåìîãó£å, jåð jå

òàäà γ = 0. Äàêëå, AP ∦ BQ, ïà ïðàâå AP,BQ,CR, îäíîñíî ñèìåòðàëå
óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà A è ñïî§àø»èõ óãëîâà êîä òåìåíà B,C,

ïðèïàäàjó ïðàìåíó êîíêóðåíòíèõ ïðàâèõ, òj. ñåêó ñå ó jåäíîj òà÷êè.

Íàïîìåíà 7. Äà áè ðåøå»å ïðåòõîäíîã çàäàòêà áèëî êîðåêòíî, òðåáà

ñå çàïèòàòè äà ëè ïîñòîjå òà÷êå Q,R, òj. äà ëè ìîæå äà ñå äåñè äà ñèìå-

òðàëà ñïî§àø»åã óãëà áóäå ïàðàëåëíà ñà íàñïðàìíîì ñòðàíèöîì. Àêî

jå ñèìåòðàëà ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà B ïàðàëåëíà ñà AC, îíäà jå

ñèìåòðàëà óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà B íîðìàëíà íà AC. Îçíà÷èìî

ñà B1 ïðåñå÷íó òà÷êó ñèìåòðàëå óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà B è ïðàâå

AC. Òàäà ñó òðîóãëîâè △BB1A è △BB1C ïîäóäàðíè jåð èì jå BB1

çàjåäíè÷êà ñòðàíèöà, ∡CBB1 = ∡ABB1 = β
2
è ∡BB1C = ∡BB1A = π

2
.

Ñëåäè äà jå BC = BA, ïà jå òðîóãàî △ABC jåäíàêîêðàêè.

AC B1

BSa

Pa

Qa

Ra

Äàêëå, çà jåäíàêîêðàêè òðîóãàî íå ìîæåìî ïðèìåíèòè ×åâèíó òåîðå-

ìó. Àêî jå íïð. △ABC jåäíàêîêðàêè è BC = BA, îíäà jå ñèìåòðàëà

ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà B ïàðàëåëíà ñà AC, ïà íå ïîñòîjè òà÷êà Q.

Ïðåìà òîìå, ó îâîì ñëó÷àjó òðåáà íà äðóãè íà÷èí äîêàçàòè îíî øòî ñå

òðàæè.

Äîêàçàëè ñìî äà ñèìåòðàëà óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà A íèjå ïàðà-
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ëåëíà ñà ñèìåòðàëîì ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà B (èíà÷å jå γ = 0), ïà
îçíà÷èìî ñà Sa »èõîâó ïðåñå÷íó òà÷êó è îçíà÷èìî ñà Pa, Qa, Ra ïîäíîæjà

íîðìàëà èç Sa ðåäîì íà ïðàâèìà BC,CA,AB. Ïîøòî Sa ïðèïàäà ñè-

ìåòðàëè óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà A, ñëåäè äà jå SaRa = SaQa, à

ïîøòî Sa ïðèïàäà è ñèìåòðàëè ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà B, ñëåäè

äà jå SaPa = SaRa. Äàêëå, SaQa = SaPa, ïà ñëåäè äà Sa ïðèïàäà è

ñèìåòðàëè ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà C òðîóãëà △ABC. Ïðåìà òîìå,
äîêàçàëè ñìî äà ñå è ó îâîì ñëó÷àjó ñèìåòðàëå jåäíîã óíóòðàø»åã è äâà

ñïî§àø»à óãëà ñåêó ó jåäíîj òà÷êè.

Øòàâèøå, îâàj äîêàç ìîæå äà ñå ïðèìåíè è ó ñëó÷àjó êàäà òðîóãàî

△ABC íèjå jåäíàêîêðàê.

7.

A

B
C

P

Q

R

Ó íàïîìåíè 7 óòâðäèëè ñìî äà ïðåñå÷íà òà÷êà ñèìåòðàëå ñïî§àø»åã

óãëà è íàñïðàìíå ñòðàíèöå íå ïîñòîjè êîä jåäíàêîêðàêïã òðîóãëà êîìå

jå òà ñòðàíèöà îñíîâèöà. Äàêëå, äîêàçójåìî òâð¢å»å çàäàòêà çà ñâå òðî-

óãëîâå êîjè íèñó jåäíàêîêðàêè, jåð ñàìî êîä òàêâèõ òðîóãëîâà ïîñòîjå

ïðåñå÷íå òà÷êå ñèìåòðàëà ñïî§àø»èõ óãëîâà è íàñïðàìíèõ ñòðàíèöà.

Íåêà ñó P,Q,R ðåäîì ïðåñå÷íå òà÷êå ñèìåòðàëà ñïî§àø»èõ óãëîâà

êîä òåìåíà A,B,C òðîóãëà △ABC ñà ïðàâèìà BC,CA,AB. Îçíà÷èìî

Π =
−−→
BP
−→
PC

·
−−→
CQ
−→
QA

·
−→
AR
−−→
RB

. Íà îñíîâó Òåîðåìå î ñèìåòðàëè óãëà ñëåäè äà jå

BP

PC
=

AB

AC
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CQ

QA
=

CB

BA

AR

RB
=

AC

CB
,

ïà jå |Π| = BP
PC

· CQ
QA

· AR
RB

= AB
AC

· CB
BA

· AC
CB

= 1. Êàêî ñèìåòðàëå ñïî§àø»èõ
óãëîâà òðîóãëà ïðèïàäàjó ñïî§àø»îñòè òðîóãëà, ñëåäè äà íèjåäíà îä

òà÷àêà P,Q,R íå ïðèïàäà îäãîâàðàjó£îj äóæè (BC,CA,AB), ïà ñëåäè

äà jå

−−→
BP
−→
PC

< 0,
−−→
CQ
−→
QA

< 0 è
−→
AR
−−→
RB

< 0. Äàêëå, Π < 0 è |Π| = 1, ïà jå Π = −1. Íà

îñíîâó Ìåíåëàjåâå òåîðåìå ñëåäè äà ñó òà÷êå P,Q,R êîëèíåàðíå.

8.

A

B
C

P

Q

R

Íåêà ñó P,Q,R ðåäîì ïðåñå÷íå òà÷êå òàíãåíòè ó òåìåíèìà A,B,C

òðîóãëà △ABC íà »åãîâîì îïèñàíîì êðóãó ñà ïðàâèìà BC,CA,AB.

Îçíà÷èìî Π =
−−→
BP
−→
PC

·
−−→
CQ
−→
QA

·
−→
AR
−−→
RB

. Óãàî ∡PAB jå óãàî èçìå¢ó òàíãåíòå PA è

òåòèâå AB, ïà jå ïîäóäàðàí ñ ïåðè�åðèjñêèì óãëîì ∡ACB íàä òîì òåòè-

âîì. Ñëåäè äà jå ∡PAB = ∡PCA(= ∡BCA), à êàêî jå è ∡APB = ∡CPA

(èñòè óãàî), ñëåäè äà jå △PAB ∼ △PCA. Îäàâäå jå BP
AP

= PA
PC

= AB
AC

, ïà

ñëåäè äà jå

BP
PC

= BP
AP

· AP
PC

=
Ä
AB
AC

ä2
. Ñëè÷íî, ∡QBA = ∡ACB (óãàî

∡QBA èçìå¢ó òàíãåíòå QB è òåòèâå BA ïîäóäàðàí jå ñ ïåðè�åðèjñêèì

óãëîì ∡ACB íàä òîì òåòèâîì) è ∡BQA = ∡BQC (èñòè óãàî), ïà jå

△QBC ∼ △QAB. Ñëåäè CQ
BQ

= QB
QA

= BC
AB

, ïà jå

CQ
QA

= CQ
BQ

· BQ
QA

=
Ä
BC
AB

ä2
.
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Êîíà÷íî, ∡RCB = ∡BAC (óãàî ∡RCB èçìå¢ó òàíãåíòå RC è òåòèâå

CB ïîäóäàðàí jå ñ ïåðè�åðèjñêèì óãëîì ∡BAC íàä òîì òåòèâîì) è

∡BRC = ∡ARC (èñòè óãàî), ïà jå △RAC ∼ △RCB. Ñëåäè äà jå

AR
CR

= RC
RB

= AC
CB

, ïà jå

AR
RB

= AR
CR

· CR
RB

=
Ä
AC
BC

ä2
. Ïðåìà òîìå,

|Π| = BP

PC
· CQ
QA

· AR
RB

=

Ç
AB

AC

å2

·
Ç
BC

AB

å2

·
Ç
AC

BC

å2

= 1.

Êàêî òàíãåíòå AP,BQ,CR ïðèïàäàjó ñïî§àø»îñòè îïèñàíîã êðóãà òðî-

óãëà △ABC, ñëåäè äà îíå ïðèïàäàjó è ñïî§àø»îñòè òðîóãëà △ABC, ïà
òà÷êå P,Q,R íå ïðèïàäàjó îäãîâàðàjó£èì äóæèìà BC,CA,AB. Ïðåìà

òîìå,

−−→
BP
−→
PC

< 0,
−−→
CQ
−→
QA

< 0 è
−→
AR
−−→
RB

< 0, ïà jå è Π < 0. Äàêëå, Π = −1, ïà ïðåìà

Ìåíåëàjåâîj òåîðåìè ñëåäè äà ñó òà÷êå P,Q,R êîëèíåàðíå.

Íàïîìåíà 8. �àçìîòðèìî ó êîì ñëó÷àjó jå íåêà îä òàíãåíòè ïàðàëåëíà

ñà íàñïðàìíîì ñòðàíèöîì, íïð. êàäà jå òàíãåíòà ó òåìåíó A òðîóãëà

△ABC íà »åãîâîì îïèñàíîì êðóãó ïàðàëåëíà ñà BC.

A

B C

Íàçíà÷åíè óãàî èçìå¢ó òàíãåíòå è òåòèâå AB ïîäóäàðàí jå ñ ïåðè�å-

ðèjñêèì óãëîì ∡ACB íàä òîì òåòèâîì, à ñ äðóãå ñòðàíå ïîäóäàðàí jå ñ

óãëîì ∡ABC, jåð ñó òî óãëîâè ñ ïàðàëåëíèì êðàöèìà. Çàê§ó÷ójåìî äà

jå ∡ACB = ∡ABC, ïà jå òðîóãàî △ABC jåäíàêîêðàêè ñ îñíîâèöîì BC.

Äàêëå, çàäàòàê ñå ìîãàî ðåøàâàòè ñàìî çà òðîóãëîâå △ABC êîjè íèñó

jåäíàêîêðàêè, jåð èíà÷å íå ïîñòîjè íåêà îä òà÷àêà P,Q,R.

�àçìîòðèìî ñàäà ïîäåëó äóæè ó íåêîì îäíîñó. Àêî ñó P,Q äâå ðàçíå

òà÷êå è λ ∈ R, çàíèìà íàñ êîëèêî ïîñòîjè òà÷àêà R òàêâèõ äà jå

−→
PR
−→
RQ

= λ.

Àêî jå

−→
PR
−→
RQ

= λ, îíäà jå
−→
PR = λ

−→
RQ, òj.

−→
PQ =

−→
PR+

−→
RQ = (λ+1)

−→
RQ. Ïðåìà

òîìå, àêî jå λ = −1, îíäà äîáèjàìî äà jå
−→
PQ = 0 · −→RQ = 0 (íóëà âåêòîð),

îäàêëå ñëåäè äà jå P = Q, à òî jå ó ñóïðîòíîñòè ñ ïðåòïîñòàâêîì äà ñó

òî äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå. Äàêëå, íå ïîñòîjè òà÷êà R òàêâà äà jå

−→
PR
−→
RQ

= −1.

À àêî jå λ 6= −1, îíäà jå

−→
RQ = 1

λ+1

−→
PQ, òj.

−→
PR = λ

−→
RQ = λ

λ+1

−→
PQ, øòî

jåäíîçíà÷íî îäðå¢ójå òà÷êó R.
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Äàêëå, àêî ñó P,Q äâå ðàçíå òà÷êå, çà ñâàêî λ ∈ R\{−1} ïîñòîjè

jåäèíñòâåíà òà÷êà R òàêâà äà jå

−→
PR
−→
RQ

= λ. Ñàäà èìàìî îïðàâäà»å çàøòî

ñìî ó äîêàçó ×åâèíå è Ìåíåëàjåâå òåîðåìå ó ñìåðó ⇐= êîðèñòèëè äà

èç

−−→
BP ′

−−→
P ′C

=
−−→
BP
−→
PC

ñëåäè äà jå P ′ = P (îâäå jåäíàêè îäíîñè

−−→
BP ′

−−→
P ′C

=
−−→
BP
−→
PC

íèñó

jåäíàêè −1, jåð òà÷êå P, P ′
ïîñòîjå).

Ïðîäèñêóòójìî ñàäà î ïîëîæàjó òà÷êå R ó çàâèñíîñòè îä áðîjà λ. Àêî

jå λ > 0, îíäà ñó âåêòîðè

−→
PR è

−→
RQ èñòîã ñìåðà, ïà ñå òà÷êà R íàëàçè

èçìå¢ó òà÷àêà P è Q (âàæè B(P,R,Q)), òj. òà÷êà R ïðèïàäà äóæè PQ.

Àêî jå λ = 0, îíäà jå
−→
PR = 0, îäíîñíî âàæè R = P . Àêî jå λ = 1, îíäà

jå

−→
PR =

−→
RQ, ïà jå R ñðåäèøòå äóæè PQ. Àêî jå 0 < λ < 1, îíäà òà÷êà

R ïðèïàäà äóæè PQ è äóæ PR jå êðà£à îä äóæè RQ, øòî çíà÷è äà ñå

òà÷êà R íàëàçè èçìå¢ó òà÷êå P è ñðåäèøòà äóæè PQ. Àêî jå λ > 1, îíäà
òà÷êà R ïðèïàäà äóæè PQ è äóæ PR jå äóæà îä äóæè RQ, ïà ñå òà÷êà

R íàëàçè èçìå¢ó ñðåäèøòà äóæè PQ è òà÷êå Q. Àêî jå −1 < λ < 0, îíäà

òà÷êà R íå ïðèïàäà äóæè PQ (âåêòîðè

−→
PR è

−→
RQ ñó ñóïðîòíèõ ñìåðîâà

çáîã λ < 0), à äóæ PR jå êðà£à îä äóæè RQ, jåð jå

PR
RQ

= |λ| ∈ (0, 1),

ïà ñëåäè äà âàæè ðàñïîðåä B(R,P,Q) (òàäà jå RQ = RP + PQ > PR).

Êîíà÷íî, àêî jå λ < −1, ïîíîâî çáîã λ < 0 ñëåäè äà òà÷êà R íå ïðèïàäà

äóæè PQ, à çáîã λ < −1 ñëåäè äà jå PR
RQ

= |λ| > 1, ïà jå äóæ PR äóæà îä

äóæè RQ. Ñëåäè ðàñïîðåä B(P,Q,R), jåð jå òàäà PR = PQ+QR > RQ.

�ðà�è÷êè, ïîëîæàj òà÷êå R ó çàâèñíîñòè îä áðîjà λ èçãëåäà îâàêî:

P QS

0
)(
∞

(
−1

)
−11

Ïðè òîìå, ñèìáîë ∞ êîjè ñòîjè íà ìåñòó òà÷êå Q îçíà÷àâà ãðàíè÷íå

âðåäíîñòè êàäà ñå òà÷êà R ïðèáëèæàâà òà÷êè Q. Àêî ñå òà÷êà R ïðè-

áëèæàâà òà÷êè Q òàêî äà âàæè B(P,R,Q), îíäà jå òà ãðàíè÷íà âðåäíîñò
ïîçèòèâíà, òj. ñèìáîë ∞ îçíà÷àâà ãðàíè÷íó âðåäíîñò +∞, a àêî jîj

ñå ïðèáëèæàâà òàêî äà âàæè ðàñïîðåä B(P,Q,R), îíäà jå òà ãðàíè÷íà

âðåäíîñò íåãàòèâíà, òj. ñèìáîë ∞ îçíà÷àâà ãðàíè÷íó âðåäíîñò −∞. Òà-

êî¢å, çíàìî äà âðåäíîñòè λ = −1 íå îäãîâàðà íèjåäíà òà÷êà (è îáðàòíî),
àëè âàæè ñëåäå£å: Øòî ñå âèøå óäà§àâàìî îä äóæè PQ, »åíà äóæèíà

ïîñòàjå çàíåìàð§èâà, ïà ñå äóæèíå äóæè PR è RQ ïðèáëèæàâàjó jåäíà

äðóãîj, à çáîã ðàñïîðåäà B(R,P,Q), îäíîñíî ðàñïîðåäà B(P,Q,R), èìàìî
äà jå îäíîñ âåêòîðà

−→
PR
−→
RQ

íåãàòèâàí, ïà îí òåæè êà −1.

Çà ñâàêî λ > 0, λ 6= 1 jàâ§àjó ñå ïàðîâè òà÷àêà R, S êîjè äåëå äóæ PQ

55



ó îäíîñó λ, òj. âàæè PR : RQ = PS : SQ = λ. Ïðè òîìå jå, íïð.

−→
PR
−→
RQ

= λ

è

−→
PS
−→
SQ

= −λ. Ó ñëó÷àjåâèìà λ = 1 è λ = 0 èìàìî ñàìî ïî jåäíó òà÷êó

êîjà äåëè äóæ PQ ó îäãîâàðàjó£åì îäíîñó (ñðåäèøòå äóæè PQ, îäíîñíî

òà÷êà P ). Íàñ £å îä ñàäà çàíèìàòè ÷åòâîðêå ðàçëè÷èòèõ êîëèíåàðíèõ

òà÷àêà P,Q,R, S çà êîjå jå PR : RQ = PS : SQ.

Äå�èíèöèjà 16. Íåêà ñó P,Q,R, S ÷åòèðè ðàçëè÷èòå êîëèíåàðíå òà÷êå.

Ïàð òà÷àêà (P,Q) jå õàðìîíèjñêè ñè

�

ðå�

�

íóø

�

ñ ïàðîì òà÷àêà (R, S) àêî jå
−→
PR
−→
RQ

= −
−→
PS
−→
SQ

è ïèøåìî H(P,Q;R, S).

P QR S

Íàðàâíî, ñòàâ§àìî óñëîâ

−→
PR
−→
RQ

= −
−→
PS
−→
SQ
, jåð jåäèíî òàêî ìîæåìî èìàòè

äà ñó R è S ðàçëè÷èòå òà÷êå, à äà äåëå äóæ PQ ó èñòîì îäíîñó.

Ñëåäå íåêå îñîáèíå ðåëàöèjå õàðìîíèjñêå ñïðåãíóòîñòè. Íàjïðå, òà

ðåëàöèjà jå ñèìåòðè÷íà ó ñëåäå£åì ñìèñëó. Àêî jå H(P,Q;R, S), îíäà jå
H(P,Q;S,R), H(Q,P ;R, S), H(Q,P ;S,R), oäíîñíî íåáèòàí jå äà ëè jå ó

ïèòà»ó ïàð (P,Q) èëè ïàð (Q,P ), êàî è äà ëè jå ó ïèòà»ó ïàð (R, S)
èëè ïàð (S,R). Òàêî¢å, àêî jå H(P,Q;R, S), îíäà jå H(R, S;P,Q), òj. àêî
jå ïàð (P,Q) õàðìîíèjñêè ñïðåãíóò ñ ïàðîì (R, S), îíäà jå è ïàð (R, S)
õàðìîíèjñêè ñïðåãíóò ñ ïàðîì (P,Q). Äîêàæèìî îâå îñîáèíå.

Àêî jå H(P,Q;R, S), îíäà jå
−→
PR
−→
RQ

= −
−→
PS
−→
SQ
. Çàìåíîì ìåñòà ðàçëîìöèìà

íà ëåâîj è äåñíîj ñòðàíè jåäíàêîñòè äîáèjàìî

−→
PS
−→
SQ

= −
−→
PR
−→
RQ

, øòî ïî äå�è-

íèöèjè äàjå H(P,Q;S,R). Ìíîæå»åì áðîjèëàöà è èìåíèëàöà ñ ëåâå è

äåñíå ñòðàíå jåäíàêîñòè áðîjåì −1 äîáèjàìî äà jå −
−→
PS

−
−→
SQ

= −−
−→
PR

−
−→
RQ

, îäíîñíî

äà jå

−→
SP
−→
QS

= −
−→
RP
−→
QR

. Êàêî ñó òà÷êå P,Q,R, S ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòå, íèjåäàí

îä îâèõ âåêòðîà íèjå íóëà âåêòîð, ïà íè áðîjåâè ñ ëåâå è äåñíå ñòðàíå

jåäíàêîñòè íèñó jåäíàêè 0, øòî çíà÷è äà ìîæåìî óçåòè »èâîâå èíâåðçå

è îíè £å òàêî¢å áèòè jåäíàêè. Äîáèjàìî äà jå

−→
QS
−→
SP

= −
−→
QR
−→
RP

, à òî ïî äå�è-

íèöèjè çíà÷è äà jå H(Q,P ;S,R). Ïîíîâíîì çàìåíîì ìåñòà ðàçëîìöèìà

íà ëåâîj è äåñíîj ñòðàíè jåäíàêîñòè äîáèjàìî H(Q,P ;R, S).

Àêî jå H(P,Q;R, S), îíäà jå
−→
PR
−→
RQ

= −
−→
PS
−→
SQ

= λ. Ñëåäè äà jå

−→
PR = λ

−→
RQ

è

−→
PS = −λ−→SQ = λ

−→
QS. Âåêòîðè

−→
RP è

−→
PS ñó êîëèíåàðíè è íèjåäàí îä

»èõ íèjå íóëà âåêòîð, ïà ñëåäè äà jå λ 6= 0 è ïîñòîjè îäíîñ òèõ âåêòîðà

êîjè jå jåäíàê

−→
RP
−→
PS

= −
−→
PR
−→
PS

= −λ
−→
RQ

λ
−→
QS

= −
−→
RQ
−→
QS

. Ñëåäè äà jå H(R, S;P,Q).

Äà§å, àêî ñó P,Q,R òðè ðàçíå êîëèíåàðíå òà÷êå è R íèjå ñðåäèøòå

äóæè PQ, òàäà ïîñòîjè jåäèíñòâåíà òà÷êà S òàêâà äà jå H(P,Q;R, S).

56



Çàèñòà, òàäà jå

−→
PR
−→
RQ

6∈ {0, 1}, ïà ïîñòîjè jåäèíñòâåíà òà÷êà S òàêâà äà jå

−→
PS
−→
SQ

= −
−→
PR
−→
RQ

(çáîã −
−→
PR
−→
RQ

6= −1 ñëåäå ïîñòîjà»å è jåäèíñòâåíîñò òà÷êå S).

Çáîã −
−→
PR
−→
RQ

6= 0 ñëåäè äà jå S ðàçëè÷èòà îä P , à íàðàâíî ìîðà áèòè è

S 6= Q è S 6= R, ïà jå çàèñòà H(P,Q;R, S).
Àêî jå H(P,Q;R, S), îíäà âàæè òà÷íî jåäàí îä ðàñïîðåäà òà÷àêà

B(P,R,Q) è B(P, S,Q). Çàèñòà, èç H(P,Q;R, S) ñëåäè
−→
PR
−→
RQ

= −
−→
PS
−→
SQ

= λ.

Êàêî çáîã ðàçëè÷èòîñòè òà÷àêà P,Q,R, S âàæè λ 6= 0, ñëåäè äà jå òà÷íî

jåäàí îä îäíîñà

−→
PR
−→
RQ

è

−→
PS
−→
SQ

ïîçèòèâàí (äðóãè jå íàðàâíî íåãàòèâàí). Àêî jå

−→
PR
−→
RQ

> 0, îíäà jå
−→
PS
−→
SQ

< 0, ïà âàæè B(P,R,Q) è íå âàæè B(P, S,Q). Àêî jå
−→
PR
−→
RQ

< 0, îíäà jå
−→
PS
−→
SQ

> 0, ïà âàæè B(P, S,Q) è íå âàæè B(P,R,Q). Ïðåìà
òîìå, âàæè òà÷íî jåäàí îä ðàñïîðåäà òà÷àêà B(P,R,Q) è B(P, S,Q).

Äå�èíèñà£åìî è õàðìîíèjñêó ñïðåãíóòîñò ïàðîâà ïðàâèõ.

Äå�èíèöèjà 17. Íåêà ïðàâå a, b, c, d ïðèïàäàjó jåäíîì ïðàìåíó. Êà-

æåìî äà jå ïàð (a, b) õàðìîíèjñêè ñè

�

ðå�

�

íóø

�

ñ ïàðîì (c, d) àêî ïîñòîjè

ïðàâà p òàêâà äà jå p ∩ a = {A}, p ∩ b = {B}, p ∩ c = {C}, p ∩ d = {D} è
âàæè H(A,B;C,D). Òàäà ïèøåìî H(a, b; c, d).

A

B
C

D

a
c

b

d
p

A

B
C

D

a bc d

p

Äà áè äå�èíèöèjà áèëà êîðåêòíà, òðåáàëî áè äîêàçàòè äà îâà îñîáèíà

íå çàâèñè îä èçáîðà ïðàâå p. Òî íå£åìî ðàäèòè. Íàâåø£åìî ñàìî jåäíó

îñîáèíó áåç äîêàçà. Àêî ñó a, b, c, d ïðàâå êîíêóðåíòíîã ïðàìåíà (êîíêó-

ðåíòíå ïðàâå) è c ⊥ d, âàæè H(a, b; c, d) àêî è ñàìî ñó c è d ñèìåòðàëå

óãëîâà êîjè ãðàäå ïðàâå a è b (èìà èõ äâà è òðåáà äà c áóäå ñèìåòðàëà

jåäíîã îä »èõ, à d ñèìåòðàëà îíîã äðóãîã).

Çáîã äîêàçàíå ñèìåòðè÷íîñòè ðåëàöèjå õàðìîíèjñêå ñïðåãíóñòîñòè ïà-

ðîâà òà÷àêà, ñëåäè è ñèìåòðè÷íîñò ðåëàöèjå õàðìîíèjñêå ñïðåãíóòîñòè

ïàðîâà ïðàâèõ. Òàêî¢å, ÷åñòî óìåñòî ,,ïàð (P,Q) jå õàðìîíèjñêè ñïðåãíóò
ñ ïàðîì (R, S)� èëè ,,ïàðîâè (P,Q) è (R, S) ñó õàðìîíèjñêè ñïðåãíóòè�

êàæåìî è ,,òà÷êå P,Q,R, S ñó õàðìîíèjñêè ñïðåãíóòå�. Ñëè÷íî, ÷åñòî

êàæåìî ,,ïðàâå a, b, c, d ñó õàðìîíèjñêè ñïðåãíóòå�.
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9.

A

B
C

S

P

Q

Sa

Pa

Qa

A′

S

Sa

E

E

à) Òà÷êå S, Sa ñó ðåäîì öåíòàð óïèñàíîã è ñïî§à óïèñàíîã êðóãà êîjè

äîäèðójå ñòðàíèöó BC, à òà÷êà E jå ïðåñå÷íà òà÷êà ñèìåòðàëå óíóòðà-

ø»åã óãëà êîä òåìåíà A è (íàñïðàìíå) ñòðàíèöå BC. Íà îñíîâó Òåîðåìå

î ñèìåòðàëè óãëà (1. çàäàòêà) ñëåäè AS : SE = ASa : SaE(= AC : CE).

Òàêî¢å, êàêî âàæè ðàñïîðåä òà÷àêà B(A, S, E, Sa) ñëåäè äà ñó îäíîñè

−→
AS
−→
SE

è

−−→
ASa−−→
SaE

ñóïðîòíèõ çíàêîâà, ïà âàæè

−→
AS
−→
SE

= −
−−→
ASa−−→
SaE

, òj. H(A,E;S, Sa).

Ñàäà £åìî äîêàçàòè äà ñå íîðìàëíèì ïðîjåêòîâà»åì ÷óâà õàðìîíèj-

ñêà ñïðåãíóòîñò òà÷àêà. Òà÷êå A, S, E, Sa ñå ïðîjåêòójó ó òà÷êå A, S,A
′, Sa

è äîêàçójåìî äà èç H(A,E;S, Sa) ñëåäè H(A,A′;S, Sa). Âàæè SS ⊥ AA′
,

EA′ ⊥ AA′
è SaSa ⊥ AA′

, ïà ñëåäè äà jå SS ‖ EA′ ‖ SaSa, ïà Òàëåñîâà

òåîðåìà äàjå AS : SA′ = AS : SE = ASa : SaE = ASa : SaA
′
. Íîðìàëíî

ïðîjåêòîâà»å ÷óâà ðàñïîðåä òà÷àêà, ïà èç ðàñïîðåäà òà÷àêà B(A, S, E, Sa)

çàê§ó÷ójåìî äà âàæè ðàñïîðåä òà÷àêà B(A, S,A′, Sa). Ñëåäè
−→
AS
−−→
SA′

= −
−−→
ASa−−−→
SaA

′

,

ïà jå H(A,A′;S, Sa).
Ñàäà êàäà çíàìî äà íîðìàëíî ïðîjåêòîâà»å ÷óâà õàðìîíèjñêó ñïðåã-

íóòîñò òà÷àêà, èç H(A,E;S, Sa) äèðåêòíî ñëåäè H(A,E;Q,Qa), êàî è

H(A′, E;P, Pa). Çàèñòà, òà÷êå A, S, E, Sa ïðîjåêòójó ñå ó òà÷êå A,Q,E,Qa

íà ïðàâîj AC è ó òà÷êå A′, P, E, Pa íà ïðàâîj BC (öåíòðè S, Sa óïèñàíîã

è ñïî§à óïèñàíîã êðóãà ïðîjåêòójó ñå ðåäîì ó äîäèðíå òà÷êå òèõ êðóãîâà

è îäãîâàðàjó£å ñòðàíèöå, îäíîñíî ïðàâå êîjà jå ñàäðæè; äàêëå, S ñå ïðî-

jåêòójå ó Q íà ñòðàíèöè AC è ó P íà ñòðàíèöè BC, à Sa ó Qa íà ïðàâîj

AC è ó Pa íà ñòðàíèöè BC), ïà ñëåäå òðàæåíå ðåëàöèjå.
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á)

A

B CF

Sb

Sc

PbPc A′

Sc

Sb

Òà÷êå Sb, Sc ñó öåíòðè ñïî§à óïèñàíèõ êðóãîâà êîjè äîäèðójó ðåäîì

ñòðàíèöå AC,AB, à òà÷êà F jå ïðåñå÷íà òà÷êà ñèìåòðàëå ñïî§àø»åã

óãëà êîä òåìåíà A è (íàñïðàìíå) ñòðàíèöå BC. Íà îñíîâó Òåîðåìå î

ñèìåòðàëè óãëà (1. çàäàòêà) ñëåäè ASc : ScF = ASb : SbF (= AB : BF ).
Ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè jå AB < AC èëè AB > AC âàæè ðàñïîðåä

B(F, Sc, A, Sb) èëè ðàñïîðåä B(F, Sb, A, Sc) (íå ìîæå áèòè AB = AC, jåð

jå òàäà ñèìåòðàëà ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà A ïàðàëåëíà ñ ïðàâîì BC

è íå ïîñòîjè òà÷êà F ), ïà ñó îäíîñè
−−→
ASb−−→
SbF

è

−−→
ASc−−→
ScF

ñóïðîòíèõ çíàêîâà. Äàêëå,

−−→
ASb−−→
SbF

= −
−−→
ASc−−→
ScF

, ïà âàæè H(A, F ;Sb, Sc).

Íîðìàëíèì ïðîjåêòîâà»åì òà÷êå F, Sc, A, Sb ïðîjåêòójó ñå ó òà÷êå

F, Pc, A
′, Pb íà ïðàâîj BC è ó òà÷êå A′, Sc, A, Sb íà ïðàâîj AA′

, ïà èç

H(A, F ;Sb, Sc) ñëåäå H(A′, F ;Pb, Pc) è H(A,A′;Sb, Sc).

10. ⇐= :

A

B

C

D

P

Q
R

S

Íåêà ñó A,B,C,D ÷åòèðè ðàçíå òà÷êå ó ðàâíè è íåêà ïîñòîjå òà÷êå

{P} = AB ∩ CD, {Q} = BC ∩ AD, {R} = PQ ∩ AC, {S} = PQ ∩ BD.

Ïîñìàòðàjìî òðîóãàî △PQC, òà÷êå R,B,D ðåäîì íà »åãîâèì ñòðàíè-

öàìà PQ,QC,CP è òà÷êó S íà ïðàâîj PQ. Ïðàâå PB,QD,CR ñåêó ñå ó

òà÷êè A, ïà îíå ïðèïàäàjó jåäíîì ïðàìåíó. Ïðåìà ×åâèíîj òåîðåìè ñëåäè

äà jå

−→
PR
−→
RQ

·
−−→
QB
−−→
BC

·
−−→
CD
−−→
DP

= 1. Òàêî¢å, òà÷êå S,B,D ñó êîëèíåàðíå, ïà jå ïðåìà

Ìåíåëàjåâîj òåîðåìè

−→
PS
−→
SQ

·
−−→
QB
−−→
BC

·
−−→
CD
−−→
DP

= −1. Ñëåäè äà jå
−→
PR
−→
RQ

=
−−→
BC
−−→
QB

·
−−→
DP
−−→
CD

= −
−→
PS
−→
SQ
,

ïà âàæè H(P,Q;R, S).
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=⇒ :

P QR pS

B

l

D

A

C

R′

Íåêà ñó P,Q,R, S õàðìîíèjñêè ñïðåãíóòå òà÷êå (âàæè H(P,Q;R, S)).
Îçíà÷èìî ñà p ïðàâó êîjà ñàäðæè òà÷êå P,Q,R, S. Òðåáà ïðîíà£è íåêå

÷åòèðè òà÷êå A,B,C,D ó íåêîj ðàâíè êîjà ñàäðæè ïðàâó p òàêî äà âàæè

{P} = AB ∩ CD, {Q} = BC ∩ AD, {R} = PQ ∩ AC, {S} = PQ ∩ BD.

Îäàáåðèìî ïðîèçâî§íó ïðàâó l êîjà ñàäðæè òà÷êó S è ðàçëè÷èòà jå îä

ïðàâå p è îäàáåðèìî íà »îj ïðîèçâî§íå äâå ðàçíå òà÷êå B,D ðàçëè÷èòå

îä òà÷êå S òàêâå äà PB ∦ QD è PD ∦ QB (óáðçî £åìî âèäåòè çàøòî

ìîðàìî íàìåòíóòè áàø îâà äâà óñëîâà). Êàêî æåëèìî äà îäàáåðåìî òà÷êå

A,C òàêî äà áóäå {P} = AB∩CD è {Q} = BC∩AD, äîáèjàìî äà òà÷êà A
ìîðà ïðèïàäàòè ïðàâèìà PB èQD è äà òà÷êà C ìîðà ïðèïàäàòè ïðàâèìà

PD è QB. Èç òèõ ðàçëîãà íåêà jå {A} = PB ∩ QD è {C} = PD ∩ QB

(äàêëå, ìîðàìî íàìåòíóòè óñëîâå PB ∦ QD è PD ∦ QB äà áè ïîñòîjàëè

ïðåñåöè òèõ ïðàâèõ).

Ñàäà èìàìî ÷åòèðè òà÷êå A,B,C,D è òðåáà jîø ïðîâåðèòè äà ëè jå

{P} = AB∩CD, {Q} = BC∩AD, {R} = PQ∩AC, {S} = PQ∩BD. Ïðâå
äâå jåäíàêîñòè âàæå jåð ñìî áèðàëè òà÷êå A,C òàêî äà îíå âàæå. Òàêî¢å,

âàæè è ÷åòâðòà jåäíàêîñò ({S} = PQ ∩ BD) jåð ñìî òàêî áèðàëè òà÷êå

B,D. Òðåáà jîø ïðîâåðèòè äà ëè jå {R} = PQ ∩ AC. Îçíà÷èìî ïðåñåê
ïðàâèõ PQ è AC ñàR′

. Íà îñíîâó äåëà ⇐= ñëåäè äà âàæèH(P,Q;R′, S),

îäíîñíî

−−→
PR′

−−→
R′Q

= −
−→
PS
−→
SQ
. Ïî ïðåòïîñòàâöè âàæè è H(P,Q;R, S), îäíîñíî

−→
PR
−→
RQ

= −
−→
PS
−→
SQ
. Äàêëå, ñëåäè

−−→
PR′

−−→
R′Q

=
−→
PR
−→
RQ

, ïà jå R′ = R. Ïðåìà òîìå, âàæè è

{R} = PQ ∩ AC.
Äå�èíèöèjà 18. Íåêà ñó A,B,C òðè êîëèíåàðíå òà÷êå. Äå�èíèøåìî

èçðàç

−→
AB · −→AC íà ñëåäå£è íà÷èí:

−→
AB · −→AC =







AB · AC, àêî íèjå B(B,A,C)
−AB · AC, àêî jåñòå B(B,A,C) .
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11. Îâàj çàäàòàê ðåøè£åìî íà äâà íà÷èíà.

I íà÷èí: Äîêàæèìî ïðâî äà è èç H(A,B;C,D) è èç AO2 =
−→
OC · −−→OD

ñëåäè C,D−.. O. Àêî âàæèH(A,B;C,D), îíäà jå
−→
AC
−−→
CB

= −
−−→
AD
−−→
DB

= λ, îäíîñíî

AC : CB = AD : DB = |λ|. Çíàìî äà jå |λ| 6= 0 jåð ñó A,B,C,D ðàçíå

òà÷êå è |λ| 6= 1 jåð èíà÷å íå áè ïîñòîjàëà íåêà îä òà÷àêà C,D (ñåòèìî ñå

äà íå ïîñòîjè òà÷êà R òàêâà äà jå

−→
PR
−→
RQ

= −1 çà äâå ðàçíå òà÷êå P,Q).

1◦ |λ| > 1
Ñëåäè äà jå AC > CB è AD > DB. Àêî âàæè B(A,C,B), îíäà

jå AB = AC + CB < AC + AC = 2AC, òj. AC > 1
2
AB = AO, ïà

ìîðà áèòè B(A,O,C,B). Òàêî¢å, îíäà íå âàæè B(A,D,B), à íå ìîæå

áèòè B(D,A,O,B) jåð jå òàäà AD < DB, ïà âàæè B(A,O,B,D). Ïðåìà
òîìå, C,B−.. O è B,D−.. O, ïà ñëåäè C,D−.. O. Àêî íå âàæè B(A,C,B),
îíäà âàæè B(A,D,B), ïà ïðèìåíèìî ïðåòõîäíî çàê§ó÷èâà»å, ñ òèì øòî

ñëîâà C,D ìå»àjó ìåñòà. Äàêëå, AB = AD +DB < AD + AD = 2AD,
òj. AD > 1

2
AB = AO, ïà ñëåäè B(A,O,D,B). Íå âàæè B(C,A,O,B) jå

òàäà AC < CB, ïà âàæè B(A,O,B, C). Äàêëå, D,B−.. O è B,C −.. O, ïà
ñëåäè C,D−.. O.
2◦ 0 < |λ| < 1

Ïðèìåíè£åìî ñëè÷íî çàê§ó÷èâà»å êàî ìàëîïðå, ñ òèì øòî £å ñàäà

ñëîâà A,B çàìåíèòè ìåñòà. Ïðâî çàê§ó÷ójåìî AC < CB è AD < DB.

Àêî âàæè B(A,C,B), îíäà jå 2AC = AC + AC < AC + CB = AB, òj.

AC < 1
2
AB = AO, ïà ìîðà áèòè B(A,C,O,B). Òàêî¢å, îíäà íå âàæè

B(A,D,B), à íå ìîæå áèòè B(A,O,B,D) jåð jå òàäà AD > DB, ïà âàæè

B(D,A,O,B). Ïðåìà òîìå, C,A−.. O è A,D−.. O, ïà ñëåäè C,D−.. O. Àêî
íå âàæè B(A,C,B), îíäà âàæè B(A,D,B), ïà çàìåíîì ìåñòà ñëîâèìà

C,D ïîíîâî äîáèjàìî C,D−.. O.
Àêî jå AO2 =

−→
OC ·−−→OD, îíäà jå −→OC ·−−→OD > 0, ïà ïî äå�èíèöèjè èçðàçà−→

OC ·−−→OD ñëåäè äà íå âàæè B(C,O,D) (èíà÷å jå
−→
OC ·−−→OD = −OC ·OD ≤ 0).

Àêî áè áèëî C = O èëè D = O, îíäà áè áèëî

−→
OC · −−→OD = 0, øòî íèjå

ìîãó£å, jåð jå AO2 > 0. Äàêëå, C 6= O, D 6= O è íå âàæè B(C,O,D), ïà
ïî äå�èíèöèjè ñëåäè C,D−.. O.

Òðàæåíó åêâèâàëåíöèjó H(A,B;C,D) ⇐⇒ AO2 =
−→
OC · −−→OD íå£åìî

äîêàçèâàòè ó äâà ñìåðà ( =⇒ è ⇐= ), âå£ £åìî jå äîêàçàòè äèðåêòíî.

Àêî íå âàæè C,D−.. O, îíäà íå âàæè íèH(A,B;C,D) íè AO2 =
−→
OC ·−−→OD,

ïà âàæè åêâèâàëåíöèjà H(A,B;C,D) ⇐⇒ AO2 =
−→
OC · −−→OD (ñåòèìî ñå èç

ëîãèêå äà jå èçðàç ⊥ ⇔ ⊥ òà÷àí). Ïðåòïîñòàâèìî çàòî äà jå C,D−.. O è

äîêàæèìî òðàæåíó åêâèâàëåíöèjó ó òîì ñëó÷àjó.

Äîêàç ñå ñâîäè íà ðàçìàòðà»å ðàñïîðåäà òà÷àêà A,B,C,D,O. Óâåê

âàæè B(A,O,B) jåð jå O ñðåäèøòå äóæè AB, à óâåëè ñìî ïðåòïîñòàâêó
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C,D−.. O ðàäè ñìà»èâà»à áðîjà ñëó÷àjåâà êîjå òðåáà ðàçìîòðèòè.

1◦ B(A,O,C), òj. A,C ÷O

A BO C D A BO D C

Çáîã ïðåòïîñòàâêå C,D−.. O ñëåäè A,D ÷ O, òj. âàæè B(A,O,D).
Òàêî¢å, A,B ÷ O, ïà âàæè B,C,D−.. O. Ïî äå�èíèöèjè âàæè åêâèâà-

ëåíöèjà H(A,B;C,D) ⇐⇒
−→
AC
−−→
CB

= −
−−→
AD
−−→
DB

. Òàêî¢å, àêî âàæè H(A,B;C,D),

îíäà âàæè òà÷íî jåäàí îä ðàñïîðåäà B(A,C,B) è B(A,D,B), à ïîøòî

âàæå ðàñïîðåäè B(A,O,C) è B(A,O,D), ñëåäè äà âàæè òà÷íî jåäàí îä

ðàñïîðåäà B(A,O,C,B,D) è B(A,O,D,B, C). Ñâå ó ñâåìó, âàæè ðàñïî-

ðåä B(C,B,D), ïà
−→
AC
−−→
CB

= −
−−→
AD
−−→
DB

=⇒ AC
CB

= AD
DB

è B(C,B,D). Îáðàòíî,

àêî âàæè

AC
CB

= AD
DB

è B(C,B,D), îíäà ñó âåêòîðè

−−→
CB,

−−→
DB ñóïðîòíèõ

ñìåðîâà, à çáîã B(A,O,C) è B(A,O,D) ñó âåêòîðè
−→
AC,

−−→
AD èñòîã ñìåðà,

ïà âàæè è

−→
AC
−−→
CB

= −
−−→
AD
−−→
DB

. Äàêëå,

−→
AC
−−→
CB

= −
−−→
AD
−−→
DB

⇐⇒ AC
CB

= AD
DB

è B(C,B,D).

Îâî jå äà§å åêâèâàëåíòíî ñà AC ·DB = AD ·CB è B(C,B,D). Âàæè
AC = AO + OC è AD = AO + OD, à ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè âàæè

B(O,C,B,D) èëè B(O,D,B,C), áè£å DB = OD − OB, CB = OB − OC

èëè DB = OB − OD, CB = OC −OB. Ìå¢óòèì, ó îáà ñëó÷àjà èìàìî

AC ·DB = AD · CB è B(C,B,D)

⇐⇒ (AO +OC) · (OD −OB) = (AO +OD) · (OB −OC).

Çàèñòà, àêî âàæè B(O,C,B,D), îíäà åêâèâàëåíöèjà âàæè òðèâèjàëíî, à
àêî âàæè B(O,D,B,C), îíäà ìíîæå»åì ëåâå è äåñíå ñòðàíå jåäíàêîñòè

(AO + OC) · (OD − OB) = (AO + OD) · (OB − OC) ñà −1 äîáèjàìî

åêâèâàëåíòíó jåäíàêîñò (AO+OC)·(OB−OD) = (AO+OD)·(OC−OB),
à òî jå ó ñòâàðè AC · DB = AD · CB. Äà§å, èìàjó£è ó âèäó äà âàæè

AO = OB, äîáèjàìî åêâèâàëåíòíå jåäíàêîñòè

AO · OD − AO · OB +OC · OD − OC · OB =

= AO · OB −AO · OC +OD · OB − OD · OC
AO · OD − AO · AO +OC · OD − OC · AO =

= AO · AO −AO · OC +OD · AO − OD · OC
−AO2 +OC · OD = AO2 − OD · OC

2AO2 = 2OC · OD
AO2 = OC ·OD.

Êîíà÷íî, êàêî ñìî ïðåòïîñòàâèëè äà âàæè C,D−.. O, èìàìî äà âàæè
OC ·OD =

−→
OC·−−→OD, ïà íà êðàjó èìàìî è åêâèâàëåíöèjó ñà AO2 =

−→
OC·−−→OD.

62



Ïðåìà òîìå, âàæè H(A,B;C,D) ⇐⇒ AO2 =
−→
OC · −−→OD.

2◦ ¬B(A,O,C), òj. A,C −.. O

A BOCD A BODC

Êàêî óâåê âàæè B(A,O,B), òj. A,B ÷ O, ñëåäè äà âàæè B,C ÷ O,

òj. B(B,O,C). Ñëåäè äà ìîæåìî ïðèìåíèòè öåëîêóïíî çàê§ó÷èâà»å

èç ïðåòõîäíîã ñëó÷àjà, ïðè òîìå ìå»àjó£è ìåñòà ñëîâèìà A,B. Ïðâî

çáîã ïðåòïîñòàâêå C,D−.. O ñëåäè äà âàæè B,D ÷ O, òj. B(B,O,D).
Èç A,C −.. O ñëåäè è A,D−.. O, ïà âàæè A,C,D−.. O. Ïî äå�èíèöèjè

èìàìî äà âàæè åêâèâàëåíöèjà H(A,B;C,D) ⇐⇒
−→
AC
−−→
CB

= −
−−→
AD
−−→
DB

. Òàêî¢å,

èç H(A,B;C,D) ñëåäè äà âàæè òà÷íî jåäàí îä ðàñïîðåäà B(A,C,B) è
B(A,D,B), à ïîøòî âàæå ðàñïîðåäè B(B,O,C) è B(B,O,D), ñëåäè äà

âàæè òà÷íî jåäàí îä ðàñïîðåäà B(C,A,D,O,B) è B(D,A,C,O,B). Äà-
êëå, ñâàêàêî âàæè ðàñïîðåä B(C,A,D). Îâèì ñìî äîêàçàëè äà âàæè

−→
AC
−−→
CB

= −
−−→
AD
−−→
DB

=⇒ AC
CB

= AD
DB

è B(C,A,D). Îáðàòíî, àêî âàæè

AC
CB

= AD
DB

è

B(C,A,D), îíäà ñó âåêòîðè
−→
AC,

−−→
AD ñóïðîòíèõ ñìåðîâà, à çáîã B(B,O,C)

è B(B,O,D) ñó âåêòîðè
−−→
BC,

−−→
BD èñòîã ñìåðà, ïà âàæè è

−→
AC
−−→
CB

= −
−−→
AD
−−→
DB

. Äà-

êëå,

−→
AC
−−→
CB

= −
−−→
AD
−−→
DB

⇐⇒ AC
CB

= AD
DB

è B(C,A,D).

Äà§å èìàìî åêâèâàëåíöèjó ñà AC ·DB = AD ·CB è B(C,A,D). Âàæè
DB = DO + OB è CB = CO + OB, à ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè âàæè

ðàñïîðåä B(C,A,D,O) èëè B(D,A,C,O), áè£å AC = OC − OA, AD =
OA − OD èëè AC = OA − OC, AD = OD − OA. Ó îáà ñëó÷àjà âàæè

åêâèâàëåíöèjà AC ·DB = AD ·CB è B(C,A,D) ⇐⇒ (OC −OA) · (DO+
OB) = (OA−OD) · (CO+OB). Çàèñòà, ó ïðâîì ñëó÷àjó òî jå î÷èãëåäíî,

à ó äðóãîì ñëó÷àjó ìíîæå»åì ëåâå è äåñíå ñòðàíå ïîñëåä»å jåäíàêîñòè

ñà −1 äîáèjàìî (OA−OC) · (DO +OB) = (OD−OA) · (CO +OB), øòî
îíäà äàjå AC ·DB = AD ·CB. Äà§å, êîðèñòå£è äà jå AO = OB äîáèjàìî

OC ·DO +OC · OB −OA ·DO −OA · OB =

= OA · CO +OA · OB − OD · CO − OD · OB
OC · OD +OC · AO −AO · OD −AO · AO =

= AO · OC + AO · AO − OD · OC − OD · AO

OC · OD − AO2 = AO2 − OC · OD
2AO2 = 2OC · OD
AO2 = OC ·OD.

Ïîíîâî, êàêî ñìî ïðåòïîñòàâèëè äà âàæè C,D−.. O, èìàìî äà âàæè

OC ·OD =
−→
OC·−−→OD, ïà íà êðàjó èìàìî è åêâèâàëåíöèjó ñà AO2 =

−→
OC·−−→OD.
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Ïðåìà òîìå, âàæè H(A,B;C,D) ⇐⇒ AO2 =
−→
OC · −−→OD.

II íà÷èí: Îâàj íà÷èí jå ìíîãî êðà£è îä I íà÷èíà, àëè êîðèñòå ñå íåêå

ñòâàðè çà êîjå ñó ïîòðåáíà äîäàòíà îáðàçëîæå»à. Êîíêðåòíî, êîðèñòè

ñå ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà êîjè ñå ó÷è íà ïðåäìåòó �åîìåòðèjà 1 è

»åãîâå îñîáèíå. Ëàêî ñå ïðîâåðàâà äà èçðàç äå�èíèñàí ó äå�èíèöèjè

18 ñóøòèíñêè ïðåäñòàâ§à ñêàëàðíè ïðîèçâîä êîëèíåàðíèõ âåêòîðà. Çà-

èñòà, àêî íèjå B(B,A,C), îíäà jå cos∡(−→AB,−→AC) = cos 0 = 1, ïà äîáèjàìî−→
AB · −→AC = ‖−→AB‖ · ‖−→AC‖ = AB · AC, à àêî jåñòå B(B,A,C), îíäà jå

cos∡(
−→
AB,

−→
AC) = cosπ = −1, ïà jå

−→
AB ·−→AC = −‖−→AB‖ · ‖−→AC‖ = −AB ·AC.

Ìå¢óòèì, ó îêâèðó îâîã ïðåäìåòà íå ïðîó÷àâà ñå ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåê-

òîðà (çàòî ïîñòîjè äå�èíèöèjà 18) è áèëî áè ïîòðåáíî ìíîãî äîäàòíèõ

îájàø»å»à äà áè ñå îïðàâäàëà åêâèâàëåíöèjà

H(A,B;C,D) ⇐⇒
−→
AC
−−→
CB

= −
−−→
AD
−−→
DB

⇐⇒ −→
AC · −−→DB = −−−→

AD · −−→CB.

Íïð. çà ïî÷åòàê áèñìî ìîðàëè îájàñíèòè øòà ïðåäñòàâ§à ,,ìíîæå»å�−→
AC · −−→DB jåð òàêàâ èçðàç íèjå äàò äå�èíèöèjîì 18, ïà çàòèì êàêî ñå îä

îäíîñà êîëèíåàðíèõ âåêòîðà äîëàçè äî »èõîâîã ,,ìíîæå»à� èòä. Îâäå òî

íå£åìî ðàäèòè, jåð îâàj íà÷èí ñëóæè äà ïîêàæå ñó jåäèíå êîìïëèêàöèjå

äî êîjèõ jå äîøëî ó I íà÷èíó îíå îêî ðàñïîðåäà òà÷àêà. Êàä ñó âåêòîðè

ó ïèòà»ó, ðàñïîðåä òà÷àêà íàì íå ïðàâè ïðîáëåì. Äà§å èìàìî

⇐⇒ (
−→
AO +

−→
OC) · (−−→DO +

−−→
OB) = −(

−→
AO +

−−→
OD) · (−→CO +

−−→
OB)

(îâäå áèñìî ìîðàëè îïðàâäàòè äèñòðèáóòèâíîñò ,,ìíîæå»à� ó îäíîñó íà

ñàáèðà»å âåêòîðà)

⇐⇒ −→
AO · −−→DO +

−→
AO · −−→OB +

−→
OC · −−→DO +

−→
OC · −−→OB =

= −−→
AO · −→CO −−→

AO · −−→OB −−−→
OD · −→CO −−−→

OD · −−→OB

Ñàäà èñêîðèñòèìî äà jå

−→
AO =

−−→
OB è äà çà ñâàêî X, Y âàæè −−−→

XY =
−−→
Y X .

⇐⇒ −−−→
OB · −−→OD +

−−→
OB · −−→OB −−→

OC · −−→OD +
−→
OC · −−→OB =

=
−−→
OB · −→OC −−−→

OB · −−→OB +
−−→
OD · −→OC −−−→

OD · −−→OB

Ïî äå�èíèöèjè 18 je

−−→
XY · −−→XZ =

−−→
XZ · −−→XY . Çàèñòà, àêî íèjå B(Y,X, Z),

îíäà íèjå íè B(Z,X, Y ), ïà jå −−→XY ·−−→XZ = XY ·XZ = XZ ·XY =
−−→
XZ ·−−→XY ,

àêî jåñòå B(Y,X, Z), îíäà jå è B(Z,X, Y ) è −−→
XY · −−→XZ = −XY · XZ =
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−XZ ·XY =
−−→
XZ · −−→XY . Òàêî¢å, −−→XY · −−→XY = XY ·XY = XY 2

jåð íå âàæè

B(Y,X, Y ). Ñëåäè:

⇐⇒ 2OB2 = 2
−→
OC · −−→OD

⇐⇒ OB2 =
−→
OC · −−→OD

⇐⇒ AO2 =
−→
OC · −−→OD.

12.

A BC D

O

E

F

Íà îñíîâó Òàëåñîâå òåîðåìå ñëåäè äà jå AC : CB = AO : EB, êàî è
AD : DB = AO : BF , ïà jå

AC : CB = AD : DB ⇐⇒ AO : EB = AO : BF ⇐⇒ EB = BF.

Ïî ïðåòïîñòàâöè ñó A,B,C,D ðàçíå òà÷êå ïðàâå p, ïà íà îñíîâó ðàçìà-

òðà»à ïðå äå�èíèöèjå 16 ñëåäè äà jå AC : CB = AD : DB ìîãó£å ñàìî

ó ñëó÷àjó äà jå

−→
AC
−−→
CB

= −
−−→
AD
−−→
DB

. Äàêëå,

H(A.B;C,D) ⇐⇒ AC : CB = AD : DB ⇐⇒ EB = BF.

Äà áè îâî áèëî åêâèâàëåíòíî ñà òèìå äà jå B ñðåäèøòå äóæè EF , òðåáà

ñàìî ïðîâåðèòè äà ëè ñó òà÷êå E, F ðàçëè÷èòå. Àêî áè áèëî E = F , îíäà

áè ïðàâå OC è OD áèëå èñòå, à êàêî ñå òà÷êà O íàëàçè âàí ïðàâå p êîjà

ñàäðæè C,D ñëåäèëî áè äà jå C = D, øòî jå ó ñóïðîòíîñòè ñ óñëîâîì

çàäàòêà. Äàêëå, E 6= F , ïà jå çàèñòà EB = BF ⇐⇒ B jå ñðåäèøòå EF .

Ïðåìà òîìå, äîêàçàëè ñìî äà âàæèH(A,B;C,D) ⇐⇒ B jå ñðåäèøòå EF .

13.

A BC D

O

E

F

Íåêà ñóm,n äâå äàòå íåïîäóäàðíå äóæè è íåêà ñó A,B äâå äàòå òà÷êå.

Íåêà jå O ïðîèçâî§íà òà÷êà âàí ïðàâå AB òàêâà äà jå OA = m, íåêà jå

p ïðàâà ïàðàëåëíà ïðàâîj OA êîjà ñàäðæè òà÷êó B, íåêà ñó E, F òà÷êå

ïðàâå p ñ ðàçíèõ ñòðàíà òà÷êå B òàêâå äà jå BE = BF = n è íåêà ñó C,D

ïðåñå÷íå òà÷êå ïðàâèõ OE,OF ñ ïðàâîì AB. Íà îñíîâó Òàëåñîâå òåîðåìå
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ñëåäè äà jå AC : CD = AO : BE = m : n = AO : BF = AD : DB, ïà
òà÷êå C,D ïðèïàäàjó òðàæåíîì ãåîìåòðèjñêîì ìåñòó l òà÷àêà X òàêâèõ

äà jå AX : XB = m : n. Äîêàæèìî äà jå òðàæåíî �ÌÒ l êðóã k íàä

ïðå÷íèêîì CD.

A BC D

X

E

F

⊇ : Íåêà jå X ∈ k ïðîèçâî§íà òà÷êà êðóãà k. Äîêàæèìî äà jå AX :
XB = m : n. Ó òîì öè§ó ïîñìàòðàjìî ïðàâó ïàðàëåëíó ïðàâîj AX

êðîç òà÷êó B è îçíà÷èìî »åí ïðåñåê ñà ïðàâèìà XC,XD ðåäîì ñà E, F

(íåìàjó âåçå ñ ïðåòõîäíèì òà÷êàìà E, F êîjå ñìî êîðèñòèëè äà áèñìî

íàøëè òà÷êå C,D). Íà îñíîâó Òàëåñîâå òåîðåìå jå AX : BE = AC :
CB = m : n è AX : BF = AD : DB = m : n, ïà ñëåäè äà jå BE = BF , òj.

B jå ñðåäèøòå äóæè EF . Òðîóãàî △EXB jå ïðàâîóãëè, jåð jå ∡EXB =
∡CXD = π

2
êàî ïåðè�åðèjñêè óãàî íàä ïðå÷íèêîì CD. Ñëåäè äà jå

B ñðåäèøòå õèïîòåíóçå EF , ïà jå ójåäíî è öåíòàð îïèñàíîã êðóãà òîã

òðîóãëà, øòî çíà÷è äà jå BE = BF = BX , à êàêî jå AX : BE = m : n,
ñëåäè äà jå AX : XB = m : n.
⊆ : Íåêà jå X ∈ l ïðîèçâî§íà òà÷êà, òj. òàêâà äà jå AX : XB = m : n
è äîêàæèìî äà jå X ∈ k. Ïîñìàòðàjìî ïîíîâî ïðàâó ïàðàëåëíó ïðàâîj

AX êðîç òà÷êó B è îçíà÷èìî »åí ïðåñåê ñà ïðàâèìà XC,XD ðåäîì ñà

E, F . Íà îñíîâó Òàëåñîâå òåîðåìå jå AX : BE = AC : CB = m : n
è AX : BF = AD : DB = m : n, ïà çáîã AX : XB = m : n ñëåäè

äà jå BE = BF = BX , òj. äà jå B öåíòàð îïèñàíîã êðóãà òðîóãëà

△EXB. Ïðåìà òîìå, òàj òðîóãàî jå ïðàâîóãëè, òj. ∡EXB = π
2
. Ïîøòî

jå ∡CXD = ∡EXB, ñëåäè äà jå òî ïåðè�åðèjñêè óãàî íàä ïðå÷íèêîì

CD, òj. äà X ∈ k.

Äå�èíèöèjà 19. Êðóã k èç ïðåòõîäíîã çàäàòêà çîâå ñå Àè�îëîíèjåâ êðó��.

Ñòàâ 1. Íåêà jå k(O, r) êðó�� ðàâíè α, P ø

�

à÷êà ø

�

å ðàâíè è A,B è

�

ðåñå÷íå

ø

�

à÷êå êðó�

�

à k è è

�

ðîèçâî§íå è

�

ðàâå êîjà ñàgðæè ø

�

à÷êó P è èìà çàjå-

gíè÷êèõ ø

�

à÷àêà ñ êðó�

�

îì k (ìîæå áèø

�

è è ø

�

àí�

�

åíø

�

à, ø

�

àgà jå A = B).

Âðågíîñø

�

èçðàçà

−→
PA · −−→PB íå çàâèñè îg èçáîðà ø

�

å è

�

ðàâå.

Äîêàç. �àçëèêójåìî ñëó÷àjåâå êàäà jå P òà÷êà ó ñïî§àø»îñòè êðóãà,

íà êðóãó èëè ó »åãîâîj óíóòðàøîñòè. Íåêà jå P ó ñïî§àø»îñòè êðóãà è
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íåêà jå PT òàíãåíòà íà êðóãó k. Òðîóãëîâè △PTA è △PBT ñó ñëè÷íè,

jåð jå ∡TPA = ∡BPT è ∡PTA = ∡PBT (óãàî èçìå¢ó òàíãåíòå è òåòèâå

ïîäóäàðàí jå ïåðè�åðèjñêîì óãëó íàä òîì òåòèâîì). Ñëåäè äà jå PT :
PB = PA : PT , òj. PA ·PB = PT 2

. Êàêî jå △PTO ïðàâîóãëè, íà îñíîâó

Ïèòàãîðèíå òåîðåìå jå PT 2 = PO2 − OT 2 = PO2 − r2. Òàêî¢å, êàêî jå

P ó ñïî§àø»îñòè êðóãà k, ñëåäè äà íå âàæè B(A, P,B), ïà íà îñíîâó

äå�èíèöèjå 18 âàæè

−→
PA · −−→PB = PA · PB = PO2 − r2.

Àêî jå P íà êðóãó k, îíäà ñå óâåê jåäíà îä òà÷àêà A,B ïîêëàïà ñ

òà÷êîì P , ïà jå
−→
PA · −−→PB = 0 = PO2 − r2 (jåð jå OP = r).

Àêî jå P óíóòðàø»îñòè êðóãà k, îíäà ïîñìàòðàjìî ïðàâó PO (àêî ñå

P è O ïîêëàïàjó, ïîñìàòðàjìî áèëî êîjó ïðàâó êîjà ñàäðæè òà÷êó O) è

îçíà÷èìî »åíå ïðåñåêå ñ êðóãîì k ñà C,D òàêî äà âàæè B(C,O, P,D).
Òðîóãëîâè△PAC è△PDB ñó ñëè÷íè, jåð jå ∡PAC = ∡BAC = ∡BDC =
∡BDP è ∡PCA = ∡DCA = ∡DBA = ∡DBP (ïåðè�åðèjñêè óãëîâè íàä

èñòèì ëóêîâèìà ñó ïîäóäàðíè). Ñëåäè äà jå PA : PD = PC : PB, òj.
PA · PB = PC · PD = (PO +OC) · (OD − PO) = (r + PO) · (r − PO) =
r2 − PO2

. Êàêî jå P òà÷êà ó óíóòðàø»îñòè êðóãà k, ñëåäè äà âàæè

B(A, P,B), ïà íà îñíîâó äå�èíèöèjå 18 âàæè

−→
PA · −−→PB = −PA · PB =

−(r2 − PO2) = PO2 − r2.

Ïðåìà òîìå, ó ñâèì ñëó÷àjåâèìà jå

−→
PA ·−−→PB = PO2− r2, øòî çíà÷è äà

âðåäíîñò òîã èçðàçà íå çàâèñè îä èçáîðà ïðàâå êîjà ñàäðæè òà÷êó P .

Äå�èíèöèjà 20. Âðåäíîñò èçðàçà

−→
PA · −−→PB(= PO2 − r2) íàçèâà ñå è�î-

ø

�

åíöèjîì òà÷êå P ó îäíîñó íà êðóã k(O, r) è ïáå÷åæàâà ñå ñà p(P, k).

Èç äå�èíèöèjå jå jàñíî äà jå ïîòåíöèjà òà÷êå P âå£à îä íóëå àêî P

ïðèïàäà ñïî§àø»îñòè êðóãà k, jåäíàêà íóëè àêî ïðèïàäà êðóãó k, à ìà»à

îä íóëå àêî ïðèïàäà óíóòðàø»îñòè êðóãà k. Òàêî¢å, íàjìà»ó ïîòåíöèjó

èìà òà÷êà O è îíà jå jåäíàêà −r2.

Ñòàâ 2. Ñêóè

�

ñâèõ ø

�

à÷àêà ðàâíè êîjå èìàjó jågíàêå è

�

îø

�

åíöèjå ó îgíîñó

íà êðó�

�

îâå k1(O1, r1), k2(O2, r2) jå è�ðàâà óè�ðàâíà íà è�ðàâîj O1O2.

Äå�èíèöèjà 21. Ïðàâà èç ïðåòõîäíîã ñòàâà íàçèâà ñå è

�

îø

�

åíöèjàëíîì

èëè ðàgèêàëíîì îñîì êðóãîâà k1 è k2.

Àêî èìàìî òðè êðóãà ó ðàâíè, »èõîâå ïîòåíöèjàëíå îñå ïðèïàäàjó jåä-

íîì ïðàìåíó, à àêî jå ó ïèòà»ó ïðàìåí êîíêóðåíòíèõ ïðàâèõ, ïðåñå÷íà

òà÷êà ñå íàçèâà ðàgèêàëíèì öåíø

�

ðîì òèõ êðóãîâà. Êàêî êîíñòðóèñàòè

ðàäèêàëíó îñó êðóãîâà k1(O1, r1), k2(O2, r2)? Àêî ñå îíè ñåêó ó òà÷êàìà

A,B, ïîòåíöèjà òèõ òà÷àêà ó îäíîñó íà îáà êðóãà jå íóëà, ïà îíå ïðèïà-

äàjó »èõîâîj ðàäèêàëíîj îñè. Ñëåäè äà jå ðàäèêàëíà îñà óïðàâî ïðàâà
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AB. Àêî ñå k1, k2 äîäèòójó ó òà÷êè A, îíäà ñå îíà íàëàçè íà ïðàâîj O1O2,

ïà jå ðàäèêàëíà îñà êðóãîâà k1, k2 ïðàâà êîjà jå óïðàâíà íà O1O2 ó òà÷êè

A, øòî jå çàjåäíè÷êà òàíãåíòà êðóãîâà k1, k2 »èõîâîj äîäèðíîj òà÷êè.

Àêî êðóãîâè k1, k2 íåìàjó çàjåäíè÷êèõ òà÷àêà, îíäà êîíñòðóèøåìî êðóã

k3(O3, r3) òàêàâ äà »åãîâ öåíòàð O3 íå ïðèïàäà ïðàâîj O1O2 è äà ñå÷å

êðóãîâå k1, k2. Çàòèì êîíñòðóèøåìî ðàäèêàëíå îñå êðóãîâà k1, k3 è êðó-

ãîâà k2, k3, è ó »èõîâîì ïðåñåêó íàëàçè ñå ðàäèêàëíè öåíòàð êðóãîâà

k1, k2, k3. Òà òà÷êà ïðèïàäà ðàäèêàëíîj îñè êðóãîâà k1, k2, ïà êîíñòðóè-

øåìî íîðìàëó èç »å íà ïðàâîj O1O2.

O1 O2 O1 O2

O1

O2

O3

P

Äå�èíèöèjà 22. Íåêà ñó k1, k2 êðóãîâè íåêå ðàâíè êîjè ñå ñåêó è íåêà ñó

t1, t2 ðåäîì òàíãåíòå íà òèì êðóãîâèìà ó íåêîj îä ïðåñå÷íèõ òà÷àêà. Ó�

�

àî

èçìå¢ó êðóãîâà k1, k2 je óãàî êîjè ãðàäå òàíãåíòå t1, t2. Àêî jå t1 ⊥ t2, çà

êðóãîâå k1, k2 êàæåìî äà ñó ìå¢óñîáíî íîðìàëíè (óè

�

ðàâíè, îðø

�

î�

�

îíàëíè)

è òî îçíà÷àâàìî ñà k1 ⊥ k2. Ñëè÷íî, ó�

�

àî èçìå¢ó ïðàâå è êðóãà íåêå

ðàâíè êîjè ñå ñåêó jåñòå óãàî èçìå¢ó òå ïðàâå è òàíãåíòå êðóãà ó íåêîj îä

ïðåñå÷íèõ òà÷àêà, à àêî ñó îíå ìå¢óñîáíî íîðìàëíå, îíäà ñó è òàj êðóã

è òà ïðàâà ìå¢óñîáío íîðìàëíè.

�àçìîòðèìî êàä ñó êðóãîâè, îäíîñíî êðóã è ïðàâà, ìå¢óñîáíî íîðìàë-

íè. Çíàìî äà jå òàíãåíòà íåêîã êðóãà íîðìàëíà íà ïîëóïðå÷íèêó êîjè

ñàäðæè äîäèðíó òà÷êó. Ïîøòî jå êîä íîðìàëíèõ êðóãîâà k1, k2 òàíãåíòà

t1 íà k1 ó íåêîj îä ïðåñå÷íèõ òà÷àêà íîðìàëíà íà òàíãåíòè t2 êðóãà k2
ó èñòîj òà÷êè è íà ïîëóïå÷íèêó êðóãà k1 êîjè ñàäðæè òó òà÷êó, ñëåäè

äà jå òàj ïîëóïðå÷íèê ñàäðæàí ó òàíãåíòè t2. Äàêëå, êðóãîâè k1, k2 ñó

ìå¢óñîáíè íîðìàëíè àêî è ñàìî àêî ñå ñåêó è òàíãåíòà íà jåäíîì îä »èõ
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ó íåêîj îä ïðåñå÷íèõ òà÷àêà ñàäðæè öåíòàð äðóãîã. Ñëè÷íî, ïðàâà jå

íîðìàëíà íà êðóãó àêî è ñàìî àêî ñàäðæè »åãîâ öåíòàð.

O1

T

O2

O T

14.

A BC DO

X

Y

Íà îñíîâó 11. çàäàòêà çàê§ó÷ójåìî äà âàæè H(A,B;C,D) àêî è ñàìî

àêî âàæè AO2 =
−→
OC · −−→OD = p(O, l). Oâî âàæè àêî è ñàìî àêî jå ïîëó-

ïðå÷íèê AO êðóãà k ïîäóäàðàí òàíãåíòíîj äóæè èç òà÷êå O íà êðóãó l,

øòî âàæè àêî è ñàìî àêî ñå êðóãîâè k è l ñåêó è òàíãåíòà íà êðóãó l

ó íåêîj îä òèõ ïðåñå÷íèõ òà÷àêà ñàäðæè öåíòàð êðóãà k. Îâî ïîñëåä»å

âàæè àêî è ñàìî àêî jå k ⊥ l.

15.

A

B C

OS

Sa

N

Èçðà÷óíàjìî ïîòåíöèjó òà÷êå S ó îäíîñó íà îïèñàíè êðóã l. Ñ jåäíå

ñòðàíå îíà jå jåäíàêà p(S, l) =
−→
SA ·−→SN = −SA ·SN . Íà îñíîâó 2. çàäàòêà

ñëåäè äà jå SA · SN = 2rρ. Ñ äðóãå ñòðàíå, p(S, l) = SO2 − r2, ïà ñëåäè
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äà jå SO2 − r2 = −2rρ, îäàêëå ñëåäè ïðâà òðàæåíà jåäíàêîñò. Ñëè÷íî,

SaO
2 − r2 = p(Sa, l) =

−−→
SaA · −−→SaN = SaA · SaN , à íà îñíîâó 2. çàäàòêà jå

SaA · SaN = 2rρa, ïà jå SaO
2 − r2 = 2rρa.

16.

A

B C

B1C1

O1 O2

B2

C2

D

Íåêà ñó O1, O2 ðåäîì ñðåäèøòà òåæèøíèõ äóæè BB1, CC1. Äîâî§íî

jå äîêàçàòè äà jå AD ⊥ O1O2 è äà òà÷êà A èìà jåäíàêå ïîòåíöèjå ó îäíîñó

íà êðóãîâå k1(O1, O1B), k2(O2, O2C). Òà÷êå B1, C1 ñó ðåäîì ñðåäèøòà

ñòðàíèöà AC,CB, ïà jå B1C1 ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ABC, øòî çíà÷è
äà jå B1C1 ‖ BC. Ïðåìà òîìå, BCC1B1 jå íåêîíâåêñàí òðàïåç, ïà jå O1O2

»åãîâà ñðåä»à ëèíèjà, øòî çíà÷è äà jå O1O2 ‖ BC. Ñ äðóãå ñòðàíå, âàæè

AD ⊥ BC, ïà ñëåäè äà jå AD ⊥ O1O2.

Îçíà÷èìî ñà B2 äðóãó ïðåñå÷íó òà÷êó êðóãà k1 è ïðàâå AB è ñà C2

äðóãó ïðåñå÷íó òà÷êó êðóãà k2 è ïðàâå AC. Óãëîâè ∡BB2B1,∡CC2C1 ñó

ïåðè�åðèjñêè ðåäîì íàä ïðå÷íèöèìà BB1, CC1, ïà ñó ïðàâè. Ñëåäè äà ñó

è óãëîâè ∡AB2B1,∡AC2C1 ïðàâè. Äàêëå, òðîóãëîâè △AB2B1,△AC2C1

èìàjó äâà ïàðà ïîäóäàðíèõ óãëîâà (óãëîâè êîä òåìåíà A ñå ïîêëàïàjó è

∡AB2B1 = ∡AC2C1 = 90◦), ïà ñó ñëè÷íè. Ïðåìà òîìå, äîáèjàìî äà jå

AB2 : AC2 = AB1 : AC1. Òà÷êå B1, C1 ñó ñðåäèøòà ñòðàíèöà AC,AB, òj.

âàæè AB1 = AC
2
, AC1 = AB

2
, ïà jå AB1 : AC1 = AC

2
: AB

2
= AC : AB, øòî

çíà÷è äà jå AB2 : AC2 = AC : AB, òj. AB2 ·AB = AC2 ·AC. Ìå¢óòèì, îâî

íèjå íèøòà äðóãî íåãî jåäíàêîñò ïîòåíöèjà òà÷êå A ó îäíîñó íà êðóãîâå

k1, k2, ïà ñëåäè äà jå AD »èõîâà ïîòåíöèjàëíà îñà.

3 Êîíñòðóêòèâíè çàäàöè

Ñàäà £åìî ïðîó÷àâàòè çàäàòêå ó êîjèìà ñå òðàæè äà ëå»èðîì è øå-

ñòàðîì êîíñòðóèøåìî íåêó �èãóðó ó ðàâíè òàêî äà èñïó»àâà îäðå¢åíà

ñâîjñòâà. Íàïîìåíèìî íà îâîì ìåñòó äà ñå ñìàòðà äà ëå»èð íåìà íà ñåáè

îçíàêå çà ìåðå»å äóæèíå, òj. äà ñàìî ëå»èðîì íå ìîæåìî öðòàòè äóæè

äàòå äóæèíå, òj. êîjå ñó ïîäóäàðíå íåêîj äàòîj äóæè.
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Íàâåäèìî ñàäà îñíîâíå êîíñòðóêöèjå êîjå ìîæåìî èçâðøèòè ëå»èðîì

è øåñòàðîì.

Ëå»èð: Ëå»èðîì ìîæåìî êîíñòðóèñàòè ïðàâó êîjà ñàäðæè äâå äàòå

ðàçíå òà÷êå, çàòèì ïîëóïðàâó êîjà ñàäðæè äâå äàòå ðàçíå òà÷êå òàêî äà

jåäíà îä »èõ áóäå »åíî òåìå êàî è äóæ ÷èjà ñó òåìåíà äâå äàòå ðàçíå

òà÷êå.

Øåñòàð: Øåñòàðîì ìîæåìî êîíñòðóèñàòè êðóã ÷èjè jå öåíòàð äàòà

òà÷êà è ïîëóïðå÷íèê äàòà äóæ. Òàêî¢å, íå ìîðàìî êîíñòðóèñàòè öåî

êðóã, âå£ ìîæåìî è áèëî êîjè ëóê òîã êðóãà.

Îâàj ñïèñàê jå âåîìà ñèðîìàøàí, à ïîñòîjå íåêå êîíñòðóêöèjå êîjå ñó

ðåëàòèâíî jåäíîñòàâíå, à êîðèñòå ñå ó ñëîæåíèjèì êîíñòðóêöèjàìà. Óêî-

ëèêî áèñìî ñâàêó ñëîæåíèjó êîíñòðóêöèjó ìîðàëè äà ñâîäèìî íà îñíîâíå,

ðåøå»à çàäàòàêà áè ñå íåïîòðåáíî êîìïëèêîâàëà, ïà çàòî ïðîøèðójåìî

ñïèñàê îñíîêîíñòðóêöèjà êîjå £åìî ñìàòðàòè òðèâèjàëíèì è íå£åìî èõ

ñâîäèòè íà îñíîâíå (çîâåìî èõ åëåìåíòàðíèì êîíñòðóêöèjàìà):

− êîíñòðóêöèjà äóæè ïîäóäàðíå äàòîj äóæè;

− êîíñòðóêöèjà óãëà ïîäóäàðíîã äàòîì óãëó;

− êîíñòðóêöèjà ìåäèjàòðèñå äóæè;

− êîíñòðóêöèjà ñðåäèøòà äóæè;

− êîíñòðóêöèjà áèñåêòðèñå óãëà;

− êîíñòðóêöèjà ïðàâîã óãëà è íîðìàëíèõ ïðàâèõ (ïîëóïðàâèõ, äóæè);

− êîíñòðóêöèjà ïàðàëåëíèõ ïðàâèõ (ïîëóïðàâèõ, äóæè);

− êîíñòðóêöèjà òàíãåíòå íà äàòîì êðóãó èç äàòå äóæè;

− êîíñòðóêöèjà ãåîìåòðèjñêîã ìåñòà òà÷àêà (�ÌÒ) èç êîjèõ ñå äàòà äóæ

âèäè ïîä äàòèì óãëîì;

− êîíñòðóêöèjà òðîóãëà êîìå ñó:

• ñòðàíèöå ïîäóäàðíå äàòèì äóæèìà;

• äâå ñòðàíèöå è »èìà çàõâà£åíè óãàî ïîäóäàðíè äàòèì äóæèìà è

äàòîì óãëó;

• jåäíà ñòðàíèöà è íà »îj íàëåãëè óãëîâè ïîäóäàðíè äàòîj äóæè è

äàòèì óãëîâèìà;

• äâå ñòðàíèöå è óãàî íàñïðàì jåäíå îä »èõ ïîäóäàðíè äàòèì äóæèìà

è äàòîì óãëó è ïîçíàòî jå äà jå óãàî íàñïðàì äðóãå ñòðàíèöå îøòàð, ïðàâ

èëè òóï;

• jåäíà ñòðàíèöà, óãàî íàñïðàì »å è jåäàí îä óãëîâà íàëåãëèõ íà »îj

ïîäóäàðíè äàòîj äóæè è äàòèì óãëîâèìà;

− ïîäåëà äàòå äóæè íà n ïîäóäàðíèõ äóæè, ãäå jå n ∈ N ïðîèçâî§íè

ïðèðîäíè áðîj.

Ñàäà £åìî äåòà§íî èçó÷èòè ñâàêó îä îâèõ êîíñòðóêöèjà è íàäà§å èõ

íå£åìî âèøå äîäàòíî îájàø»àâàòè.
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d

A pB

Îçíà÷èìî ñà A ïðîèçâî§íó òà÷êó è êîíñòðóèøèìî ïðîèçâî§íó ïîëó-

ïðàâó Ap ÷èjå jå òåìå òà÷êà A. Êîíñòðóèøèìî êðóæíè ëóê ñ öåíòðîì ó

òà÷êè A ÷èjè jå ïîëóïðå÷íèê äóæ d (çàáîäåìî èãëó øåñòàðà ó jåäíî òåìå

äóæè d è îòâîðèìî ãà òàêî äà âðõ îëîâêå áóäå íà äðóãîì òåìåíó äóæè

d). Ó ïðåñåêó òîã ëóêà è ïîëóïðàâå Ap îçíà÷èìî òà÷êó B è äóæ AB jå

ïîäóäàðíà äóæè d.

X a

b

O pP

A

B

q

Q

Îçíà÷èìî ñà O ïðîèçâî§íó òà÷êó è êîíñòðóèøèìî ïðîèçâî§íó ïîëó-

ïðàâó Op ÷èjå jå òåìå òà÷êà O. Êîíñòðóèøèìî ëóê l ñ öåíòðîì ó òà÷êè

O ïðîèçâî§íîã ïîëóïðå÷íèêà è îçíà÷èìî ñà P ïðåñå÷íó òà÷êó òîã ëóêà

è ïîëóïðàâå Op. Íà äàòîì óãëó ∡aXb êîíñòðóèøèìî ëóê ñ öåíòðîì ó X

ïîëóïðå÷íèêà OP îä êðàêà Xa äî êðàêà Xb. Ïðåñå÷íå òà÷êå òîã ëóêà

ñ êðàöèìà Xa,Xb îçíà÷èìî ðåäîì ñà A,B. Êîíñòðóèøèìî ñàäà ëóê ñ

öåíòðîì ó P ïîëóïðå÷íèêà AB è ó ïðåñåêó ñ ëóêîì l îçíà÷èìî òà÷êó Q.

Êîíñòðóèøèìî ïîëóïðàâó Oq ñ òåìåíîì O êîjà ñàäðæè òà÷êó Q è óãàî

∡pOq jå ïîäóäàðàí óãëó ∡aXb.
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Ìåäèjàòðèñà äóæè êîíñòðóèøå ñå òàêî øòî ñå êîíñòðóèøó äâà ëóêà

èç jåäíîã è èç äðóãîã òåìåíà äóæè, ïðè ÷åìó ñó ïîëóïðå÷íèöè òèõ ëóêîâà

ïîäóäàðíè è âå£è ñó îä ïîëîâèíå äàòå äóæè äà áè èìàëè äâå ïðåñå÷íå

òà÷êå. Êîíñòðóèøåìî ïðàâó êîjà ïðîëàçè êðîç ïðåñå÷íå òà÷êå òèõ ëóêîâà

è òà ïðàâà jåñòå ìåäèjàòðèñà äàòå äóæè.

Ó ïðåñåêó äóæè è »åíå ìåäèjàòðèñå íàëàçè ñå ñðåäèøòå òå äóæè.

p

q

Áèñåêòðèñà óãëà êîíñòðóèøå ñå òàêî øòî ñå êîíñòðóèøå ëóê ÷èjè jå

öåíòàð ó òåìåíó óãëà, ïðîèçâî§íîã ïîëóïðå÷íèêà, îä jåäíîã äî äðóãîã

êðàêà óãëà, à çàòèì ñå êîíñòðóèøå ìåäèjàòðèñà äóæè ÷èjè ñó êðàjåâå

ïðåñå÷íå òà÷êå òîã ëóêà è êðàêîâà óãëà.

pO

q

Íåêà jå äàòà ïðàâà p è íà »îj òà÷êà O. Êîíñòðóèøèìî ñèìåòðàëó q

(ïðàâó, íå ïîëóïðàâó!) îïðóæåíîã óãëà ÷èjå jå òåìå òà÷êà O, à êðàöè ñó

ìó ïîëóïðàâå ñ òåìåíîì O êîjå ñå íàëàçå íà ïðàâîj p. Òà ñèìåòðàëà jå

ïðàâà êîjà ñàäðæè òà÷êó O è íîðìàëíà jå íà ïðàâîj p. Óêîëèêî æåëèìî

äà êîíñòðóèøåìî ïðàâ óãàî, ïðàâà p è òà÷êà O íà »îj ñó ïðîèçâî§íå, à

óìåñòî ñèìåòðàëå (ïðàâå) êîíñòðóèøåìî áèñåêòèñó (ïîëóïðàâó).
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pO

q
A

d

q′A′

d

r

Íåêà jå äàòà ïðàâà p. Äà áèñìî êîíñòðóèñàëè ïðàâó q êîjà jå ïàðà-

ëåëíà ñà p, êîíñòðóèøèìî ïðâî íîðìàëó r íà ïðàâîj p ó íåêîj ïðîèçâî§-

íîj òà÷êè O, à çàòèì êîíñòðóèøèìî íîðìàëó q íà ïðàâîj r. Óêîëèêî

æåëèìî äà ïðàâà q áóäå íà ðàñòîjà»ó d îä ïðàâå p (d jå äàòà äóæ), êîí-

ñòðóèøèìî äóæ OA êîjà jå ïîäóäàðíà äóæè d è êîíñòðóèøèìî íîðìàëó

q íà ïðàâîj r ó òà÷êè A. Òàäà jå q ‖ p è íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó d îä »å.

Ïðèìåòèìî äà ïîñòîjå äâå ìîãó£íîñòè çà òà÷êó A, ïà ïîñòîjå è äâå

ìîãó£íîñòè çà ïðàâó q. Óêîëèêî íàì jå ïîòðåáíî äà ñå îäëó÷èìî çà jåäíó

îä »èõ, íàìåòíåìî äîäàòíè óñëîâ êîjè æå§åíà ïðàâà q òðåáà äà çàäîâî§è

è îí £å íàì äàòè jåäèíñòâåí èçáîð.

A

O k

M

N

A

O

k

Àêî jå òà÷êà A ó ñïî§àø»îñòè êðóãà k, îçíà÷èìî ñ O öåíòàð êðóãà k

è êîíñòðóèøèìî êðóã íàä ïðå÷íèêîì AO (öåíòàð ìó jå ñðåäèøòå äóæè

AO è ïîëóïðå÷íèê ìó jå äóæ ÷èjà ñó òåìåíà òî ñðåäèøòå è òà÷êà A).

Ó ïðåñåêó òîã êðóãà è êðóãà k îçíà÷èìî òà÷êå M,N . Ïðàâå AM,AN ñó

òðàæåíå òàíãåíòå.

Àêî jå òà÷êà A íà êðóãó k, îíäà êîíñòðóèøèìî íîðìàëó íà ïîëóïðå-

÷íèêó OA ó òà÷êè A.

Ïðå íåãî øòî âèäèìî êàêî ñå êîíñòðóèøå �ÌÒ èç êîjèõ ñå äàòà äóæ

AB âèäè ïîä äàòèì óãëîì ϕ, îäðåäèìî êîjè jå òî ñêóï òà÷àêà (òj. �ÌÒ)
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èç êîjèõ ñå AB âèäè ïîä óãëîì ϕ. Íåêà jå X jåäíà òàêâà òà÷êà. Òàäà jå

óãàî ∡AXB = ϕ. Ïîñìàòðàjìî îïèñàíè êðóã òðîóãëà △ABX è íåêà jå Y

ïðîèçâî§íà òà÷êà ëóêà ȦXB. Óãàî ∡AY B jå ïåðè�åðèjñêè íàä ëóêîì

ĀB (îíèì êîjè íå ñàäðæè òà÷êå X, Y ), ïà jå ∡AY B = ∡AXB = ϕ. Äàêëå,

ñâå òà÷êå ëóêà ȦXB ïðèïàäàjó òðàæåíîì �ÌÒ. Ïðåñëèêàjìî ñàäà ëóê

ȦXB ñèìåòðè÷íî ó îäíîñó íà ïðàâó AB. Çà ñâå òà÷êå Y ′
òîã ëóêà òàêî¢å

âàæè äà ñå äóæ AB âèäè ïîä óãëîì ϕ, ïà îíå ïðèïàäàjó òðàæåíîì �ÌÒ.

A B

X
Y

Y ′

Îáðàòíî, àêî je Z òàêâa äà âàæè Z,X−.. AB è ∡AZB = ϕ = ∡AXB,

îíäà jå óãàî ∡AZB ïîäóäàðàí ïåðè�åðèjñêîì óãëó íàä ëóêîì ĀB (îíèì

êîjè íå ñàäðæè òà÷êó X), ïà ïðèïàäà ëóêó ȦXB, à àêî jå Z òàêâà äà

jå Z,X ÷ AB è ∡AZB = ϕ, îíäà ïðèïàäà ëóêó êîjè jå ñèìåòðè÷àí ëóêó

ȦXB ó îäíîñó íà ïðàâó AB. Äàêëå, òðàæåíî �ÌÒ jåñòå óíèjà ëóêà ȦXB

è »åìó ñèìåòðè÷íîã ëóêà ó îäíîñó íà ïðàâó AB.

A B

l

S

O

O′

l1

l2
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Íåêà jå ϕ îøòàð óãàî, òj. íåêà jå ϕ < π
2
. Êîíñòðóèøèìî ïîëóïðàâó

Bl ñ òåìåíîì B òàêâó äà jå ∡ABl = ϕ è êîíñòðóèøèìî íîðìàëó n íà

ïîëóïðàâîj Bl ó òà÷êè B. Êîíñòðóèøèìî ñèìåòðàëó äóæè AB è íåêà

jå »åí ïðåñåê ñ ïðàâîì n òà÷êà O. Êîíñòðóèøèìî ëóê l1 ñ öåíòðîì O

îä òà÷êå A äî òà÷êå B òàêàâ äà âàæè l1, O−.. AB. Íåêà jå S ñðåäèøòå

äóæè AB. Êîíñòðóèøèìî äóæ SO′
ïîäóäàðíó äóæè SO òàêâó äà âàæè

O,O′ ÷ S è êîíñòðóèøèìî ëóê l2 ñ öåíòðîì O′
îä òà÷êå A äî òà÷êå B

òàêàâ äà âàæè l2, O
′−.. AB.

Óíèjà ëóêîâà l1 è l2 jåñòå òðàæåíî �ÌÒ, jåð jå ïîëóïðàâà Bl íîðìàëíà

íà ïîëóïðå÷íèêó OB êðóãà êîjè ñàäðæè ëóê l1, ïà jå îíà òàíãåíòà è ñ

òåòèâîì AB çàêëàïà óãàî ϕ. Çà ïðîèçâî§íó òà÷êó X ñ ëóêà l1 óãàî

∡AXB ïåðè�åðèjñêè íàä ëóêîì ĀB (êîjè íèjå ëóê l1) è ïîäóäàðàí jå óãëó

èçìå¢ó òåòèâå AB è òàíãåíòå Bl, îäíîñíî óãëó ϕ, à îíäà çáîã ñèìåòðèjå

èñòî âàæè è çà ëóê l2.

Íàïîìåíèìî äà òà÷êà O′
íèjå ïðåñåê ïîëóïðàâå Bl è ìåäèjàòðèñå

äóæè AB.

A BO

Íåêà jå ñàäà ϕ ïðàâ óãàî, òj. ϕ = π
2
. Êîíñòðóèøèìî êðóã l íàä

ïðå÷íèêîì AB è òî jå òðàæåíî �ÌÒ (çà ñâàêî X ∈ l óãàî ∡AXB jå ïå-

ðè�åðèjñêè íàä ïðå÷íèêîì AB, ïà jå ïðàâ, òj. ïîäóäàðàí jå óãëó ϕ).

A B

l

S

O

O′

l1

l2

Êîíà÷íî, àêî jå ϕ òóï óãàî, òj. ϕ > π
2
, êîíñòðóêöèjà èäå ñëè÷íî êàî ó

ïðâîì ñëó÷àjó (êàäà jå ϕ îøòàð), ñ òèì øòî óìåñòî óñëîâà l1, O−.. AB è

l2, O
′−.. AB èìàìî óñëîâå l1, O ÷ AB è l2, O

′ ÷ AB.

Ñàäà £åìî ïðîó÷èòè åëåìåíòàðíå êîíñòðóêöèjå òðîóãëà. Ïðèìåòèìî

äà ñó óâåê äàòè îíè åëåìåíòè òðîóãëà êîjè ñå jàâ§àjó ó Ñòàâîâèìà î

ïîäóäàðíîñòè òðîóãëîâà. �àçëîã jå øòî ñå Ñòàâîâè êîðèñòå äà ñå äîêàæå

jåäèíñòâåíîñò ðåøå»à, îäíîñíî äà àêî êîíñòðóèøåìî äâà òàêâà òðîóãëà
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(êîjèìà ñó îäãîâàðàjó£è åëåìåíòè äàòå äóæè, îäíîñíî äàòè óãëîâè), îíè

ìîðàjó áèòè ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíè.

A B

C

Íåêà ñó äàòå äóæè a, b, c. Êîíñòðóèøèìî äóæ AB êîjà jå ïîäóäàðíà

äóæè c. Êîíñòðóèøèìî ëóê ñ öåíòðîì A ïîëóïðå÷íèêà b è ëóê ñ öåíòðîì

B ïîëóïðå÷íèêà a. Ó ïðåñåêó òèõ ëóêîâà îçíà÷èìî òà÷êó C è äîáèëè

ñìî òðîóãàî △ABC.

A B

C

Íåêà ñó äàòè óãàî α è äóæè b, c. Êîíñòðóèøèìî äóæ AB êîjà jå ïî-

äóäàðíà äóæè c. Êîíñòðóèøåìî ïîëóïðàâó Ap òàêâó äà jå ∡BAp = α.

Êîíñòðóèøèìî ëóê ñ öåíòðîì A ïîëóïðå÷íèêà b, ó ïðåñåêó ñ ïîëóïðàâîì

Ap îçíà÷èìî òà÷êó C è äîáèëè ñìî òðîóãàî △ABC.

A B

C

Íåêà ñó äàòè äóæ c è óãëîâè α, β. Êîíñòðóèøèìî äóæ AB êîjà jå

ïîäóäàðíà äóæè c. Êîíñòðóèøèìî ïîëóïðàâó Ap òàêâó äà jå ∡BAp = α

è ïîëóïðàâó Bq êîjà jå ñ èñòå ñòðàíå ïðàâå AB ñ êîjå jå è ïîëóïðàâà Ap

è çà êîjó âàæè ∡ABq = β. Ó ïðåñåêó òèõ ïîëóïðàâèõ îçíà÷èìî òà÷êó C

è äîáèëè ñìî òðîóãàî △ABC.
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C

A B

C′

C

A B

C′

Íåêà ñó äàòè óãàî γ è äóæè b, c è íåêà jå ïîçíàòî äà ëè jå óãàî β

îøòàð, ïðàâ èëè òóï. Êîíñòðóèøèìî äóæ AB êîjà jå ïîäóäàðíà äóæè c.

Êîíñòðóèøèìî �ÌÒ l èç êîjèõ ñå äóæ AB âèäè ïîä óãëîì γ. Êîíñòðóè-

øèìî êðóã k(A, b). Ó ïðåñåêó êðóãà k è �ÌÒ l îçíà÷èìî ñà C îíó òà÷êó

çà êîjó jå óãàî ∡ABC îøòàð àêî jå β îøòàð, ïðàâ àêî jå β ïðàâ, îäíîñíî

òóï àêî jå β òóï. Òàêî äîáèjàìî òðîóãàî △ABC.
Àêî íèjå ïîçíàòî äà ëè jå óãàî β îøòàð, ïðàâ èëè òóï, îíäà ìîãó ïî-

ñòîjàòè äâà íåïîäóäàðíà òðîóãëà△ABC òàêâèõ äà jå AB = c, ∡BAC = α

è AC = b. Àêî jå AC ≤ AB, äîáèjåíà ðåøå»à áè£å ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíà

(òàäà ñå êàæå äà jå ðåøå»å jåäèíñòâåíî äî íà ïîäóäàðíîñò). Aêî jå AC >

AB, áðîj ìå¢óñîáíî íåïîäóäàðíèõ ðåøå»à áè£å jåäíàê áðîjó ïðåñå÷íèõ

òà÷àêà êðóïà k(A, b) è jåäíîã îä ëóêîâà �ÌÒ l (äàêëå, ïîñòîjà£å äâà

íåïîäóäàðíà ðåøå»à àêî ñå îíè ñåêó ó äâåìà ðàçíèì òà÷êàìà, ïîñòîjà£å

jåäèíñòâåíî ðåøå»å äî íà ïîäóäàðíîñò àêî ñå îíè äîäèðójó, òj. ñåêó ó

jåäíîj òà÷êè, à íå£å áèòè ðåøå»à àêî îíè íåìàjó ïðåñå÷íèõ òà÷àêà).
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A B

C

Íåêà ñó äàòè äóæ c è óãëîâè α, γ. Êîíñòðóèøèìî äóæ AB êîjà jå

ïîäóäàðíà äóæè c. Êîíñòðóèøèìî �ÌÒ l èç êîjèõ ñå äóæ AB âèäè ïîä

óãëîì γ. Êîíñòðóèøèìî ïîëóïðàâó Ap òàêâó äà jå ∡BAp = α. Ó »åíîì

ïðåñåêó ñà �ÌÒ l îçíà÷èìî ñà C òà÷êó êîjà íèjå òà÷êà A è äîáèjàìî

òðîóãàî △ABC.

A B

C1

C2

C3

Cn−1

Cn

p

Bn−1B3B2B1

Íåêà jå AB äàòà äóæ. Êîíñòðóèøèìî ïðîèçâî§íó ïîëóïðàâó Ap ðà-

çëè÷èòó îä ïîëóïðàâå AB òàêâó äà óãàî ∡BAp íèjå îïðóæåí. Íåêà jå

C1 ïðîèçâî§íà òà÷êà íà ïîëóïðàâîj Ap ðàçëè÷èòà îä òà÷êå A è íåêà ñó

C2, C3, . . . , Cn òà÷êå íà ïîëóïðàâîj Ap òàêâå äà jå B(A,C1, C2, . . . , Cn) è
AC1

∼= C1C2
∼= C2C3

∼= . . . ∼= Cn−1Cn. Êîíñòðóèøèìî ïðàâó CnB è çà-

òèì êîíñòðóèøèìî ïðàâå êîjå ñàäðæå ðåäîì òà÷êå Cn−1, . . . , C2, C1 êîjå

ñó ïàðàëåëíå ñà ïðàâîì CnB. �èõîâå ïðåñåêå ñà äóæè AB îçíà÷èìî

ðåäîì ñà Bn−1, . . . , B2, B1. Òàäà ñó íà îñíîâó Òàëåñîâå òåîðåìå (è »åíèõ

ïîñëåäèöà) äóæè AB1, B1B2, . . . , Bn−1B ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíå.

Ïîñòîjè jîø åëåìåíòàðíèõ êîíñòðóêöèjà. Íåêå îä »èõ £åìî íàâåñòè

ó ðåøå»èìà çàäàòàêà. Ñàäà £åìî èçó÷èòè åòàïå ó ðåøàâà»ó çàäàòàêà èç

êîíñòðóêöèjà. Òå åòàïå ñó Àíàëèçà, Êîíñòðóêöèjà, Äîêàç è Äèñêóñèjà.

Àíàëèçà jå åòàïà êîíñòðóêòèâíîã çàäàòêà ó êîjîj ñå ïðåòïîñòàâè äà

èìàìî ðåøåí çàäàòàê, òj. äà èìàìî êîíñòðóèñàíó �èãóðó êîjà èñïó»àâà
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óñëîâå çàäàòêà P . Çàòèì òðàæèìî íîâå óñëîâå Q êîjå òà �èãóðà çàäîâî-

§àâà ïîìî£ó êîjèõ ñå îíà ìîæå ëàêøå êîíñòðóèñàòè. Óñëîâå Q èçâîäèìî

èç óñëîâà P , ïà äàêëå äîêàçójåìî è P ⇒ Q.

Êîíñòðóêöèjà jå åòàïà ó êîjîj ïðèìåíîì êîíà÷íî ìíîãî îñíîâíèõ è

åëåìåíòàðíèõ êîíñòðóêöèjà îïèñójåìî êàêî òðåáà êîíñòðóèñàòè �èãóðó

êîjà çàäîâî§àâà óñëîâå Q êîjå ñìî èçâåëè èç çàäàòèõ óñëîâà P òîêîì

Àíàëèçå.

Ñ îáçèðîì íà òî äà jå íàø çàäàòàê áèî äà êîíñòðóèøåìî �èãóðó

êîjà çàäîâî§àâà óñëîâå P , à ìè ñìî ó åòàïè Êîíñòðóêöèjà êîíñòðóèñàëè

�èãóðó êîjà çàäîâî§àâà óñëîâå Q, ñàäà ìîðàìî äîêàçàòè äà òàêî êîí-

ñòðóèñàíà �èãóðà çàèñòà çàäîâî§àâà ïî÷åòíå óñëîâå çàäàòêà, òj. óñëîâå

P . Ïðåìà òîìå, ó åòàïè Äîêàç äîêàçójåìî Q ⇒ P . Ñâå øòî ñìî íàâåëè

ó åòàïè Êîíñòðóêöèjà ñìàòðàìî äà âàæè ,,ïî êîíñòóêöèjè� (ÏÊ).

Êîíà÷íî, ó åòàïè Äèñêóñèjà èñïèòójåìî êîëèêî ïîñòîjè �èãóðà êîjå

çàäîâî§àâàjó óñëîâå çàäàòêà ó çàâèñíîñòè îä »èõ.

1. 1) ta, tb, tc

Àíàëèçà. Íåêà jå△ABC òðîóãàî êîjè çàäîâî§àâà óñëîâå çàäàòêà. Íåêà

ñó A1, B1, C1 ðåäîì ñðåäèøòà ñòðàíèöà BC,CA,AB. Òàäà ñó òåæèøíå

äóæè AA1, BB1, CC1 ðåäîì ïîäóäàðíå äàòèì äóæèìà ta, tb, tc.

A B

C

A1B1

C1

T

D

Íåêà jå T ïðåñåê òåæèøíèõ äóæè AA1, BB1, CC1, òj. òåæèøòå òðî-

óãëà △ABC è íåêà jå òà÷êà D ñèìåòðè÷íà òà÷êè T ó îäíîñó íà òà÷êó

C1. Òà÷êà C1 jå çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå äóæè TD è AB, ïà jå ÷åòâîðîóãàî

ADBT ïàðàëåëîãðàì. Ñëåäè äà jå AD ‖ BT è AD = BT = 2
3
BB1 =

2
3
tb,

êàî è BD ‖ AT è BD = AT = 2
3
AA1 = 2

3
ta. Òàêî¢å, èìàìî äà âàæè

TD = TC1+C1D = 2TC1 = 2 · 1
3
CC1 =

2
3
tc. Ó òðîóãëó △TDB èìàìî äà jå

TD = 2
3
tc, DB = 2

3
ta è BT = 2

3
tb, ïà òàj òðîóãàî óìåìî äà êîíñòðóèøåìî.

Òà÷êà C1 jå ñðåäèøòå äóæè TD è AB, ïà jå òà÷êà A ñèìåòðè÷íà òà÷êè

B ó îäíîñó íà òà÷êó C1. Òàêî¢å, êàêî jå CT = 2
3
CC1 =

2
3
tc = TD, ñëåäè

äà jå òà÷êà T ñðåäèøòå äóæè CD, êàî è äà jå òà÷êà C ñèìåòðè÷íà òà÷êè

D ó îäíîñó íà òà÷êó T .
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Êîíñòðóêöèjà. Êîíñòðóèøèìî òðîóãàî △TDB òàêàâ äà jå TD = 2
3
tc,

DB = 2
3
ta, BT = 2

3
tb. Îçíà÷èìî ñà C1 ñðåäèøòå äóæè TD, ñà A òà÷êó

ñèìåòðè÷íó òà÷êè B ó îäíîñó íà òà÷êó C1 è ñà C òà÷êó ñèìåòðè÷íó òà÷êè

D ó îäíîñó íà òà÷êó T .

T

D

B
C1

A

C

Äîêàç. Äîêàæèìî äà îâàêî êîíñòðóèñàíè òðîóãàî △ABC çàäîâî§àâà

óñëîâå çàäàòêà. Ïî êîíñòðóêöèjè jå C1 ñðåäèøòå äóæè AB. Îçíà÷èìî ñà

A1, B1 ðåäîì ñðåäèøòà ñòðàíèöà BC,CA. Òðåáà äîêàçàòè äà ñó òåæèøíå

äóæè AA1, BB1, CC1 ðåäîì ïîäóäàðíå äóæèìà ta, tb, tc. ÏÊ jå C1 ñðåäè-

øòå äóæè TD, ïà jå B(T, C1, D) è TC1 = C1D, à T jå ÏÊ ñðåäèøòå äóæè

CD, ïà ñëåäè B(C, T,D) è CT = TD = TC1 + C1D = 2TC1. Äàêëå,

âàæè ðàñïîðåä B(C, T, C1, D) è CT : TC1 = 2TC1 : TC1 = 2 : 1, ïà
jå T òåæèøòå òðîóãëà △ABC. Ñëåäè äà jå AT = 2

3
AA1, BT = 2

3
BB1

è CT = 2
3
CC1. ÏÊ jå BT = 2

3
tb è CT = TD = 2

3
tc, ïà ñëåäè äà jå

2
3
BB1 =

2
3
tb è

2
3
CC1 =

2
3
tc. Äàêëå, âàæè BB1 = tb è CC1 = tc. Îñòàjå jîø

äà äîêàæåìî äà jå AA1 = ta. Êàêî jå ÏÊ C1 çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå äóæè

AB è TD, ñëåäè äà jå ÷åòâîðîóãàî ADBT ïàðàëåëîãðàì, ïà jå AT = BD.

ÏÊ jå BD = 2
3
ta, à êàêî jå AT = 2

3
ta, ñëåäè äà jå

2
3
AA1 =

2
3
ta, òj. AA1 = ta.

Äèñêóñèjà. Àêî jå

2
3
ta +

2
3
tb ≤ tc èëè

2
3
tb +

2
3
tc ≤ ta èëè

2
3
tc +

2
3
ta ≤ tb,

îäíîñíî ta + tb ≤ tc èëè tb + tc ≤ ta èëè tc + ta ≤ tb, îíäà íå ïîñòîjè

òðîóãàî △TDB, ïà ñàìèì òèì íå ïîñòîjè íè òðîóãàî △ABC. Äàêëå, ó
îâîì ñëó÷àjó íåìà ðåøå»à.

Àêî jå ta + tb > tc, tb + tc > ta è tc + ta > tb, îíäà jå òðîóãàî △TDB
îäðå¢åí jåäèíñòâåíî äî íà ïîäóäàðíîñò (êàêâà ãîä äâà ðàçëè÷èòà òðîóãëà

△TDB êîíñòðóèñàëè, îíè £å áèòè ïîäóäàðíè íà îñíîâó ñòàâà ÑÑÑ). Êàêî

òðîóãàî △TDB jåäíîçíà÷íî îäðå¢ójå òðîóãàî △ABC (è îáðàòíî), ñëåäè

äà jå è òðîóãàî △ABC îäðå¢åí jåäèíñòâåíî äî íà ïîäóäàðíîñò. Ïðåìà

òîìå, ó îâîì ñëó÷àjó ïîñòîjè jåäèíñòâåíî ðåøå»å äî íà ïîäóäàðíîñò.

2) β, γ, p

Àíàëèçà. Íåêà jå △ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà, òj. òà-

êàâ äà jå

BC+CA+AB
2

= p, ∡ABC = β è ∡BCA = γ.
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A

B CD E

Íåêà ñó D,E òà÷êå íà ïðàâîj BC òàêâå äà jå B(D,B,C,E), DB = AB

è CE = AC. Òàäà jå DE = AB + BC + CA = 2p. Òðîóãàî △ABD jå

jåäíàêîêðàêè, jåð jå AB = DB, ïà ñëåäè äà jå ∡ADB = ∡DAB = ϕ. Óãàî

∡ABC jå ñïî§àø»è óãàî òîã òðîóãëà, ïà jå îí jåäíàê çáèðó óíóòðàø»èõ

íåñóñåäíèõ óãëîâà ∡ADB è ∡DAB. Äàêëå, β = ϕ+ ϕ = 2ϕ, ïà ñëåäè äà
jå ϕ = β

2
. Äàêëå, ∡ADB = β

2
. Ñëè÷íî ñå äîêàçójå äà jå ∡AEC = γ

2
.

Ó òðîóãëó △ADE âàæè äà jå DE = 2p, ∡ADE = ∡ADB = β
2
è

∡AED = ∡AEC = γ
2
, ïà òàj òðîóãàî óìåìî äà êîíñòðóèøåìî. Êàêî jå

DB = AB, ñëåäè äà òà÷êà B ïðèïàäà ìåäèjàòðèñè äóæè DA. Ñëè÷íî,

èç CE = AC ñëåäè äà òà÷êà C ïðèïàäà ìåäèjàòðèñè äóæè AE.

Êîíñòðóêöèjà. Êîíñòðóèøèìî òðîóãàî △ADE òàêàâ äà jå DE = 2p,
∡ADE = β

2
, ∡AED = γ

2
. Êîíñòðóèøèìî ìåäèjàòðèñe äóæè AD è AE è

îçíà÷èìî ðåäîì »èõîâå ïðåñåêå ñ äóæè DE ñà B,C òàêî äà âàæè ðàñïî-

ðåä B(D,B,C,E).
A

D EB C

Äîêàç. Òðåáà äîêàçàòè äà jå

AB+BC+AC
2

= p, äà jå ∡ABC = β è äà jå

∡BCA = γ. ÏÊ jå B(D,B,C,E), ïà jå DE = DB + BC + CE. Òà÷êà

B ïðèïàäà ìåäèjàòðèñè äóæè AD, ïà jå DB = AB, à òà÷êà C ïðèïàäà

ìåäèjàòðèñè äóæè AE, ïà jå EC = AC. Ñëåäè äà jåDE = AB+BC+AC.
Òàêî¢å, ÏÊ jå DE = 2p, ïà ñëåäè äà jå AB +BC + AC = 2p, îäíîñíî äà
jå

AB+BC+AC
2

= p.

Èç DB = AB ñëåäè äà jå òðîóãàî △ADB jåäíàêîêðàê, ïà èìàìî äà

jå ∡DAB = ∡ADB. ÏÊ âàæè äà jå B(D,B,C,E) è ∡ADE = β
2
, ïà jå

∡ADB = ∡ADE = β
2
. Óãàî ∡ABC jå ñïî§àø»è óãàî òðîóãëà △ADB, ïà

jå jåäíàê çáèðó óíóòðàø»èõ íåñóñåäíèõ óãëîâà ∡DAB è ∡ADB. Äàêëå,

∡ABC = ∡DAB + ∡ADB = β
2
+ β

2
= β. Ñëè÷íî ñå äîêàçójå è äà jå

∡BCA = γ.
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Äèñêóñèjà. Àêî jå β + γ ≥ π, íå ïîñòîjè òðîóãàî △ABC êîìå ñó òî

óíóòðàø»è óãëîâè, ïà çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

Àêî jå β + γ < π, îíäà ïîñòîjè jåäèíñòâåí òðîóãàî △ADE äî íà

ïîäóäàðíîñò. Äà ëè ìåäèjàòðèñå ñòðàíèöà AD è AE ñåêó ñòðàíèöó DE

ðåäîì ó òà÷êàìà B,C òàêî äà âàæè B(D,B,C,E)? Îíå ñå ñèãóðíî ñåêó,

jåð ñå ìåäèjàòðèñå ñòðàíèöà áèëî êîã òðîóãëà ñåêó è òî ó öåíòðó îïèñàíîã

êðóãà òîã òðîóãëà. Äàêëå, ìåäèjàòðèñå ñòðàíèöà AD è AE ñåêó ñå ó

öåíòðó îïèñàíîã êðóãà òðîóãëà △ADE. Êàêî jå β + γ < π, ñëåäè äà jå

β
2
+ γ

2
< π

2
, ïà jå ∡DAE = π − ∡ADE − ∡AED = π − β

2
− γ

2
> π − π

2
= π

2
,

òj. òðîóãàî △ADE jå òóïîóãëè. Ñëåäè äà jå öåíòàð »åãîâîã îïèñàíîã

êðóãà ó ñïî§àø»îñòè òðîóãëà, òj. äà ñå ìåäèjàòðèñå ñòðàíèöà AD è

AE ñåêó ó ñïî§àø»îñòè òðîóãëà △ADE. Îäàâäå ñëåäè äà îíå çàèñòà

ñåêó ñòðàíèöó DE ðåäîì ó òà÷êàìà B,C òàêî äà âàæè B(D,B,C,E).
Êàêî òðîóãàî △ADE jåäèñòâåíî îäðå¢ójå òðîóãàî △ABC, ñëåäè äà jå è

òðîóãàî △ABC jåäèíñòâåí äî íà ïîäóäàðíîñò. Äàêëå, ó îâîì ñëó÷àjó

ïîñòîjè jåäèíñòâåíî ðåøå»å äî íà ïîäóäàðíîñò.

3) α, a, b+ c

Àíàëèçà. Íåêà jå △ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà, òj. òà-

êàâ äà jå ∡BAC = α, BC = a è AC + AB = b+ c.

A

B C

D

Íåêà jå D òà÷êà òàêâà äà âàæè B(B,A,D) è AD = AC. Òàäà jå

BD = BA+AD = BA+ AC = b+ c. Òàêî¢å, òðîóãàî △ACD jå jåäíàêî-

êðàêè, ïà jå ∡ADC = ∡ACD = ϕ. Óãàî ∡BAC jå ñïî§àø»è óãàî òðîó-

ãëà △ACD, ïà jå jåäíàê çáèðó »åãîâèõ óíóòðàø»èõ íåñóñåäíèõ óãëîâà

∡ADC è ∡ACD. Ñëåäè äà jå α = ϕ+ ϕ, òj. ϕ = α
2
. Äàêëå, ∡ADC = α

2
.

Ó òðîóãëó △BCD jå BC = a, BD = b+ c è ∡BDC = ∡ADC = α
2
, ïà

òàj òðîóãàî óìåìî äà êîíñòðóèøåìî. Èç B(B,A,D) è AD = AC ñëåäè
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äà òà÷êà A ïðèïàäà ïðåñåêó ìåäèjàòðèñå ñòðàíèöå CD è ñòðàíèöå BD.

Êîíñòðóêöèjà.

B C

O

D

D′

A A′

S

Êîíñòðóèøèìî òðîóãàî △BCD òàêàâ äà jå BC = a, BD = b + c è

∡BDC = α
2
. Êîíñòðóèøèìî ìåäèjàòðèñó ñòðàíèöå CD è îçíà÷èìî ñà A

»åí ïðåñåê ñà ñòðàíèöîì BD.

Äîêàç. Òðåáà äîêàçàòè äà jå ∡BAC = α, BC = a è AC + AB = b + c.

ÏÊ jå BC = a. Òà÷êà A ïðèïàäà ñòðàíèöè BD, ïà âàæè B(B,A,D) è
BD = BA+AD. Ñ äðóãå ñòðàíå, òà÷êà A ïðèïàäà ìåäèjàòðèñè ñòðàíèöå

CD, ïà jå AD = AC. Äàêëå, BD = BA + AC, à êàêî jå ÏÊ BD = b+ c,

ñëåäè äà jå BA + AC = b + c. Òðîóãàî △ACD jå jåäíàêîêðàê, ïà jå

∡ACD = ∡ADC. Êàêî jå ÏÊ B(B,A,D) è ∡BDC = α
2
, ñëåäè äà jå

∡ADC = ∡BDC = α
2
. Óãàî ∡BAC jå ñïî§àø»è óãàî òðîóãëà △ACD, ïà

jå jåäíàê çáèðó óíóòðàø»èõ íåñóñåäíèõ óãëîâà ∡ACD è ∡ADC. Ñëåäè

äà jå ∡BAC = ∡ACD + ∡ADC = α
2
+ α

2
= α.

Äèñêóñèjà. Àêî jå α ≥ π, íå ïîñòîjè òðîóãàî △ABC êîìå jå òî óíóòðà-

ø»è óãàî, ïà çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

Àêî jå b + c ≤ a, íå ïîñòîjè òðîóãàî △ABC êîìå je b + c çáèð äâåjó

ñòðàíèöà à a òðå£à ñòðàíèöà (çáîã íåjåäíàêîñòè òðîóãëà), ïà çàäàòàê

íåìà ðåøå»à.

Íåêà jå α < π è b + c > a. Íàìà íèjå ïîçíàòî äà ëè jå óãàî ∡BCD

îøòàð, ïðàâ èëè òóï. Êàêî jå BD = b + c > a = BC, ñëåäè äà jå áðîj

íåïîäóäàðíèõ òðîóãëîâà △BCD jåäíàê áðîjó ïðåñå÷íèõ òà÷àêà jåäíîã îä

ëóêîâà �ÌÒ èç êîjè ñå äóæ BC âèäè ïîä óãëîì

α
2
è êðóãà k(B, b + c).

Îçíà÷èìî jåäàí îä òèõ ëóêîâà ñà l. Ïîøòî jå öåíòàð êðóãà k òà÷êà B êîjà

ïðèïàäà ëóêó l, k è l ñå ñåêó àêî è ñàìî àêî jå ïîëóïðå÷íèê b + c êðóãà
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k ìà»è îä ïðå÷íèêà ëóêà l èëè ñó îíè jåäíàêè. Îçíà÷èìî ñà O öåíòàð

ëóêà l è ñà S ñðåäèøòå äóæè BC. Óãàî ∡BOC jå öåíòðàëíè íàä òåòèâîì

BC, ïà jå äâîñòðóêî âå£è îä áèëî êîã ïåðè�åðèjñêîã íàä òîì òåòèâîì,

à êàêî ñå èç ñâàêå òà÷êå ëóêà l äóæ BC âèäè ïîä óãëîì

α
2
, ñëåäè äà

jå òàj ïåðè�åðèjñêè óãàî jåäíàê

α
2
, ïà jå ∡BOC = α. Âàæè OB = OC

(ïîëóïðå÷íèöè ëóêà l), ïà jå òðîóãàî △BCO jåäíàêîêðàê. Ñëåäè äà

jå OS ⊥ BC è OS jå áèñåêòðèñà óãëà ∡BOC. Äàêëå, ∡BOS = α
2
è

sin∡BOS = BS
BO

, ïà jå BO = BS
sin∡BOS

= a
2 sin α

2

. Ïðåìà òîìå ïðå÷íèê ëóêà

l jå 2BO = a
sin α

2

, ïà ñå êðóã k è ëóê l ñåêó àêî è ñàìî àêî jå b+ c ≤ a
sin α

2

.

Àêî jå b + c = a
sin α

2

, îíäà ñå êðóã k è ëóê l äîäèðójó ó òà÷êè D, ïà

ïîñòîjè jåäèíñòâåí òðîóãàî △BCD äî íà ïîäóäàðíîñò. Øòàâèøå, êàêî

jå òàäà BD ïðå÷íèê ëóêà l, ñëåäè äà jå ∡BCD = π
2
(ïåðè�åðèjñêè íàä

ïðå÷íèêîì BD). Òàêî¢å, òàäà ìåäèjàòðèñà êàòåòå CD ñå÷å õèïîòåíóçó

BD, ïà ïîñòîjè è òðîóãàî △ABC è jåäèíñòâåí jå äî íà ïîäóäàðíîñò.

Àêî jå b + c < a
sin α

2

, îíäà ñå çáîã óñëîâà b + c > a êðóã k è ëóê l

ñåêó ó äâåìà òà÷êàìà (îä ñâèõ òåòèâà ëóêà l ÷èjå jå jåäíî òåìå òà÷êà

B, òåòèâà BC jå íàjêðà£à, ïà £å îáå ïðåñå÷íå òà÷êå êðóãà k è êðóãà

m(O,OB) êîjè ñàäðæè ëóê l áèòè íà ëóêó l), ïà ïîñòîjå äâà íåïîäóäàðíà
òðîóãëà △BCD. Òðåáà jîø ïðîâåðèòè äà ëè ó îáà ñëó÷àjà ìåäèjàòðèñà

ñòðàíèöå CD ñå÷å ñòðàíèöó BD, òj. äà ëè ïîñòîjè òà÷êà A. Ñ îáçèðîì

íà òî äà jå óãàî ∡BDC = α
2
< π

2
, ìåäèjàòðèñà äóæè CD ñèãóðíî ñå÷å

ïîëóïðàâó DB ó íåêîj òà÷êè X (ïðàâà íîðìàëíà íà jåäíîì êðàêó îøòðîã

óãëà ñå÷å äðóãè êðàê). Òðîóãàî △CDX jå jåäíàêîêðàêè (XC = XD), ïà

jå ∡XCD = ∡XDC = ∡BDC. Òà÷êà X ïðèïàäà äóæè BD àêî è ñàìî

àêî jå ∡DCX < ∡DCB, îäíîñíî àêî è ñàìî àêî jå ∡BDC < ∡DCB. Îâî

âàæè àêî è ñàìî àêî jå BC < DB, òj. a < b+ c, à îâî ñìî ïðåòïîñòàâèëè

äà âàæè. Äàêëå, çà ñâàêè îä íåïîäóäàðíèõ òðîóãëîâà △BCD ïîñòîjè

òà÷êà A, ïà ïîñòîjå äâà íåïîäóäàðíà òðîóãëà △ABC.
Äàêëå, àêî jå α < π, b+ c > a è a

sin α

2

> b+ c, ïîñòîjå äâà íåïîäóäàðíà

ðåøå»à. Àêî jå α < π, b + c > a è

a
sin α

2

= b + c, ïîñòîjè jåäèíñòâåíî

ðåøå»å äî íà ïîäóäàðíîñò. Àêî jå α ≥ π, b+ c ≤ a èëè a
sin α

2

≤ b+ c, íåìà

ðåøå»à.

Íàïîìåíà 9. Êàî øòî ñå ìîæå ïðèìåòèòè, ó Äèñêóñèjè ñó êîðèø£åíå

òðèãîíîìåòðèjñêå �óíêöèjå. Äèñêóñèjà ó çàäàöèìà èç êîíñòðóêèjà jå jå-

äèíî ìåñòî ãäå ñìå äà ñå êîðèñòè òðèãîíîìåòðèjà, jåð íàì jåäèíî òðèãîíî-

ìåòðèjñêå �óíêöèjå äàjó âåçó èçìå¢ó äóæè è óãëîâà êîjà íàì jå ïîòðåáíà

äà áèñìî îäðåäèëè ïîñòîjà»å è áðîj íåïîäóäàðíèõ ðåøå»à. Äàêëå, ó

Àíàëèçè, Êîíñòðóêöèjè è Äîêàçó, êàî è ó áèëî êîì çàäàòêó êîjè íèjå èç

êîíñòðóêöèjà, òðèãîíîìåòðèjà íå ñìå äà ñå êîðèñòè.
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Íàïîìåíà 10. Ïðèìåòèìî äà ó àêî ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó jåäíîì îä

äîáèjåíèõ òðîóãëîâà △ABC çàìåíèìî îçíàêå òåìåíèìà B,C, íîâîäîáè-

jåíè òðîóãàî jå òàêî¢å ðåøå»å çàäàòêà. Àêî jå AB = AC, çàìåíîì îçíàêà

äîáèjàìî ïîäóäàðàí òðîóãàî, à àêî jå AB 6= AC, äîáèjàìî íåïîäóäàðàí

òðîóãàî. �àçëîã çà îâî jå ó òîìå øòî ñó íàì íèñó äàòè åëåìåíòè êîjè áè

,,ðàçëèêîâàëè� ñòðàíèöå AB è AC. Íàèìå, äàò jå ñàìî »èõîâ çáèð, ïà

çàìåíîì îçíàêà òåìåíèìà B,C òàj çáèð ñå íå ìå»à, à òàêî¢å ñå íå ìå»àjó

íè äðóãà äâà äàòà åëåìåíòà (óãàî ∡BAC è ñòðàíèöà BC).

4) à) β, hc, b+ c

Àíàëèçà. Íåêà jå △ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà. Àêî

jå C ′
ïîäíîæjå âèñèíå èç òåìåíà C, îíäà jå ∡ABC = β, CC ′ = hc è

AC + AB = b+ c. Ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè jå β îøòàð, ïðàâ èëè òóï,

áè£å A,C ′ −.. B, C ′ = B èëè A,C ′ ÷ B.

A

B C

C′

D

A

B = C′ C

D
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A

B C

C′

D

Íåêà jå D òà÷êà òàêâà äà âàæè B(B,A,D) è AD = AC. Òàäà jå

BD = BA+AD = BA+AC = b+c. Êàêî âàæè A,D−.. B, âàæè C ′, D−.. B
àêî jå β îøòàð, îäíîñíî C ′, D÷B àêî jå β òóï. Àêî jå óãàî β îøòàð, îíäà

ó òðîóãëó △BCC ′
âàæè CC ′ = hc, ∡CBC

′ = β è ∡CC ′B = π
2
, ïà óìåìî

äà ãà êîíñòðóèøåìî. Àêî jå óãàî β òóï, îíäà ó òðîóãëó △BCC ′
âàæè

CC ′ = hc, ∡CBC
′ = π − β è ∡CC ′B = π

2
, ïà è ó îâîì ñëó÷àjó óìåìî

äà ãà êîíñòðóèøåìî. Ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè jå β îøòàð èëè òóï,

òà÷êà D jå ñà èñòå èëè ñà ñóïðîòíå ñòðàíå òà÷êå C ′
ó îäíîñó íà òà÷êó B

è âàæè BD = b + c. Àêî jå óãàî β ïðàâ, îíäà jå C ′ = B, ïà ó òðîóãëó

△BCD âàæè BC = C ′C = hc, ∡CBD = π
2
è BD = b+ c, ïà óìåìî äà ãà

êîíñòðóèøåìî. Tà÷êà A ïðèïàäà äóæè BD è ìåäèjàòðèñè äóæè CD.

Êîíñòðóêöèjà. Àêî jå β îøòàð, êîíñòðóèøèìî òðîóãàî △BCC ′
òàêàâ

äà jå CC ′ = hc, ∡CBC
′ = β è ∡BC ′C = π

2
. Îçíà÷èìî ñà D òà÷êó òàêâó

äà jå C ′, D−.. B è BD = b+ c.

Àêî jå β ïðàâ, êîíñòðóèøèìî òðîóãàî △BCD òàêàâ äà jå BC = hc,

∡CBD = π
2
è BD = b+ c. Òà÷êó B îçíà÷èìî jîø è ñà C ′

.

Àêî jå β òóï, êîíñòðóèøèìî òðîóãàî △BCC ′
òàêàâ äà jå CC ′ = hc,

∡CBC ′ = π−β è ∡BC ′C = π
2
. Îçíà÷èìî ñà D òà÷êó òàêâó äà jå C ′, D÷B

è BD = b+ c.

Ó ïðåñåêó äóæè BD è ìåäèjàòðèñå äóæè CD îçíà÷èìî òà÷êó A, áåç

îáçèðà íà òî äà ëè jå β îøòàð, ïðàâ èëè òóï.

Äîêàç. Òðåáà äîêàçàòè äà jå ∡ABC = β, AC+AB = b+c è äà jå âèñèíà
èç òåìåíà C ïîäóäàðíà äóæè hc. Òà÷êà A ïðèïàäà äóæè BD, ïà âàæè

A,D−.. B.
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Àêî jå β îøòàð, îíäà âàæè C ′, D−.. B, ïà âàæè è A,C ′ −.. B. ÏÊ jå

∡C ′BC = β, ïà ñëåäè äà jå ∡ABC = ∡C ′BC = β.

Àêî jå β ïðàâ, îíäà jå ∡ABC = ∡DBC, øòî jå ÏÊ ïðàâ óãàî, îäíîñíî

ïîäóäàðàí jå óãëó β. Äàêëå, ∡ABC = β.

Àêî jå β òóï, îíäà âàæè C ′, D ÷ B, ïà âàæè è A,C ′ ÷ B. ÏÊ jå

∡C ′BC = π − β, ïà ñëåäè äà jå ∡ABC = π − ∡C ′BC = π − (π − β) = β.

Àêî β íèjå ïðàâ, îíäà jå C ′ 6= B. ÏÊ je CC ′ ⊥ C ′B, à òà÷êå A,C ′, B

ñó êîëèíåàðíå, ïà jå CC ′ ⊥ AB, øòî çíà÷è äà jå CC ′
âèñèíà èç òåìåíà

C. ÏÊ jå CC ′ = hc, ïà ñìî äîêàçàëè äà jå âèñèíà èç òåìåíà C ïîäóäàðíà

äóæè hc. Àêî jå β ïðàâ, îíäà jå C
′ = B, ïà ñó ïðàâå CC ′

è CB èñòîâåòíå.

ÏÊ jå CB ⊥ BD è òà÷êå A,B,D ñó êîëèíåàðíå, ïà ñëåäè äà jå CC ′ ⊥ AB,

à çáîã C ′ = B ñëåäè äà C ′
ïðèïàäà ïðàâîj AB, ïà jå è ó îâîì ñëó÷àjó

CC ′
âèñèíà èç òåìåíà C. ÏÊ jå CC ′ = CB = hc, ïà jå è ó îâîì ñëó÷àjó

âèñèíà èç òåìåíà C ïîäóäàðíà äóæè hc.

Òà÷êà A ïðèïàäà äóæè BD, ïà jå BD = BA + AD. Òàêî¢å, òà÷êà A

ïðèïàäà ìåäèjàòðèñè äóæè CD, ïà ñëåäè AD = AC è BD = BA + AC.

ÏÊ jå BD = b+ c, ïà ñìî äîêàçàëè äà jå BA+ AC = b+ c.

Äèñêóñèjà. Àêî jå β ≥ π, íå ïîñòîjè òðîóãàî △ABC êîìå jå òî óíóòðà-

ø»è óãàî, ïà çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

Àêî jå β îøòàð, òðîóãàî △BCC ′
ïîñòîjè è jåäèíñòâåí jå äî íà ïîäó-

äàðíîñò. Òàêî¢å, äóæ BD jå jåäíîçíà÷íî îäðå¢åíà óñëîâèìà C ′, D−.. B è

BD = b+c, ïà è òðîóãàî △BCD ïîñòîjè è jåäèíñòâåí äî íà ïîäóäàðíîñò.

Àêî jå β ïðàâ, òðîóãàî △BCD ïîñòîjè è jåäèíñòâåí jå äî íà ïîäóäàð-

íîñò.

Êîíà÷íî, àêî jå β òóï, òðîóãàî △BCC ′
ïîñòîjè è jåäèíñòâåí jå äî íà

ïîäóäàðíîñò. Óñëîâèìà C ′, D ÷ B è BD = b + c jå äóæ BD jåäíîçíà÷íî

îäðå¢åíà, ïà è òðîóãàî △BCD ïîñòîjè è jåäèíñòâåí jå äî íà ïîäóäàðíîñò.

Îäàâäå ñëåäè äà àêî ïîñòîjè òà÷êà A ó ïðåñåêó äóæè BD è ìåäè-

jàòðèñå äóæè CD, ïîñòîjè jåäèíñòâåíî ðåøå»å äî íà ïîäóäàðíîñò. Ó

ïðåòõîäíîì çàäàòêó ñìî âèäåëè äà òà÷êà A ïîñòîjè àêî è ñàìî àêî je

∡BDC < ∡BCD, òj. BC < BD. Àêî jå β îøòàð, îíäà jå sin β = CC′

BC
, òj.

BC = hc

sinβ
, àêî jå β ïðàâ, îíäà jå BC = C ′C = hc =

hc

sinβ
, à àêî jå β òóï,

îíäà jå sin(π− β) = CC′

BC
, ïà jå BC = CC′

sin(π−β)
= hc

sinβ
. Ïðåìà òîìå, òà÷êà A

ïîñòîjè àêî è ñàìî àêî jå

hc

sinβ
< b+ c.

Äàêëå, àêî jå β < π è

hc

sinβ
≥ b + c, íåìà ðåøå»à, à àêî jå β < π è

hc

sinβ
< b+ c, ïîñòîjè jåäèíñòâåíî ðåøå»å äî íà ïîäóäàðíîñò.

á) β, hc, b− c

Àíàëèçà. Íåêà jå △ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà. Íåêà

jå C ′
ïîäíîæjå âèñèíå èç òåìåíà C. Òàäà jå ∡ABC = β, CC ′ = hc è
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AC −AB = b− c (äàêëå, ìîðà áèòè AC > AB).

A

B C

C′

N

N ′

Íåêà ñó N,N ′
òà÷êå èç Âåëèêîã çàäàòêà. Òàäà âàæè B(A,B,N ′) è

NN ′ ⊥ BC. Ñëåäè äà jå ∡N ′BC = π − β. Íà îñíîâó Âåëèêîã çàäàòêà

ñëåäè äà jå BN ′ = 1
2
(b−c). Èç CC ′ = hc ñëåäè äà òà÷êà C ïðèïàäà ïðàâîj

êîjà jå ïàðàëåëíà ïðàâîj AB, òj. ïðàâîj BN ′
, íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó hc

îä »å è íàëàçè ñå ñ îíå ñòðàíå ïðàâå BN ′
ñ êîjå ñå íàëàçè êðàê BC

óãëà ∡N ′BC. Òà÷êà N ïðèïàäà ïðàâîj êîjà jå íîðìàëíà íà ïðàâîj BN ′

ó òà÷êè N ′
è ìåäèjàòðèñè äóæè BC. Êîíà÷íî, òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj

BN ′
è îïèñàíîì êðóãó òðîóãëà △BCN , jåð jå òî ó ñòâàðè îïèñàíè êðóã

òðîóãëà △ABC êîìå òà÷êà N ïðèïàäà íà îñíîâó çàäàòêà 1.9.

Êîíñòðóêöèjà. Êîíñòðóèøèìî äóæ BN ′ = 1
2
(b − c). Êîíñòðóèøèìî

óãàî ∡N ′Bq = π − β. Êîíñòðóèøèìî ïðàâó p êîjà jå ïàðàëåëíà ïðàâîj

BN ′
, íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó hc îä »å è íàëàçè ñå ñ îíå ñòðàíå ïðàâå BN

′

ñ êîjå ñå íàëàçè êðàê Bq óãëà ∡N ′Bq. Ó ïðåñåêó ïðàâå p è êðàêà Bq

îçíà÷èìî òà÷êó C. Êîíñòðóèøèìî ìåäèjàòðèñó m äóæè BC. Êîíñòðó-

èøèìî íîðìàëó n íà ïðàâîj BN ′
ó òà÷êè N ′

. Ó ïðåñåêó ïðàâèõ m è n

îçíà÷èìî ñàN òà÷êó òàêâó äà âàæèN,N ′ −.. BC. Êîíñòðóèøèìî îïèñàíè
êðóã l òðîóãëà △BNC. Ó ïðåñåêó êðóãà l è ïðàâå BN ′

îçíà÷èìî ñà A

òà÷êó òàêâó äà âàæè B(A,B,N ′).

Äîêàç. Òðåáà äîêàçàòè äà jå ∡ABC = β, AC > AB è AC −AB = b− c,

êàî è äà jå âèñèíà èç òåìåíà C ïîäóäàðíà äóæè hc.

ÏÊ âàæè B(A,B,N ′) è ∡N ′BC = π−β, ïà jå ∡ABC = π−∡N ′BC =
π − (π − β) = β.

Òà÷êà C ïðèïàäà ïðàâîj êîjà jå ïàðàëåëíà ïðàâîj BN ′
, òj. ïðàâîj AB

è íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó hc îä »å. Àêî jå CC ′
âèñèíà èç òåìåíà C, òj.

àêî jå C ′
òà÷êà íà ïðàâîj AB è CC ′ ⊥ AB, ñëåäè äà jå CC ′ = hc (äóæ

êîjà jå íîðìàëíà íà ïàðàëåëíèì ïðàâèìà ïîäóäàðíà jå ðàñòîjà»ó èçìå¢ó

»èõ).

Êðóã l ñàäðæè òà÷êå A,B,C, ïà jå òî îïèñàíè êðóã òðîóãëà △ABC.
Òà÷êà N ïðèïàäà ìåäèjàòðèñè m ñòðàíèöå BC è îïèñàíîì êðóãó l òðî-

89



óãëà △ABC. ÏÊ âàæè B(A,B,N ′), ïà ñëåäè äà âàæè A,N ′ ÷ BC, à

êàêî ÏÊ âàæè N,N ′ −.. BC, ñëåäè äà âàæè A,N ÷ BC. Ïðåìà òîìå,

òà÷êà N jå òà÷êà èç Âåëèêîã çàäàòêà. Òà÷êà N ïðèïàäà íîðìàëè n íà

ïðàâîj BN ′
, îäíîñíî ïðàâîj AB, ó òà÷êè N ′

, ïà ñëåäè äà jå N ′
ïîäíîæjå

íîðìàëå èç òà÷êå N íà ïðàâîj. Äàêëå, N ′
jå òà÷êà èç Âåëèêîã çàäàòêà.

Çáîã B(A,B,N ′), ñëåäè äà jå AN ′ > AB, à íà îñíîâó Âåëèêîã çàäàòêà jå

AN ′ = 1
2
(AC + AB) (îâî âàæè áåç îáçèðà íà òî äà ëè jå AB < AC èëè

íèjå), ïà ñëåäè äà jå

1
2
(AC + AB) > AB, îäíîñíî AC + AB > 2AB, òj.

AC > AB. Ñàäà îñíîâó Âåëèêîã çàäàòêà ñëåäè äà jå BN ′ = 1
2
(AC−AB),

à êàêî jå ÏÊ BN ′ = 1
2
(b − c), ñëåäè äà jå

1
2
(AC − AB) = 1

2
(b − c), òj. äà

jå AC − AB = b− c.

Äèñêóñèjà. Àêî jå β ≥ π, íå ïîñòîjè òðîóãàî △ABC êîìå jå òî óíóòðà-

ø»è óãàî, ïà çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

Íåêà jå β < π. Àêî β íèjå òóï, îíäà π−β íèjå îøòàð, ïà ñå íîðìàëà n
íà ïðàâîjBN ′

ó òà÷êè N ′
è ïîëóïðàâàBC (êðàê óãëà ∡N ′BC = ∡N ′Bq =

π−β) íå ñåêó. Òàäà jå èñïó»åíî N,N ′ −.. BC. Àêî jå ïàê β òóï, òj. π−β

îøòàð, îíäà ñå íîðìàëà n è ïîëóïðàâà BC ñåêó ó íåêîj òà÷êè X . Óñëîâ

äà âàæè N,N ′ −.. BC jå

1
2
BC < BX . Èç cos(π − β) = BN ′

BX
äîáèjàìî

BX = BN ′

cos(π−β)
, ïà óñëîâ äà âàæè N,N ′ −.. BC ãëàñè

1
2
BC < BN ′

cos(π−β)
. Ó

äåëó a) ñìî âèäåëè äà jå BC = hc

sin(π−β)
, ïà äîáèjàìî

hc

2 sin(π−β)
< b−c

2 cos(π−β)
,

òj. hc < (b− c) tg(π − β).

A

B C

C′

N

N ′

X

Îñòàjå jîø äà íà¢åìî óñëîâ êîjè £å îáåçáåäèòè ðàñïîðåä B(A,B,N ′).
Íåêà jå t òàíãåíòà íà êðóãó l ó òà÷êè B è íåêà jå Y òà÷êà íà »îj òàêâà äà

âàæè Y,N,N ′ −.. BC. Òàäà jå ∡Y BN óãàî èçìå¢ó òåòèâå BN è òàíãåíòå

t, ïà jå ïîäóäàðàí ïåðè�åðèjñêîì óãëó ∡BCN íàä òåòèâîì BN . Òðîóãàî

△BCN jå jåäíàêîêðàê, ïà ñó óãëîâè ∡NBC è ∡BCN ïîäóäàðíè. Ñëåäè
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äà jå ∡Y BN = ∡BCN = ∡NBC. Óñëîâ äà âàæè ðàñïîðåä B(A,B,N ′)
jå äà jå óãàî ∡N ′BN âå£è îä óãëà ∡Y BN , òj. îä »åìó ïîäóäàðíîã óãëà

∡NBC. Êàêî jå cos îïàäàjó£à �óíêöèjà íà (0, π
2
) (è íà (0, π), àëè îâäå

jå ïðèìå»ójåìî íà îøòðå óãëîâå), îâàj óñëîâ jå åêâèâàëåíòàí ñà óñëîâîì

cos∡N ′BN < cos∡NBC, òj. BN ′

BN
<

1

2
BC

BN
, îäíîñíî BN ′ < 1

2
BC. Äàêëå,

óñëîâ jå

1
2
(b− c) < 1

2
hc

sinβ
, òj. (b− c) sin β < hc.

Ïðåìà òîìå, àêî jå β ≤ π
2
è (b− c) sin β < hc, çàäàòàê èìà jåäèíñòâåíî

ðåøå»å äî íà ïîäóäàðíîñò. Òàêî¢å, àêî jå β > π
2
è (b − c) sin β < hc <

(b − c) tg(π − β), çàäàòàê èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å äî íà ïîäóäàðíîñò. Ó

ñâèì îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

5) à) ta, hb, b+ c

Àíàëèçà. Íåêà jå △ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà. Íåêà

jå A1 ñðåäèøòå ñòðàíèöå BC è íåêà jå B′
ïîäíîæjå âèñèíå èç òåìåíà B.

Òàäà jå AA1 = ta, BB
′ = hb è AC + AB = b+ c.

A

B
C

B′

A1

D

E

M

Íåêà jå D òà÷êà ñèìåòðè÷íà òà÷êè A ó îäíîñó íà òà÷êó A1. Òàäà jå

AD = AA1+A1D = 2AA1 = 2ta. Ó ÷åòâîðîóãëó ABDC äèjàãîíàëå AD è

BC èìàjó çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå A1, ïà jå òî ïàðàëåëîãðàì. Ñëåäè äà jå

BD ‖ AC è BD = AC, êàî è AB ‖ CD è AB = CD. Íåêà jå M ïîäíîæjå

íîðìàëå èç òà÷êå D íà ïðàâîj AC è íåêà jå E òà÷êà òàêâà äà jå B(A,C,E)
è CE = CD. Òàäà jå AE = AC + CE = AC + CD = AC + AB = b+ c, à

êàêî jå BB′ ⊥ AC è DM ⊥ AC, ñëåäè äà jå BB′ ‖ DM . Çáîã BD ‖ AC,
òj. BD ‖ B′M , ñëåäè äà jå BDMB′

ïàðàëåëîãðàì (øòàâèøå, çáîã óñëîâà

BB′ ⊥ B′M jå è ïðàâîóãàîíèê), ïà jå DM = BB′ = hb.

Ó òðîóãëó△ADE je AD = 2ta è AE = b+c, à âèñèíàDM jå ïîäóäàðíà

äóæè hb. Òî çíà÷è äà òà÷êà D ïðèïàäà ïðàâîj êîjà ïàðàëåëíà ïðàâîj AE

è íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó hb îä »å, êàî è äà ïðèïàäà êðóãó ñ öåíòðîì

ó A è ïîëóïðå÷íèêîì 2ta. Çáîã CD = CE ñëåäè äà òà÷êà C ïðèïàäà
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ñèìåòðàëè äóæè DE. Òà÷êà D jå ñèìåòðè÷íà òà÷êè A ó îäíîñó íà òà÷êó

A1, ïà jå A1 ñðåäèøòå äóæè AD. Òàêî¢å, òà÷êà A1 jå ñðåäèøòå äóæè

BC, ïà ñëåäè äà jå òà÷êà B ñèìåòðè÷íà òà÷êè C ó îäíîñó íà òà÷êó A1.

Êîíñòðóêöèjà.

A E

DD′

CC′

A1

A′

1

BB′

Êîíñòðóèøèìî äóæ AE = b + c. Êîíñòðóèøèìî ïðàâó p ïàðàëåëíó

ñà AE íà ðàñòîjà»ó hb îä »å. Êîíñòðóèøèìî êðóã k(A, 2ta). Ó ïðåñåêó

êðóãà k è ïðàâå p îçíà÷èìî òà÷êó D. Êîíñòðóèøèìî ñèìåòðàëó äóæè

DE. Ó »åíîì ïðåñåêó ñ äóæè AE îçíà÷èìî òà÷êó C (äàêëå, B(A,C,E)).
Îçíà÷èìî ñ A1 ñðåäèøòå äóæè AD è ñà B òà÷êó ñèìåòðè÷íó òà÷êè C ó

îäíîñó íà òà÷êó A1.

Äîêàç. Òðåáà äîêàçàòè äà jå òåæèøíà äóæ èç òåìåíà A ïîäóäàðíà äóæè

ta, äà jå âèñèíà èç òåìåíà B ïîäóäàðíà äóæè hb è äà jå AC +AB = b+ c.

ÏÊ jå A1 ñðåäèøòå ñòðàíèöå BC òðîóãëà △ABC, ïà jå AA1 òåæèøíà

äóæ èç òåìåíà A. Òàêî¢å, ÏÊ jå AD = 2ta è A1 jå ñðåäèøòå äóæè AD,

ïà ñëåäè äà jå AA1 =
1
2
AD = 1

2
2ta = ta.

Äèjàãîíàëå AD è BC ÷åòâîðîóãëà ABDC èìàjó çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå

A1, ïà jå ó ïèòà»ó ïàðàëåëîãðàì. Ñëåäè äà jå AB ‖ CD è AB = CD,

êàî è AC ‖ BD è AC = BD. Íåêà jå B′
ïîäíîæjå âèñèíå èç òåìåíà B

òðîóãëà △ABC. Êàêî C ïðèïàäà ïðàâîj AE, ñëåäè äà ñó ïðàâå AC è

AE èñòå, ïà èç AC ‖ BD ñëåäè äà jå AE ‖ BD. Ïðàâà p ñàäðæè D è

ïàðàëåëíà jå ñà AE, ïà êàêî è ïðàâà BD ñàäðæè D è ïàðàëåëíà jå ñà

AE, ñëåäè äà ñó ïðàâå p è BD èñòå, òj. äà B ∈ p. Ñâå òà÷êå ñ ïðàâå p

ñó íà ðàñòîjà»ó hb îä ïðàâå AE, òj. îä ïðàâå AC, ïà êàêî jå BB′ ⊥ AC,

ñëåäè äà jå BB′ = hb, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

Êîíà÷íî, C ïðèïàäà ñèìåòðàëè äóæè DE, ïà jå CD = CE, øòî çà-

jåäíî ñà AB = CD äàjå CE = AB. Ïî êîíñòðóêöèjè jå B(A,C,E), ïà jå
AE = AC + CE = AC +AB, à òàêî¢å jå ïî êîíñòðóêöèjè AE = b+ c, ïà

ñëåäè äà jå AC + AB = b+ c.

Äèñêóñèjà. Äà áè êðóã k(A, 2ta) è ïðàâà p èìàëè çàjåäíè÷êèõ òà÷àêà,

ìîðà áèòè 2ta ≥ hb. Çàèñòà, ïðàâà p jå íà ðàñòîjà»ó hb îä ïðàâå AE, øòî

çíà÷è äà çà ñâàêó òà÷êó X ñà ïðàâå p âàæè XA ≥ hb. Àêî jå 2ta = hb,

îíäà èìàìî jåäèíñòâåíó ïðåñå÷íó òà÷êó D ïðàâå p è êðóãà k(A, 2ta), à
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àêî jå 2ta > hb, èìàìî äâå òàêâå òà÷êå D. Èç Äèñêóñèjå ó äåëó 3) îâîã

çàäàòêà ñëåäè äà ñèìåòðàëà ñòðàíèöå DE òðîóãëà △ADE ñå÷å ñòðàíèöó

AE ó òà÷êè C òàêâîj äà jå B(A,C,E) àêî è ñàìî àêî jå AD < AE, òj. àêî

è ñàìî àêî jå 2ta < b+ c.

Äàêëå, àêî jå hb = 2ta < b + c, çàäàòàê èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å äî

íà ïîäóäàðíîñò. Àêî jå hb < 2ta < b + c, çàäàòàê èìà äâà íåïîäóäàðíà

ðåøå»à. Ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

á) ta, hb, b− c

Àíàëèçà. Íåêà jå △ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà. Òàäà

jå AC > AB. Íåêà jå A1 ñðåäèøòå ñòðàíèöå BC è íåêà jå B′
ïîäíîæjå

âèñèíå èç òåìåíà B. Òàäà jå AA1 = ta, BB
′ = hb è AC −AB = b− c.

A

B
C

B′

A1

D

E

M

Íåêà jå D òà÷êà ñèìåòðè÷íà òà÷êè A ó îäíîñó íà òà÷êó A1. Òàäà jå

AD = AA1+A1D = 2AA1 = 2ta. Ó ÷åòâîðîóãëó ABDC äèjàãîíàëå AD è

BC èìàjó çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå A1, ïà jå òî ïàðàëåëîãðàì. Ñëåäè äà jå

BD ‖ AC è BD = AC, êàî è AB ‖ CD è AB = CD. Íåêà jå M ïîäíîæjå

íîðìàëå èç òà÷êå D íà ïðàâîj AC è íåêà jå E òà÷êà òàêâà äà jå B(A,E,C)
è CE = CD. Òàäà jå AE = AC − CE = AC − CD = AC − AB = b− c è

òðîóãàî △CDE jå jåäíàêîêðàê, ïà âàæè ∡CED = ∡CDE è òî ñó îøòðè

óãëîâè. Ñëåäè äà jå ∡AED = π − ∡CED òóï óãàî, ïà âàæè ðàñïîðåä

B(A,E,M). Êàêî jå BB′ ⊥ AC è DM ⊥ AC, ñëåäè äà jå BB′ ‖ DM . Çáîã

BD ‖ AC, òj. BD ‖ B′M , ñëåäè äà jå BDMB′
ïàðàëåëîãðàì (øòàâèøå,

çáîã BB′ ⊥ B′M jå è ïðàâîóãàîíèê), ïà jå DM = BB′ = hb. Óãàî ∡AED

jå òóï, à óãàî ∡AMD jå ïðàâ, ïà ñëåäè äà jå B(A,E,M). Ñëåäè äà jå E

òà÷êà íà ñòðàíèöè AM òàêâà äà jå AE = b− c.

Ó òðîóãëó △ADM je AD = 2ta, DM = hb è ∡AMD = π
2
, ïà óìåìî

äà ãà êîíñòðóèøåìî. Òà÷êà E jå òàêâà äà jå B(A,E,M) è AE = b − c.

Çáîã CD = CE ñëåäè äà òà÷êà C ïðèïàäà ñèìåòðàëè äóæè DE. Òà÷êà

D jå ñèìåòðè÷íà òà÷êè A ó îäíîñó íà òà÷êó A1, ïà jå A1 ñðåäèøòå äóæè
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AD. Òàêî¢å, òà÷êà A1 jå ñðåäèøòå äóæè BC, ïà ñëåäè äà jå òà÷êà B

ñèìåòðè÷íà òà÷êè C ó îäíîñó íà òà÷êó A1.

Êîíñòðóêöèjà.

A DA1

M

E

C

B

Êîíñòðóèøèìî òðîóãàî △ADM òàêàâ je AD = 2ta, DM = hb è

∡AMD = π
2
. Íà äóæè AM îçíà÷èìî òà÷êó E òàêâó äà jå AE = b − c

(äàêëå, B(A,E,M)). Êîíñòðóèøèìî ñèìåòðàëó äóæè ED è îçíà÷èìî

ñà C »åí ïðåñåê ñà ïðàâîì AE òàêî äà âàæè B(A,E,C). Îçíà÷èìî ñ A1

ñðåäèøòå äóæè AD è îçíà÷èìî ñà B òà÷êó ñèìåòðè÷íó òà÷êè C ó îäíîñó

íà òà÷êó A1.

Äîêàç. Òðåáà äîêàçàòè äà jå òåæèøíà äóæ èç òåìåíà A ïîäóäàðíà äóæè

ta, äà jå âèñèíà èç òåìåíà B ïîäóäàðíà äóæè hb è äà jå AC > AB è

AC −AB = b− c.

ÏÊ jå A1 ñðåäèøòå ñòðàíèöå BC òðîóãëà △ABC, ïà jå AA1 òåæèøíà

äóæ èç òåìåíà A. Òàêî¢å, ÏÊ jå AD = 2ta è A1 jå ñðåäèøòå äóæè AD,

ñëåäè äà jå AA1 =
1
2
AD = 1

2
2ta = ta.

Äèjàãîíàëå AD è BC ÷åòâîðîóãëà ABDC èìàjó çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå

A1, ïà jå ó ïèòà»ó ïàðàëåëîãðàì. Ñëåäè äà jå AB ‖ CD è AB = CD,

êàî è AC ‖ BD è AC = BD. Íåêà jå B′
ïîäíîæjå âèñèíå èç òåìåíà

B òðîóãëà △ABC. ÏÊ jå BB′ ⊥ AC è DM ⊥ AM , à êàêî ñó A,C,M

êîëèíåàðíå, ñëåäè äà jå DM ⊥ AM , ïà âàæè BB′ ‖ DM . Îâî çàjåäíî

ñà AC ‖ BD è ÷è»åíèöîì äà ñó ïðàâå B′M è AC èñòå jåð ñó òà÷êå

A,B′,M,C êîëèíåàðíå, ñëåäè äà jå BD ‖ B′M , ïà jå ÷åòâîðîóãàî BB′MD

ïàðàëåëîãðàì (øòàâèøå ïðàâîóãàîíèê, jåð jå BB′ ⊥ B′M), øòî çíà÷è äà

jå BB′ = DM . ÏÊ jå DM = hb, ïà jå BB
′ = hb.

Êîíà÷íî, C ïðèïàäà ñèìåòðàëè äóæè DE, ïà jå CD = CE, øòî çà-

jåäíî ñà AB = CD äàjå CE = AB. ÏÊ jå B(A,E,C), ïà jå AC > CE,

îäíîñíî AC > AB. Òàêî¢å, âàæè AE = AC − CE = AC − AB, à ÏÊ jå

AE = b− c, ïà ñëåäè äà jå AC − AB = b− c.

Äèñêóñèjà. Äà áè òðîóãàî △ADM ìîãàî äà ñå êîíñòðóèøå, ìîðà áèòè

AD > DM (jåð jå AD õèïîòåíóçà, à DM jå êàòåòà ïðàâîóãëîã òðîóãëà

△ADM), òj. ìîðà áèòè 2ta > hb. Äà§å, äà áè áèëî B(A,E,M), ìîðà
áèòè AE < AM . Èç Ïèòàãîðèíå òåîðåìå ñëåäè äà jå AD2 = AM2+DM2

,
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ïà jå AM =
√
AD2 −DM2 =

»
(2ta)2 − h2b =

»
4t2a − h2b . Äàêëå, êàêî jå

AE = b− c, äîáèjàìî óñëîâ b− c <
»
4t2a − h2b .

Îñòàjå jîø äà ïðîâåðèìî äà ëè jå èñïó»åíî B(A,E,C). Óãàî ∡MED

jå îøòàð, jåð jå jåäàí îä óãëîâà ïðàâîóãëîã òðîóãëà △MED êîjè íèjå

ïðàâ (∡EMD = ∡AMD = π
2
jåð âàæè B(A,E,M)). Ñëåäè äà ñèìåòðàëà

äóæè ED ñå÷å êðàê EM îøòðîã óãëà ∡MED ó òà÷êè C òàêâîj äà âàæè

M,C −.. E, ïà êàêî âàæè A,M÷E, ñëåäè äà âàæè A,C÷E, òj. B(A,E,C).
Ïðåìà òîìå, àêî jå 2ta > hb è b − c <

»
4t2a − h2b , ïîñòîjè jåäèíñòâåíî

ðåøå»å äî íà ïîäóäàðíîñò. Ó ñâèì îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà, çàäàòàê íåìà

ðåøå»à.

6) β − γ, b, c

Àíàëèçà. Íåêà jå △ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà. Òàäà

jå ∡ABC > ∡ACB è âàæè AC = b, AB = c è ∡ABC − ∡ACB = β − γ.

A

B C

D

Êàêî jå íàñïðàì âå£åã óãëà âå£à ñòðàíèöà, ñëåäè äà jå AC > AB, òj.

äà jå b > c. Íåêà jå D òà÷êà òàêâà äà jå B(A,D,C) è AD = AB. Òàäà jå

òðîóãàî △ABD jåäíàêîêðàê, ïà jå ∡ADB = ∡ABD = π−∡BAC
2

= π−α
2

=
β+γ
2
. Ñ äðóãå ñòðàíå, óãàî ∡ADB jå ñïî§àø»è óãàî òðîóãëà △BCD, ïà

jå jåäíàê çáèðó óíóòðàø»èõ íåñóñåäíèõ óãëîâà ∡CBD = ϕ è ∡BCD =
∡BCA = γ. Äàêëå, β+γ

2
= ϕ+γ, ïà jå ϕ = β+γ

2
−γ = β+γ−2γ

2
= β−γ

2
Äàêëå,

∡CBD = β−γ
2
, òj. äóæ CD ñå èç òà÷êå B âèäè ïîä óãëîì

β−γ
2
.

Êîíñòðóêöèjà.

A CD

B

Êîíñòðóèøåìî äóæ AC = b. Îçíà÷èìî ñà D òà÷êó òàêâó äà jå

B(A,D,C) è AD = c. Êîíñòðóèøèìî jåäàí îä ëóêîâà �ÌÒ èç êîjèõ

ñå äóæ CD âèäè ïîä óãëîì

β−γ
2

è îçíà÷èìî ãà ñà l. Êîíñòðóèøèìî êðóã
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k(A,AD). Îçíà÷èìî ñà B îíó ïðåñå÷íó òà÷êó êðóãà k è ëóêà l êîjà íèjå

òà÷êà D.

Äîêàç. Òðåáà äîêàçàòè äà jå ∡ABC > ∡ACB è äà jå ∡ABC −∡ACB =
β − γ, êàî è äà jå AC = b è AB = c.

ÏÊ jå AC = b. Òà÷êà B ïðèïàäà êðóãó k(A,AD) è ÏÊ jå AD = c, ïà jå

AB = AD = c. ÏÊ jå B(A,D,C), ïà jå AC > AD. Çáîã AD = AB ñëåäè

äà jå AC > AB, ïà jå è ∡ABC > ∡ACB. Òà÷êà B ïðèïàäà ëóêó l �ÌÒ

èç êîjèõ ñå äóæ CD âèäè ïîä óãëîì

β−γ
2
, ïà ñëåäè äà jå ∡CBD = β−γ

2
.

Ñ äðóãå ñòðàíå, òðîóãàî △ABD jå jåäíàêîêðàê, ïà jå ∡ADB = ∡ABD =
π−∡BAD

2
, à óãàî ∡ADB jå ñïî§àø»è óãàî òðîóãëà △BCD, ïà jå jåäíàê

çáèðó óíóòðàø»èõ íåñóñåäíèõ óãëîâà, òj. ∡ADB = ∡CBD + ∡BCD.

Çáîã ðàñïîðåäà B(A,D,C) jå ∡BAD = ∡BAC è ∡BCD = ∡BCA. Ñëåäè

äà jå

∡CBD = ∡ADB − ∡BCD =
π − ∡BAD

2
− ∡BCD

=
π − ∡BAC

2
− ∡BCA =

∡ABC + ∡ACB

2
− ∡BCA

=
∡ABC + ∡ACB − 2∡BCA

2
=

∡ABC − ∡ACB

2
.

Äàêëå, âàæè

∡ABC−∡ACB
2

= β−γ
2
, ïà ñëåäè äà jå ∡ABC − ∡ACB = β − γ.

Äèñêóñèjà. Àêî jå b ≤ c èëè β − γ ≥ π, çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

Íåêà jå b > c è β − γ < π. Ñâå øòî òðåáà ïðîâåðèòè jåñòå äà ëè êðóã

k è ëóê l îñèì òà÷êå D èìàjó jîø çàjåäíè÷êèõ òà÷àêà. Êðóã k è ëóê l

ñå äîäèðójó àêî è ñàìî àêî öåíòàð ëóêà l ïðèïàäà äóæè CD, øòî âàæè

àêî è ñàìî àêî jå óãàî ïîä êîjèì ñå ñà ëóêà l âèäè äóæ CD ïðàâ, îäíîñíî

àêî è ñàìî àêî jå

β−γ
2

= π
2
, òj. β − γ = π, øòî íèjå òà÷íî. Äàêëå, êðóã

k è êðóã êîjè ñàäðæè ëóê l èìàjó äâå ïðåñå÷íå òà÷êå. �èõîâà äðóãà

ïðåñå÷íà òà÷êà íå ïðèïàäà ëóêó l (òj. ïðèïàäà äðóãîì ëóêó C̄D) àêî è

ñàìî àêî ñå öåíòàð êðóãà êîjè ñàäðæè ëóê l íàëàçè ñà îíå ñòðàíå ïðàâå

CD ñ êîjå ñå íå íàëàçè ëóê l, à òî âàæè àêî è ñàìî àêî jå óãàî ïîä êîjèì

ñå ñà ëóêà l âèäè äóæ CD òóï, îäíîñíî àêî è ñàìî àêî jå

β−γ
2

> π
2
, òj.

β − γ > π, øòî òàêî¢å íèjå òà÷íî.

Äàêëå, àêî jå b > c è β−γ < π, îíäà çàäàòàê èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å

äî íà ïîäóäàðíîñò.

7) β − γ, la, ρ

Äå�èíèöèjà 23. Íåêà jå △ABC òðîóãàî è íåêà ñó E, F,G ðåäîì ïðå-

ñå÷íå òà÷êå áèñåêòðèñà óíóòðàø»èõ óãëîâà êîä òåìåíà A,B,C è íà-

ñïðàìíèõ ñòðàíèöà BC,CA,AB. Äóæè AE,BF,CG çîâó ñå îgñå÷öè áè-

ñåêø

�

ðèñà óíóø

�

ðàø»èõ ó�

�

ëîâà è îçíà÷àâàjó ñå ðåäîì ñà la, lb, lc.
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Àíàëèçà. Íåêà jå △ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà. Òàäà

jå ∡ABC > ∡ACB è ∡ABC−∡ACB = β−γ. Íåêà jå S öåíòàð óïèñàíîã

êðóãà òðîóãëà △ABC, íåêà jå E ïðåñå÷íà òà÷êà ñèìåòðàëå óãëà ∡BAC è

ñòðàíèöå BC è íåêà jå P ïîäíîæjå íîðìàëå èç òà÷êå S íà ñòðàíèöè BC.

Ñëåäè äà jå AE = la è SP = ρ.

A

B CEF

S

P

Èç ∡ABC > ∡ACB ñëåäè äà jå AC > AB, ïà ïîñòîjè ïðåñå÷íà òà÷êå

ñèìåòðàëå ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà A è ïðàâå BC. Îçíà÷èìî jå ñà

F . Òàäà âàæè ðàñïîðåä òà÷àêà B(F,B,E, C). Óãàî ∡ABC jå ñïî§àø»è

óãàî òðîóãëà △AFB, ïà jå jåäíàê çáèðó óíóòðàø»èõ íåñóñåäíèõ óãëîâà

∡AFB è ∡FAB, à óãàî ∡FAE jå ïðàâ, jåð jå òî óãàî èçìå¢ó ñèìåòðàëå

óíóòðàø»åã è ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà A òðîóãëà △ABC. Ñëåäè

äà jå ∡FAB = ∡FAE − ∡BAE = π
2
− ∡BAC

2
, ïà jå ∡ABC = ∡AFB +

∡FAB = ∡AFB + π
2
− ∡BAC

2
. Äàêëå, ∡AFB = ∡ABC − π

2
+ ∡BAC

2
=

2∡ABC−∡BAC−∡ABC−∡ACB+∡BAC
2

= ∡ABC−∡ACB
2

= β−γ
2
.

Ó òðîóãëó △AFE jå AE = la, ∡AFE = ∡AFB = β−γ
2

è ∡FAE = π
2
,

ïà òàj òðîóãàî óìåìî äà êîíñòðóèøåìî. Êàêî jå P ïîäíîæjå íîðìàëå èç

òà÷êå S íà ñòðàíèöè BC, òj. íà ïðàâîj FE è âàæè SP = ρ, ñëåäè äà òà÷êà

S ïðèïàäà ïðàâîj p êîjà jå ïàðàëåëíà ñà FE è íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó ρ

îä »å. Ïðè òîìå âàæè A, S−.. BC, òj. A, S−.. FE, ïà âàæè è A, p−.. FE.
Óïèñàíè êðóã k(S, ρ) äîäèðójå ñòðàíèöå AB è AC, ïà ñó ïðàâå AB è AC

òàíãåíòå èç òà÷êå A íà óïèñàíîì êðóãó k òðîóãëà △ABC. Òà÷êå B,C

ñó ó ïðåñåêó òèõ òàíãåíòè è ïðàâå FE òàêî äà âàæè ðàñïîðåä òà÷àêà

B(F,B,E, C).

Êîíñòðóêöèjà. Êîíñòðóèøåìî òðîóãàî △AFE òàêàâ äà jå AE = la,

∡AFE = β−γ
2

è ∡FAE = π
2
. Êîíñòðóèøèìî ïðàâó p ïàðàëåëíó ñà FE

êîjà ñå íàëàçè íà ðàñòîjà»ó ρ îä »å è çà êîjó âàæè A, p−.. FE. Ó ïðåñåêó

ïðàâå p è äóæè AE îçíà÷èìî òà÷êó S (äàêëå, âàæè B(A, S, E)). Êîí-

ñòðóèøèìî êðóã k(S, ρ) è êîíñòðóèøèìî òàíãåíòå èç òà÷êå A íà êðóãó k.

Ó ïðåñåêó òèõ òàíãåíòè è ïðàâå FE îçíà÷èìî òà÷êå B,C òàêî äà âàæè

B(F,B,E, C).

Äîêàç. Òðåáà äîêàçàòè äà jå ∡ABC > ∡ACB è äà jå ∡ABC −∡ACB =
β − γ, çàòèì äà jå îäñå÷àê áèñåêòðèñå óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà A
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ïîäóäàðàí äóæè la è äà jå ïîëóïðå÷íèê óïèñàíîã êðóãà ïîäóäàðàí äóæè

ρ.

Òà÷êà S jå ÏÊ íà ðàñòîjà»ó ρ îä ïðàâå FE, òj. îä ïðàâå BC, ïà

êàêî jå ÏÊ k êðóã ñ öåíòðîì ó S è ïîëóïðå÷íèêîì ρ, ñëåäè äà jå BC

òàíãåíòà íà êðóãó k. ÏÊ òà÷êå B,C ïðèïàäàjó òàíãåíòàìà èç òà÷êå A

íà êðóãó k, ïà ñó ïðàâå AB,AC òàíãåíòå íà êðóãó k. ÏÊ âàæè ðàñïîðåä

B(B,E,C), ïà ïîëóïðàâà AE ïðèïàäà óãëó ∡BAC. Ïðè òîìå, çà òà÷êó S

ñà »å âàæè äà jå ðàñòîjà»å îä êðàêà AB òîã óãëà ïîäóäàðíî äóæè ρ, êàî

è ðàñòîjà»å îä êðàêà AC òîã óãëà (jåð êðóã k(S, ρ) äîäèðójå ïðàâå AB
è AC), ïà jå ïîëóïðàâà AE áèñåêòðèñà óãëà ∡BAC. Ïðåìà òîìå, êðóã

k jå èëè óïèñàíè êðóã òðîóãëà △ABC èëè jå ñïî§à óïèñàíè êðóã êîjè

äîäèðójå ñòðàíèöó BC (ó Âåëèêîì çàäàòêó îçíà÷åí ñà ka(Sa, ρa)). Êàêî
âàæè B(A, S, E), çàê§ó÷ójåìî äà jå k óïèñàíè êðóã òðîóãëà △ABC, ïà
jå »åãîâ ïîëóïðå÷íèê ρ, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè,

Òàêî¢å, êàêî jå ïîëóïðàâà AE áèñåêòðèñà óíóòðàø»åã óãëà êîä òå-

ìåíà A òðîóãëà △ABC, ñëåäè äà jå E òà÷êà ó ïðåñåêó òå áèñåêòðèñå è

ñòðàíèöå BC, ïà jå AE îäñå÷àê áèñåêòðèñå óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà

A, à ÏÊ jå òà äóæ ïîäóäàðíà äóæè la.

Êàêî jå ∡FAE = π
2
, ñëåäè äà jå AF áèñåêòðèñà ñïî§àø»åã óãëà êîä

òåìåíà A òðîóãëà△ABC (jåð jå íîðìàëíà íà áèñåêòðèñè AE óíóòðàø»åã

óãëà êîä òåìåíà A). Óãàî ∡AEF jå îøòàð (jåð jå óãàî ïðàâîóãëîã òðîóãëà

△AFE êîjè íèjå ïðàâ óãàî) è îí jå ñïî§àø»è óãàî òðîóãëà △AEC,
ïà jå jåäíàê çáèðó »åãîâèõ óíóòðàø»èõ íåñóñåäíèõ óãëîâà ∡EAC =
∡BAC

2
è ∡ACE = ∡ACB. Äàêëå,

∡BAC
2

+ ∡ACB < π
2
, ïà ñëåäè äà jå è

∡BAC + 2∡ACB < π = ∡BAC + ∡ABC + ∡ACB, òj. ∡ACB < ∡ABC.

Ó äåëó Àíàëèçà jå äîêàçàíî äà jå òàäà ∡AFB = ∡ABC−∡ACB
2

, à êàêî ÏÊ

âàæè B(F,B,E) è ∡AFE = β−γ
2
, ñëåäè äà jå ∡AFB = β−γ

2
. Ïðåìà òîìå,

∡ABC−∡ACB
2

= β−γ
2
, òj. ∡ABC − ∡ACB = β − γ.

Äèñêóñèjà. Àêî jå β − γ ≥ π, çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

A

B CEF

S

P

P ′

A′

Íåêà jå β − γ < π. Òàäà jå

β−γ
2

< π
2
, ïà ïîñòîjè òðîóãàî △AFE è

jåäèíñòâåí jå äî íà ïîäóäàðíîñò. Íåêà jå A′
ïîäíîæjå âèñèíå èç òåìåíà

A ó òðîóãëó △AFE. Òàäà âàæè ðàñïîðåä B(F,A′, E), ïà jå è ∡A′AE =
π
2
− ∡A′EA = π

2
− ∡FEA = ∡AFE = β−γ

2
. Òàêî¢å, AA′

jå è âèñèíà
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òðîóãëà △ABC. Äà áè âàæèëî B(A, S, E), äà áè ñå òà÷êà A íàëàçèëà ó

ñïî§àø»îñòè êðóãà k(S, ρ) è äà áè òàíãåíòå èç òà÷êå A íà êðóãó k ñåêëå

ïðàâó FE ó òà÷êàìà B,C òàêâèì äà âàæè B(F,B,E, C), ïîòðåáíî jå è

äîâî§íî äà âèñèíà AA′
áóäå âå£à îä ïðå÷íèêà êðóãà k, òj. äà âàæè AA′ >

2ρ. Èç ïðàâîóãëîã òðîóãëà △AA′E èìàìî cos∡A′AE = AA′

AE
= AA′

la
, òj. äà

jå AA′ = la cos∡A
′AE = la cos

β−γ

2
. Ïðåìà òîìå, óñëîâ jå la cos

β−γ

2
> 2ρ.

Ïðåìà òîìå, àêî jå β−γ < π è la cos
β−γ
2
> 2ρ, ïîñòîjè jåäèíñòâåíî ðåøå»å

äî íà ïîäóäàðíîñò. Ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà, çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

Íàïîìåíà 11. Ïðåòõîäíè çàäàòàê ìîæå ñå ðåøèòè ïîñìàòðàjó£è ñàìî

òðîóãàî △AA′E êîä êîãà jå ∡AA′E = π
2
, ∡A′AE = β−γ

2
è AE = la, òj. íå

ìîðà ñå ïîñìàòðàòè áèñåêòðèñà AF ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà A.

X

O
Y

Z

l

k
X ′

Y ′

Z ′

Øòà ïðåäñòàâ§à �ÌÒ l èç êîjèõ ñå äàòè êðóã k(O, r) âèäè ïîä óãëîì
ϕ? Íåêà jå X ïðîèçâî§íà òà÷êà ñà l è íåêà ñó Y, Z äîäèðíå òà÷êå êðóãà

k è òàíãåíòè èç òà÷êå X íà êðóãó k. Òàäà jå ∡Y XZ = ϕ. Òàêî¢å,

êàêî jå XO = XO, OY = r = OZ è ∡OYX = π
2
= ∡OZX , íà îñíîâó

ñòàâà ÑÑÓ (àêî ñó óãëîâè ∡OYX è ∡OZX íàñïðàì XO ïðàâè, îíäà

ñó óãëîâè ∡OXY è ∡OXZ íàñïðàì OY è OZ îáà îøòðà) äà ñó òðî-

óãëîâè △XOY è △XOZ ïîäóäàðíè. Ñïåöèjàëíî, îäàòëå ñëåäè äà jå

∡OXY = ∡OXZ = ϕ
2
. Ïîñìàòðàjìî íïð. òðîóãàî △XOY . Òî jå ïðàâî-

óãëè òðîóãàî ñ ïðàâèì óãëîì êîä òåìåíà Y , óãàî ∡OXY jå ïîäóäàðàí ñà
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óãëîì

ϕ
2
è êàòåòà OY jå ïîäóäàðíà ñà ïîëóïðå÷íèêîì r êðóãà k. Àêî jå

X ′
íåêà äðóãà òà÷êà ñà l, òj. íåêà äðóãà òà÷êà èç êîjå ñå êðóã k(O, r) âèäè

ïîä óãëîì ϕ è àêî ñó Y ′, Z ′
äîäèðíå òà÷êå êðóãà k è òàíãåíòè èç òà÷êå

X ′
íà êðóãó k, ïðåòõîäíèì çàê§ó÷èâà»åì £åìî äîáèòè äà ñó òðîóãëîâè

△X ′OY ′
è △X ′OZ ′

ïîäóäàðíè è äà jå íïð. òðîóãàî △X ′OY ′
ïðàâîóãëè

ñ ïðàâèì óãëîì êîä òåìåíà Y ′
êîä êîãà jå ∡OX ′Y ′ = ϕ

2
è OY ′ = r. Ñëåäè

äà jå △XOY ∼= △X ′OY ′
, ïà jå OX = OX ′

. Êàêî ñó òà÷êå X,X ′
ñà l

áèëå ïðîèçâî§íå, ñëåäè äà jå îíå ïðèïàäàjó êðóãó l′ ñ öåíòðîì O ÷èjè

jå ïîëóïðå÷íèê ïîäóäàðàí õèïîòåíóçè ïðàâîóãëîã òðîóãëà ÷èjà jå jåäíà

êàòåòà ïîäóäàðíà äóæè r è óãàî íàñïðàì »å ïîäóäàðàí óãëó

ϕ

2
.

Òðåáà jîø äîêàçàòè îáðíóòè ñìåð, òj. äà ñå èç ñâàêå òà÷êå X ñà

êðóãà l′ êðóã k âèäè ïîä óãëîì ϕ. Íåêà ñó Y, Z äîäèðíå òà÷êå êðóãà

k è òàíãåíòè èç òà÷êå X íà êðóãó k. Ñëè÷íî êàî è äî ñàäà ñëåäè äà

jå △XOY ∼= △XOZ. Ïîñìàòðàìî íïð. òðîóãàî △XOY ó êîìå jå óãàî

∡OY ′′X ′′
ïðàâ è êàòåòà OY ′′

jå ïîäóäàðíà äóæè r. Àêî jå X ′
ïðîèçâî§íà

òà÷êà ñà �ÌÒ l è àêî ñó Y ′, Z ′
äîäèðíå òà÷êå êðóãà k è òàíãåíòè èç

òà÷êå X ′
íà êðóãó k, ñëåäè äà jå △X ′OY ′

ïðàâîóãëè ñ ïðàâèì óãëîì êîä

òåìåíà Y ′
êîä êîãà jå OY ′ = r è ∡OX ′Y ′ = ϕ

2
. Ïîëóïðå÷íèê êðóãà l′ jå

ïîäóäàðàí õèïîòåíóçè ïðàâîóãëîã òðîóãëà ÷èjà jå jåäíà êàòåòà ïîäóäàðíà

äóæè r è óãàî íàñïðàì »å ïîäóäàðàí ñà

ϕ
2
, ïà ñëåäè äà jå îí ïîäóäàðàí

ñà OX ′
. Êàêî jå OX jåäàí ïîëóïðå÷íèê êðóãà l′, ñëåäè äà jå OX = OX ′

,

∡OYX = π
2
= ∡OY ′X ′

è OY = r = OY ′
, ïà ñëåäè è △XOY ∼= △X ′OY ′

.

Äàêëå, ∡OXY = ∡OX ′Y ′ = ϕ

2
, à êàêî jå ∡OXZ = ∡OXY , ñëåäè äà jå

∡Y XZ = ∡OXZ + ∡OXY = ϕ
2
+ ϕ

2
= ϕ. Ïðåìà òîìå, èç ïðîèçâî§íå

òà÷êå X ñà êðóãà l′ ñå êðóã k âèäè ïîä óãëîì ϕ, ïà jå �ÌÒ l èç êîjèõ ñå

êðóã k âèäè ïîä óãëîì ϕ êðóã l′.

8) α, b− c, ρa

Àíàëèçà. Íåêà jå △ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà. Òàäà

jå AC > AB, ∡BAC = α, AC−AB = b−c è ïîëóïðå÷íèê ñïî§à óïèñàíîã
êðóãà êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó BC jå ïîäóäàðàí äóæè ρa.
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A

B
C

P

Sa

Pa

P ′

a

Íåêà ñó P, Sa, Pa, P
′
a òà÷êå èç Âåëèêîã çàäàòêà. Íà îñíîâó Âåëèêîã

çàäàòêà ñëåäè äà âàæè B(A, P, P ′
a), êàî è PPa = b− c.

Ó òðîóãëó △PPaP
′
a jå PPa = b − c, ∡PPaP

′
a = π

2
è PaP

′
a = 2ρa, ïà òàj

òðîóãàî óìåìî äà êîíñòðóèøåìî. Òà÷êà Sa jå ñðåäèøòå ñòðàíèöå PaP
′
a è

ìîæåìî êîíñòðóèñàòè êðóã ka(Sa, ρa). Òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj PP ′
a òàêî

äà âàæè B(A, P, P ′
a) è èç òà÷êå A ñå êðóã ka âèäè ïîä óãëîì α. Òà÷êå B,C

ñó ïðåñå÷íå òà÷êà òàíãåíòè èç òà÷êå A íà êðóãó ka è ïðàâå PPa òàêî äà

âàæè B(B,P, Pa, C).

Êîíñòðóêöèjà.

P Pa

P ′

a

Sa
X Y

Z
A

B
C

Êîíñòðóèøèìî òðîóãàî △PPaP
′
a òàêàâ äà jå PPa = b− c, ∡PPaP

′
a =

π
2
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è PaP
′
a = 2ρa. Îçíà÷èìî ñà Sa ñðåäèøòå ñòðàíèöå PaP

′
a è êîíñòðóèøèìî

êðóã ka(Sa, ρa). Êîíñòðóøèìî ïðàâîóãëè òðîóãàî △XY Z ñ ïðàâèì óãëîì

êîä òåìåíà X òàêàâ äà jå XY = ρa è ∡XZY = α
2
. Êîíñòðóèøèìî êðóã

l(Sa, Y Z) è îçíà÷èìî ñà A ïðåñå÷íó òà÷êó êðóãà l è ïðàâå PP ′
a òàêâó äà

âàæè B(A, P, P ′
a). Êîíñòðóèøèìî òàíãåíòå èç òà÷êå A íà êðóãó ka è îçíà-

÷èìî ñà B,C »èõîâå ïðåñåêå ñà ïðàâîì PPa òàêî äà âàæè B(B,P, Pa, C).

Äîêàç. Òðåáà äîêàçàòè äà jå ∡BAC = α, AC > AB è AC −AB = b− c,

êàî è äà jå ïîëóïðå÷íèê ñïî§à óïèñàíîã êðóãà êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó

BC ïîäóäàðàí äóæè ρa.

Òà÷êå B,C ïðèïàäàjó òàíãåíòàìà èç òà÷êå A íà êðóãó ka, ïà ñó ïðàâå

AB,AC òàíãåíòå íà êðóãó ka. ÏÊ jå Sa ñðåäèøòå PaP
′
a è ∡PPaP

′
a = π

2
,

ïà ñëåäè äà jå PPa ⊥ PaSa. ÏÊ jå PaP
′
a = 2ρa, ïà ñëåäè äà jå SaPa =

1
2
PaP

′
a = 1

2
2ρa = ρa, òj. SaPa jå ïîëóïðå÷íèê êðóãà ka(Sa, ρa). Äàêëå,

ïðàâà PPa jå íîðìàëíà íà ïîëóïðå÷íèêó êðóãà ka, ïà jå îíà òàíãåíòà íà

òîì êðóãó. Øòàâèøå, êàêî jå SaPa = ρa, ñëåäè äà jå òà÷êà Pa äîäèðíà

òà÷êà êðóãà ka è ïðàâå PPa. Êàêî ÏÊ âàæè B(B,P, Pa, C), ñëåäè äà jå

ïðàâà BC èñòî øòî è ïðàâà PPa è äà òà÷êà Pa ïðèïàäà äóæè BC, ïà

êðóã ka äîäèðójå ñòðàíèöó BC òðîóãëà △ABC. Äàêëå, êðóã ka jå èëè

óïèñàíè êðóã òðîóãëà △ABC èëè jå ñïî§à óïèñàíè êðóã êîjè äîäèðójå

ñòðàíèöó BC. Êàêî ÏÊ âàæè B(A, P, P ′
a) è P ∈ BC, ñëåäè äà âàæè

A, P ′
a ÷ BC. Òàêî¢å, P ′

aPa ⊥ BC, P ′
aPa = 2ρa è P

′
aSa = ρa, ïà ñëåäè äà

âàæè P ′
a, Sa−.. BC. Ïðåìà òîìå, âàæè A, Sa÷BC, ïà jå ka ñïî§à óïèñàíè

êðóã êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó BC. Îñèì ñìî äîêàçàëè è äà jå ïîëóïðå÷íèê

ñïî§à óïèñàíîã êðóãà êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó BC ïîäóäàðàí äóæè ρa.

ÏÊ jå l êðóã ÷èjè jå öåíòàð òà÷êà Sa è ïîëóïðå÷íèê äóæ Y Z êîjà

jå õèïîòåíóçà ïðàâîóãëîã òðîóãëà △XY Z ñà êàòåòîì XY = ρa è óãëîì

∡XZY = α
2
, ïà ñëåäè äà jå êðóã l �ÌÒ èç êîjèõ ñå êðóã ka(Sa, ρa) âèäè ïîä

óãëîì α. Íåêà ñó Qa, Ra ðåäîì äîäèðíå òà÷êå ñïî§à óïèñàíîã êðóãà ka
è ïðàâèõ AC,AB. Òàäà âàæå ðàñïîðåäè B(A,C,Qa) è B(A,B,Ra). Êàêî
òà÷êà A ïðèïàäà êðóãó l, ñëåäè äà jå ∡RaAQa = α, à çáîã ïðåòõîäíèõ

ðàñïîðåäà òà÷àêà ñëåäè è ∡BAC = α.

Òà÷êå Sa, Pa ñó ðåäîì öåíòàð ñïî§à óïèñàíîã êðóãà êîjè äîäèðójå

ñòðàíèöó BC è »åãîâà äîäèðíà òà÷êà ñà ñòðàíèöîì BC. Òà÷êà Sa jå

ñðåäèøòå äóæè PaP
′
a, ïà jå òà÷êà P ′

a äèjàìåòðàëíî ñóïðîòíà òà÷êè Pa,

øòî çíà÷è äà jå ó ïèòà»ó òà÷êà èç Âåëèêîã çàäàòêà. Òâð¢å»å 1) Âåëèêîã

çàäàòêà êàæå äà ñó òåìå A, äîäèðíà òà÷êà óïèñàíîã êðóãà è ñòðàíèöå BC

è òà÷êà P ′
a êîëèíåàðíå è äà ñó òèì ðåäîì ðàñïîðå¢åíå íà ïðàâîj êîjà èõ

ñàäðæè. Êàêî jå ïðåñå÷íà òà÷êà ïðàâå AP ′
a è ñòðàíèöå BC òà÷êà P , íà

îñíîâó îâîã òâð¢å»à ñëåäè äà jå òà÷êà P äîäèðíà òà÷êà óïèñàíîã êðóãà

è ñòðàíèöå BC, òj. äà jå è îíà òà÷êà èç Âåëèêîã çàäàòêà. Íà îñíîâó
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Âåëèêîã çàäàòêà jå ARa ïîäóäàðíî ïîëóîáèìó òðîóãëà △ABC, BPa =
BRa = ARa − AB è BP = ARa − AC. Êàêî âàæè ðàñïîðåä B(B,P, Pa)
ñëåäè äà jå BPa > BP , ïà jå ARa−AB > ARa−AC, òj. AC > AB. Ñàäà

èìàìî è äà jå PPa = BPa −BP = ARa −AB − (ARa −AC) = AC −AB,

à êàêî jå ÏÊ PPa = b− c, ñëåäè äà jå AC − AB = b− c.

Äèñêóñèjà. Àêî jå α ≥ π, íå ïîñòîjè òðîóãàî △ABC êîìå jå òî óíóòðà-

ø»è óãàî, ïà çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

Íåêà jå α < π. Ïîñòîjè òðîóãàî △PPaP
′
a è jåäèíñòâåí jå äî íà ïî-

äóäàðíîñò, ïà ïîñòîjè è jåäèíñòâåíî ñðåäèøòå Sa ñòðàíèöå PaP
′
a. Ïðàâà

PPa ñå÷å êðóã ka ó äâåìà òà÷êàìà, ïà £å ñå£è è êðóã l (�ÌÒ èç êîjèõ ñå

êðóã ka âèäè ïîä óãëîì α) ó äâåìà òà÷êàìà, ïðè ÷åìó jå jåäíà îä »èõ

ñà îíå ñòðàíå òà÷êå P ′
a ñ êîjå jå òà÷êà P , à äðóãà jå ñà ñóïðîòíå ñòðàíå.

�ó ñìî îçíà÷èëè ñà A. Äà áè âàæèëî B(A, P, P ′
a) (ïîøòî ìîæå âàæèòè

è B(P,A, P ′
a)), ìîðà âàæèòè SaA > SaP , òj. òà÷êà P ìîðà áèòè óíóòàð

êðóãà l. Èç Ïèòàãîðèíå òåîðåìå jå SaP
2 = SaP

2
a + PaP

2 = ρ2a + (b − c)2,

ïà jå SaP =
»
ρ2a + (b− c)2, à êàêî jå SaA õèïîòåíóçà ïðàâîóãëîã òðîóãëà

êîìå jå jåäíà êàòåòà ïîäóäàðíà ñà ïîëóïðå÷íèêîì ρa êðóãà ka è óãàî íà-

ñïðàì »å ïîäóäàðàí ñà

α
2
, ñëåäè äà jå sin α

2
= ρa

SaA
, òj. SaA = ρa

sin α

2

. Äàêëå,

èìàìî óñëîâ

ρa
sin α

2

>
»
ρ2a + (b− c)2. Îâèì ñìî îáåçáåäèëè è äà òà÷êà A

áóäå ó ñïî§àø»îñòè êðóãà ka, ïà ïîñòîjå è òàíãåíòå èç »å íà êðóãó ka.

Òàêî¢å, ïîøòî ñìî îáåçáåäèëè äà âàæè B(A, P, P ′
a), îíå £å ñå£è ïðàâó

PPa òàêî äà ñå òà÷êå P, Pa íà¢ó èçìå¢ó òèõ ïðåñå÷íèõ òà÷àêà, ïà óñëîâ

B(B,P, Pa, C) ñëóæè ñàìî òîìå äà ñå jåäèíñòâåíî îäðåäè êîjà jå îä òèõ

ïðåñå÷íèõ òà÷àêà òà÷êà B, à êîjà jå òà÷êà C.

Ïðåìà òîìå, àêî jå α < π è ρa
sin α

2

>
»
ρ2a + (b− c)2, ïîñòîjè jåäèíñòâåíî

ðåøå»å äî íà ïîäóäàðíîñò. Ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

9) a, ρb, ρc

Àíàëèçà. Íåêà jå△ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà. Òàäà jå

BC = a, ïîëóïðå÷íèê ñïî§à óïèñàíîã êðóãà êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó AC

jå ïîäóäàðàí äóæè ρb è ïîëóïðå÷íèê ñïî§à óïèñàíîã êðóã êîjè äîäèðójå

ñòðàíèöó AB jå ïîäóäàðàí äóæè ρc.
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A

B CA1

M

M ′

Ïðåòïîñòàâèìî áåç óìà»å»à îïøòîñòè äà jå AB < AC. Òàäà jå íà

îñíîâó Âåëèêîã çàäàòêà ρb > ρc. Íåêà ñó A1,M,M ′
òà÷êå èç Âåëèêîã

çàäàòêà è íåêà jå l îïèñàíè êðóã òðîóãëà △ABC. Òàäà jå íà îñíîâó

Âåëèêîã çàäàòêà A1M = 1
2
(ρb + ρc), MM ′ = 1

2
(ρb − ρc) è îïèñàíè êðóã l

ñàäðæè òà÷êå A,B,C,M .

Òà÷êà A1 jå ñðåäèøòå ñòðàíèöå BC, à òà÷êà M ïðèïàäà ñèìåòðàëè

ñòðàíèöå BC è A1M = 1
2
(ρb + ρc). Òà÷êà M

′
jå òàêâà äà jå ∡BM ′M = π

2
,

MM ′ = 1
2
(ρb − ρc) è B,M ′

ñó ñà èñòå ñòðàíå ñèìåòðàëå A1M ñòðàíèöå

BC. Îïèñàíè êðóã l òðîóãëà △ABC ñàäðæè òà÷êó M , ïà ñå ïîêëàïà ñà

îïèñàíèì êðóãîì òðîóãëà △BCM . Òà÷êà A ïðèïàäà êðóãó l è ïðàâîj

BM ′
è âàæè B(B,A,M ′).

Êîíñòðóêöèjà.

B CA1

M
M ′

A

Êîíñòðóèøèìî äóæ BC = a. Êîíñòðóèøèìî ñèìåòðàëó òå äóæè è

îçíà÷èìî ñà A1 ñðåäèøòå äóæè BC. Îçíà÷èìî íà ñèìåòðàëè òà÷êó M

òàêî äà âàæè A1M = 1
2
(ρb + ρc). Êîíñòðóèøèìî îïèñàíè êðóã l òðîó-

ãëà △BCM , êðóã k íàä ïðå÷íèêîì BM è êðóã k1(M, 1
2
(ρb − ρc)). Îçíà-

÷èìî ñà M ′
ïðåñå÷íó òà÷êó êðóãîâà k è k1 òàêâó äà âàæè B,M ′ −.. A1M

è M,M ′ −.. BC. Îçíà÷èìî ñà A ïðåñå÷íó òà÷êó ïðàâå BM ′
è êðóãà l òàêî

äà âàæè B(B,A,M ′).

Äîêàç. Òðåáà äîêàçàòè äà jå BC = a, äà jå ïîëóïðå÷íèê ñïî§à óïèñàíîã

êðóãà êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó AC ïîäóäàðàí äóæè ρb è äà jå ïîëóïðå÷íèê
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ñïî§à óïèñàíîã êðóãà êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó AB ïîäóäàðàí äóæè ρc.

ÏÊ jå BC = a.

Òà÷êàM ïðèïàäà ñèìåòðàëè ñòðàíèöå BC è èç ðàñïîðåäà B(B,A,M ′),
òj. A,M ′ −.. BC è M,M ′ −.. BC ñëåäè äà âàæè A,M −.. BC, ïà jå M òà÷êà

èç Âåëèêîã çàäàòêà. Òà÷êà M ′
ïðèïàäà êðóãó íàä ïðå÷íèêîì BM , ïà jå

∡BM ′M = π
2
. Èç B,M ′ −.. A1M è B(B,A,M ′) ñëåäè äà jå M ′

ïîäíîæjå

íîðìàëå èç M íà ïðàâîj AB, òj. äà jå M ′
òà÷êà èç Âåëèêîã çàäàòêà,

êàî è äà âàæè B,A−.. A1M , òj. òåìåíà A,B ñó ñ èñòå ñòðàíå ñèìåòðàëå

ñòðàíèöå BC. Îäàâäå ñëåäè äà jå AB < AC. Îçíà÷èìî ñïî§à óïèñàíå

êðóãîâå êîjè äîäèðójó ñòðàíèöå AC,AB ðåäîì ñà kb(Sb, SbPb), kc(Sc, ScPc)
(òà÷êå Sb, Sc, Pb, Pc ñó èç Âåëèêîã çàäàòêà). Èç AB < AC ñëåäè äà jå

SbPb > ScPc. Òðåáà äîêàçàòè äà jå SbPb = ρb è ScPc = ρc. Íà îñíîâó

Âåëèêîã çàäàòêà jå A1M = 1
2
(SbPb +ScPc) è MM ′ = 1

2
(SbPb −ScPc), à ÏÊ

jå A1M = 1
2
(ρb + ρc) è MM ′ = 1

2
(ρb − ρc). Ñëåäè äà jå

1
2
(SbPb + ScPc) =

1
2
(ρb + ρc) è

1
2
(SbPb − ScPc) = 1

2
(ρb − ρc), òj. SbPb + ScPc = ρb + ρc è

SbPb − ScPc = ρb − ρc. Ñàáèðà»åì îâèõ jåäíàêîñòè äîáèjàìî 2SbPb = 2ρb,
òj. SbPb = ρb, à »èõîâèì îäóçèìà»åì äîáèjàìî 2ScPc = 2ρc, òj. ScPc = ρc.

Äèñêóñèjà. Äèñêóòójåìî ñàìî î ñëó÷àjó êàäà jå AB < AC, òj. ρb > ρc.

Êðóã k íàä ïðå÷íèêîì BM ñàäðæè òà÷êó A1 jåð jå ∡BA1M = π
2
. Êàêî

jå

1
2
(ρb − ρc) <

1
2
(ρb + ρc) = MA1, òj. ïîëóïðå÷íèê êðóãà k1 jå ìà»è îä

MA1, ñëåäè äà ñó ñâå òà÷êå òîã êðóãà ñ èñòå ñòðàíå ïðàâå BC ñ êîjå jå

è òà÷êà M . Òàêî¢å, ñëåäè äà êðóã k1 ñå÷å êðóã k ó äâåìà òà÷êàìà, ïðè

÷åìó jå jåäíà îä »èõ ñà îíå ñòðàíå ïðàâå A1M ñ êîjå jå òà÷êà B, à îíà

äðóãà jå ñà ñóïðîòíå ñòðàíå. Ïðåìà òîìå, òà÷êàM ′
ïîñòîjè è jåäèíñòâåíî

jå îäðå¢åíà.

B CA1

M
M ′

A

X

Íåêà jå X òà÷êà íà êðóãó k òàêâà äà jå XB òàíãåíòà íà êðóãó l

ó òà÷êè B. Òàäà jå ∡XBM óãàî èçìå¢ó òàíãåíòå XB è òåòèâå BM ,

ïà jå ïîäóäàðàí ïåðè�åðèjñêîì óãëó ∡BCM íàä òîì òåòèâîì. Òðî-

óãàî △BCM jå jåäíàêîêðàê, ïà jå ∡BCM = ∡CBM . Ïðåìà òîìå,

∡XBM = ∡CBM = ∡A1BM , ïà êàêî jå è ∡BXM = π
2
= ∡BA1M è
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BM jå çàjåäíè÷êà ñòðàíèöà òðîóãëîâà △XBM è △A1BM , ñëåäè äà ñó

òè òðîóãëîâè ïîäóäàðíè. Ïðåìà òîìå, âàæè MX =MA1. Êàêî âàæè äà

jåMM ′ ≤ 1
2
(ρb−ρc) < MA1, ñëåäè äà òà÷êàM

′
ïðèïàäà êðà£åì ëóêó M̆X

êðóãà k (îíîì ëóêó êîjè íå ñàäðæè òà÷êó B), ïà ïðàâà BM ñå÷å êðóã l ó

òà÷êè A òàêâîj äà jå B(B,A,M ′), ïà è òà÷êà A ïîñòîjè è jåäèíñòâåíî jå

îäðå¢åíà. Ñëåäè äà ðåøå»å ïîñòîjè è jåäèíñòâåíî jå äî íà ïîäóäàðíîñò.

Äàêëå, êàêâå ãîä äà ñó äóæè a, ρb, ρc, ïîñòîjè jåäèíñòâåíî ðåøå»å äî

íà ïîäóäàðíîñò.

Ïðå ñëåäå£åã çàäàòêà, ðàçìîòðèìî ñëåäå£è ïðîáëåì. Äàòè ñó êðóãîâè

k1(O1, r1) è k2(O2, r2). Êîíñòðóèñàòè »èõîâå çàjåäíè÷êå òàíãåíòå (ñïî§à-
ø»å è óíóòðàø»å).

Àíàëèçà. Íåêà jå ïðàâà p çàjåäíè÷êà ñïî§àø»à, à q çàjåäíè÷êà óíóòðà-

ø»à òàíãåíòà êðóãîâà k1 è k2. Òàäà ïðàâà p äîäèðójå êðóãîâå k1 è k2 è

âàæè k1, k2−.. p, à ïðàâà q äîäèðójå êðóãîâå k1 è k2 è âàæè k1, k2 ÷ q.

O1 O2

k2k1

A2A1

O1 O2

k2

k1

B2

A2

A1

Íåêà ñó A1, A2 ðåäîì äîäèðíå òà÷êå ïðàâå p è êðóãîâà k1, k2. Òàäà

jå O1A1 ⊥ p è O2A2 ⊥ p, ïà âàæè O1A1 ‖ O2A2. Àêî jå r1 = r2, òàäà jå

ïðàâà p ïàðàëåëíà ñà ïðàâîì O1O2 è íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó r1(= r2) îä
»å. Ïðåòïîñòàâèìî áåç óìà»å»à îïøòîñòè äà jå r1 < r2. Íåêà jå ïðàâà

p′ ïàðàëåëíà ñà ïðàâîì p è ñàäðæè òà÷êó O1 è íåêà jå B2 ïðåñå÷íà òà÷êå

ïðàâèõ p′ è O2A2. Òàäà jå O2B2 ⊥ p′ è âàæè B(O2, B2, A2). ×åòâîðîóãàî
O1B2A2A1 jå ïàðàëåëîãðàì (jåð jå O1B2 ‖ A1A2 è O1A1 ‖ B2A2), ïà ñëåäè
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äà jå A2B2 = O1A1 = r1. Ïðåìà òîìå, O2B2 = O2A2 − A2B2 = r2 − r1, ïà

àêî ïîñìàòðàìî êðóã k′2(O2, r2− r1), ñëåäè äà jå p
′
òàíãåíòà íà òîì êðóãó

èç òà÷êå O1.

O1 O2

k2

k1

B2

A2

A1

Ñëè÷íî, íåêà ñó C1, C2 ðåäîì äîäèðíå òà÷êå ïðàâå q è êðóãîâà k1, k2.

Òàäà jå O1C1 ⊥ q è O2C2 ⊥ q, ïà âàæè O1C1 ‖ O2C2. Íåêà jå ïðàâà q′

ïàðàëåëíà ñà ïðàâîì q è ñàäðæè òà÷êó O1 è íåêà jå D2 ïðåñå÷íà òà÷êà

ïðàâèõ q′ è O2C2. Òàäà jå O2D2 ⊥ q′ è âàæè B(O2, C2, D2). ×åòâîðîóãàî
O1D2C2C1 jå ïàðàëåëîãðàì (jåð jå O1D2 ‖ C1C2 è O1C1 ‖ D2C2), ïà ñëåäè

äà jå C2D2 = O1C1 = r1. Ïðåìà òîìå, O2D2 = O2C2 + C2D2 = r2 + r1, ïà

àêî ïîñìàòðàìî êðóã k′′2(O2, r2+ r1), ñëåäè äà jå q
′
òàíãåíòà íà òîì êðóãó

èç òà÷êå O1.

Êîíñòðóêöèjà.

O1 O2

k2k1

A2A1

Àêî jå r1 = r2, êîíñòðóèøèìî ïðàâó p êîjà jå ïàðàëåëíà ñà ïðàâîì

O1O2 è íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó r1(= r2) îä »å.
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O1 O2

k2

k1

B2

A2

A1

Áåç óìà»å»à îïøòîñòè ïðåòïîñòàâèìî äà jå r1 < r2 (àêî íèjå, òj. àêî

jå r1 > r2, îçíà÷èìî òà÷êó O1 ñà O2 è îáðàòíî, êðóã k1 ñà k2 è îáðàòíî è

ïîëóïðå÷íèê r1 ñà r2 è îáðàòíî). Êîíñòðóèøèìî êðóã k
′
2(O2, r2−r1). Êîí-

ñòðóèøèìî òàíãåíòó p′ èç òà÷êå O1 íà êðóãó k
′
2 è êîíñòðóèøèìî ïðàâó p

êîjà jå ïàðàëåëíà ñà ïðàâîì p′, íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó r1 îä »å è çà êîjó

âàæè p, O2 ÷ p′. (Îâî jå êîíñòðóêöèjà çàjåäíè÷êå ñïî§àø»å òàíãåíòå.)

O1 O2

k2

k1

B2

A2

A1

Êîíñòðóèøèìî êðóã k′′2(O2, r2 + r1). Êîíñòðóèøèìî òàíãåíòó q′ èç

òà÷êå O1 íà êðóãó k
′′
2 è êîíñòðóèøèìî ïðàâó q êîjà jå ïàðàëåëíà ñà ïðàâîì

q′, íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó r1 îä »å è çà êîjó âàæè q, O2−.. q′. (Îâî jå

êîíñòðóêöèjà çàjåäíè÷êå óíóòðàø»å òàíãåíòå.)
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Äîêàç. Òðåáà äîêàçàòè äà ïðàâå p, q äîäèðójó êðóãîâå k1, k2 è äà âàæè

k1, k2−.. p è k1, k2 ÷ q.

Àêî jå r1 = r2, íåêà ñó n1, n2 ðåäîì íîðìàëå íà ïðàâîj O1O2 ó òà÷êàìà

O1, O2 è îçíà÷èìî ñà A1, A2 ðåäîì »èõîâå ïðåñå÷íå òà÷êå ñà ïðàâîì p′.

Òàäà jå O1A1 ⊥ p è O2A2 ⊥ p, ïà êàêî jå ïðàâà p íà ðàñòîjà»ó r1(= r2) îä
ïðàâå O1O2, ñëåäè äà jå O1A1 = O2A2 = r1 = r2. Ïðåìà òîìå, òà÷êà A1

ïðèïàäà êðóãó k1, òà÷êà A2 ïðèïàäà êðóãó k2 è ïðàâà p jå íîðìàëíà íà

ïîëóïðå÷íèöèìà O1A1, O2A2 êðóãîâà r1, r2, ïà ñëåäè äà jå îíà òàíãåíòà

íà êðóãîâèìà k1, k2 ðåäîì ó òà÷êàìà A1, A2. Êàêî âàæè O1, O2−.. p, ñëåäè
è k1, k2−.. p, ïà jå p çàjåäíè÷êà ñïî§àø»à òàíãåíòà êðóãîâà k1, k2.

Íåêà jå áåç óìà»å»à îïøòîñòè r1 < r2. Íåêà jå n íîðìàëà íà ïðàâîj

p′ ó òà÷êè O1. Îçíà÷èìî ñà A1 »åíó ïðåñå÷íó òà÷êó ñ ïðàâîì p. Êàêî jå

p ïàðàëåëíà ñà p′, ñëåäè äà jå O1A1 ⊥ p, à êàêî ñå íàëàçè íà ðàñòîjà»ó

r1 îä ïðàâå p′ è êàêî âàæè O1 ∈ p′ è A1 ∈ p, ñëåäè äà jå O1A1 = r1.

Ïðåìà òîìå, òà÷êà A1 ïðàâå p ïðèïàäà êðóãó k1 è ïðàâà p jå íîðìàëíà íà

ïîëóïðå÷íèêó O1A1 êðóãà k1, ïà ñëåäè äà jå ïðàâà p òàíãåíòà íà êðóãó

k1. Äà§å, ïðàâà p′ jå òàíãåíòà íà êðóãó k′2 è îçíà÷èìî ñà B2 »èõîâó

äîäèðíó òà÷êó. Òàäà jå p′ ⊥ O2B2. Îçíà÷èìî ñà A2 ïðåñå÷íó òà÷êó

ïðàâèõ p è O2B2. Êàêî jå ïðàâà p íà ðàñòîjà»ó r1 îä ïðàâå p
′
, ñëåäè äà jå

A2B2 = r1. Òàêî¢å, êàêî âàæè p, O2 ÷ p′, ñëåäè äà âàæè B(O2, B2, A2), ïà
jå O2A2 = O2B2+B2A2 = r2− r1+ r1 = r2, ïà òà÷êà A2 ïðèïàäà êðóãó k2.

Äàêëå, ïðàâà p jå íîðìàëíà íà ïîëóïðå÷íèêó O2A2 êðóãà k2, ïà jå îíà

òàíãåíòà íà òîì êðóãó ó òà÷êè A2. Èç p, O2÷ p′ ñëåäè äà âàæè p′, O2−.. p,
ïà çáîã O1 ∈ p′ ñëåäè äà âàæè O1, O2−.. p, øòî çíà÷è äà âàæè è k1, k2−.. p.
Ïðåìà òîìå, p jåñòå çàjåäíè÷êà ñïî§àø»à òàíãåíòà êðóãîâà k1, k2.

Íåêà jå n íîðìàëà íà ïðàâîj q′ ó òà÷êè O1. Îçíà÷èìî ñà C1 »åíó

ïðåñå÷íó òà÷êó ñ ïðàâîì q. Êàêî jå q ‖ q′, ñëåäè äà jå O1C1 ⊥ q, à êàêî

ñå íàëàçè íà ðàñòîjà»ó r1 îä ïðàâå q′ è êàêî âàæè O1 ∈ q′ è C1 ∈ q,

ñëåäè äà jå O1C1 = r1. Ïðåìà òîìå, òà÷êà C1 ïðàâå q ïðèïàäà êðóãó k1
è ïðàâà q jå íîðìàëíà íà ïîëóïðå÷íèêó O1C1 êðóãà k1, ïà ñëåäè äà jå

ïðàâà q òàíãåíòà íà êðóãó k1. Äà§å, ïðàâà q
′
jå òàíãåíòà íà êðóãó k′′2 è

îçíà÷èìî ñà D2 »èõîâó äîäèðíó òà÷êó. Òàäà jå q
′ ⊥ O2D2. Îçíà÷èìî ñà

C2 ïðåñå÷íó òà÷êó ïðàâèõ q è O2D2. Êàêî jå ïðàâà q íà ðàñòîjà»ó r1 îä

ïðàâå q′, ñëåäè äà jå C2D2 = r1. Òàêî¢å, êàêî âàæè q, O2−.. q′, ñëåäè äà

âàæè B(O2, C2, D2), ïà jå O2C2 = O2D2 − C2D2 = r2 + r1 − r1 = r2, ïà

òà÷êà C2 ïðèïàäà êðóãó k2. Äàêëå, ïðàâà q jå íîðìàëíà íà ïîëóïðå÷íèêó

O2C2 êðóãà k2, ïà jå îíà òàíãåíòà íà òîì êðóãó ó òà÷êè C2. Èç q, O2−.. q′
ñëåäè äà âàæè q′, O2 ÷ q, ïà çáîã O1 ∈ q′ ñëåäè äà âàæè O1, O2 ÷ q, øòî

çíà÷è äà âàæè è k1, k2 ÷ q. Ïðåìà òîìå, q jåñòå çàjåäíè÷êà óíóòðàø»à

òàíãåíòà êðóãîâà k1, k2.
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Äèñêóñèjà. Àêî jå r1 = r2 è O1 6= O2, îíäà ïîñòîjå òà÷íî äâå ïðàâå p

êîjå ñó ïàðàëåëíå ñà O1O2 è íàëàçå ñå íà ðàñòîjà»ó r1(= r2) îä »å, ïà

ïîñòîjå òà÷íî äâå çàjåäíè÷êå ñïî§àø»å òàíãåíòå êðóãîâà k1, k2. Àêî jå

r1 = r2 è O1 = O2, îíäà ñå êðóãîâè k1 è k2 ïîêëàïàjó, ïà jå ñâàêà òàíãåíòà

íà êðóãó k1 ójåäíî è òàíãåíòà íà êðóãó k2 è âàæè êðóãîâè k1, k2 ñå íàëàçå

ñà èñòå ñòðàíå òå òàíãåíòå, øòî çíà÷è äà çàäàòàê èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî

ðåøå»à.

Íåêà jå áåç óìà»å»à îïøòîñòè r1 < r2. Äà áè ïîñòîjàëà òàíãåíòà

èç òà÷êå O1 íà êðóãó k′2(O2, r2 − r1), òà÷êà O1 ìîðà áèòè èëè íà êðóãó

k2 èëè ó »åãîâîj ñïî§àø»îñòè, òj. ìîðà âàæèòè O1O2 ≥ r2 − r1. Àêî

jå O1O2 = r2 − r1, òàäà ïîñòîjè jåäèíñòâåíà òàíãåíòà p′, ïà ïîñòîjè è

jåäèíñòâåíà ïðàâà p êîjà jå ïàðàëåëíà ñà p′, íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó r1 îä

»å è çà êîjó âàæè p, O2 ÷ p′. Äàêëå, òàäà ïîñòîjè jåäèíñòâåíî ðåøå»å.

Àêî jå O1O2 > r2−r1, îíäà ïîñòîjå äâå òàíãåíòå p′, ïà ïîñòîjå è äâå ïðàâå
p. Äàêëå, ó òîì ñëó÷àjó ïîñòîjå äâà ðåøå»à.

Äà áè ïîñòîjàëà òàíãåíòà q′ èç òà÷êå O1 íà êðóãó k
′′
2 , îíà ñå ìîðà íà-

ëàçèòè íà êðóãó k′′2 èëè ó »åãîâîj ñïî§àøíîñòè. Äàêëå, ìîðà âàæèòè

O1O2 ≥ r2 + r1. Àêî jå O1O2, îíäà ïîñòîjè jåäèíñòâåíà òàíãåíòà q′, ïà

ïîñòîjè è jåäèíñòâåíà ïðàâà q êîjà jå ïàðàëåëíà ñà ïðàâîì q′, íàëàçè ñå íà

ðàñòîjà»ó r1 îä »å è çà êîjó âàæè q, O2−.. q′, ïà çàäàòàê èìà jåäèíñòâåíî
ðåøå»å. Àêî jå O1O2 > r2+ r1, îíäà ïîñòîjå äâå òàíãåíòå q

′
, ïà ïîñòîjå è

äâå ïðàâå q. Äàêëå, ó òîì ñëó÷àjó ïîñòîjå äâà ðåøå»à.

10) α, ρ, ρa

Àíàëèçà. Íåêà jå △ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà. Òàäà

jå ∡BAC = α, ïîëóïðå÷íèê óïèñàíîã êðóãà jå ïîäóäàðàí äóæè ρ è ïîëó-

ïðå÷íèê ñïî§à óïèñàíîã êðóãà êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó BC jå ïîäóäàðàí

äóæè ρa.
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A

B
C

S

Sa

Íåêà ñó S, Sa ðåäîì öåíòàð óïèñàíîã êðóãà k è öåíòàð ñïî§à óïèñàíîã

êðóãà ka êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó BC è íåêà ñó R,Ra ïîäíîæjà íîðìàëà èç

òà÷àêà S, Sa íà ïðàâîj AB. Òà÷êå S, Sa ïðèïàäàjó áèñåêòðèñè óãëà ∡BAC

(ïîëóïðàâîj!), à êàêî ñó R,Ra ðåäîì äîäèðíå òà÷êå êðóãîâà k, ka è ïðàâå

AB, ñëåäè äà jå SR = ρ è SaRa = ρa. Ïðåìà òîìå, òà÷êà S ñå íàëàçè

íà ðàñòîjà»ó ρ îä ïðàâå AB, à òà÷êà Sa ñå íàëàçè íà ðàñòîjà»ó ρa îä

ïðàâå AB. Ïðàâà BC jå çàjåäíè÷êà òàíãåíòà êðóãîâà k, ka, à êàêî âàæè

k, ka ÷BC, ó ïèòà»ó jå çàjåäíè÷êà óíóòðàø»à òàíãåíòà òèõ êðóãîâà.

Êîíñòðóêöèjà.
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A

B
C

p s

SR

Sa

Ra q

Êîíñòðóèøèìî óãàî ∡pAq = α. Êîíñòðóèøèìî áèñåêòèñó As (ïîëó-

ïðàâó!) óãëà ∡pAq. Êîíñòðóèøèìî ïðàâó a êîjà jå ïàðàëåëíà ñà êðàêîì

Ap óãëà ∡pAq, íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó ρ îä »å è íàëàçè ñå ñ îíå ñòðàíå

ïðàâå îäðå¢åíå êðàêîì Ap ñ êîjå ñå íàëàçå êðàê (ïîëóïðàâà) Ap è áèñåê-

òðèñà As óãëà ∡pAq. Ïðåñå÷íó òà÷êó ïðàâå a è áèñåêðèñå As îçíà÷èìî

ñà S. Êîíñòðóèøèìî ïðàâó b êîjà jå ïàðàëåëíà ñà êðàêîì Ap óãëà ∡pAq,

íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó ρa îä »å è íàëàçè ñå ñ îíå ñòðàíå ïðàâå îäðå-

¢åíå êðàêîì Ap ñ êîjå ñå íàëàçå êðàê (ïîëóïðàâà) Ap è áèñåêòðèñà As

óãëà ∡pAq. Ïðåñå÷íó òà÷êó ïðàâå b è áèñåêðèñå As îçíà÷èìî ñà Sa òàêî

äà âàæè B(A, S, Sa). Êîíñòðóèøèìî êðóãîâå k(S, ρ) è ka(Sa, ρa) è êîí-

ñòðóèøèìî »èõîâó çàjåäíè÷êó óíóòðàø»ó òàíãåíòó t. Ïðåñå÷íó òà÷êó

òàíãåíòå t è êðàêà Ap óãëà ∡pAq îçíà÷èìî ñà B, à ïðåñå÷íó òà÷êó òàí-

ãåíòå t è êðàêà Aq îçíà÷èìî ñà C.

Äîêàç. Òðåáà äîêàçàòè äà jå ∡BAC = α, äà jå ïîëóïðå÷íèê óïèñàíîã

êðóãà òðîóãëà △ABC ïîäóäàðàí äóæè ρ è äà jå ïîëóïðå÷íèê ñïî§à óïè-

ñàíîã êðóãà êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó BC òðîóãëà △ABC ïîäóäàðàí äóæè

ρa.

ÏÊ òà÷êà B ïðèïàäà êðàêó Ap, à òà÷êà C êðàêó Aq óãëà ∡pAq êîjè

jå ÏÊ ïîäóäàðàí óãëó α, ïà ñëåäè äà jå ∡BAC = ∡pAq = α.

Öåíòðè S, Sa êðóãîâà k, ka ñó íà áèñåêòðèñè As óãëà ∡BAC = ∡pAq

è íàëàçå ñå ðåäîì íà ðàñòîjà»èìà ρ, ρa îä êðàêà Ap, òj. êðàêà AB, ïà

êàêî ñó èì ïîëóïðå÷íèöè ðåäîì ïîäóäàðíè äóæèìà ρ, ρa, ñëåäè äà îíè

äîäèðójó êðàêîâå Ap,Aq (òj. AB,AC) óãëà ∡pAq = ∡BAC. ÏÊ jå ïðàâà

BC çàjåäíè÷êà óíóòðàø»à òàíãåíòà êðóãîâà k, ka, ïà jå jåäàí îä òèõ
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êðóãîâà óïèñàíè, à äðóãè ñïî§à óïèñàíè êðóã êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó

BC òðîóãëà △ABC. Ñ îáçèðîì íà òî äà ÏÊ âàæè B(A, S, Sa), ñëåäè äà

jå k(S, ρ) óïèñàíè, à ka(Sa, ρa) ñïî§à óïèñàíè êðóã êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó
BC. Êîíà÷íî ñëåäè è äà jå ïîëóïðå÷íèê óïèñàíîã êðóãà òðîóãëà △ABC
ïîäóäàðàí äóæè ρ è äà jå ïîëóïðå÷íèê ñïî§à óïèñàíîã êðóãà êîjè äîäè-

ðójå ñòðàíèöó BC ïîäóäàðàí äóæè ρa.

Äèñêóñèjà. Àêî jå α ≥ π, íå ïîñòîjè òðîóãàî △ABC ÷èjè jå òî óíóòðà-

ø»è óãàî, ïà çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

Íåêà ñó R,Ra ïîäíîæjà íîðìàëà èç òà÷àêà S, Sa ðåäîì íà êðàêó Ap.

Òàäà ïðåìà Òàëåñîâîj òåîðåìè ñëåäè

AS
ASa

= SR
SaRa

, à êàêî ñå òà÷êå S, Sa

íàëàçå ðåäîì íà ðàñòîjà»èìà ρ, ρa îä êðàêà Ap, ñëåäè äà jå SR = ρ è

SaRa = ρa, ïà jå

AS
ASa

= ρ
ρa
. Äà áè âàæèî ðàñïîðåä òà÷àêà B(A, S, Sa),

ìîðà âàæèòè AS < ASa, òj.
AS
ASa

< 1, à òî âàæè àêî è ñàìî àêî âàæè

ρ
ρa

< 1, òj. ρ < ρa. Íà îñíîâó Äèñêóñèjå î çàjåäíè÷êèì òàíãåíòàìà

ñëåäè äà êðóãîâè k, ka èìàjó çàjåäíè÷êèõ óíóòðàø»èõ òàíãåíòè àêî è

ñàìî àêî âàæè SSa ≥ ρ+ρa. Èç ïðàâîóãëèõ òðîóãëîâà △ASR è △ASaRa

äîáèjàìî äà jå sin α
2

= sin∡RAS = RS
AS

è sin α
2

= sin∡RaASa = RaSa

ASa
,

ïà âàæè AS = RS
sin α

2

= ρ

sin α

2

è ASa = RaSa

sin α

2

= ρa
sin α

2

. Ïðåìà òîìå, âàæè

SSa = ASa−AS = ρa
sin α

2

− ρ
sin α

2

= ρa−ρ
sin α

2

, ïà jå

ρa−ρ
sin α

2

≥ ρ+ ρa óñëîâ ïîñòîjà»à

çàjåäíè÷êå óíóòðàø»å òàíãåíòå.

A

B C

S

Sa

P Pa

Ó êîíñòðóêöèjè jå ïðåñå÷íà òà÷êà çàjåäíè÷êå óíóòðàø»å òàíãåíòå è

êðàêà Ap îçíà÷åíà ñà B, à ïðåñå÷íà òà÷êà òå òàíãåíòå è êðàêà Aq jå

113



îçíà÷åíà ñà C. Òó ñìî èìàëè ìîãó£íîñò äà îäàáåðåìî êîjà £å ñå òà÷êà

îçíà÷èòè ñà B à êîjà ñà C, ïà ìîðàìî èñïèòàòè äà ëè ñå îáðíóòèì îçíà-

÷àâà»åì äîáèjàjó íåïîäóäàðíà ðåøå»à. Àêî âàæè

ρa−ρ
sin α

2

= ρ + ρa, îíäà

ñå êðóãîâè k, ka äîäèðójó è ïîñòîjè jåäèíñòâåíà çàjåäíè÷êà óíóòðàø»à

òàíãåíòà êðóãîâà k, ka. Óïèñàíè êðóã äîäèðójå ñòðàíèöó BC ó òà÷êè P ,

à ñïî§à óïèñàíè êðóã òðîóãëà êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó BC äîäèðójå òó

ñòðàíèöó ó òà÷êè Pa è íà îñíîâó Âåëèêîã çàäàòêà jå ñðåäèøòå A1 ñòðà-

íèöå BC ójåäíî è ñðåäèøòå äóæè PPa. Ñëåäè äà ñå òè êðóãîâè äîäèðójó

àêî è ñàìî àêî ñå òà÷êå P, Pa, A1 ïîêëàïàjó, òj. àêî è ñàìî àêî jå òðîóãàî

△ABC jåäíàêîêðàêè êîä êîjåã âàæè AB = AC. Ñëåäè äà ó îâîì ñëó÷àjó

ïðîìåíà îçíàêà òåìåíèìà B,C äàjå ïîäóäàðíà ðåøå»à.

A

B
C

p s

SR

P

Sa

Ra

Pa

q

C′

B′

P ′

P ′

a

Àêî jå

ρa−ρ
sin α

2

> ρ + ρa, îíäà ñå êðóãîâè k, ka íå äîäóðójó è èìàjó äâå

ðàçíå çàjåäíè÷êå òàíãåíòå. �àçìîòðèìî çà ïî÷åòàê jåäíó îä òèõ òàíãåíòè.

Êàêî ñå êðóãîâè k, ka íå äîäèðójó, ñëåäè äà ïðè jåäíîì èçáîðó îçíàêà

òåìåíà B,C âàæè ðàñïîðåä òà÷àêà B(B,P, Pa, C), à ïðè äðóãîì âàæè

ðàñïîðåä òà÷àêà B(C, P, Pa, B). Ó ïðâîì ñëó÷àjó jå AB < AC, à ó äðóãîì

AC < AB, ïà ïðîìåíà îçíàêà äàjå íåïîäóäàðíà ðåøå»à. Óçìèìî ñàäà

ó îáçèð è äðóãó òàíãåíòó. Òó òàêî¢å äîáèjàìî äâà íåïîäóäàðíà ðåøå»à.

Ñâå øòî jîø òðåáà ïðîâåðèòè jåñòå äà ëè ñó ñâà ÷åòèðè äîáèjåíà ðåøå»à

ìå¢óñîáíî íåïîäóäàðíà. Ñàäà ñëåäè äîêàç äà íèñó ñâà ÷åòèðè òðîóãëà

ìå¢óñîáíî íåïîäóäàðíà, âå£ äà èìàìî äâà ïàðà ïîäóäàðíèõ òðîóãëîâà,

òj. äà çàäàòàê èìà äâà íåïîäóäàðíà ðåøå»à. Òàj äîêàç jå çà ñàäà ìàëî

íåñðå£íî îájàø»åí, ïà íèjå ñòðàøíî àêî ãà íå ðàçóìåòå.

Ñâàêîì îä ÷åòèðè äîáèjåíà òðîóãëà ñó ïîäóäàðíå òàíãåíòíå äóæè ÷èjå
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jå jåäíî òåìå òà÷êà A, à äðóãî äîäèðíà òà÷êà êðóãà ka è êðàêà Ap óãëà

∡pAq = ∡BAC (ó Äîêàçó îçíà÷åíà ñà Ra), à òà äóæ (ARa) jå íà îñíîâó

òâð¢å»à 2) Âåëèêîã çàäàòêà ïîäóäàðíà ïîëóîáèìó îäãîâàðàjó£åã òðîó-

ãëà △ABC. Äàêëå, ñâà ÷åòèðè äîáèjåíà òðîóãëà èìàjó ïîäóäàðíå ïîëó-

îáèìå, ïà èìàjó è ïîäóäàðíå îáèìå. Òàêî¢å, ñâàêîì îä òèõ òðîóãëîâà ñó

ïîäóäàðíå òàíãåíòíå äóæè ÷èjå jå jåäíî òåìå òà÷êà A, à äðóãî äîäèðíà

òà÷êà êðóãà k è êðàêà Ap (ó Äîêàçó îçíà÷åíà ñà R), à òà äóæ (AR) jå

íà îñíîâó òâð¢å»à 3) Âåëèêîã çàäàòêà ïîäóäàðíà ðàçëèöè ïîëóîáèìà è

ñòðàíèöå BC îäãîâàðàjó£åã òðîóãëà △ABC. Êàêî ñó ïîëóîáèìîâè ñâà

÷åòèðè òðîóãëà ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíè, ñëåäè äà ñó ïîäóäàðíå è ñâå ñòðà-

íèöå BC. Òàêî¢å, êàêî ñó jîø è îáèìîâè ïîäóäàðíè, ïîäóäàðíè ñó è

çáèðîâè ñòðàíèöà AB è AC. Èç ðåøå»à ïðîáëåìà î çàjåäíè÷êèì òàí-

ãåíòàìà âèäèìî äà ñó çà äâà êðóãà ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíå äóæ ÷èjà ñó òå-

ìåíà äîäèðíå òà÷êå jåäíå çàjåäíè÷êå óíóòðàø»å òàíãåíòå è òèõ êðóãîâà

è äóæ ÷èjà ñó òåìåíà äîäèðíå òà÷êå äðóãå çàjåäíè÷êå óíóòðàø»å òàí-

ãåíòå è òèõ êðóãîâà. Àêî êîðèñòèìî îçíàêå P, Pa èç Äîêàçà çà äîäèðíå

òà÷êå çàjåäíè÷êå óíóòðàø»å òàíãåíòå BC è êðóãîâà k, ka, ñëåäè äà ñó

äóæè PPa îäãîâàðàjó£èõ òðîóãëîâà ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíå. Ó çàâèñíîñòè

îä òîãà äà ëè âàæè ðàñïîðåä B(B,P, Pa, C) èëè B(C, P, Pa, B), äóæ PPa

jå ïîäóäàðíà ðàçëèöè AC −AB èëè AB−AC. Ìå¢óòèì, ïîäóäàðíè ñó è

çáèðîâè òèõ ñòðàíèöà, ïà ñëåäè äà ñó êîä îíîã ïàðà òðîóãëîâà êîä êîjèõ

jå AB < AC ïîäóäàðíå îäãîâàðàjó£å äóæè AB,AC, ïà ñó è îíè ìå¢ó-

ñîáíî ïîäóäàðíè è äà ñó êîä îíîã ïàðà òðîóãëîâà êîä êîjèõ jå AB > AC

ïîäóäàðíå îäãîâàðàjó£å äóæè AB,AC, ïà ñó è îíè ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíè.

Äàêëå, ìå¢ó ÷åòèðèìà äîáèjåíèì òðîóãëîâèìà èìàìî äâà ïàðà ìå¢óñîáíî

ïîäóäàðíèõ òðîóãëîâà òàêâèõ äà òðîóãëîâè óçåòè èç ðàçëè÷èòèõ ïàðîâà

íèñó ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíè, ïà ïîñòîjå äâà íåïîäóäàðíà ðåøå»à.

Íà ñëèöè ñå îâî ìíîãî áî§å âèäè. Àêî ó òðîóãëó △ABC çàìåíèìî

îçíàêå òåìåíèìà B,C, äîáèjàìî òðîóãàî êîjè íèjå ïîäóäàðàí ïîëàçíîì

òðîóãëó, àëè jåñòå ïîäóäàðàí òðîóãëó △AB′C ′
ñà ñëèêå. Òàêî¢å, àêî ó

òðîóãëó △AB′C ′
çàìåíèìî îçíàêå òåìåíèìà B′, C ′

, äîáèjàìî òðîóãàî êîjè

íèjå ïîäóäàðàí ïîëàçíîì òðîóãëó, àëè jåñòå ïîäóäàðàí òðîóãëó △ABC
ñà ñëèêå. Íàðàâíî, òðîóãëîâè △ABC è △A′B′C ′

íèñó ïîäóäàðíè, ïà

çàäàòàê èìà äâà íåïîäóäàðíà ðåøå»à.

Çàê§ó÷àê jå ñëåäå£è. Àêî jå α < π, ρ < ρa è
ρa−ρ
sin α

2

= ρ+ρa, îíäà ïîñòîjè

jåäèíñòâåíî ðåøå»å äî íà ïîäóäàðíîñò. Àêî jå α < π, ρ < ρa è
ρa−ρ
sin α

2

>

ρ + ρa, îíäà ïîñòîjå äâà íåïîäóäàðíà ðåøå»à. Ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà,

çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

11) b− c, ha, ρ

Àíàëèçà. Íåêà jå △ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà. Íåêà
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jå A′
ïîäíîæjå âèñèíå èç òåìåíà A, S öåíòàð óïèñàíîã êðóãà è P äîäèðíà

òà÷êà óïèñàíîã êðóãà è ñòðíèöå BC. Òàäà âàæè AB < AC è AC−AB =
b− c, AA′ = ha è SP = ρ.

A

B CA′

S

P

P ′

Pa

Íåêà ñó P ′, Pa òà÷êå èç Âåëèêîã çàäàòêà. Íà îñíîâó Âåëèêîã çàäàòêà

âàæè B(B,P, Pa, C), PPa = b − c è òà÷êå A, P ′, Pa ñó êîëèíåàðíå. Òà÷êà

S jå ñðåäèøòå äóæè P ′P , ïà jå P ′P = P ′S + SP = 2SP = 2ρ. Ó òðîóãëó

△P ′PPa je P
′P = 2ρ, ∡P ′PPa =

π
2
è PPa = b− c, ïà òàj òðîóãàî óìåìî äà

êîíñòðóèøåìî. Òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj P ′Pa è íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó

ha îä ïðàâå BC, òj. îä ïðàâå PPa. Òà÷êå B,C ïðèïàäàjó òàíãåíòàìà èç

òà÷êå A íà óïèñàíîì êðóãó k(S, SP ) è ïðàâîj PPa òàêî äà âàæè ðàñïîðåä

B(B,P, Pa, C).

Êîíñòðóêöèjà. Êîíñòðóèøèìî òðîóãàî △P ′PPa òàêàâ äà jå P
′P = 2ρ,

∡P ′PPa = π
2
è PPa = b − c. Îçíà÷èìî ñà S ñðåäèøòå äóæè P ′P è

êîíñòðóèøèìî êðóã k(S, SP ). Êîíñòðóèøèìî ïðàâó p êîjà jå ïàðàëåëíà
ñà ïðàâîì PPa è íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó ha òàêâó äà âàæè p, S, P

′−.. PPa.

Ó ïðåñåêó ïðàâèõ p è P ′Pa îçíà÷èìî òà÷êó A òàêî äà âàæè B(A, P ′, Pa).
Êîíñòðóèøèìî òàíãåíòå èç òà÷êå A íà êðóãó k. Ó ïðåñåêó òèõ òàíãåíòè

è ïðàâå PPa îçíà÷èìî òà÷êå B,C òàêî äà âàæè B(B,P, Pa, C).

Äîêàç. Òà÷êà S jå ñðåäèøòå äóæè P ′P êîjà jå ÏÊ ïîäóäàðíà äóæè 2ρ, ïà
ñëåäè äà jå SP = 1

2
P ′P = 1

2
2ρ = ρ. Êàêî jå ïî êîíñòðóêöèjè P ′P ⊥ PPa,

ñëåäè äà jå ïðàâà PPa íîðìàëíà íà ïîëóïðå÷íèêó SP êðóãà k(S, SP ),
ïà jå îíà òàíãåíòà íà êðóãó k ó òà÷êè P . ÏÊ âàæè B(B,P, Pa, C), ïà
ïðàâó PPa ìîæåìî îçíà÷àâàòè è ñà BC. Äàêëå, ïðàâà BC jå òàíãåíòà

íà êðóãó k è äîäèðójå jå ó òà÷êè P êîjà ÏÊ ïðèïàäà äóæè BC. Òàêî¢å,

ïðàâå AB,AC ñó ÏÊ òàíãåíòå íà êðóãó k, ïà ñëåäè äà jå êðóã k èëè óïè-

ñàíè êðóã èëè ñïî§à óïèñàíè êðóã êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó BC òðîóãëà

△ABC. Êàêî ÏÊ âàæè A, S−.. PPa, òj. A, S−.. BC, ñëåäè äà jå ó ïèòà»ó

óïèñàíè êðóã, ïà jå »åãîâ ïîëóïðå÷íèê ïîäóäàðàí äóæè ρ.

Äàêëå, P jå äîäèðíà òà÷êà óïèñàíîã êðóãà è ñòðàíèöå BC, à êàêî jå

ÏÊ òà÷êà S ñðåäèøòå äóæè P ′P , ñëåäè äà jå P ′
òà÷êà èç Âåëèêîã çàäàòêà.

Êàêî äîäèðíà òà÷êà ñòðàíèöå BC è îäãîâàðàjó£åã ñïî§à óïèñàíîã êðóãà

òðîóãëà△ABC ïðèïàäà ïðàâîj AP ′
, à ÏÊ òà÷êà Pa ïðèïàäà ïðàâîj AP

′
è

ñòðàíèöè BC, ñëåäè äà jå Pa äîäèðíà òà÷êà ñòðàíèöå BC è îäãîâàðàjó£åã
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ñïî§à óïèñàíîã êðóãà. Èç ðàñïîðåäà B(B,P, Pa, C) íà îñíîâó Âåëèêîã

çàäàòêà ñëåäè äà jå AB < AC è äà jå PPa = AC −AB, à êàêî ÏÊ èìàìî

PPa = b− c, ñëåäè äà jå AC − AB = b− c.

Òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj p êîjà jå ïàðàëåëíà ñà ïðàâîì PPa, òj. ïðàâîì

BC è íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó ha îä »å, ïà àêî îçíà÷èìî ñà A′
ïîäíîæjå

âèñèíå èç òåìåíà A òðîóãëà △ABC, ñëåäè äà jå AA′ = ha.

Äèñêóñèjà. Äà áè âàæèî óñëîâ B(A, P ′, Pa), ìîðà áèòè ha > 2ρ, jåð ïðàâå
êîjå ñó ïàðàëåëíå ñà PPa è íàëàçå ñå íà ðàñòîjà»ó ìà»åì îä 2ρ ñåêó äóæ
PaP

′
, à ïðàâà êîjà ñå íàëàçè íà ðàñòîjà»ó 2ρ ñå÷å ïðàâó PaP

′
ó òà÷êè P ′

.

Îâèì ñìî îñèãóðàëè è äà òà÷êà A ïðèïàäà ñïî§àø»îñòè êðóãà k(S, SP ),
jåð ïðàâà p (êîjà jå ïàðàëåëíà ñà PPa è íàëàçè ñå íà ðàñòîjà»ó ha(> 2ρ)
îä »å) íåìà çàjåäíè÷êèõ òà÷àêà ñà êðóãîì k, ïà ïîñòîjå äâå òàíãåíòå èç

òà÷êå A íà êðóãó k. Oáåçáåäèâøè ðàñïîðåä òà÷àêà B(A, P, P ′
a), îáåçáå-

äèëè ñìî äà £å òå òàíãåíòå ñå£è ïðàâó PPa òàêî äà ñå òà÷êå P, Pa íà¢ó

èçìå¢ó òèõ ïðåñå÷íèõ òà÷àêà, ïà óñëîâ B(B,P, Pa, C) ñëóæè ñàìî òîìå

äà ñå jåäèíñòâåíî îäðåäè êîjà jå îä òèõ ïðåñå÷íèõ òà÷àêà òà÷êà B, à êîjà

jå òà÷êà C, à ïîòðåáàí jå äà áè âàæèëî AB < AC.

Äàêëå, àêî âàæè ha > 2ρ, ïîñòîjè jåäèíñòâåíî ðåøå»å äî íà ïîäóäàð-
íîñò, à àêî âàæè ha ≤ 2ρ, çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

2. A,H,O

Àíàëèçà. Íåêà jå△ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà, òj. íåêà

ñå »åãîâî òåìå A ïîêëàïà ñ äàòîì òà÷êîì A, íåêà ñå »åãîâ îðòîöåíòàð

ïîêëàïà ñ äàòîì òà÷êîì H è íåêà ñå öåíòàð »åãîâîã îïèñàíîã êðóãà

ïîêëàïà ñà òà÷êîì O.

A

B CA1A′

B′

H

O

H1

Íåêà jå A1 ñðåäèøòå ñòðàíèöå BC òðîóãëà △ABC è íåêà jå H1 òà÷êà

ñèìåòðè÷íà îðòîöåíòðó H ó îäíîñó íà òà÷êó A1. Ó 3. çàäàòêó èç îáëàñòè

Ïîäóäàðíîñò ñìî äîêàçàëè äà jå òàäà òà÷êà H1 ñèìåòðè÷íà òåìåíó A ó
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îäíîñó íà öåíòàð O îïèñàíîã êðóãà òðîóãëà △ABC. Ïðèìåòèìî äà àêî
ñå òà÷êå A,H ïîêëàïàjó, òj. àêî jå △ABC ïðàâîóãëè ñ ïðàâèì óãëîì êîä

òåìåíà A, îíäà ñå ïîêëàïàjó è òà÷êå O,A1 jåð ñå öåíòàð îïèñàíîã êðóãà

íàëàçè íà ñðåäèøòó õèïîòåíóçå BC, à àêî ñå òà÷êå A,H ðàçëèêójó, îíäà

ñå ðàçëèêójó è òà÷êå O,A1 è èìàìî äà jå ïðàâà BC íîðìàëíà íà ïðàâîj

OA1 ó òà÷êè A1.

Êîíñòðóêöèjà.

H = A

O

H1

A1

B

C

A

H

O

H1

A1B C

Îçíà÷èìî ñà H1 òà÷êó ñèìåòðè÷íó òà÷êè A ó îäíîñó íà òà÷êó O, à

çàòèì ñà A1 ñðåäèøòå äóæè HH1. Êîíñòðóèøèìî êðóã l(O,OA). Àêî

ñå òà÷êå O,A1 ïîêëàïàjó, îíäà êîíñòðóèøèìî ïðîèçâî§íó ïðàâó p êîjà

ñàäðæè O è ðàçëè÷èòà jå îä ïðàâå OA è îçíà÷èìî ñà B,C ïðåñå÷íå òà÷êå

òå ïðàâå è êðóãà l, à àêî ñå òà÷êå O,A1 ðàçëèêójó, îíäà êîíñòðóèøèìî

ïðàâó p êîjà jå íîðìàëíà íà OA1 ó òà÷êè A1 è íå ñàäðæè òà÷êó A è

îçíà÷èìî ñà B,C ïðåñå÷íå òà÷êå òå ïðàâå è êðóãà l.

Äîêàç. ÏÊ ñå òà÷êå B,C ðàçëèêójó è ïðèïàäàjó ïðàâîj p êîjà íå ñàäðæè

òà÷êó A, ïà ñó A,B,C òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå. Òàêî¢å, îíå ÏÊ ïðèïàäàjó

êðóãó l, ïà jå l îïèñàíè êðóã òðîóãëà △ABC, à êàêî jå O »åãîâ öåíòàð,

ñëåäè äà jå O öåíòàð îïèñàíîã êðóãà òðîóãëà △ABC.
Èç ïðåòõîäíîã çàê§ó÷êà ñëåäè äà jå OB = OC. Àêî ñå òà÷êå O,A1

ïîêëàïàjó, îíäà òà÷êà O ïðèïàäà ñòðàíèöè BC, ïà çáîã OB = OC çà-

ê§ó÷ójåìî äà jå O (òj. A1) ñðåäèøòå ñòðàíèöå BC. Àêî ñå òà÷êå O,A1

ðàçëèêójó, îíäà jå ïî êîíñòðóêöèjè OA1 ⊥ BC, ïà êàêî O ïðèïàäà ñè-

ìåòðàëè ñòðàíèöå BC (jåð âàæè OB = OC), ñëåäè äà jå OA1 ñèìåòðàëà

ñòðàíèöå BC. ÏÊ òà÷êà A1 ïðèïàäà ñòðàíèöè BC, ïà ñëåäè äà jå îíà

»åíî ñðåäèøòå. ÏÊ je òà÷êà H1 ñèìåòðè÷íà òåìåíó A ó îäíîñó íà öåíòàð

îïèñàíîã êðóãà, à ó 3. çàäàòêó èç îáëàñòè Ïîäóäàðíîñò äîêàçàëè ñìî äà

jå òà÷êà ñèìåòðè÷íà îðòîöåíòðó ó îäíîñó íà ñðåäèøòå ñòðàíèöå BC ñè-

ìåòðè÷íà è òåìåíó A ó îäíîñó íà öåíòàð îïèñàíîã êðóãà òðîóãëà △ABC.
Ñëåäè äà jå òà÷êà H1 ñèìåòðè÷íà îðòîöåíòðó ó îäíîñó íà ñðåäèøòå A1
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äóæè BC, à ñàìèì òèì è äà jå îðòîöåíòàð ñèìåòðè÷àí òà÷êè H1 ó îä-

íîñó íà òà÷êó A1. ÏÊ jå A1 ñðåäèøòå äóæè HH1, ïà ñëåäè äà jå òà÷êà H

ñèìåòðè÷íà òà÷êè H1 ó îäíîñó íà ñðåäèøòå A1 ñòðàíèöå BC, øòî çíà÷è

äà jå òà÷êà H îðòîöåíòàð òðîóãëà △ABC.

Äèñêóñèjà. Àêî ñå òà÷êå A,O ïîêëàïàjó, çàäàòàê íåìà ðåøå»à, jåð ñå

òåìåíà ñâàêîã òðîóãëà ðàçëèêójó îä öåíòðà »åãîâîã îïèñàíîã êðóãà (à

òàäà òàêî¢å íå ïîñòîjè êðóã l(O,OA)). Íåêà ñó òà÷êå A,O ðàçëè÷èòå.

Ìîðàìî îáåçáåäèòè äà ïðàâà p êîjó êîíñòðóèøåìî êðîç òà÷êó A1 ñå÷å

êðóã l ó äâåìà òà÷êàìà è äà íå ñàäðæè òà÷êó A. Àêî ñå òà÷êå O,A1

ïîêëàïàjó, îíäà ñìî òó ïðàâó êîíñòðóèñàëè ïðîèçâî§íî òàêî äà ñå ðàç-

ëèêójå îä ïðàâå OA. Ñâàêà ïðàâà êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó O ñå÷å êðóã l

ó äâåìà òà÷êàìà è ñàìî ïðàâà OA ñàäðæè òà÷êó A. Äàêëå, òàäà ïîñòîjè

áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à.

Íåêà ñå òà÷êå O,A1 ðàçëèêójó. Òà÷êà O jå ñðåäèøòå äóæè AH1, à

òà÷êà A1 jå ñðåäèøòå äóæè HH1. Àêî ñó òà÷êå A,H,H1 íåêîëèíåàðíå

(òj. àêî ïîñòîjè òðîóãàî △AHH1), îíäà jå OA1 »åãîâà ñðåä»à ëèíèjà è

âàæè OA1 ‖ AH è OA1 =
AH
2
. Àêî ñó òà÷êå A,H,H1 êîëèíåàðíå è ïðèïà-

äàjó íåêîj ïðàâîj p, îíäà è òà÷êå O,A1 ïðèïàäàjó ïðàâîj p. Äîêàæèìî äà

jå è ó îâîì ñëó÷àjó OA1 =
AH
2
, òj. AH = 2OA1. Èç ÷è»åíèöà äà jå O ñðå-

äèøòå äóæè AH1 è A1 ñðåäèøòå äóæè HH1 äîáèjàìî äà âàæå ðàñïîðåäè

B(A,O,H1) è B(H,A1, H1), êàî è jåäíàêîñòè AO = OH1 è HA1 = A1H1.

Íåêà âàæè ðàñïîðåä B(A,O,H). Taäà jå AH = AO+OH = OH1+OH .

Àêî âàæè B(O,A1, H1), îíäà äîáèjàìî OH1 = OA1+A1H1 = OA1+HA1,

ïà jå AH = OA1 + HA1 + OH . Äîáèjàìî è ðàñïîðåä B(A,O,A1, H1),
øòî çàjåäíî ñà B(H,A1, H1) êîíà÷íî äàjå B(A,O,H,A1, H1). Ñëåäè äà

jå OH + HA1 = OA1, ïà ñìî äîáèëè äà jå AH = OA1 + OA1 = 2OA1.

Àêî ñå òà÷êå A1, H1 ïîêëàïàjó, îíäà ñå è òà÷êà H ïîêëàïà ñ »èìà, ïà jå

AH = OH1 + OH = OA1 + OA1 = 2OA1. Àêî âàæè B(O,H1, A1), îíäà
äîáèjàìî ðàñïîðåä B(A,O,H1, A1, H) è OH1 = OA1−A1H1 = OA1−HA1,

ïà jå AH = OA1 −HA1 +OH = OA1 +OA1 = 2OA1.

Àêî ñå òà÷êå O,H ïîêëàïàjó, îíäà jå AH = AO = OH1 = HH1 =
2HA1 = 2OA1.

Íåêà ñàäà âàæè ðàñïîðåä B(A,H,O). Çíàìî äà îíäà âàæè è ðàñïîðåä
B(A,H,O,H1), ïà jå HH1 < AH1. Ñëåäè A1H1 =

1
2
HH1 <

1
2
AH1 = OH1,

òj. âàæè B(O,A1, H1). Äàêëå, äîáèjàìî ðàñïîðåä B(A,H,O,A1, H1), ïà
ñëåäè äà jå AH = AO − OH = OH1 − OH = OA1 + A1H1 − OH =
OA1 +HA1 −OH = OA1 +OA1 = 2OA1.

Àêî ñå òà÷êå A,H ïîêëàïàjó, îíäà ñå ïîêëàïàjó è äóæè AH1 è HH1,

ïà ñå ïîêëàïàjó è »èõîâà ñðåäèøòà O,A1, øòî jå ó ñóïðîòíîñòè ñ ïðåò-

ïîñòàâêîì äà ñå òå äâå òà÷êå ðàçëèêójó. Äàêëå, A,H ñå íå ïîêëàïàjó.
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Ïðåîñòàjå íàì jîø ñëó÷àj êàäà âàæè ðàñïîðåä B(H,A,O). Çíàìî äà
òàäà âàæè B(H,A,O,H1), ïà jåHH1 > AH1. Ñëåäè äà jå A1H1 =

1
2
HH1 >

1
2
AH1 = OH1, òj. B(A1, O,H1). Ïðåìà òîìå, çíàìî è B(H,A1, O,H1).
Äîáèjàìî äà jå AH = HO − AO = HO − OH1 = HO − (A1H1 − OA1) =
HO − A1H1 +OA1 = HO −HA1 +OA1 = OA1 +OA1 = 2OA1.

Èíà÷å, ÷è»åíèöó äà jå AH = 2OA1 ìîãëè ñìî äîêàçàòè è ïîìî£ó

âåêòîðà, áåç îáçèðà íà òî äà ëè ñó òà÷êå A,H,H1 êîëèíåàðíå èëè íå.

Íàèìå, èç ÷è»åíèöà äà ñó O,A1 ñðåäèøòà äóæè AH1, HH1 äîáèjàìî äà jå−→
AO =

−−→
OH1 è

−−→
HA1 =

−−−→
A1H1, ïà èìàìî äà jå

−−→
AH =

−→
AO+

−−→
OH =

−−→
OH1+

−−→
OH =−−→

OA1 +
−−−→
A1H1 +

−−→
OH =

−−→
OA1 +

−−→
HA1 +

−−→
OH =

−−→
OA1 +

−−→
OA1 = 2

−−→
OA1. Ñëåäè äà

jå AH = ‖−−→AH‖ = ‖2−−→OA1‖ = 2‖−−→OA1‖ = 2OA1.

A

H

O

H1

A1

B C

X

Äà áè ïðàâà p êîjà ñàäðæè A1 è íîðìàëíà jå íà OA1 ñåêëà êðóã

l(O,OA) ó äâåìà òà÷êàìà, òà÷êà A1 ìîðà ïðèïàäàòè óíóòðàø»îñòè êðóãà

l, òj. ìîðà áèòè OA1 < OA. Äàêëå, äîáèjàìî óñëîâ

1
2
AH < OA, òj.

AH < 2OA. Îñòàjå íàì jîø äà îáåçáåäèìî äà ïðàâà p íå ñàäðæè òà÷êó

A. Ïîñìàòðàjìî óãàî ∡AOA1. Ïðàâà p jå íîðìàëíà íà êðàêó OA1 òîã

óãëà, ïà äà áè îíà ìîãëà ñàäðæàòè òà÷êó A, îíà ìîðà ñå£è êðàê OA, øòî

ñå ìîæå äåñèòè ñàìî àêî jå óãàî ∡AOA1 îøòàð. Êàêî ñó ïðàâå AH,OA1

ïàðàëåëíå, ñëåäè äà jå ∡HAO+∡AOA1 = π, ïà jå ∡AOA1 = π−∡HAO.

Äàêëå, óãàî ∡AOA1 jå îøòàð àêî è ñàìî àêî jå óãàî ∡HAO òóï. Ó

òîì ñëó÷àjó ïðàâà p ñàäðæè òà÷êó A àêî è ñàìî àêî jå ïðîjåêöèjà AX

äóæè AO íà ïðàâîj AH ïîäóäàðíà äóæè OA1. Êàêî jå ∡HAO òóï,

ñëåäè äà âàæè ðàñïîðåä B(X,A,H), ïà jå ∡XAO = π − ∡HAO è âàæè

cos∡XAO = AX
AO

. Äàêëå, ïðàâà p ñàäðæè òà÷êó A àêî è ñàìî àêî jå

AX = AO cos∡XAO ïîäóäàðíà äóæè OA1 =
1
2
AH , òj. àêî è ñàìî àêî jå
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AO cos(π − ∡HAO) = 1
2
AH .

Äàêëå, ñàä çíàìî êàäà ïîñòîjè ðåøå»å. Øòî ñå jåäèíñòâåíîñòè òè÷å,

âàæè ñëåäå£å. Àêî ñå òà÷êå A,H ïîêëàïàjó, îíäà ïîñòîjè áåñêîíà÷íî

ìíîãî ðåøå»à. Àêî ñå òà÷êå A,H ðàçëèêójó è èñïó»åíè ñó îñòàëè óñëîâè

çà ïîñòîjà»å ïðàâå p êîjà íå ñàäðæè òà÷êó A, ïîñòîjå äâà ðåøå»à, jåð

èìàìî èçáîð êîjó £åìî îä ïðåñå÷íèõ òà÷àêà ïðàâå p è êðóãà l îáåëåæèòè

ñà B, à êîjó ñà C. Àêî ñó òà÷êå A,H,O êîëèíåàðíå, îíäà jå òðîóãàî

△ABC jåäíàêîêðàêè ñ âðõîì A, ïà çàìåíîì îçíàêà òåìåíèìà B,C äî-

áèjàìî ïîäóäàðíà ðåøå»à, à àêî òà÷êå A,H,O íèñó êîëèíåàðíå, îíäà

çàìåíîì îçíàêà òåìåíèìà B,C íå äîáèjàìî ïîäóäàðíà ðåøå»à.

Çàê§ó÷àê jå ñëåäå£è. Àêî ñå òà÷êå O,A ðàçëèêójó, à òà÷êå A,H ïî-

êëàïàjó, ïîñòîjè áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à. Àêî ñå òà÷êå O,A ðàçëèêójó,

êàî è òà÷êå A,H , àêî ñó A,H,O êîëèíåàðíå è âàæè AH < 2OA, ïîñòîjå
äâà ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíà ðåøå»à. Àêî ñå òà÷êå O,A è A,H ðàçëèêójó,

A,H,O íèñó êîëèíåàðíå, óãàî ∡HAO íèjå òóï è âàæè AH < 2OA, îíäà
ïîñòîjå äâà íåïîäóäàðíà ðåøå»à. Àêî ñå òà÷êå O,A è A,H ðàçëèêójó,

A,H,O íèñó êîëèíåàðíå, óãàî ∡HAO jå òóï, âàæè AH < 2OA è âàæè

AO cos(π − ∡HAO) 6= 1
2
AH , ïîñòîjå äâà íåïîäóäàðíà ðåøå»à. Ó ñâèì

îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà, çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

3. A1, S, F

Àíàëèçà. Íåêà jå△ABC òðîóãàî êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà, òj. íåêà

jå òà÷êà A1 ñðåäèøòå ñòðàíèöå BC, òà÷êà S öåíòàð »åãîâîã óïèñàíîã

êðóãà è F ïðåñå÷íà òà÷êà áèñåêòðèñå ñïî§àø»åã óãëà êîä òåìåíà A è

ïðàâå êîjà ñàäðæè ñòðàíèöó BC.

A

B CA1F

S

P

P ′

Pa

Íåêà ñó P, P ′, Pa òà÷êå èç Âåëèêîã çàäàòêà. Òà÷êà P jå ïîäíîæjå íîð-

ìàëå èç òà÷êå S íà ñòðàíèöè BC, à ñàìèì òèì è íà ïðàâîj FA1. Íà

îñíîâó Âåëèêîã çàäàòêà jå òà÷êà Pa ñèìåòðè÷íà òà÷êè P ó îäíîñó íà

òà÷êó A1, à òà÷êà P
′
jîj jå ñèìåòðè÷íà ó îäíîñó íà òà÷êó S. Ïîëóïðàâà

AS jå áèñåêòðèñà óíóòðàø»åã, à ïîëóïðàâà AF áèñåêòðèñà ñïî§àø»åã

óãëà êîä òåìåíà A, øòî çíà÷è äà jå óãàî ∡FAS ïðàâ. Ïðåìà òîìå, òà÷êà
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A ïðèïàäà êðóãó íàä ïðå÷íèêîì FS. Òàêî¢å, íà îñíîâó Âåëèêîã çàäàòêà

âàæè B(A, P ′, Pa), ïà òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj PaP
′
. Ñëåäè äà îíà ïðèïàäà

ïðåñåêó êðóãà íàä ïðå÷íèêîì FS è ïðàâå PaP
′
. Ïðàâå AB è AC ñó

òàíãåíòå íà óïèñàíîì êðóãó k(S, SP ) è òà÷êå B,C ïðèïàäàjó ïðàâîj FA1.

Êîíñòðóêöèjà.

F A1

S

P Pa

P ′

A

A′

B CB′ C′

Êîíñòðóèøèìî ïðàâó FA1. Îçíà÷èìî ïîäíîæjå íîðìàëå èç òà÷êå S

íà ïðàâîj FA1 ñà P , à çàòèì òà÷êå ñèìåòðè÷íå òà÷êè P ðåäîì ó îäíîñó íà

òà÷êå A1, S îçíà÷èìî ñà Pa, P
′
. Êîíñòðóèøèìî êðóã íàä ïðå÷íèêîì FS

è »åãîâ ïðåñåê ñ ïðàâîì PaP
′
îçíà÷èìî ñà A òàêî äà âàæè B(A, P ′, Pa).

Êîíñòðóèøèìî òàíãåíòå èç òà÷êå A íà êðóãó k(S, SP ) è »èõîâå ïðåñåêå

ñ ïðàâîì FA1 îçíà÷èìî ñà B,C òàêî äà âàæè B(B,P, C).
Äîêàç. ÏÊ jå ïîëóïðå÷íèê SP êðóãà k(S, SP ) íîðìàëàí íà ïðàâîj FA1,

òj. íà ïðàâîj BC, ïà ñëåäè äà jå ïðàâà BC òàíãåíòà íà êðóãó k. Òàêî¢å,

ïðàâå AB è AC ñó ÏÊ òàíãåíòå íà êðóãó k, à êàêî ÏÊ âàæè B(B,P, C),
ñëåäè äà jå k óïèñàíè êðóã èëè ñïî§à óïèñàíè êðóã êîjè äîäèðójå ñòðàíè-

öó BC òðîóãëà △ABC. Ïîøòî ÏÊ âàæè B(A, P ′, Pa), ñëåäè A, P
′−.. BC,

à ïîøòî jå S ñðåäèøòå PP ′
, ñëåäè B(P, S, P ′), ïà jå P ′, S−.. BC. Ñëåäè

A, S−.. BC, ïà jå k óïèñàíè êðóã òðîóãëà △ABC, øòî çíà÷è äà jå »åãîâ

öåíòàð S öåíòàð óïèñàíîã êðóãà òðîóãëà △ABC.
Èç ÷è»åíèöà äà jå òà÷êà P äîäèðíà òà÷êà óïèñàíîã êðóãà è ñòðàíèöå

BC, ÏÊ òà÷êà P ′
ñèìåòðè÷íà òà÷êè P ó îäíîñó öåíòàð óïèñàíîã êðóãà S,

B(A, P ′, Pa) è äà Pa ïðèïàäà ïðàâîj BC, íà îñíîâó Âåëèêîã çàäàòêà ñëåäè

äà jå òà÷êà Pa äîäèðíà òà÷êà ñïî§à óïèñàíîã êðóãà è ñòðàíèöå BC. Êàêî

jå ÏÊ òà÷êà A1 ñðåäèøòå äóæè PPa, íà îñíîâó âåëèêîã çàäàòêà ñëåäè äà

jå òà÷êà A1 ñðåäèøòå äóæè BC.

Ïîøòî jå S öåíòàð óïèñàíîã êðóãà òðîóãëà △ABC, ñëåäè äà jå ïî-

ëóïðàâà AS áèñåêòðèñà óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà A. ÏÊ òà÷êà A

ïðèïàäà êðóãó íàä ïðå÷íèêîì FS, ïà jå óãàî ∡FAS ïðàâ. Äàêëå, ïî-

ëóïðàâà AF jå áèñåêòðèñà ñïî§àø»åã óãëà, ïà êàêî òà÷êà F ïðèïàäà

ïðàâîj BC, ñëåäè äà jå îíà ïðåñå÷íà òà÷êà áèñåêòðèñå ñïî§àø»åã óãëà

êîä òåìåíà A òðîóãëà △ABC è ïðàâå êîjà ñàäðæè ñòðàíèöó BC.
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Äèñêóñèjà. Öåíòàð óïèñàíîã êðóãà òðîóãëà △ABC ïðèïàäà »åãîâîj

óíóòðàø»îñòè, ïà ñëåäè äà íå ïðèïàäà ïðàâîj BC, à ñàìèì òèì íè ïðà-

âîj FA1. Äàêëå, òà÷êå F,A1, S ìîðàjó áèòè íåêîëèíåàðíå, èíà÷å çàäàòàê

íåìà ðåøå»à.

A

B CA1F E

S

P Pa

Íåêà jå E ïðåñå÷íà òà÷êà áèñåêòðèñå óíóòðàø»åã óãëà êîä òåìåíà A

òðîóãëà △ABC è ñòðàíèöå BC. Áåç óìà»å»à îïøòîñòè ïðåòïîñòàâèìî

äà ñå òåìå B òðîóãëà △ABC íàëàçè èçìå¢ó òà÷àêà F è E. Ñëåäè äà

jå FB < FC, ïà êàêî jå

FB
FC

= AB
AC

, ñëåäè äà jå AB < AC. Âåëèêè çà-

äàòàê íàì îíäà äàjå ðàñïîðåä B(F,B, P, A1, Pa, C). Íåêà jå Sa öåíòàð

ñïî§à óïèñàíîã êðóãà êîjè äîäèðójå ñòðàíèöó BC. Òàäà âàæè ðàñïîðåä

B(A, S, E, Sa), ïà âàæè è B(P,E, Pa). Çíàìî äà âàæè è

BE
EC

= AB
AC

, ïà jå

çáîã AB < AC è BE < EC. Ñëåäè äà jå 2BE = BE +BE < BE +EC =
BC = 2BA1, òj. äà jå BE < BA1. Ïðåìà òîìå, âàæè B(B,E,A1). Çàjåäíî
ñà B(B,A1, Pa) ñëåäè B(E,A1, Pa), ïà çáîã B(P,E, Pa) ñëåäè B(P,E,A1).
Äàêëå, ðàñïîðåä jå B(F,B, P, E,A1, Pa, C). Ó äðóãîì ñëó÷àjó (òj. êàäà

ñå óìåñòî òåìåíà B èçìå¢ó òà÷àêà F è E íàëàçè òåìå C) âàæè ðàñïîðåä

B(F,C, P, E,A1, Pa, B). Ïðåìà òîìå, âàæè B(F, P, E,A1, Pa).
Òðîóãàî △FAS jå ïðàâîóãëè ñ ïðàâèì óãëîì êîä òåìåíà A, ïà jå óãàî

∡FSA îøòàð. Çáîã B(A, S, E) ñëåäè äà jå óãàî ∡FSE òóï. Èç B(F,E,A1)
ñëåäè äà jå ∡FSA1 > ∡FSE, ïà jå è óãàî ∡FSA1 òóï. Äàêëå, äà áè

ïîñòîjàëî ðåøå»å, òà÷êå F,A1, S ìîðàjó áèòè òàêâå äà jå óãàî ∡FSA1

òóï.

F A1

S

P Pa

P ′

P1

P2

X

Y

X ′

Z

Äà§å, êðóã íàä ïðå÷íèêîì FS è ïðàâà PaP
′
ìîðàjó èìàòè çàjåäíè÷-

êèõ òà÷àêà. Àêî jå X ñðåäèøòå äóæè FS è Y ïîäíîæjå íîðìàëå èç òà÷êå
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X íà ïðàâîj PaP
′
, ñëåäè äà £å òî áèòè òà÷íî àêî è ñàìî àêî jå XY ≤ XS,

jåð jå XS = 1
2
FS ïîëóïðå÷íèê òîã êðóãà. Êàêî jå A1 ñðåäèøòå ñòðà-

íèöå PPa, à S ñðåäèøòå ñòðàíèöå PP ′
òðîóãëà △PP ′Pa, ñëåäè äà jå A1S

ñðåä»à ëèíèjà òîã òðîóãëà è A1S ‖ PaP
′
. Íåêà ñó Z, P1 ðåäîì ïîäíîæjà

íîðìàëà èç òà÷àêà F, P íà ïðàâîj A1S. Êàêî jå XY ⊥ PaP
′
è A1S ‖ PaP

′
,

ñëåäè äà jå XY ⊥ A1S ó íåêîj òà÷êè X ′
òàêâîj äà âàæè B(X,X ′, Y ).

Äàêëå, XY = XX ′+X ′Y , ïà òðåáà ñàìî jîø îäðåäèòè äóæè XX ′
è X ′Y .

Ó ïðàâîóãëîì òðîóãëó △FSZ ñ ïðàâèì óãëîì êîä òåìåíà Z jå X

ñðåäèøòå õèïîòåíóçå FS è XX ′ ⊥ SZ, ïà êàêî çáîã FZ ⊥ SZ âàæè

XX ′ ‖ FZ, ñëåäè äà jå XX ′
ñðåä»à ëèíèjà òîã òðîóãëà. Ïðåìà òîìå,

XX ′ = 1
2
FZ. Óãàî ∡FSA1 jå òóï, à óãàî ∡FSZ ìîðà áèòè îøòàð,

ïà ñëåäè äà jå ∡FSZ ñïî§àø»è óãàî òðîóãëà △FA1S, Äàêëå, âàæè

∡FSZ = π − ∡FSA1. Èç òðîóãëà △FSZ ñëåäè sin∡FSZ = FZ
FS
, ïà

jå FZ = FS sin∡FSZ = FS sin(π − ∡FSA1).
Äóæ X ′Y jå ó ñòâàðè ðàñòîjà»å èçìå¢ó ïàðàëåëíèõ ïðàâèõ A1S è

PaP
′
, ïà àêî ïðîäóæèìî PP1 äî ïðåñåêà ñ ïðàâîì PaP

′
è îçíà÷èìî ãà

ñà P2, ñëåäè X
′Y = P1P2. Èç Òàëåñîâå òåîðåìå ñëåäè

PS
SP ′

= PP1

P1P2

. Êàêî

jå S ñðåäèøòå äóæè PP ′
, âàæè PS = SP ′

, ïà ñëåäè è PP1 = P1P2 =
X ′Y . Òðîóãàî △SPA1 jå ïðàâîóãëè ñ ïðàâèì óãëîì êîä òåìåíà P , ïà jå

cos∡PA1S = PA1

A1S
. Òàêî¢å, òðîóãàî △PA1P1 jå ïðàâîóãëè ñ ïðàâèì óãëîì

êîä òåìåíà P1, ïà jå sin∡PA1P1 =
PP1

PA1

. Äàêëå, PP1 = PA1 sin∡PA1P1 =
(A1S cos∡PA1S) sin∡PA1P1. Óãëîâè ∡PA1P1 è ∡PA1S ñó èñòè è òî

jå ó ñòâàðè óãàî ∡FA1S. Äàêëå, PP1 = A1S cos∡FA1S sin∡FA1S =
1
2
A1S sin(2∡FA1S).
Çíà÷è, óñëîâ äà ïðàâà PaP

′
èìà çàjåäíè÷êèõ òà÷àêà ñ êðóãîì íàä

ïðå÷íèêîì FS jå

1
2
FS sin(π − ∡FSA1) +

1
2
A1S sin(2∡FA1S) ≤ 1

2
FS, òj.

FS sin(π − ∡FSA1) + A1S sin(2∡FA1S) ≤ FS. Ó òîì ñëó÷àjó £å óñëîâ

B(A, P ′, Pa) áèòè èñïó»åí. Çàèñòà, àêî ó òà÷êè S ïîñìàòðàìî òàíãåíòó

íà êðóãó m(X,XS), îíäà ñå ñâå òà÷êå òîã êðóãà (îñèì òà÷êå S) íàëàçå ñ

îíå ñòðàíå òå òàíãåíòå ñ êîjå ñå íàëàçè »åãîâ öåíòàð X . Óãàî ∡XSA1 jå

òóï, ïà ñëåäè äà ñå ñâå òà÷êå ïîëóïðàâå SA1 (îñèì »åíîã òåìåíà) íàëàçå

ñà ñóïðîòíå ñòðàíå òàíãåíòå ó îäíîñó íà òà÷êå êðóãà m. Óãàî ∡XSP jå

îøòàð, ïà jå »åìó íàïîðåäàí óãàî ∡XSP ′
òóï, øòî çíà÷è ñà ñå ñâå òà÷êå

ïîëóïðàâå SP ′
(îñèì »åíîã òåìåíà) íàëàçå ñà ñóïðîòíå ñòðàíå òàíãåíòå

ó îäíîñó íà òà÷êå êðóãà m. Ñëåäè äà ñó ñâå òà÷êå (êîíâåêñíîã) óãëà

∡A1SP
′
(îñèì »åãîâîã òåìåíà) ñà ñóïðîòíå ñòðàíå òàíãåíòå ó îäíîñó

íà òà÷êå êðóãà m. Òà÷êà P jå íà êðóãó m, à çáîã B(P,A1, Pa) ñëåäè

P, Pa÷A1S, ïà òà÷êà Pa ïðèïàäà óãëó ∡A1SP
′
. Çáîã ïàðàëåëíîñòè ïðàâèõ

PaP
′
è A1S ñëåäè äà ñâå òà÷êå ïîëóïðàâå P ′Pa ïðèïàäàjó óãëó ∡A1SP

′
, ïà

íèjåäíà òà÷êà êðóãàm íå ïðèïàäà òîj ïîëóïðàâîj. Äàêëå, ïðåñå÷íà òà÷êà
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A ïðàâå PaP
′
è êðóãà m íå ïðèïàäà ïîëóïðàâîj P ′Pa, ïà jå A, Pa ÷P ′

, òj.

B(A, P ′, Pa).
Îñòàjå jîø äà ñå äîêàæå äà jå òà÷êà A ó ñïî§àø»îñòè êðóãà k(S, SP )

è äà »åíå òàíãåíòå ñåêó ïðàâó FA1 ñà ðàçíèõ ñòðàíà òà÷êå P . Óãëîâè

∡SP ′Pa è ∡PP ′Pa ñó èñòè, à ïîøòî jå óãàî ∡PP ′Pa îøòàð, çíà÷è äà

ïîëóïðàâà P ′Pa ñå÷å êðóã k ó jîø jåäíîj òà÷êè. Êàêî òà÷êà A íå ïðèïàäà

ïîëóïðàâîj P ′Pa, ñëåäè äà îíà íå ìîæå ïðèïàäàòè íè êðóãó k íè »åãîâîj

óíóòðàø»îñòè, ïà ïðèïàäà »åãîâîj ñïî§àø»îñòè, øòî çíà÷è äà ïîñòîjå

äâå òàíãåíòå íà êðóãó k èç òà÷êå A. Òàêî¢å, ñàìî çà òà÷êå äóæè ÷èjè

jå jåäàí êðàj òà÷êà Pa, à äðóãè êðàj äðóãà ïðåñå÷íà òà÷êå ïðàâå PaP
′
è

êðóãà k, âàæè äà òàíãåíòå èç »å íà êðóãó k ñåêó ïðàâó FA1 ó òà÷êàìà ñå

èñòå ñòðàíå òà÷êå P . Êàêî jå òà äóæ ñàäðæàíà ó ïîëóïðàâîj P ′Pa êîjîj

òà÷êà A íå ïðèïàäà, ñëåäè äà òàíãåíòå èç òà÷êå A ñåêó ïðàâó FA1 ñà

ðàçíèõ ñòðàíà òà÷êå P .

Ïðåìà òîìå, àêî ñó òà÷êå F,A1, S íåêîëèíåàðíå òàêâå äà jå óãàî ∡FSA1

òóï è âàæè FS sin(π−∡FSA1)+A1S sin(2∡FA1S) < FS, çàäàòàê èìà ÷å-

òèðè íåïîäóäàðíà ðåøå»à, à àêî óìåñòî ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè óçìåìî

îäãîâàðàjó£ó jåäíàêîñò, çàäàòàê èìà äâà íåïîäóäàðíà ðåøå»à. Ó ñâèì

îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà çàäàòàê íåìà ðåøå»à.

4 Èíâåðçèjà

Äå�èíèöèjà 24. Íåêà jå k(O, r) êðóã íåêå ðàâíè α. Èíâåðçèjà ó îäíîñó
íà êðóã k jå ïðåñëèêàâà»å ψk : α \ {O} −→ α \ {O} êîjå òà÷êó A ñëèêà ó

òà÷êó A′
ïîëóïðàâå OA òàêâó äà âàæè OA · OA′ = r2.

Çàøòî ñå èç äîìåíà è êîäîìåíà îâîã ïðåñëèêàâà»å èçáàöójå òà÷êà O?

Jåäàí îä ðàçëîãà jå òàj øòî íå çíàìî øòà jå ïîëóïðàâà OO, à äðóãè jå

òàj øòî íå ïîñòîjè òà÷êà O′
òàêâà äà jå r2 = OO · OO′ = 0, jåð jå r > 0.

Èç èñòîã ðàçëîãà òà÷êà O íèjå ñëèêà íèjåäíå òà÷êå, ïà ñå èçáàöójå è èç

êîäîìåíà.

O A A′

Ñàäà £åìî ðàçìîòðèòè îñîáèíå îâîã ïðåñëèêàâà»à. Îâî ïðåñëèêà-

âà»å jå î÷èãëåäíî èíâîëóöèjà (ψ2
k = Id), jåð àêî jå A′

ñëèêà òà÷êå A,
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îíäà A′
ïðèïàäà ïîëóïðàâîj OA è âàæè OA ·OA′ = r2, ïà ñëåäè äà òà÷êà

A ïðèïàäà ïîëóïðàâîj OA′
è âàæè OA′ · OA = r2, øòî ïî äå�èíèöèjè

çíà÷è äà jå ψk(A
′) = A. Ïðåìà òîìå, èíâåðçèjà jå áèjåêöèjà è èíâîëóöèjà.

O A

T

A′

Àêî òà÷êà A ïðèïàäà êðóãó k, îíäà jå OA · OA = r2, ïà êàêî A

ïðèïàäà ïîëóïðàâîj OA, ñëåäè äà jå ψk(A) = A. Äàêëå, òà÷êå êðóãà

k ñó �èêñíå. Íåêà jå A òà÷êà ó óíóòðàø»îñòè êðóãà k ðàçëè÷èòà îä

òà÷êå O. Êîíñòðóèøèìî ïîëóïðàâó OA è íîðìàëó n íà òîj ïîëóïðàâîj

ó òà÷êè A. Jåäíó îä ïðåñå÷íèõ òà÷àêà íîðìàëå n è êðóãà k îçíà÷èìî

ñà T è êîíñòðóèøèìî òàíãåíòó ó òà÷êè T íà êðóãó k (íîðìàëó íà OT

ó òà÷êè T ) è ñà A′
îçíà÷èìî »åí ïðåñåê ñ ïîëóïðàâîì OA. Òðîóãëîâè

△OTA è △OA′T ñó ñëè÷íè jåð jå ∡TOA = ∡A′OT è ∡OAT = π
2

=
∡OTA′

, ïà jå

OA
OT

= OT
OA′

, îäíîñíî OA · OA′ = OT · OT = r2. Ïðåìà òîìå,

ψk(A) = A′
. Àêî jå A òà÷êà ó ñïî§àø»îñòè êðóãà k, îíäà êîíñòðóèøåìî

ïðîèçâî§íó òàíãåíòó èç òå òà÷êà íà êðóãó k, îçíà÷èìî äîäèðíó òà÷êó

ñà T è êîíñòðóèøåìî íîðìàëó n íà ïîëóïðàâîj OA êîjà ñàäðæè òà÷êó T

è îçíà÷èìî ïîäíîæjå òå íîðìàëå ñà A′
. Íà èñòè íà÷èí êàî ìàëîïðå ñå

äîáèjà äà jå ψk(A) = A′
.

P QO A A′

Îâèì ñìî äîêàçàëè äà ñå òà÷êå èç óíóòðàø»îñòè êðóãà k ñëèêàjó ó

»åãîâó ñïî§àø»îñò è îáðíóòî, êàî è äà ñó ñâå �èêñíå òà÷êå íà êðóãó

k. Íåêà jå A ïðîèçâî§íà òà÷êà ðàçëè÷èòà îä O, A′ = ψk(A) è íåêà ñó

P,Q ïðåñå÷íå òà÷êå êðóãà k è ïðàâå AA′
. Òàäà jå O ñðåäèøòå äóæè

PQ, à ïîøòî A′
ïðèïàäà ïîëóïðàâîj OA, ñëåäè äà íèjå B(A,O,A′), ïà ïî

äå�èíèöèjè 18 ñëåäè äà jå

−→
OA · −−→OA′ = OA · OA′ = r2 = OP 2

. Íà îñíîâó

çàäàòêà 11.2 ñëåäè äà âàæè H(P,Q;A,A′).
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O O

O X

T

ψk(X) X ′

Êàêî ñå èíâåðçèjîì ψk ñëèêàjó ïðàâå è êðóãîâè? Îäãîâîð çàâèñè îä

òîãà äà ëè ïðàâà, îäíîñíî êðóã êîjè ñëèêàìî ñàäðæè òà÷êó O èëè íå. Àêî

ïðàâà p ñàäðæè òà÷êó O, îíäà ñå îíà èíâåðçèjîì ψk ñëèêà ó ñåáå (íàðàâíî,

òî íå çíà÷è äà ñå ñâàêà òà÷êà ñëèêà ó ñåáå, âå£ äà ñå ñâàêà òà÷êå ïðàâå p

ñëèêà ó íåêó òà÷êó êîjà jå òàêî¢å íà ïðàâîj p). Íàðàâíî, ñëèêà òà÷êå O

íèjå äå�èíèñàíà, ïà ñå �îðìàëíî óìåñòî ïðàâå p ñëèêà ñêóï p \ {O}, à
òàêî¢å O íèjå ñëèêà íèjåäíå òà÷êå, ïà jå ñëèêà ñêóïà p\{O} ñêóï p\{O}.
Äàêëå, ψk(p\{O}) = p\{O}. Àêî ïðàâà p íå ñàäðæè òà÷êó O, äîêàçójå ñå
äà ñå îíäà îíà ñëèêà ó êðóã l êîjè ñàäðæè òà÷êó O. Íàðàâíî, �îðìàëíî

jå ψk(p) = l \ {O}, jåð òà÷êà O íèjå ñëèêà íèjåäíå òà÷êå. Ïîøòî jå ψk

èíâîëóöèjà, ñëåäè äà ñå êðóã l êîjè ñàäðæè òà÷êó O ñëèêà ó ïðàâó p êîjà

íå ñàäðæè òà÷êó O, òj. �îðìàëíî ψk(l \ {O}) = p. Êîíà÷íî, êðóã l êîjè

íå ñàäðæè òà÷êó O ñëèêà ñå ó êðóã l1 êîjè òàêî¢å íå ñàäðæè òà÷êó O, òj.

ψk(l) = l1. Íà îâîì ìåñòó jå âåîìà âàæíî íàïîìåíóòè äà ñå èíâåðçèjîì

öåíòàð êðóãà l íå ñëèêà ó öåíòàð êðóãà l1.
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O

A

B

A′

B′

Èíâåðçèjà òàêî¢å èìà ñëåäå£å îñîáèíå. Àêî ñó A,B äâå ðàçíå òà÷êå

è A′ = ψk(A), B
′ = ψk(B), îíäà jå A′B′ = r2

OA·OB
AB. Çàèñòà, òðîóãëîâè

△OAB è △OB′A′
ñó ñëè÷íè jåð èìàjó çàjåäíè÷êè óãàî êîä òåìåíà O è èç

OA ·OA′ = OB ·OB′
ñëåäè äà jå OA : OB′ = OB : OA′

. Ïðåìà òîìå, OA :
OB′ = AB : B′A′

, òj. A′B′ = OB′

OA
AB = OB·OB′

OA·OB
AB = r2

OA·OB
AB. Òàêî¢å,

èíâåðçèjà ÷óâà óãëîâå èçìå¢ó êðèâèõ. Êàä êàæåìî óãàî èçìå¢ó êðèâèõ,

ìèñëèìî íà óãàî êîjè ó »èõîâîj ïðåñå÷íîj òà÷êè ãðàäå »èõîâå òàíãåíòå.

Ïðåìà òîìå, óãàî èçìå¢ó òàíãåíòè íà íåêèì äâåìà êðèâèìà ó »èõîâîj

ïðåñå÷íîj òà÷êè jåäíàê jå óãëó èçìå¢ó òàíãåíòè íà ñëèêàìà òèõ êðèâèõ

ïðè èíâåðçèjè ψk ó »èõîâîj ïðåñå÷íîj òà÷êè. Íàðàâíî, òàíãåíòå ïîëàçíèõ

êðèâèõ ñå íå ñëèêàjó íà òàíãåíòå »èõîâèõ ñëèêà, jåð ñå ó îïøòåì ñëó÷àjó

ïðàâå ñëèêàjó ó êðóãîâå. Íàïîìåíèìî äà òàíãåíòîì íà ïðàâîj ó »åíîj

ïðîèçâî§íîj òà÷êè ñìàòðàìî ñàìó òó ïðàâó, êàî è äà ïðåñëèêàâà»à êîjà

÷óâàjó óãëîâå íàçèâàìî êîí�îðìíèì ïðåñëèêàâà»èìà.

Ñ îáçèðîì íà òî äà £åìî îâäå ïðîó÷àâàòè ñàìî ïðàâå è êðóãîâå, äî-

âî§íî jå ðå£è äà èíâåðçèjà ÷óâà óãëîâå èçìå¢ó ïðàâèõ è êðóãîâà. Øòà-

âèøå, íàj÷åø£å £åìî èìàòè íîðìàëíå ïðàâå è êðóãîâå, ïà £åìî êîðèñòèòè

îñîáèíó äà èíâåðçèjà ÷óâà òó íîðìàëíîñò.

1. Íåêà jå k(O, r) êðóã èíâåðçèjå (äàêëå, O jå öåíòàð èíâåðçèjå) è íåêà

ñó k1, k2 êðóãîâè òàêâè äà jå k1∩k2 = {O}. Ïîøòî ñàäðæè öåíòàð èíâåð-
çèjå, êàä êàæåìî äà ñå êðóã k1 ñëèêà ó ïðàâó k′1 êîjà íå ñàäðæè öåíòàð

èíâåðçèjà, ìîðàìî èìàòè ó âèäó äà ñëèêà òà÷êå O íèjå äå�èíèñàíà, ïà

ñå �îðìàëíî ñêóï k1 \ {O} ñëèêà ó ïðàâó k′1, òj. âàæè ψk(k1 \ {O}) = k′1.

Ñëè÷íî è çà êðóã k2 âàæè ψk(k2 \ {O}) = k′2, ãäå jå k′2 ïðàâà êîjà íå

ñàäðæè öåíòàð èíâåðçèjå. Ïðåìà òîìå, êàêî jå ψk áèjåêöèjà, âàæè

k′1 ∩ k′2 = ψk(k1 \ {O}) ∩ ψk(k2 \ {O}) = ψk((k1 \ {O}) ∩ (k2 \ {O}))
= ψk((k1 ∩ k2) \ {O}) = ∅.
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Äàêëå, ïðàâå k′1 è k
′
2 íåìàjó çàjåäíè÷êèõ òà÷àêà, ïà ñó ïàðàëåëíå, øòî jå

è òðåáàëî äîêàçàòè.

2. Íåêà ñó P,Q òà÷êå êðóãà k òàêâå äà ñó P,O,Q,A,A′
êîëèíåàðíå. Òàäà

èç îñîáèíà èíâåðçèjå èìàìî äà âàæè H(P,Q;A,A′). Äóæ PQ jå ïðå÷íèê

êðóãà k è êðóã l ñàäðæè òà÷êå A,A′
, ïà íà îñíîâó çàäàòêà 2.14. ñëåäè äà

jå k ⊥ l, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

3. Íåêà jå k(A, ρ) êðóã ñ öåíòðîì ó òà÷êè A ÷èjè jå ïîëóïðå÷íèê ρ jåäíàê√
AB · AB′

. Òàäà jå B′ = ψk(B) è C ′ = ψk(C), ïà ñå îïèñàíè êðóã l

èíâåðçèjîì ψk ñëèêà ó ïðàâó B
′C ′

(ñòðîãî �îðìàëíî, ψk(l\{A}) = B′C ′
).

Òàêî¢å, ïðàâà AO ñå ñëèêà ó ñåáå jåð ñàäðæè öåíòàð èíâåðçèjå (ñòðîãî

�îðìàëíî, ψk(AO\{A}) = AO\{A}), à íîðìàëíà jå íà êðóãó l jåð ñàäðæè
»åãîâ öåíòàð O, ïà ñëåäè äà jå è íîðìàëíà è íà ñëèöè êðóãà l, òj. íà

ïðàâîj B′C ′
, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

4. Îçíà÷èìî êðóãîâå îïèñàíå îêî òðîóãëîâà △ABP,△ABQ ðåäîì ñà

k1, k2, à êðóãîâå îïèñàíå îêî òðîóãëîâà △PQA,△PQB ðåäîì ñà l1, l2.

Ñ êðóãîâèìà jå ìíîãî ìà»å çãîäíî ðàäèòè íåãî ñ ïðàâèìà, ïà èñêîðè-

ñòèìî îñîáèíó èíâåðçèjå äà êðóãîâå êîjå ñàäðæå öåíòàð èíâåðçèjå ñëèêà

ó ïðàâå. Öåíòàð èíâåðçèjå îäàáåðèìî òàêî äà ïðèïàäà íàjâå£åì áðîjó

êðóãîâà. Ïîøòî ñâå ÷åòèðè òà÷êå A,B,C,D ïðèïàäàjó ïî òðèìà êðó-

ãîâèìà, îäàáåðèìî áèëî êîjó îä »èõ çà öåíòàð èíâåðçèjà, íïð. òà÷êó

A.

Äàêëå, íåêà jå k(A, ρ) êðóã ïðîèçâî§íîã ïîëóïðå÷íèêà ρ > 0 è íåêà

ñó òà÷êå B′, P ′, Q′
äàòå ñà B′ = ψk(B), P ′ = ψk(P ), Q

′ = ψk(Q) è ïðàâå

k′1, k
′
2, l

′
1 äàòå ñà k

′
1 = ψk(k1\{A}), k′2 = ψk(k2\{A}), l′1 = ψk(l1\{A}) è íåêà

jå êðóã l′2 äàò ñà l
′
2 = ψk(l2). Êðóã k1 ñàäðæè òà÷êå B,P , ïà jå k

′
1 = B′P ′

.

Ñëè÷íî, k′2 = B′Q′
è l′1 = P ′Q′

, à êàêî êðóã l2 ñàäðæè òà÷êå B,P,Q,

ñëåäè äà êðóã l′2 ñàäðæè òà÷êå B
′, P ′, Q′

. Óãàî èçìå¢ó ïðàâå l′1 è êðóãà l
′
2

jåäíàê jå îøòðîì óãëó èçìå¢ó òåòèâå P ′Q′
è òàíãåíòå íà êðóãó l′2 ó íåêîj

îä òà÷àêà P ′, Q′
(ïîäóäàðíè ñó), à òàj óãàî jå ïîäóäàðàí ïåðè�åðèjñêîì

óãëó íàä òåòèâîì P ′Q′
, òj. óãëó ∡P ′B′Q′

, øòî jå óãàî èçìå¢ó ïðàâèõ

k′1, k
′
2. Êàêî èíâåðçèjà ÷óâà óãëîâå, ñëåäè äà jå óãàî èçìå¢ó êðóãîâà l1, l2

ïîäóäàðàí óãëó èçìå¢ó k1, k2, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

5. Íåêà jå k1 ∩ k2 = {P}, k2 ∩ k3 = {Q}, k3 ∩ k1 = {R}. Îçíà÷èìî êðóã

îïèñàí îêî òðîóãëà △PQR ñà l. Êðîç ñâàêó îä òà÷àêà P,Q,R ïðîëàçå ïî

òðè îä ÷åòèðè äàòà êðóãà, ïà jå ñâåjåäíî êîjó £åìî îäàáðàòè çà âåíòàð

èíâåðçèjå. Îäàáåðèìî íïð. òà÷êó P .

Íåêà jå k(P, ρ) êðóã ïðîèçâî§íîã ïîëóïðå÷íèêà ρ > 0 è íåêà ñó òà÷êå
Q′, R′

äàòå ñà Q′ = ψk(Q), R
′ = ψk(R) è ïðàâå k

′
1, k

′
2, l

′
äàòå ñà k′1 = ψk(k1 \
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{P}), k′2 = ψk(k2\{P}), l′ = ψk(l\{P}) è íåêà jå êðóã k′3 äàò ñà k′3 = ψk(k3).
Íà îñíîâó 1. çàäàòêà ñëåäè äà âàæè k′1 ‖ k′2, à òàêî¢å âàæè è äà ñó k′1, k′2
òàíãåíòå íà êðóãó k′3 ðåäîì ó òà÷êàìà R′, Q′

. Ïðåìà òîìå, öåíòàð êðóãà

k′3 ïðèïàäà ïðàâîj q1 êîjà jå ó òà÷êè R
′
óïðàâíà íà ïðàâîj k′1 è ïðàâîj q2

êîjà jå ó òà÷êè Q′
óïðàâíà íà ïðàâîj k′2. Çáîã k

′
1 ‖ k′2, ñëåäè äà jå q1 ‖ q2,

ïà ïîøòî öåíòàð êðóãà k3 ïðèïàäà îáåìà, ñëåäè äà jå q1 = q2 = Q′R′
.

Ìå¢óòèì, ïðàâàQ′R′
jå ó ñòâàðè ïðàâà l′, ïà ñëåäè äà jå ïðàâà l′ íîðìàëíà

íà ïðàâèìà k′1, k
′
2 è äà ñàäðæè öåíòàð êðóãà k

′
3, ïà jå íîðìàëíà è íà »åìó.

Èíâåðçèjà ÷óâà óãëîâå, ïà ñëåäè äà jå l ⊥ k1, k2, k3, øòî jå è òðåáàëî

äîêàçàòè.

6. Îçíà÷èìî ñà l1, l2 ðåäîì êðóãîâå îïèñàíå îêî òðîóãëîâà△ACE,△ADF .
Òà÷êà A ïðèïàäà ñâèì êðóãîâèìà îñèì êðóãó k3, ïà îäàáåðèìî »ó çà

öåíòàð èíâåðçèjå. Íåêà jå k(A, ρ) êðóã ïðîèçâî§íîã ïîëóïðå÷íèêà ρ > 0
è íåêà ñó òà÷êå B′, C ′, D′, E ′, F ′

äàòå ñà B′ = ψk(B), C ′ = ψk(C), D
′ =

ψk(D), E ′ = ψk(E), F
′ = ψk(F ), ïðàâå k

′
1, k

′
2, l

′
1, l

′
2 äàòå ñà k′1 = ψk(k1 \

{A}), k′2 = ψk(k2 \ {A}), l′1 = ψk(l1 \ {A}), l2 = ψk(l2 \ {A}) è êðóã k′3 äàò

ñà k′3 = ψk(k3). Èíâåðçèjà ÷óâà óãëîâå, ïà ñëåäè äà ñó ïðàâå k′1, k
′
2 ìå-

¢óñîáíî óïðàâíå ó òà÷êè B′
è óïðàâíå íà êðóãó k′3, òj. ñàäðæå »åãîâ

öåíòàð. Ïðåìà òîìå, òà÷êà B′
je öåíòàð êðóãà k′3. Êðóãîâè k1, k3 èìàjó

çàjåäíè÷êå òà÷êå E, F , ïà ñëåäè äà ñå ïðàâà k′1 è êðóã k
′
3 ñåêó ó òà÷êàìà

E ′, F ′
. Ñëè÷íî, ïðàâà k′2 è êðóã k′3 ñå ñåêó ó òà÷êàìà C ′, D′

. Òðîóãëîâè

△B′C ′E ′
è △B′D′F ′

ñó jåäíàêîêðàêî ïðàâîóãëè, ïà ñëåäè äà ñó óãëîâè

∡B′C ′E ′
è ∡B′D′F ′

jåäíàêè ïî 45◦, ïà ñó è ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíè. Ïðåìà
òîìå, ñëåäè äà ñó ïðàâå C ′E ′

è D′F ′
ïàðàëåëíå (è óãëîâè ∡B′C ′E ′

è

∡B′D′F ′
ñó óãëîâè ñ ïàðàëåëíèì êðàöèìà), òj. l′1 ‖ l′2. Êàêî êðóãîâè l1 è

l2 èìàjó çàjåäíè÷êó òà÷êó A, ñëåäè äà èì jå òî jåäèíà çàjåäíè÷êà òà÷êà,

òj. äà ñå äîäèðójó ó òà÷êè A.

7. Íåêà ñå êðóãîâè k1, k2 äîäèðójó ó òà÷êè P , íåêà ñå êðóãîâè k2, k3 äî-

äèðójó ó òà÷êè Q, íåêà ñå êðóãîâè k3, k4 äîäèðójó ó òà÷êè R è íåêà ñå

êðóãîâè k4, k1 äîäèðójó ó òà÷êè S. Òðåáà äîêàçàòè äà ñó òà÷êå P,Q,R, S

êîëèíåàðíå èëè êîíöèêëè÷íå. Ñâàêà îä òà÷àêà P,Q,R, S çàjåäíè÷êà jå çà

ïî äâà êðóãà, òàêî äà jå ñâåjåäíî êîjó £åìî îäàáðàòè çà öåíòàð èíâåðçèjå.

Îäàáåðèìî íïð. òà÷êó P .

Íåêà jå k(P, ρ) êðóã ïðîèçâî§íîã ïîëóïðå÷íèêà ρ > 0 è íåêà ñó

òà÷êå Q′, R′, S ′
äàòå ñà Q′ = ψk(Q), R

′ = ψk(R), S
′ = ψk(S), ïðàâå k

′
1, k

′
2

äàòå ñà k′1 = ψk(k1 \ {P}), k′2 = ψk(k2 \ {P}) è êðóãîâè k′3, k
′
4 äàòè ñà

k′3 = ψk(k3), k
′
4 = ψk(k4). Íà îñíîâó 1. çàäàòêà ñëåäè äà ñó ïðàâå k′1, k

′
2

ïàðàëåëíå, à ïîøòî ñå k2, k3 äîäèðójó ó òà÷êè Q è k1, k4 äîäèðójó ó òà÷êè

S, ñëåäè äà ñó ïðàâå k′1, k
′
2 ðåäîì òàíãåíòå íà êðóãîâèìà k4, k3 ó òà÷êàìà

S ′, Q′
. Ïîøòî ñå êðóãîâè k3, k4 äîäèðójó ó òà÷êè R, ñëåäè äà ñå êðóãîâè
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k′3, k
′
4 äîäèðójó ó òà÷êè R′

. Àêî äîêàæåìî äà òà÷êå Q′, R′, S ′
ïðèïàäàjó

íåêîj ïðàâîj p è àêî p ∋ P , îíäà jå ψk(p \ {P}) = p \ {P}, ïà ñëåäè äà è

òà÷êå Q,R, S, êîjå ñó ñëèêå òà÷àêà Q′, R′, S ′
ïðè èíâåðçèjè ψk, ïðèïàäàjó

ïðàâîj p, êîjà ñàäðæè òà÷êó P , òj. äà ñó P,Q,R, S êîëèíåàðíå, à àêî

p 6∋ P , îíäà jå ψk(p) = p′ \ {P}, ãäå jå p′ êðóã êîjè ñàäðæè òà÷êó P è êîjè

ñàäðæè òà÷êå Q,R, S, êîjå ñó ñëèêå òà÷àêà Q′, R′, S ′
ïðè èíâåðçèjè ψk, òj.

îíäà ñó P,Q,R, S êîíöèêëè÷íå.

Îçíà÷èìî ñà O3, O4 ðåäîì öåíòðå êðóãîâà k′3, k
′
4. Ïîøòî ñå îíè äîäè-

ðójó ó òà÷êè R′
, ñëåäè äà ñó òà÷êå O3, R

′, O4 êîëèíåàðíå. Ïðåìà òîìå,

äîâî§íî jå äîêàçàòè äà âàæè ∡S ′R′O4 = ∡Q′R′O3, jåð £å òàäà òî áèòè

óíàêðñíè óãëîâè è äîêàçà£åìî äà ñó Q′, R′, S ′
êîëèíåàðíå. Ïîøòî ñó

ïðàâå k′1, k
′
2 ðåäîì òàíãåíòå íà êðóãîâèìà k′4, k

′
3 ó òà÷êàìà S ′, Q′

, ñëåäè

äà jå S ′O4 ⊥ k′1 è Q′O3 ⊥ k′2, à ïîøòî ñó è ïàðàëåëíå, ñëåäè äà âàæè

S ′O4 ‖ Q′O3. Ïðåìà òîìå, óãëîâè ∡S ′O4R
′
è ∡Q′O3R

′
jåñó óãëîâè ñ ïàðà-

ëåëíèì êðàöèìà, ïà ñó ïîäóäàðíè, òj. âàæè ∡S ′O4R
′ = ∡Q′O3R

′
. Òðîó-

ãëîâè △O4S
′R′,△O3Q

′R′
ñó jåäíàêîêðàêè è èìàjó ïîäóäàðíå óãëîâå ïðè

âðõó, ïà ñëåäè äà èìàjó ïîäóäàðíå è îñòàëå óãëîâå. Ñïåöèjàëíî, âàæè

∡S ′R′O4 = ∡Q′R′O3, øòî ñìî è õòåëè äà äîêàæåìî. Ïðåìà òîìå, òà÷êå

P,Q,R, S jåñó êîëèíåàðíå èëè êîíöèêëè÷íå.

8. Ïðåòïîñòàâ§à ñå äà ñó òà÷êå A,B ðàçëè÷èòå, èíà÷å jå çàäàòàê òðèâè-

jàëàí è èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à.

Àíàëèçà. Íåêà jå k êðóã êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà, òj. íåêà k ∋ A,B

è íåêà k äîäèðójå p. Àêî ñå êðóã k è ïðàâà p äîäèðójó ó íåêîj îä òà÷àêà

A,B, öåíòàð êðóãà k íàëàçè ñå ó ïðåñåêó ïðàâå êîjà jå ó òîj òà÷êè óïðàâíà

íà ïðàâîj p è ìåäèjàòðèñå äóæè AB. Ó ñóïðîòíîì, îäàáåðèìî çà öåíòàð

èíâåðçèjå íåêó îä òà÷àêà A,B, íïð. òà÷êó A.

Íåêà jå l(A, ρ) êðóã ïðîèçâî§íîã ïîëóïðå÷íèêà ρ > 0 è íåêà jå òà÷êà
B′

äàòà ñà B′ = ψl(B), ïðàâà k′ äàòà ñà k′ = ψl(k \ {A}) è êðóã p′ äàò ñà

p′ \ {A} = ψl(p), ïðè ÷åìó k′ 6∋ A è p′ ∋ A. Êðóã k ñàäðæè òà÷êó B è

äîäèðójå ïðàâó p, ïà ñëåäè äà ïðàâà k′ ñàäðæè òà÷êó B′
è äîäèðójå êðóã

p′, òj. äà jå òàíãåíòà èç òà÷êå B′
íà êðóãó p′.

Êîíñòðóêöèjà. Àêî íåêà îä òà÷àêà A,B ïðèïàäà ïðàâîj p, êîíñòðó-

èøèìî íîðìàëó íà ïðàâîj p ó òîj òà÷êè è êîíñòðóèøèìî ìåäèjàòðèñó

äóæè AB. Ó ïðåñåêó òèõ ïðàâèõ îçíà÷èìî òà÷êó O è êîíñòðóèøèìî

êðóã k(O,OA).
Íåêà p 6∋ A,B. Êîíñòðóèøèìî êðóã l(A, ρ) ïðîèçâî§íîã ïîëóïðå÷-

íèêà ρ > 0. Êîíñòðóèøèìo êðóã p′ êîjè ñàäðæè òà÷êó A òàêàâ äà âàæè

p′ \ {A} = ψl(p). Îäðåäèìî òà÷êó B
′ = ψl(B) è êîíñòðóèøèìî òàíãåíòó

k′ èç òà÷êå B′
íà êðóãó p′ òàêâó äà k′ 6∋ A. Êîíñòðóèøèìî êðóã k êîjè

ñàäðæè òà÷êó A òàêàâ äà âàæè k \ {A} = ψl(k
′).
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Äîêàç. Àêî íåêà îä òà÷àêà A,B ïðèïàäà ïðàâîj p, êîíñòðóèñàíè êðóã k

òðèâèjàëíî èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà. Çàèñòà, »åãîâ öåíòàð O ïðèïàäà

ìåäèjàòðèñè äóæè AB, ïà ïîøòî ìó jå ïîëóïðå÷íèê OA, ñëåäè äà ñàäðæè

òà÷êå A,B, à ïîøòî jå ïðàâà p íîðìàëíà íà îäãîâàðàjó£åì ïîëóïðå÷íèêó,

ñëåäè äà jå òàíãåíòà, òj. äà êðóã k äîäèðójå ïðàâó p.

Íåêà p 6∋ A,B. Ïî êîíñòðóêöèjè, k′ jå ïðàâà êîjà íå ñàäðæè òà÷êó A,

òj. öåíòàð èíâåðçèjå, ïà jå k êðóã êîjè ñàäðæè òà÷êó A. Òàêî¢å, ïðàâà

k′ ñàäðæè òà÷êó B′ = ψl(B), ïà ñëåäè äà k ñàäðæè òà÷êó B = ψl(B
′).

Êîíà÷íî, ïðàâà p íå ñàäðæè òà÷êó A, ïà jå p′ jåñòå êðóã êîjè ñàäðæè

òà÷êó A, à ïî êîíñòðóêöèjè ïðàâà k′ äîäèðójå êðóã p′ (ó òà÷êè ðàçëè÷èòîj

îä òà÷êå A, jåð je k′ íå ñàäðæè), ïà ñëåäè äà êðóã k′ äîäèðójå ïðàâó p.

Äèñêóñèjà. Àêî íåêà îä òà÷àêà A,B ïðèïàäà ïðàâîj p, çàäàòàê èìà

jåäèíñòâåíî ðåøå»å àêî äðóãà îä »èõ íå ïðèïàäà ïðàâîj p, èíà÷å íåìà

ðåøå»à. Àêî íèjåäíà îä òà÷àêà A,B íå ïðèïàäà ïðàâîj p, îíäà jå áðîj

ðåøå»à jåäíàê áðîjó òàíãåíàòà èç òà÷êå B′
íà êðóãó p′ êîjå íå ñàäðæå

òà÷êó A, øòî ìîæå áèòè íóëà àêî jå B′
ó óíóòðàø»îñòè êðóãà p′, jåäàí

àêî jå B′
ó ñïî§àø»îñòè êðóãà p′ è jåäíà îä òàíãåíàòà jå ïðàâà AB′

,

îäíîñíî äâà ó ñâèì îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà (B′
íå ìîæå ïðèïàäàòè êðóãó

p′, jåð ðàçìàòðàìî ñëó÷àj êàä p 6∋ A,B). Øòàâèøå, òà÷êà B′
ïðèïàäà

ñïî§àø»îñòè êðóãà p′ àêî è ñàìî àêî âàæè A,B ÷ p, a ïðàâà AB′
jå

òàíãåíòà íà êðóãó p′ àêî è ñàìî àêî âàæè AB ‖ p.

9.

Àíàëèçà. Íåêà jå k êðóã êîjè èñïó»àâà óñëîâå çàäàòêà, òj. íåêà k ∋
A è íåêà k äîäèðójå êðóãîâå k1, k2. Íåêà jå l(A, ρ) êðóã ïðîèçâî§íîã

ïîëóïðå÷íèêà ρ > 0 è íåêà jå ïðàâà k′ äàòà ñà k′ = ψl(k \ {A}). Çà

ïðàâó k′ âàæè äà íå ñàäðæè òà÷êó A. �àçëèêójåìî òðè ñëó÷àjà: êàäà

òà÷êà A ïðèïàäà è êðóãó k1 è êðóãó k2, êàäà ïðèïàäà òà÷íî jåäíîì îä

»èõ (áåç óìà»å»à îïøòîñòè, êðóãó k1) è êàäà íå ïðèïàäà íèjåäíîì îä

»èõ. Ó ïðâîì ñëó÷àjó ñå èíâåðçèjîì ó îäíîñó íà êðóã l îáà êðóãà (ñòðîãî

�îðìàëíî, áåç òà÷êå A) ñëèêàjó ó ïðàâå êîjå íå ñàäðæå òà÷êó A. Ïîøòî

ñå êðóãîâè k1, k äîäèðójó ó òà÷êè A, íà îñíîâó 1. çàäàòêà ñëåäè äà âàæè

k′1 ‖ k′. Èñòè çàê§ó÷àê âàæè è çà ïðàâå k′2, k′, òj. âàæè k′2 ‖ k′. Ó äðóãîì

ñëó÷àjó jå k′2 = ψl(k2) êðóã êîjè íå ñàäðæè òà÷êó A è äîäèðójå ïðàâó k′,

òj. k′ jå òàíãåíòà íà êðóãó k′2 è ïàðàëåëíà jå ñà k′1. Ó òðå£åì ñëó÷àjó ñó

è k′1 = ψl(k1) è k
′
2 = ψl(k2) êðóãîâè êîjè íå ñàäðæå òà÷êó A è äîäèðójó

ïðàâó k′, òj. k′ je çàjåäíè÷êà òàíãåíòà êðóãîâà k′1, k
′
2.

Êîíñòðóêöèjà. Êîíñòðóèøèìo êðóã l(A, ρ) ïðîèçâî§íîã ïîëóïðå÷íèêà
ρ > 0. Ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè òà÷êà A ïðèïàäà êðóãîâèìà k1, k2 èëè
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íå, êîíñòðóèøèìî »èõîâå ñëèêå k′1, k
′
2 ïðè èíâåðçèjè ψl. Êîíñòðóèøèìo

ïðàâó k′ êîjà íå ñàäðæè òà÷êó A è èñïó»àâà jåäàí îä ñëåäå£à òðè óñëîâà:

1. ïàðàëåëíà jå ïðàâèìà k′1, k
′
2 àêî A ∈ k1, k2;

2. ïàðàëåëíà jå ïðàâîj k′1 è òàíãåíòà jå íà êðóãó k′2, àêî A ∈ k1 è A 6∈ k2;

3. çàjåäíè÷êà jå òàíãåíòà íà êðóãîâèìà k′1, k
′
2, àêî A 6∈ k1, k2.

Êîíñòðóèøèìî êðóã k êîjè ñàäðæè òà÷êó A òàêàâ äà âàæè k \ {A} =
ψl(k

′).

Äîêàç. Ïî êîíñòðóêöèjè jå k′ ïðàâà êîjà íå ñàäðæè òà÷êó A, òj. öåíòàð

èíâåðçèjå, ïà jå k êðóã êîjè ñàäðæè òà÷êó A. Ïðàâà êîjà íå ñàäðæè

òà÷êó A è ïàðàëåëíà jå ïðàâîj k′ ñëèêà ñå ó êðóã êîjè äîäèðójå êðóã k

ó öåíòðó èíâåðçèjå, òj. ó òà÷êè A, à êðóã êîjè íå ñàäðæè òà÷êó A è

äîäèðójå ïðàâó k′ ñëèêà ñå ó êðóã êîjè íå ñàäðæè òà÷êó A è äîäèðójå

êðóã k. Ïðåìà òîìå, ó ñâèì ïðåòõîäíî ðàçìàòðàíèì ñëó÷àjåâèìà ñëåäè

äà êðóãîâè k1, k2 äîäèðójó êðóã k.

Äèñêóñèjà. Áðîj ðåøå»à jåäíàê jå áðîjó ïðàâèõ íå ñàäðæå òà÷êó A è

èñïó»àâàjó îäãîâàðàjó£è óñëîâ èç äåëà Êîíñòðóêöèjà. Ó ïðâîì ñëó÷àjó

èìà áåêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à àêî ñó ïðàâå k′1, k
′
2 ïàðàëåëíå, îäíîñíî íåìà

ðåøå»à àêî ñå òå ïðàâå ñåêó. Ó äðóãîì ñëó÷àjó áðîj òàêâèõ ïðàâèõ ìîæå

áèòè jåäàí èëè äâà, ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè íåêà îä äâåjó òàíãåíòè íà

êðóãó k′2 êîjå ñó ïàðàëåëíå ïðàâîj k
′
1 ñàäðæè òà÷êó A èëè íå, à ó òðå£åì

ñëó÷àjó áðîj òàêâèõ ïðàâèõ ìîæå áèòè îä íóëà äî ÷åòèðè, ó çàâèñíîñòè îä

ìå¢óñîáíîã ïîëîæàjà êðóãîâà k′1, k
′
2 (ðà÷óíàjó ñå è çàjåäíè÷êå ñïî§àø»å

è çàjåäíè÷êå óíóòðàø»å òàíãåíòå).

10. �åøå»å îâîã çàäàòêà íå£å áèòè äàòî êàî ðåøå»à îñòàëèõ êîíñòðóê-

òèâíèõ çàäàòàêà (èàêî òðåáà èñïèñàòè ñâå ÷åòèðè åòàïå, êàî è ó îñòàëèì

òàêâèì çàäàöèìà), jåð £å ñå jåäíîñòàâíîì òðàíñ�îðìàöèjîì äîâåñòè äî

íåêîã îä ïðåòõîäíà äâà çàäàòêà, êîjà çíàìî äà ðåøèìî. Íåêà êðóã k(O, r)
äîäèðójå êðóãîâå k1(O1, r1), k2(O2, r2), k3(O3, r3) ñïî§à. Íåêà jå, áåç óìà-
»å»à îïøòîñòè, r1 ≤ r2, r3 è íåêà jå l(O, r+ r1) êðóã. Òàäà êðóã l ñàäðæè
öåíòàð O1 êðóãà k1. Àêî âàæè íåêà îä jåäíàêîñòè r1 = r2, r1 = r3, îíäà

êðóã l ñàäðæè è íåêó îä òà÷àêà O2, O3. Àêî ñàäðæè îáå, îíäà jå îí îïè-

ñàíè êðóã òðîóãëà △O1O2O3. Àêî ñàäðæè ñàìî jåäíó îä »èõ (áåç óìà-

»å»à îïøòîñòè, òà÷êó O2), îíäà îí äîäèðójå êðóã l3(O3, r3 − r1) ñïî§à.
Äàêëå, òàäà êðóã l ñàäðæè òà÷êå O1, O2 è äîäèðójå êðóã l3 ñïî§à, ïà ñå

»åãîâà êîíñòðóêöèjà âðøè ñëè÷íî êàî ó 8. çàäàòêó. Òàìî jå, äîäóøå, çà-

äàòàê áèî äà ñå êîíñòðóèøå êðóã êîjè ñàäðæè äâå äàòå òà÷êå è äîäèðójå

äàòó ïðàâó, à îâäå óìåñòî ïðàâå òðåáà äà äîäèðójå êðóã ñïî§à, àëè ñå è

îâàj çàäàòàê ðåøàâà íà èñòè íà÷èí. Àêî íå ñàäðæè íèjåäíó îä òà÷àêà

O2, O3, îíäà äîäèðójå è êðóã l2(O2, r2 − r1) ñïî§à è êðóã l3(O3, r3 − r1)
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ñïî§à, ïà ñå »åãîâà êîíñòðóêöèjà âðøè èñòî êàî ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó

(êðóã êîjè ñàäðæè äàòó òà÷êó è äîäèðójå äâà äàòà êðóãà), ñ òèì øòî ñå

îâäå óçèìàjó ó îáçèð ñàìî çàjåäíè÷êå ñïî§àø»å òàíãåíòå è òî òàêâå äà

ñó O1, l
′
2, l

′
3 ñ èñòå ñòðàíå òå òàíãåíòå, èíà÷å £å êðóã äîáèjåí èíâåðçèjîì

äîäèðèâàòè êðóãîâå l2, l3 óíóòðà.

5 Èçîìåòðèjñêå òðàíñ�îðìàöèjå ðàâíè

�åêëè ñìî äà ñó äâå �èãóðå ïîäóäàðíå àêî èìàjó èñòè îáëèê è èñòó

âåëè÷èíó, àëè è äà òàêâà äå�èíèöèjà íèjå ïðåöèçíà, jåð jå òåøêî äå�è-

íèñàòè ïîjìîâå îáëèêà è âåëè÷èíå. Çàòèì ñìî ðåêëè äà ñó äâå �èãóðå

ïîäóäàðíå àêî ñå ïîìåðà»åì jåäíå îä »èõ ìîæå äîâåñòè äî »èõîâîã ïðå-

êëàïà»à. Ó îâîì ïîãëàâ§ó ïðîó÷àâà£åìî óïðàâî òà ,,êðåòà»à� �èãóðà.

Óâåäèìî ïðåöèçíó äå�èíèöèjó.

Äå�èíèöèjà 25. Íåêà jå α ðàâàí. Ïðåñëèêàâà»å I : α −→ α, òàêâî äà

çà ñâàêè ïàð òà÷àêà (A,B) ðàâíè α âàæè (A,B) ∼= (I(A), I(B)), íàçèâàìî
èçîìåø

�

ðèjñêîì ø

�

ðàíñ�îðìàöèjîì (èçîìåø

�

ðèjîì) ðàâíè α.

Íàðàâíî, ðåëàöèjà ïîäóäàðíîñòè ïàðîâà òà÷àêà jåñòå îñíîâíè ïîjàì,

òj. íå äå�èíèøå ñå. Ñâå èçîìåòðèjå ñó áèjåêöèjå, ñëèêàjó ïðàâå ó ïðàâå

(øòàâèøå, ÷óâàjó ðàñïîðåä òà÷àêà íà ïðàâîj, òj. àêî âàæè B(A,B,C),
îíäà âàæè B(I(A), I(B), I(C))), ïîëóïðàâå ó ïîëóïðàâå, äóæè ó äóæè,

ïîëóðàâíè ó ïîëóðàâíè, óãàîíå ëèíèjå ó óãàîíå ëèíèjå, óãëîâå ó óãëîâå

èòä. Jåäèíî øòî èçîìåòðèjå ìîãó äà íå ÷óâàjó jåñòå îðèjåíòàöèjà ðàâíè

è òàêâå èçîìåòðèjå íàçèâàìî èígèðåêø

�

íèì èçîìåòðèjàìà, à îíå êîjå ÷ó-

âàjó îðèjåíòàöèjó ðàâíè íàçèâàìî gèðåêø

�

íèì èçîìåòðèjàìà. Òàêî¢å,

êîìïîçèöèjà J ◦ I èçîìåòðèjà I, J òàêî¢å jå èçîìåòðèjà. Äàêëå, óïðàâî

ñó èçîìåòðèjå ïðåñëèêàâà»à êîjà ÷óâàjó îáëèê �èãóðà, à çáîã îñîáèíå

(A,B) ∼= (I(A), I(B)) ñëåäè äà ÷óâàjó è âåëè÷èíó. Ïðåìà òîìå, èìàìî

ñëåäå£ó (ïðåöèçíó) äå�èíèöèjó ïîäóäàðíîñòè.

Äå�èíèöèjà 26. Íåêà ñó Φ,Φ′ ⊆ α �èãóðà ó ðàâíè α. Àêî ïîñòîjè

èçîìåòðèjà I : α −→ α ðàâíè α òàêâà äà âàæè Φ′ = I(Φ), îíäà êàæåìî
äà jå �èãóðà Φ è

�

îgógàðíà �èãóðè Φ′
è ïèøåìî Φ ∼= Φ′

.

Íèjå òåøêî äîêàçàòè äà jå ðåëàöèjà

∼= ïîäóäàðíîñòè �èãóðà jåäíà

ðåëàöèjà åêâèâàëåíöèjå. Çáîã ñèìåòðè÷íîñòè ðåëàöèjå ÷åø£å £åìî ãîâî-

ðèòè äà ñó �èãóðå ìå¢óñîáíî è

�

îgógàðíå. Íàðàâíî, jàñíî jå äà ñó äóæè

AB,A′B′
ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíå àêî è ñàìî àêî âàæè (A,B) ∼= (A′, B′).

Ñàäà £åìî âèäåòè êîjå ñâå èçîìåòðèjå ðàâíè ïîñòîjå è ó êàêâèì ñó îíå

îäíîñèìà.
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Äå�èíèöèjà 27. Íåêà jå p ⊂ α ïðàâà ðàâíè α è íåêà jå ïðåñëèêàâà»å

Sp äàòî íà ñëåäå£è íà÷èí: àêî jå X ∈ p, îíäà jå Sp(X) = X , à èíà÷å

jå Sp(X) = X ′
, ãäå jå X ′

òà÷êà òàêâà äà jå p ìåäèjàòðèñà äóæè XX ′
ó

ðàâíè α. Îíäà ñå ïðåñëèêàâà»å Sp íàçèâà îñíîì ðå�ëåêñèjîì (îñíîì

ñèìåø

�

ðèjîì) ðàâíè α ñ îñîì p.

Ñ îñíîì ðå�ëåêñèjîì ñìî ñå ñóñðåëè jîø ó îñíîâíîj øêîëè. Òî jå

jåäíà èçîìåòðèjà, jåð jå ñëèêà ïðîèçâî§íå äóæè AB òàêâà äóæ A′B′

(A′ = Sp(A), B
′ = Sp(B)) äà jå jåäíà îä »èõ ,,ëèê ó îãëåäàëó� äðóãîj

è îáðàòíî. Î÷èãëåäíî jå îíäà äà âàæè (A′, B′) ∼= (A,B), ïà Sp jåñòå

èçîìåòðèjà. Øòà ñå äåøàâà àêî äâàïóò ïðèìåíèìî îñíó ðå�ëåêñèjó?

Ïî äå�èíèöèjè ñå òà÷êå ïðàâå p ñëèêàjó ó ñåáå, à àêî ñå X ñëèêà ó X ′

òàêâî äà jå p ìåäèjàòðèñà äóæè XX ′
, îíäà ñå X ′

ìîðà ñëèêàòè ó X .

Äàêëå, Sp ◦ Sp = Id, øòî çíà÷è äà jå îñíà ðå�ëåêñèjà ñàìà ñåáè èíâåðç,

îäíîñíî äà jå èíâîëóöèjà. Ïî äå�èíèöèjè ñå òà÷êå îñå p ñëèêàjó ó ñåáå,

à òà÷êå âàí ïðàâå p ñå íå ñëèêàjó ó ñåáå (äà áè ïîñòîjàëà äóæ ÷èjà jå p

ìåäèjàòðèñà), ïà ñó jåäèíå �èêñíå òà÷êå (òà÷êå êîjå ñå ñëèêàjó ó ñåáå)

òà÷êå îñå p. Øòî ñå ïðîìåíå îðèjåíòàöèjå òè÷å, àêî jå △ABC ïîçèòèâíî

îðèjåòíèñàí òðîóãàî, òj. àêî ñó A,B,C òà÷êå ðàâíè α òàêâå äà ñå îä

òåìåíà A êà òåìåíó B ïà çàòèì êà òåìåíó C èäå ó ïîçèòèâíîì ñìåðó,

îíäà jå òðîóãàî △A′B′C ′
, ãäå ñó A′, B′, C ′

ðåäîì ñëèêå òà÷àêà A,B,C

ïðè îñíîj ðå�ëåêñèjè Sp, íåãàòèâíî îðèjåíòèñàí òðîóãàî. Ïðåìà òîìå,

îñíà ðå�ëåêñèjà ìå»à îðèjåíòàöèjó ðàâíè, ïà jå èíäèðåêòíà èçîìåòðèjà

ðàâíè.

Òåîðåìà 12. Àêî jå I èígèðåêø

�

íà èçîìåø

�

ðèjà ðàâíè α êîjà èìà áàð jå-

gíó �èêñíó ø

�

à÷êó P , îígà jå I îñíà ðå�ëåêñèjà Sp ÷èjà îñà p ⊂ α ñàgðæè

�èêñíó ø

�

à÷êó P .

Òåîðåìà 13 (Òåîðåìà î òðàíñìóòàöèjè). Íåêà jå p ⊂ α è

�

ðàâà ðàâíè α,

Sp îñíà ðå�ëåêñèjà è I è�ðîèçâî§íà èçîìåø�ðèjà ðàâíè α. Àêî jå p′ = I(p),
îígà jå I ◦ Sp ◦ I−1 = S ′

p.

Äå�èíèöèjà 28. Íåêà jå Φ ⊆ α �èãóðà ðàâíè α. Êàæåìî äà jå ïðàâà p

îñà ñèìåø

�

ðèjå �èãóðå Φ àêî jå Sp(Φ) = Φ. Àêî �èãóðà Φ èìà áàð jåäíó

îñó ñèìåòðèjå, êàæåìî äà jå îíà îñíîñèìåø

�

ðè÷íà.

Ñâàêó èçîìåòðèjó ðàâíè α ìîæåìî èçðàçèòè ïðåêî îñíèõ ðå�ëåêñèjà.

Øòàâèøå, óâåê èõ ìîæåìî îäàáðàòè òàêî äà èõ áóäå íàjâèøå òðè.

Òåîðåìà 14. Íåêà jå I è

�

ðîèçâî§íà èçîìåø

�

ðèjà ðàâíè α. Òàgà jå I = Sp

çà íåêó è

�

ðàâó p ⊂ α, èëè jå I = Sq ◦ Sp çà íåêå è

�

ðàâå p, q ⊂ α, èëè jå

I = Sr ◦ Sq ◦ Sp çà íåêå è
�

ðàâå p, q, r ⊂ α.
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Ó äå�èíèöèjè 15 óâåëè ñìî ïîjàì ïðàìåíà ïðàâèõ ó ðàâíè. Ïðàìåí

ïðàâèõ jå ó äèðåêòíîj âåçè ñ êîìïîçèöèjîì îñíèõ ðå�ëåêñèjà. Íàèìå,

âàæè ñëåäå£à âàæíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 15. Íåêà ñó p, q, r ⊂ α è

�

ðàâå ðàâíè α. Îígà jå êîìè

�

îçèöèjà

Sr ◦ Sq ◦ Sp îñíà ðå�ëåêñèjà àêî è ñàìî àêî è

�

ðàâå p, q, r è�ðèè�àgàjó jågíîì

è

�

ðàìåíó. Øø

�

àâèøå, ø

�

àgà îñà ø

�

å ðå�ëåêñèjå (îçíà÷èìî jå ñà s) è�ðèè�àgà

ø

�

îì è

�

ðàìåíó è àêî jå è

�

ðàâà a îñà ñèìåø�ðèjå è�àðà è�ðàâèõ p, r, ø�àgà jå a

îñà ñèìåø

�

ðèjå è

�

àðà è

�

ðàâèõ q, s.

Óòâðäèìî êîjå jîø èçîìåòðèjå ðàâíè ïîñòîjå.

Äå�èíèöèjà 29. Ïðåñëèêàâà»å E : α −→ α òàêâî äà jå E(X) = X çà

ñâàêó òà÷êó X ∈ α íàçèâàìî êîèíöègåíöèjîì.

Êîèíöèäåíöèjà jå, ó ñòâàðè, èäåíòè÷êî ïðåñëèêàâà»å. Îíî jå òðè-

âèjàëíî èçîìåòðèjà, jåð jå (A,B) ∼= (A,B) = (E(A), E(B)) çà ñâàêè ïàð

òà÷àêà A,B. Ñ îáçèðîì íà òî äà jå Sp◦Sp = Id = E , èìàìî ðåïðåçåíòàöèjó
êîèíöèäåíöèjå ïðåêî ïðîèçâîäà äåjó èçîìåòðèjà. Òðèâèjàëíî, êîèíöè-

äåíöèjà jå äèðåêòíà èçîìåòðèjà ðàâíè.

Òåîðåìà 16. Àêî èçîìåø

�

ðèjà I ðàâíè α èìà áàð ø

�

ðè íåêîëèíåàðíå �èê-

ñíå ø

�

à÷êå, îígà jå I = E . Àêî gèðåêø�íà èçîìåø�ðèjà I ðàâíè α èìà áàð

gâå ðàçíå �èêñíå ø

�

à÷êå, îígà jå I = E .

Äå�èíèöèjà 30. Íåêà jå S ∈ α òà÷êà ðàâíè α è ϕ îðèjåíòèñàíè óãàî

ó òîj ðàâíè. Ïðåñëèêàâà»å RS,ϕ : α −→ α òàêâî äà jå RS,ϕ(S) = S

è RS,ϕ(X) = X ′
ãäå jå X ′

òàêâà äà âàæè SX = SX ′
è ∡XSX ′ = ϕ

(ïîäóäàðíè ñó è èìàjó èñòó îðèjåíòàöèjó), çà òà÷êå X 6= S, íàçèâà ñå

ðîø

�

àöèjîì (öåíø

�

ðàëíîì ðîø

�

àöèjîì) îêî öåíòðà S çà îðèjåíòèñàíè óãàî

ϕ.

Äà áèñìî ðàçóìåëè êàêî ðîòàöèjà ïðåñëèêàâà òà÷êå ðàâíè α, çàìè-

ñëèìî äà èìàìî êðóòè øòàï ÷èjè jåäàí êðàj ó öåíòðó S è êîjè jå �èêñè-

ðàí, à äðóãè êðàj jå ó ïðîèçâî§íîj òà÷êè X ðàâíè α. �îòàöèjîì øòàïà

çà îðèjåíòèñàíè óãàî ϕ äîáèjåìî ïîëîæàj òà÷êå X ′ = RS,ϕ. Êàêî âè-

äåòè ðîòàöèjó êàî êîìïîçèöèjó äâåjó îñíèõ ðå�ëåêñèjà? Îçíà÷èìî ñà p

ïðîèçâî§íó ïðàâó ðàâíè α êîjà ñàäðæè òà÷êó S è ñà q ïðàâó ðàâíè α

äîáèjåíó ðîòàöèjîì ïðàâå p îêî öåíòðà S çà îðèjåíòèñàíè óãàî

ϕ
2
. Íèjå

òåøêî äîêàçàòè äà ó òîì ñëó÷àjó âàæè RS,ϕ = Sq ◦ Sp. Äàêëå, ðîòàöèjà

jå êîìïîçèöèjà îñíèõ ðå�ëåêñèjà ÷èjå ñå îñå ñåêó ó öåíòðó ðîòàöèjå òàêî

äà jå îðèjåíòèñàíè óãàî îä îíå ïðàâå ó îäíîñó íà êîjó ñå ïðâî ïðèìå-

»ójå ðå�ëåêñèjà (äàêëå, ñ äåñíå ñòðàíå ñèìáîëà ◦) êà äðóãîj ïîäóäàðàí
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ïîëîâèíè îðèjåíòèñàíîã óãëà ðîòàöèjå. Íàïîìåíèìî äà ðåïðåçåíòàöèjà

ðîòàöèjå RS,ϕ êàî Sq ◦ Sp íèjå jåäèíñòâåíà, jåð ïðàâå p, q ìîæåìî ðîòè-

ðàòè îêî öåíòðà S çà ïðîèçâî§àí óãàî è äîáèòè ïðàâå p′, q′ òàêâå äà jå

êîìïîçèöèjà Sq′ ◦ Sp′ òàêî¢å jåäíàêà ïîëàçíîj ðîòàöèjè.

Àêî òà÷êó X ïðâî ðîòèðàìî îêî òà÷êå S çà îðèjåíòèñàíè óãàî ϕ, à

ïîòîì îêî èñòå òà÷êå çà îðèjåíòèñàíè óãàî ψ, ïîòïóíî èñòó òà÷êó £åìî

äîáèòè êàî äà ñìî îäìàõ òà÷êó X ðîòèðàëè îêî òà÷êå S çà îðèjåíòèñàíè

óãàî ϕ+ψ. Î÷èãëåäíî jåRS,0◦ = RS,360◦ = E , jåð ñå ðîòàöèjîì çà 0◦ íèøòà
íå äåøàâà, à ðîòàöèjîì çà 360◦ îáè¢å öåî êðóã îêî òà÷êå S, ïà ñå âðàòèìî
ó ïî÷åòíó òà÷êó. Ïðåìà òîìå, àêî ñà −ϕ îçíà÷èìî óãàî ïîäóäàðàí óãëó ϕ

êîjè èìà ñóïðîòíó îðèjåíòàöèjó îä »åãà, îíäà jå R−1
S,ϕ = RS,−ϕ. Äîäàâà»å

óãëà 360◦ íèøòà íå ìå»à, ïà ìîæåìî ðå£è è äà jå R−1
S,ϕ = RS,360◦−ϕ.

�îòàöèjà jå äèðåêòíà èçîìåòðèjà. Òî ìîæåìî âèäåòè êàêî èç äå�èíèöèjå,

òàêî è èç ðåïðåçåíòàöèjå Sq◦Sp, jåð ó ðàâíè ïîñòîjå ñàìî äâå îðèjåíòàöèjå,

ïà ïîøòî ñå ïðèìåíîì äâåjó ðå�ëåêñèjà äâàïóò ïðîìåíè îðèjåíòàöèjà,

ñëåäè äà jå íà êðàjó îðèjåíòàöèjà èñòà êàî è íà ïî÷åòêó. Øòî ñå �èêñíèõ

òà÷àêà òè÷å, âàæè ñëåäå£å. Àêî jå ϕ jåäíàê íåêîì îä óãëîâà 0◦, 360◦, îíäà
jå ó ïèòà»ó êîèíöèäåíöèjà, òj. ñâå ñó òà÷êå �èêñíå, à àêî íèjå, îíäà jå

jåäèíà �èêñíà òà÷êà öåíòàð ðîòàöèjå, òj. òà÷êà S.

Òåîðåìà 17. Àêî gèðåêø

�

íà èçîìåø

�

ðèjà I ðàâíè α èìà ø

�

à÷íî jågíó �èê-

ñíó ø

�

à÷êó S, îígà jå I = RS,ϕ, çà íåêè îðèjåíø

�

èñàíè ó�

�

àî ϕ ðàçëè÷èø

�

îg 0◦, 360◦.

Ñïåöèjàëíè ñëó÷àj öåíòðàëíå ðîòàöèjå jåñòå îíàj ó êîìå jå óãàî ðî-

òàöèjå jåäíàê 180◦. Òàäà çà òà÷êó X ′ = S(X), ãäå jå X 6= S, âàæè

äà jå SX ′ = SX è ∡XSX ′ = 180◦, òj. âàæè B(X,S,X”). Òà÷êà S jå

îíäà ñðåäèøòå äóæè XX ′
. Ïðåñëèêàâà»å êîjå jå äå�èíèñàíî íà ñëè÷àí

íà÷èí jåñòå óïðàâî îñíà ðå�ëåêñèjà. Ñòîãà ñå îâî ïðåñëèêàâà»å íàçèâà

öåíø

�

ðàëíîì ñèìåø

�

ðèjîì è îçíà÷àâà ñå ñà SS. Jàñíî jå äà âàæè S−1
S = SS,

jåð jå R−1
S,180◦ = RS,360◦−180◦ = RS,180◦ . Òàêî¢å, àêî jå SS = Sq ◦ Sp, îíäà jå

îðèjåíòèñàíè óãàî îä ïðàâå p êà ïðàâîj q ïîäóäàðàí óãëó

180◦

2
= 90◦, òj.

âàæè p ⊥ q.

�îòàöèjà çà óãàî ϕ, òàêàâ äà jå −180◦ < ϕ < 180◦ è ϕ 6= 0◦, ñëèêà
ïðàâó p ó ïðàâó p′ êîjà ñ »îì ãðàäè óãàî ϕ, áåç îáçèðà äà ëè ïðàâà p

ñàäðæè öåíòàð ðîòàöèjå èëè íå. Çàèñòà, íåêà jå S öåíòàð èíâåðçèjå, N

ïîäíîæjå óïðàâíå èç òà÷êå S íà ïðàâîj p, P òà÷êà ïðàâå p òàêâà äà jå

∡PSN = ϕ
2
(ïîäóäàðíè óãëîâè è èñòà îðèjåíòàöèjà), Q òà÷êà ïðàâå p

òàêâà äà jå ∡NSQ = ϕ
2
è R = RS,ϕ(Q). Äîêàæèìî äà jå Q = RS,ϕ(P ).

Òðîóãëîâè△PSN,△QSN jåñó ïîäóäàðíè, jåð èìàjó çàjåäíè÷êó ñòðàíèöó

SN è âàæè ∡PNS = 90◦ = ∡QNS è ∡PSN = ∡QSN (íèjå áèòíà îðè-

jåíòàöèjà). Ñëåäè äà jå SP = SQ, à ïîøòî jå ∡PSQ = ∡PSN+∡NSQ =
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ϕ
2
+ ϕ

2
= ϕ (ñàä óçèìàìî ó îáçèð è îðèjåíòàöèjó), çàèñòà jå Q = RS,ϕ(P ).

Ïðåìà òîìå, ñëåäè äà jå p′ = RS,ϕ(p) = QR, ïà jå óãàî èçìå¢ó ïðàâèõ

p, p′ jåäíàê óãëó ∡PQR. Èç ïðàâîóãëîã òðîóãëà △SNQ äîáèjàìî äà jå

∡NQS = 90◦ −∡NSQ = 90◦ − ϕ
2
. Ïîøòî jå RS,ϕ(∡PQS) = ∡QRS, ñëåäè

ïîäóäàðíîñò òèõ óãëîâà, à çáîã ∡PQS = ∡NQS = 90◦ − ϕ
2
ñëåäè äà jå

∡PQR = ∡PQS + ∡QSR = 2 · (90◦ − ϕ
2
) = 180◦ − ϕ. Òèìå jå äîêàç çàâð-

øåí, jåð àêî jå jåäàí îä óãëîâà èçìå¢ó ïðàâèõ p, p′ jåäíàê 180◦ −ϕ, »åìó

íàïîðåäíè óãàî jå jåäíàê ϕ.

Äå�èíèöèjà 31. Íåêà jå

−→
AB âåêòîð ó ðàâíè α. Ïðåñëèêàâà»å T−→

AB
:

α −→ α äàòî ñà T−→
AB

(X) = X ′
, ãäå jå X ′

òàêâà äà jå

−−→
XX ′ =

−→
AB, íàçèâà ñå

ø

�

ðàíñëàöèjîì çà âåêòîð

−→
AB.

Òðàíñëàöèjà íå ïðåäñòàâ§à íèøòà äðóãî íåãî ïðàâîëèíèjñêî êðåòà»å

ó îäðå¢åíîì ñìåðó. Àêî jå

−→
AB íåíóëà âåêòîð, îíäà òðàíñëàöèjà íåìà

�èêñíèõ òà÷àêà, à àêî jåñòå, îíäà ñå íèjåäíà òà÷êà íå ïîìåðà, òj. ñâå

ñó òà÷êå �èêñíå (ó ïèòà»ó jå êîèíöèäåíöèjà). Íèjå òåøêî âèäåòè äà jå

êîìïîçèöèjà òðàíñëàöèjà çà âåêòîðå

−→
AB,

−−→
BC òðàíñëàöèjà çà âåêòîð

−→
AC =−→

AB +
−−→
BC, êàî íè äà jå èíâåðç òðàíñëàöèjå çà âåêòîð

−→
AB òðàíñëàöèjà çà

âåêòîð

−→
BA = −−→

AB. Äàêëå, òðàíñëàöèjå (çàjåäíî ñà êîèíöèäåíöèjîì)

÷èíå ãðóïó êîjà jå ïîäãðóïà ãðóïå èçîìåòðèjà.

Íåêà jå p ïðàâà êîjà ñàäðæè òà÷êó A è óïðàâíà jå íà ïðàâîj AB è íåêà

jå q ïðàâà êîjà ñàäðæè ñðåäèøòå C äóæè AB è óïðàâíà jå íà ïðàâîj AB.

Jàñíî, òàäà jå p ‖ q. Íèjå òåøêî äîêàçàòè äà âàæè T−→
AB

= Sq◦Sp. Äàêëå, è

òðàíñëàöèjó âèäèìî êàî êîìïîçèöèjó äâåjó îñíèõ ðå�ëåêñèjà. Íàðàâíî,

îâî íèjå jåäèíà ðåïðåçåíòàöèjà òðàíñëàöèjå T−→
AB
, òj. óìåñòî ïðàâèõ p, q

ìîæåìî ïîñìàòðàòè ïðàâå p′, q′ êîjå ñó óïðàâíå íà AB è íàëàçå ñå íà

ðàñòîjà»ó

AB
2
, ïðè ÷åìó jå ñìåð îä ïðàâå p′ êà ïðàâîj q′ èñòè êàî ñìåð

âåêòîðà

−→
AB.

6 Ïîåíêàðåîâ äèñê ìîäåë

Íåêà jå k êðóã åóêëèäñêå ðàâíè êîjåã £åìî íàçèâàòè àè�ñîëóø�îì. �å-

ãîâà óíóòðàø»îñò (îòâîðåíè äèñê) ïðåäñòàâ§à jåäíó h�ðàâàí, òj. ìîäåë

ðàâíè õèïåðáîëè÷êå ãåîìåòðèjå. Ñàìà àïñîëóòà íèjå ó îêâèðó ìîäåëà, òj.

íèjå äåî h�ðàâíè è ñìàòðà ñå äà ñó òî áåñêîíà÷íî äàëåêå òà÷êå. Òà÷êå

òîã îòâîðåíîã äèñêà íàçèâàìî h�òà÷êàìà. Øòî ñå h�ïðàâèõ òè÷å, îíå

£å áèòè ïðåäñòàâ§åíå èëè îòâîðåíèì ïðå÷íèöèìà àïñîëóòå (äàêëå, îòâî-

ðåíèì òåòèâàìà êðóãà k êîjå ñàäðæå »åãîâ öåíòàð), êàî è îòâîðåíèì

êðóæíèì ëóêîâèìà îíèõ êðóãîâà êîjè ñó óïðàâíè íà àïñîëóòè, ÷èjå ñó
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êðàj»å òà÷êå íà àïñîëóòè. Äàêëå, h�ïðàâå ñó äåëîâè åóêëèäñêèõ ïðàâèõ

àêî ñàäðæå öåíòàð àïñîëóòå, îäíîñíî äåëîâè åóêëèäñêèõ êðóãîâà êîjè ñó

óïðàâíè íà àïñîëóòè.

Jàñíî jå êàêî ñå äå�èíèøå ðåëàöèjà h�èçìå¢ó (Bh), ïà ñó òèìå äå-

�èíèñàíè è ïîjìîâè h�ïîëóïðàâèõ, h�äóæè, h�óãëîâà, h�ïîëèãîíñêèõ

ëèíèjà èòä. Èç àêñèîìà íåïðåêèäíîñòè çà ïðàâå è »èõîâèõ ïîñëåäèöà çà

êðóã (Äåäåêèíäîâà òåîðåìà) ñëåäè äà âàæå àêñèîìå íåïðåêèäíîñòè. Äâå

h�ïðàâå ñó h�ïàðàëåëíå àêî ñå ñåêó íà àïñîëóòè, à àêî ñó äèñjóíêòíå

è íèñó h�ïàðàëåëíå, îíäà ñó h�õèïåðïàðàëåëíå. Jåäèíî íàì íåäîñòàjå

äà âèäèìî êàêî ñå äå�èíèøå h�ïîäóäàðíîñò. Çà òî íàì jå äîâî§íî

äà îïèøåìî êàêî èçãëåäàjó h�èçîìåòðèjå, îäíîñíî êîjà ïðåñëèêàâà»à ó

îêâèðó ìîäåëà (äàêëå, ñëèêàjó óíóòðàø»îñò äèñêà ó ñåáå) ïðåäñòàâ§àjó

h�èçîìåòðèjå. Êàî øòî çíàìî, ñâàêà èçîìåòðèjà (áèëî åóêëèäñêå, áèëî

õèïåðáîëè÷êå ðàâíè) ìîæå ñå ïðåñòàâèòè êàî êîìïîçèâèjà íàâèøå òðèjó

îñíèõ ðå�ëåêñèjà, ïà jå äîâî§íî äà äå�èíèøåìî îñíå ðå�ëåêñèjå ìîäåëà,

òj. h�ðå�ëåêñèjå. Àêî jå h�ïðàâà p äåî åóêëèäñêå ïðàâå, äå�èíèøèìî

h�ðå�ëåêñèjó Sp òàêî äà ñâàêó h-òà÷êó ñëèêà íà èñòè íà÷èí êàî îäãîâà-

ðàjó£à åóêëèäñêà îñíà ðå�ëåêñèjà. Àêî jå, ïàê, h�ïðàâà p äåî åóêëèäñêîã

êðóãà, äå�èíèøèìî h�ðå�ëåêñèjó Sh
p òàêî äà ñâàêó h�òà÷êó X ñëèêà ó

h�òà÷êó X ′
êîjà ñå äîáèjà åóêëèäñêîì èíâåðçèjîì ó îäíîñó íà åóêëèä-

ñêè êðóã êîjè ñàäðæè h�ïðàâó p. Îâî jå ñàñâèì ïðèðîäíà äå�èíèöèjà,

jåð jå èíâåðçèjà, íà íåêè íà÷èí, ðå�ëåêñèjà ó îäíîñó íà êðóã. Äîäóøå,

åóêëèäñêà èíâåðçèjà íå ÷óâà åóêëèäñêó ïîäóäàðíîñò, àëè £åìî ó ìîäåëó

äå�èíèñàòè h�ïîäóäàðíîñò òàêî äà jå èíâåðçèjà êàî h�ðå�ëåêñèjà ÷óâà,

äà áè îíà áèëà h�èçîìåòðèjà. Íèjå òåøêî ïðîâåðèòè äà jå îâàêî äå-

�èíèñàíî ïðåñëèêàâà»å èíäèðåêòíî è äà èìà áàð jåäíó �èêñíó òà÷êó

(øòàâèøå, ñâàêà òà÷êà h�ïðàâå p jå �èêñíà), ïà çàèñòà ïðåäñòàâ§à îñíó

ðå�ëåêäèjó ó ìîäåëó, òj. h�ðå�ëåêñèjó.

Ñàäà èìàìî ðåàëíó ïðåäñòàâó êàêî èçãëåäà ðàâàí õèïåðáîëè÷êå ãåî-

ìåòðèjå. Íàïîìåíèìî êàêî ñå ìåðå äóæèíå è óãëîâè ó îâîì ìîäåëó. Ñ

îáçèðîì íà òî äà (åóêëèäñêå) èíâåðçèjå íå ÷óâàjó (åóêëèäñêó) ïîäóäàð-

íîñò ïàðîâà òà÷àêà, ñëåäè äà äóæèíà h�äóæè íèjå jåäíàêà åóêëèäñêîj

äóæèíè îäãîâàðàjó£å äóæè èëè êðóæíîã ëóêà. Øòî jå h�òà÷êà áëèæà

àïñîëóòè, òj. áåêîíà÷íîñòè, òî ðàñòîjà»å îä »å äî íåêå �èêñèðàíå h�

òà÷êå ñâå áðæå ðàñòå. Ìå¢óòèì, (åóêëèäñêà) èíâåðçèjà ÷óâà (åóêëèäñêå)

óãëîâå èçìå¢ó êðèâèõ. Îäàâäå ñå ìîæå èçâåñòè äà jå h�ìåðà óãëîâà jåä-

íàêà åóêëèäñêîj ìåðè, ïà èìàìî äà ñó h�ïðàâå h�îðòîãîíàëíå àêî è ñàìî

àêî ñó îäãîâàðàjó£è åóêëèäñêè êðóãîâè è/èëè åóêëèäñêå ïðàâå ìå¢óñîáíî

îðòîãîíàëíè.

×è»åíèöà äà ñó h�ïðàâå êîjå ïðîëàçå êðîç öåíòàð àïñîëóòå äåëîâè åó-

êëèäñêèõ ïðàâèõ îä âåîìà jå âåëèêå êîðèñòè. Çàòî jå îä âåëèêîã çíà÷àjà
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ïðîíà£è íà÷èí êàêî ïðåñëèêàòè ïðîèçâî§íó h�òà÷êó A ó öåíòàð àïñî-

ëóòå O. Íàjáî§å jå íà£è h�ðå�ëåêñèjó, jåð ñå jåäíîñòàâíî êîíñòðóèøó

ñëèêå òà÷àêà è h-ïðàâèõ ïðè åóêëèäñêèì ðå�ëåêñèjàìà è åóêëèäñêèì

èíâåðçèjàìà. Êîíñòðóèøèìî åóêëèäñêó íîðìàëó n íà OA ó òà÷êè A,

îçíà÷èìî jåäíó îä »åíèõ ïðåñå÷íèõ òà÷àêà ñà àïñîëóòîì ñà T è êîíñòðó-

èøèìî òàíãåíòó t íà àïñîëóòè k ó òà÷êè T . �åí ïðåñåê ñ ïîëóïðàâîì

OA îçíà÷èìî ñà A′
. Êðóã l(A′, A”T ) èìà îñîáèíó äà ìó öåíòàð ïðèïàäà

òàíãåíòè êðóãà k, ïà jå îðòîãîíàëàí íà êðóãó k, òj. íà àïñîëóòè, øòî

çíà÷è äà ñàäðæè òà÷êå h�ïðàâå, êîjó £åìî èñòî îçíà÷èòè ñà l. Òðîó-

ãëîâè △A′AT,△A′TO èìàjó çàjäíè÷êè óãàî êîä òåìåíà A′
è ïîäóäàðíå

ïðàâå óãëîâå ∡A′AT,∡A′TO, ïà ñó ñëè÷íè. Ñëåäè äà jå

A′A
A′T

= A′T
A′O

, òj.

äà jå A′A · A′O = A′T 2
, ïà jå ψl(A) = O. Êàêî è h�ðå�ëåêñèjà Sh

l äå-

ëójå èñòî êàî åóêëèäñêà èíâåðçèjà ψl, ñëåäè äà jå Sh
l (A) = O, ïà jå òèìå

îäðå¢åíà h�ïðàâà l òàêâà äà ñå h�ðå�ëåêñèjîì Sh
l òà÷êà A ñëèêà öåíòàð

àïñîëóòå O. Îâà êîíñòðóêöèjà íàì jå íàjâàæíèjà, jåð £å ñå êîðèñòèòè ó

ñâèì çàäàöèìà.

1. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñå h�òà÷êà A ïîêëàïà ñ öåíòðîì àïñîëóòå. Òàäà

h�ïðàâà n êîjó òðåáà äà êîíñòðóèøåìî ñàäðæè öåíòàð àïñîëóòå, ïà jå

äåî åóêëèäñêå ïðàâå. Ïîòðåáíî jå äà îíà áóäå óïðàâíà íà h�ïðàâîj a, ïà

àêî jå h�ïðàâà a äåî åóêëèäñêå ïðàâå, êîíñòðóèøåìî åóêëèäñêó ïðàâó

êîjà ñàäðæè òà÷êó A è íîðìàëíà jå íà ïðàâîj êîjà ñàäðæè h�ïðàâó a, à

àêî jå h�ïðàâà a äåî åóêëèäñêîã êðóãà, êîíñòðóèøåìî åóêëèäñêó ïðàâó

êîjà ñàäðæè òà÷êó A è íîðìàëíà jå íà êðóãó êîjè ñàäðæè h�ïðàâó a,

òj. åóêëèäñêó ïðàâó êîjà ñàäðæè òà÷êó A è öåíòàð êðóãà êîjè ñàäðæè

h�ïðàâó a.

Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà ñå h�òà÷êà A ðàçëèêójå îä öåíòðà àïñîëóòå O.

Ó óâîäíîì äåëó jå îïèñàíî êàêî ñå ìîæå êîíñòðóèñàòè h�ïðàâà l òàêâà

äà ñå h�ðå�ëåêñèjîì ó îäíîñó íà »ó h�òà÷êà A ñëèêà ó öåíòàð àïñîëóòå

O. Êîíñòðóèøèìî h�ïðàâó a′ êîjà jå ñëèêà h�ïðàâå a ïðè h�ðå�ëåêñèjè

ó îäíîñó íà h�ïðàâó l (ñëèêà åóêëèäñêå ïðàâå èëè êðóãà ïðè åóêëèäñêîj

èíâåðçèjè). Äàêëå, h�ðå�ëåêñèjîì ó îäíîñó íà h�ïðàâó l ïðåñëèêàëè

ñìî h�òà÷êó A ó öåíòàð àïñîëóòå O è h�ïðàâó a ó h�ïðàâó a′ è òèìå ñìî

ïðîáëåì ñâåëè íà îíàj êîjè óìåìî äà ðåøèìî. Äàêëå, êîíñòðóèøèìî h�

ïðàâó n′
êîjà ñàäðæè h�òà÷êó O è óïðàâíà jå íà h�ïðàâîj a′ êàî ó ïðâîì

ñëó÷àjó. Ñ îáçèðîì íà òî äà ñó h�ðå�ëåêñèjå èíâîëóöèjå, ïîíîâíîì ïðè-

ìåíîì h�ðå�ëåêñèjå ó îäíîñó íà h�ïðàâó l ñëèêàìî h�òà÷êó O è h�ïðàâó

a′ ó h�òà÷êó A è h�ïðàâó a, à ïîøòî jå è èçîìåòðèjà, »åíîì ïðèìåíîì

íà h�ïðàâó n′
äîáè£åìî h�ïðàâó n êîjà ñàäðæè h�òà÷êó A è íîðìàëíà jå

íà h�ïðàâîj a, øòî ñå è òðàæèëî.

2. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñå jåäíà îä h�òà÷àêà A,B ïîêëàïà ñ öåíòðîì àï-

140



ñîëóòå (íåêà jå òî, áåç óìà»å»à îïøòîñòè, h�òà÷êà A). Ó óâîäíîì äåëó

ñìî âèäåëè êàêî ñå êîíñòðóèøå h�ïðàâà s òàêâà äà ñå h�ðå�ëåêñèjîì ó

îäíîñó íà »ó h�òà÷êà B ñëèêà ó öåíòàð àïñîëóòå A. Íî, ïðèìåòèìî äà òà

h�ïðàâà s íèjå íèøòà äðóãî íåãî h�ñèìåòðàëà h�äóæè AB, ïà »ó òðåáà

êîíñòðóèñàòè.

Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà ñå h�òà÷êå A,B ðàçëèêójó îä öåíòðà àïñî-

ëóòå O. Êîíñòðóèøèìî h�ñèìåòðàëó l h�äóæè OA è îçíà÷èìî ñà B′

ñëèêó h�òà÷êå B ïðè h�ðå�ëåêñèjè ó îäíîñó íà h�ïðàâó l (ñëèêà òà÷êå

ïðè åóêëèäñêîj èíâåðçèjè). Äàêëå, h�ðå�ëåêñèjîì ó îäíîñó íà h�ïðàâó

l ïðåñëèêàëè ñìî h�òà÷êe A,B ó öåíòàð àïñîëóòå O è h�òà÷êó B′
è òèìå

ñìî ïðîáëåì ñâåëè íà îíàj êîjè óìåìî äà ðåøèìî. Äàêëå, êîíñòðóèøèìî

h�ñèìåòðàëó s′ h�äóæè OB′
. Ïîíîâíîì ïðèìåíîì h�ðå�ëåêñèjå ó îäíîñó

íà h�ïðàâó l ñëèêàìî h�òà÷êå O,B′
ó h�òà÷êå A,B, à h�ñèìåòðàëó s′ h�

äóæè OB′
ó h�ñèìåòðàëó h�äóæè AB.

3. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñå h�òà÷êà X ïîêëàïà ñ öåíòðîì àïñîëóòå. Òàäà ñå

h�êðóã k ÷èjè jå h�öåíòàð h�òà÷êà X è ñàäðæè h�òà÷êó Y ïîêëàïà ñ åó-

êëèäñêèì êðóãîì k(X,XY ). (Çàèñòà, h�êðóã k ïðåäñòàâ§à ãåîìåòðèjñêî
ìåñòî òà÷àêà êîjå ñó h�îñíîñèìåòðè÷íå h�òà÷êè Y ó îäíîñó íà h�ïðàâå

ïðàìåíà ïðàâèõ êîjå ñàäðæå h�òà÷êó X , à ïîøòî ñå h�ðå�ëåêñèjå ó îä-

íîñó íà òå h�ïðàâå ïîêëàïàjó ñ åóêëèäñêèì îñíèì ðå�ëåêñèjàìà, ñëåäè

äà jå h-êðóã k ïîêëàïà ñ åóêëèäñêèì êðóãîì k(X,XY ).)
Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà ñå h�òà÷êà X ðàçëèêójå îä öåíòðà àïñîëóòå

O. Êîíñòðóèøèìî h�ñèìåòðàëó l h�äóæè OX è îçíà÷èìî ñà Y ′
ñëèêó h�

òà÷êå Y ïðè h�ðå�ëåêñèjè ó îäíîñó íà h�ïðàâó l. Äàêëå, h�ðå�ëåêñèjîì

ó îäíîñó íà h�ïðàâó l ïðåñëèêàëè ñìî h�òà÷êe X, Y ó öåíòàð àïñîëóòå O

è h�òà÷êó Y ′
è òèìå ñìî ïðîáëåì ñâåëè íà îíàj êîjè óìåìî äà ðåøèìî.

Äàêëå, êîíñòðóèøèìî h�êðóã k′ ÷èjè jå h�öåíòàð h�òà÷êà O è ñàäðæè

h�òà÷êó Y ′
. Ïîíîâíîì ïðèìåíîì h�ðå�ëåêñèjå ó îäíîñó íà h�ïðàâó l

ñëèêàìî h�òà÷êå O, Y ′
ó h�òà÷êå X, Y , à h�êðóã k′ ó h�êðóã k ÷èjè jå

öåíòàð h�òà÷êà X è ñàäðæè h�òà÷êó Y .

4. Èñêîðèñòèìî ïðåòõîäíè çàäàòàê. Êîíñòðóèøèìî h�êðóã k ñ h�öåí-

òðîì A êîjè ñàäðæè h�òà÷êó B è h�êðóã l ñ h�öåíòðîì B êîjè ñàäðæè

h�òà÷êó A. Ó ïðåñåêó êðóãîâà k, l îçíà÷èìî h�òà÷êó C. Òàäà jå h�òðîóãàî

△ABC ïðàâèëàí, jåð jå AC
h∼= AB è BC

h∼= BA (h�ïîäóäàðíîñò).

Íàïîìåíà 12. Êàî è ó åóêëèäñêîj ãåîìåòðèjè, ó õèïåðáîëè÷êîj ãåîìå-

òðèjè âàæè äà ñå íàñïðàì âå£åã óãëà ó òðîóãëó íàëàçè ñå âå£à ñòðàíèöà,

à íàñïðàì ïîäóäàðíèõ óãëîâà ïîäóäàðíå ñòðàíèöå. Ïðåìà òîìå, óãëîâè

ïðàâèëíîã òðîóãëà ó õèïåðáîëè÷êîj ãåîìåòðèjè jåñó ïîäóäàðíè. Ìå¢ó-

òèì, ñ îáçèðîì íà òî äà jå çáèð óãëîâà ó òðîóãëó ìà»è îä 180◦, ñëåäè äà
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ñó òè óãëîâè ìà»è îä 60◦! Ïðåìà òîìå, ïîãðåøíî áè áèëî êîíñòðóèñàòè

ó áèëî êîjîj îä òà÷àêà A,B óãàî îä 60◦ ïîìî£ó òîãà òðàæèòè òåìå C, jåð
ñå îíäà íå£å äîáèòè ïðàâèëàí òðîóãàî.

5. Îçíà÷èìî ñà S ïðåñåê äàòèõ h�ïðàâèõ p, q. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñå h�

òà÷êà S ïîêëàïà ñ öåíòðîì àïñîëóòå. Òàäà ñó h�ïðàâå p, q äåëîâè åó-

êëèäñêèõ ïðàâèõ è h�óãàî ∡pSq ñå ïîêëàïà ñ åóêëèäñêèì óãëîì ∡pSq.

Êîíñòðóèøèìo åóêëèäñêó áèñåêòðèñó òîã óãëà è îíà £å áèòè è òðàæåíà

h�áèñåêòðèñà.

Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà ñå h�òà÷êà S ðàçëèêójå îä öåíòðà àïñîëóòå

O. Êîíñòðóèøèìî h�ñèìåòðàëó l h�äóæè OS è îçíà÷èìî ñà p′, q′ ñëèêå

h�ïðàâèõ p, q ïðè h�ðå�ëåêñèjè ó îäíîñó íà h�ïðàâó l. Äàêëå, ñâåëè

ñìî ïðîáëåì íà ïðåòõîäíè, êîjè óìåìî äà ðåøèìî, ïà êîíñòðóèøèìî h�

áèñåêòðèñó s′ h�óãëà ∡p′Oq′. Ïîíîâíîì ïðèìåíîì h�ðå�ëåêñèjå ó îäíîñó

íà h�ïðàâó l ñëèêàìî h�ïðàâå p′, q′ ó h�ïðàâå p, q, à h�áèñåêòðèñó h�óãëà

∡p′Oq′ ó h�ñèìåòðàëó s h�óãëà ∡pSq.

6.

O X

O1

A

Ïîòðåáàí íàì jå h�óãàî R
2
, ïà êîíñòðóèøèìî h�óãàî ∡pOq òàêî äà ìó

òåìå áóäå öåíòàð àïñîëóòå (òàäà ñó ìó êðàöè äåëîâè åóêëèäñêèõ ïðàâèõ).

Äà áèñìî äîáèëè h�äóæ h�ìåðå Π−1
Ä
R
2

ä
, ïîòðåáíà íàì jå h�ïðàâà êîjà jå

óïðàâíà íà jåäíîì h�êðàêó òîã h�óãëà (íïð. Oq), à h�ïàðàëåëíà ñ »åãî-

âèì äðóãèì h�êðàêîì (íïð. Op). Òà h�ïðàâà íå ìîæå ñàäðæàòè öåíòàð

àïñîëóòå, jåð îíäà íå£å áèòè ïàðàëåíà íè ñà jåäíîì êðàêîì óãëà, ïà ñëåäè

äà ìîðà ïðèïàäàòè åóêëèäñêîì êðóãó ÷èjè ñå (åóêëèäñêè) öåíòàð íàëàçè

íà åóêëèäñêîj ïðàâîj êîjà ñàäðæè êðàê Oq. Òàj åóêëèäñêè êðóã ìîðà

ñàäðæàòè òà÷êó X ó ïðåñåêó àïñîëóòå è ïîëóïðàâå Op (äà áè h�ïðàâà

êîjó ñàäðæè òàj êðóã) áèëà h�ïàðàëåëíà ñ h�êðàêîì Op, à òàêî¢å ìîðà

áèòè óïðàâàí íà àïñîëóòè ó òîj òà÷êè, ïà ñëåäè äà »åãîâ öåíòàð ïðèïàäà

òàíãåíòè íà àïñîëóòè ó òà÷êè X . Äàêëå, öåíòàð O1 òîã êðóãà íàëàçè ñå ó

ïðåñåêó òå òàíãåíòå è (åóêëèäñêå) ïîëóïðàâå Oq, ïà êîíñòðóèøèìî êðóã
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n(O1, O1X). Îçíà÷èìî ñà A h�òà÷êó ó ïðåñåêó h�ïðàâå n è h�êðàêà Oq.

Òàäà jå OA h�äóæ êîjà jå, ïî äå�èíèöèjè �óíêöèjå Ëîáà÷åâñêîã, h�ìåðå

Π−1(∡pOq) = Π−1
Ä
R
2

ä
.

7 Ñòåðåîìåòðèjà

Ó îâîj îáëàñòè îä èíòåðåñà íàì jå åóêëèäñêà ãåîìåòðèjà ó ïðîñòîðó.

Íàïîìåíèìî äå�èíèöèjå è òâð¢å»à êîjà îáàâåçíî ìîðàìî èìàòè íà óìó

ïðå íåãî øòî ïî÷íåìî äà ðåøàâàìî çàäàòêå.

Äå�èíèöèjà 32. Íåêà jå π ðàâàí è p ïðàâà êîjà ïðîäèðå òó ðàâàí.

Êàæåìî äà jå ïðàâà p óè

�

ðàâíà (íîðìàëíà, îðø

�

î�

�

îíàëíà) íà ðàâíè π (è

îáðàòíî), ó îçíàöè p ⊥ π è π ⊥ p, àêî jå óïðàâíà íà ñâàêîj ïðàâîj q ðàâíè

π êîjà ñàäðæè ïðîäîðíó òà÷êó ðàâíè π è ïðàâå p.

Óñëîâ èç äå�èíèöèjå îáè÷íî íèjå ïîãîäàí çà ïðîâåðó. Çàòî êîðèñòèìî

ñëåäå£ó òåîðåìó.

Òåîðåìà 18 (Êîøè). Íåêà jå π ðàâàí è p è�ðàâà êîjà è�ðîgèðå ø�ó ðàâàí.

Àêî jå è

�

ðàâà p óè

�

ðàâíà íà gâåìà ðàçíèì è

�

ðàâèìà ðàâíè π êîjå ñàgðæå

è

�

ðîgîðíó ø

�

à÷êó ðàâíè π è è

�

ðàâå p, îígà jå è�ðàâà p óè�ðàâíà íà ðàâíè π.

Òåîðåìà 19. Íåêà jå A ø

�

à÷êà è π ðàâàí. Òàgà è

�

îñø

�

îjè jågèíñø

�

âåíà

è

�

ðàâà n êîjà ñàgðæè ø

�

à÷êó A è óè

�

ðàâíà jå íà ðàâíè π.

Òåîðåìà 20. Íåêà jå A ø

�

à÷êà è p è

�

ðàâà. Òàgà è

�

îñø

�

îjè jågèíñø

�

âåíà

ðàâàí π êîjà ñàgðæè ø

�

à÷êó A è óè

�

ðàâíà jå íà è

�

ðàâîj p.

Òåîðåìà 21 (Î òðèìà íîðìàëàìà). Àêî jå è

�

ðàâà p íîðìàëà èç ø

�

à÷êå

O íà ðàâíè π è è

�

ðîgèðå jå ó ø

�

à÷êè P , à Q è

�

îgíîæjå íîðìàëå èç P íà

è

�

ðàâîj q ⊂ π, ø�àgà jå OQ ⊥ q.

Äå�èíèöèjà 33. Äèågàðñêà è

�

îâðø ∠αpβ jåñòå óíèjà ïîëóðàâíè pα è

pβ ñà çàjåäíè÷êèì ðóáîì p. Îâå ïîëóðàâíè íàçèâàìî è

�

§îñíèìà èëè

ñø

�

ðàíàìà òå äèåäàðñêå ïîâðøè, à ïðàâó p »åíîì èâèöîì.

Êàî øòî óãàîíà ëèíèjà ðàçëàæå ðàâàí êîjîj ïðèïàäà íà äâå îáëàñòè,

òàêî è äèåäàðñêà ïîâðø ðàçëàæå ïðîñòîð íà äâå îáëàñòè. Óíèjó äèå-

äàðñêå ïîâðøè è íåêå îä òèõ îáëàñòè íàçèâàìî gèågðîì è îçíà÷àâàìî ãà

ñà ∡αpβ. Jåäàí îä äèåäàðà jå óâåê êîíâåêñàí (ïðåäñòàâ§à ïðåñåê äâàjó

ïîëóïðîñòîðà ÷èjè ñó ðóáîâè ðàâíè êîjå ñàäðæå ï§îñíè äèåäàðñêå ïî-

âðøè).
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Òåîðåìà 22. Íåêà jå ∠αpβ gèågàðñêà è

�

îâðø è íåêà ñó γ1, γ2 ðàâíè êîjå

ñó óè

�

ðàâíå íà èâèöè p ø�å gèågàðñêå è�îâðøè. Òàgà ø�å ðàâíè ñåêó gèågàð-

ñêó è

�

îâðø è

�

î ó�

�

àîíèì ëèíèjàìà ∠a1O1b1,∠a2O2b2 ø

�

àêâèì gà ñó ó�

�

ëîâè

∡a1O1b1,∡a2O2b2 ìå¢óñîáíî è�îgógàðíè.

Äå�èíèöèjà 34. Ñâàêè îä óãëîâà èç ïðåòõîäíå òåîðåìå íàçèâà ñå íà-

�

�

èáíèì ó�

�

ëîì äèåäðà.

Íèjå òåøêî ïðèìåòèòè äà ñó äâà äèåäðà ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíà àêî è

ñàìî àêî ñó òàêâè è »èõîâè íàãèáíè óãëîâè.

Äå�èíèöèjà 35. Íåêà jå ∡αpβ äèåäàð. Ïîëóðàâàí pγ ñ ðóáîì p, êîjà

ïðèïàäà äèåäðó ∡αpβ è äåëè ãà íà äâà ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíà äèåäðà

∡αpγ,∡γpβ, íàçèâà ñå ñèìåø�ðàëíîì è

�

îëóðàâíè äèåäðà ∡αpβ.

Òåîðåìà 23. Íåêà jå ∡αpβ gèågàð. Òàgà jå ñèìåø�ðàëíà è�îëóðàâàí gèågðà

∡αpβ ñêóè

�

ñâèõ ø

�

à÷àêà X è

�

ðîñø

�

îðà êîjå è

�

ðèè

�

àgàjó gèågðó ∡αpβ ø

�

àêâå

gà jå XY = XZ, ��gå jå Y è

�

îgíîæjå óè

�

ðàâíå èç X íà è

�

îëóðàâíè pα, à Z

è

�

îgíîæjå óè

�

ðàâíå èç X íà è

�

îëóðàâíè pβ.

Äàêëå, ñèìåòðàëíà ïîëóðàâàí äèåäðà jå óîïøòå»å áèñåêòðèñå óãëà.

Äå�èíèöèjà 36. Äèåäàð jå è

�

ðàâ àêî jå »åãîâ íàãèáíè óãàî ïðàâ.

Ñëè÷íå äå�èíèöèjå èìàìî çà îøòàð è òóï äèåäàð.

Äå�èíèöèjà 37. �àâíè α, β ñó ìå¢óñîáíî óè�ðàâíå (íîðìàëíå, îðø�î��îíàëíå),

ó îçíàöè α ⊥ β, àêî ñàäðæå ï§îñíè ïðàâîã äèåäðà.

Òåîðåìà 24. Íåêà jå α ðàâàí è p è

�

ðàâà óè

�

ðàâíà íà ðàâíè α. Òàgà jå

ñâàêà ðàâàí β, êîjà ñàgðæè è

�

ðàâó p, óè�ðàâíà íà ðàâíè α.

Äå�èíèöèjà 38. Íåêà ñó Sa, Sb, Sc òðè ïîëóïðàâå ó ïðîñòîðó ñà çà-

jåäíè÷êèì òåìåíîì S êîjå íå ïðèïàäàjó èñòîj ðàâíè. Òàäà ñêóï ∡aSb ∪
∡bSc ∪ ∡cSa íàçèâàìî ø�ðèågðîì. Òà÷êó S íàçèâàìî ø

�

åìåíîì òîã òðè-

åäðà, ïîëóïðàâå Sa, Sb, Sc »åãîâèì èâèöàìà, à óãëîâå ∡aSb,∡bSc,∡cSa

»åãîâèì ñø

�

ðàíàìà.

S

a b

c
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Äå�èíèöèjà 39. Ïðàâå p, q íàçèâàìî ìèìîèëàçíèì ïðàâèìà àêî íå

ïîñòîjè ðàâàí êîjà èõ ñàäðæè.

Òåîðåìà 25. Íåêà ñó p, q ìèìîèëàçíå è�ðàâå. Òàgà è�îñø�îjè jågèíñø

�

âåíà

è

�

ðàâà n êîjà jå óè

�

ðaâíà è íà è

�

ðàâîj p è íà è

�

ðàâîj q.

Ìèìîèëàçíå ïðàâå íåìàjó çàjåäíè÷íèõ òà÷àêà, ïà ñòîãà ó�

�

ëîì èçìå¢ó

ìèìîèëàçíèõ ïðàâèõ p, q ñìàòðàìî óãàî èçìå¢ó áèëî êîjèõ äâåjó ïðàâèõ

p′, q′ êîjå ñå ñåêó, òàêâèõ äà jå p′ ‖ p è q′ ‖ q. Ïðåìà òîìå, ìîæåìî èçâåñòè
ñëåäå£è çàê§ó÷àê.

Òåîðåìà 26. Àêî jå è

�

ðàâà n óè

�

ðàâíà íà ðàâíè π, îígà jå îíà óè�ðàâíà íà

ñâàêîj è

�

ðàâîj ø

�

å ðàâíè.

Òåîðåìà 27. Àêî jå è

�

ðàâà n óè

�

ðàâíà íà gâåìà íåè

�

àðàëåëíèì è

�

ðàâèìà

ðàâíè π, îígà jå è�ðàâà n óè

�

ðàâíà íà ðàâíè π.

Çàèñòà, àêî jå ïðàâà n óïðàâíà íà äâåìà íåïàðàëåëíèì ïðàâèìà p, q

ðàâíè π, òàäà jå îíà óïðàâíà íà ïðàâèìà p′, q′ ðàâíè π êîjå ñàäðæå ïðî-

äîðíó òà÷êó ïðàâå n è ðàâíè π è ïàðàëåëíå ñó ïðàâèìà p, q, à ïîøòî ïðàâå

p, q íèñó ïàðàëåëíå, îíäà ñó ïðàâå p′, q′ ðàçëè÷èòå, ïà òâð¢å»å ñëåäè íà

îñíîâó Êîøèjåâå òåîðåìå.

1. a)

A B

CD

A1 B1

C1D1

Ïðàâå AB1 è BC1 ñó ìèìîèëàçíå, ïà jå óãàî èçìå¢ó »èõ jåäíàê óãëó

èçìå¢ó ïðàâèõ AB1 è AD1. Òðîóãàî △AB1D1 jå jåäíàêîñòðàíè÷íè, jåð

ñó »åãîâå èâèöå ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíå (ñâå òðè ñó ïîäóäàðíå äèjàãîíàëè

ñòðàíå êîöêå), ïà jå ∡B1AD1 = 60◦.
á)

A B

CD

A1 B1

C1D1
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Äåëójå äà jå ïðàâà CD1 óïðàâíà íà ðàâíè AB1C1D. Çàèñòà, ïðàâà

CD1 jå óïðàâíà íà ïðàâîj C1D (äèjàãîíàëå êâàäðàòà CC1D1D), à ïðàâà

B1C1 jå óïðàâíà íà ðàâíè CC1D1D, ïà jå óïðàâíà íà ïðàâîj CD1. Äàêëå,

CD1 ⊥ C1D è CD1 ⊥ B1C1, ïà jå CD1 ⊥ AB1C1D. Îäàâäå ñëåäè äà jå

ACD1 ⊥ AB1C1D, jåð ðàâàí ACD1 ñàäðæè ïðàâó CD1 êîjà jå óïðàâíà

íà ðàâíè AB1C1D.

â)

A B

CD

A1 B1

C1D1

S

Èç äîêàçà ïðåòõîäíîã äåëà îâîã çàäàòêà ñëåäè äà jå ïðàâà CD1 óïðàâ-

íà íà ðàâíè AB1C1D, ïà jå óïðàâíà íà ïðàâîj AC1. Äàêëå, AC1 ⊥ CD1.

Òàêî¢å, ïðàâà B1D1 jå óïðàâíà íà ðàâíè ACC1A1. Çàèñòà, B1D1 ⊥ A1C1

(äèjàãîíàëå êâàäðàòà A1B1C1D1), à ïîøòî jå CC1 ⊥ A1B1C1D1, ñëåäè äà

jå CC1 ⊥ B1D1. Äàêëå, B1D1 ⊥ ACC1A1, ïà ñëåäè äà jå AC1 ⊥ B1D1.

Ïðåìà òîìå, èç AC1 ⊥ CD1 è AC1 ⊥ B1D1 ñëåäè äà jå AC1 ⊥ B1CD1.

Îçíà÷èìî ïðîäîðíó òà÷êó ïðàâå AC1 è ðàâíè B1CD1 ñà S. Òðîóãàî

△AC1D1 jå ïðàâîóãëè ñ ïðàâèì óãëîì êîä òåìåíà D1, jåð jå ïðàâà C1D1

óïðàâíà íà ðàâíè AA1D1D, ïà jå óïðàâíà è íà ïðàâîj AD1. Ïðàâà D1S

ïðèïàäà ðàâíè B1CD1, ïà ñëåäè äà jå AC1 ⊥ D1S, òj. äà jå D1S âèñèíà

ïðàâîóãëîã òðîóãëà △AC1D1. Òðîóãëîâè △ASD1 è △D1SC1 ñó ñëè÷íè

(jåð èìàjó ïîäóäàðíå óãëîâå), ïà ñëåäè äà jå

AS
D1S

= SD1

SC1

= AD1

D1C1

. Àêî jå a

èâèöà êîöêå, îíäà jå AD1 = a
√
2 è D1C1 = a, ïà jå AS

D1S
= SD1

SC1

= a
√
2

a
=

√
2.

Ñëåäè äà jå

AS
SC1

= AS
D1S

· SD1

SC1

=
√
2 ·

√
2 = 2, òj. AS : SC1 = 2 : 1, øòî jå è

òðåáàëî äîêàçàòè.

2.

S

a b

c
d

CD

B
A

Íåêà jå Sabc òðèåäàð. Òðåáà äîêàçàòè äà jå ∡aSb + ∡bSc > ∡aSc.
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Àêî jå ∡bSc ≥ ∡aSc íåjåäíàêîñò jå òðèâèjàëíî èñïó»åíà. Ïðåòïîñòàâèìî

çàòî äà jå ∡bSc < ∡aSc è íåêà jå Sd ïîëóïðàâà êîjà ïðèïàäà óãëó ∡aSc

òàêâà äà jå ∡dSc = ∡bSc. Íåêà jå C ïðîèçâî§íà òà÷êà ïîëóïðàâå Sc è

íåêà jå B ïðîèçâî§íà òà÷êà ïîëóïðàâå Sb. Íåêà jå D òà÷êà ïîëóïðàâå

Sd òà÷êà äà jå SD = SB è íåêà jå A ïðåñå÷íà òà÷êà ïîëóïðàâå Sa è

ïðàâå CD. Òðîóãëîâè △SCB è △SCD ñó ïîäóäàðíè, jåð jå SC = SC,

∡CSD = ∡CSB è SD = SB. Ñëåäè äà jå CD = CB. Èç jåäíàêîñòè

AC = AD + DC, íåjåäíàêîñòè òðîóãëà AC < AB + BC è ïðåòõîäíî

äîáèjåíå jåäíàêîñòè DC = BC ñëåäè äà jå AD < AB. Òðîóãëîâè △SAB
è △SAD èìàjó ïîäóäàðíå èâèöå ñà çàjåäíè÷êèì òåìåíîì S (SA = SA è

SB = SD), ïà ïîøòî jå AB > AD, íà îñíîâó ñòàâà ñëåäè äà jå ∡ASB >

∡ASD. Ïðåìà òîìå, äîáèjàìî äà âàæè

∡aSb+ ∡bSc = ∡ASB + ∡BSC > ∡ASD + ∡DSC = ∡ASC = ∡aSc.

3.

S

a b

c

C

B
A A1

B1

C1

T

Íåêà jå Sabc òðèåäàð. Íåêà A ïðîèçâî§íà òà÷êà ïîëóïðàâå Sa è íåêà

ñó B,C ðåäîì òà÷êå ïîëóïðàâèõ Sb, Sc òàêâå äà jå SB = SC = SA.

Òàäà ñó òðîóãëîâè △SAB,△SBC,△SAC jåäíàêîêðàêè, ïà ñëåäè äà ñó

ñèìåòðàëå ñòðàíèöà òðèåäðà, òj. óãëîâà ∡ASB,∡BSC,∡ASC, ðåäîì

ïîëóïðàâå SC1, SA1, SB1, ãäå ñó C1, A1, B1 ñðåäèøòà äóæè AB,BC,AC.

Ïðåìà òîìå, ðàâíè êîjå ñàäðæå èâèöó òðèåäðà è ñèìåòðàëó íàñïðàìíå

ñòðàíèöå jåñó ðàâíè SAA1, SBB1, SCC1. Ñ îáçèðîì íà òî äà ñó AA1, BB1, CC1

òåæèøíå äóæè òðîóãëà △ABC, ñëåäè äà ñå ñåêó ó jåäíîj òà÷êè è îçíà-

÷èìî òó òà÷êó ñà T . Ïðåìà òîìå, ðàâíè SAA1, SBB1, SCC1 ñàäðæå òà÷êå

S, T , ïà ñòîãà ñàäðæå è ïðàâó ST . Äàêëå, ïðàâà ST jå çàjåäíè÷êà çà ñâå

òðè ðàâíè, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

4.

147



S

a b

cB
A

C

Íåêà jå Sabc òðèåäàð òàêàâ äà jå ∡aSb = ∡bSc = 45◦ è ∡aSc = 60◦.
Òðåáà äîêàçàòè äà jå äèåäàð îâîã òðèåäðà, ÷èjà èâèöà ñàäðæè ïîëóïðàâó

Sb è ÷èjå ñó ï§îñíè ïîëóðàâíè êîjå ñàäðæå ñòðàíèöå ∡aSb è ∡bSc òîã

òðèåäðà, ïðàâ äèåäàð. Íåêà jå B ïðîèçâî§íà òà÷êà ïîëóïðàâå Sb è íåêà

ñó òà÷êå A,C ðåäîì ïðåñå÷íå òà÷êå ðàâíè êîjà jå ó òà÷êè B óïðàâíà

íà ïîëóïðàâîj Sb è ïîëóïðàâèõ Sa, Sc. Ñëåäè äà òðåáà äîêàçàòè äà jå

∡ABC = 90◦.
Îçíà÷èìî SB = a. Ïðàâîóãëè òðîóãëîâè △SBA,△SBC jåñó jåäíàêî-

êðàêè (jåð èì jå jåäàí îä îøòðèõ óãëîâà 45◦), ïà ñëåäè äà jå BA = BC = a

è SA = SC = a
√
2. Òðîóãàî △SAC jå jåäíàêîêðàê (çáîã SA = SC)

÷èjè jå óãàî ïðè âðõó ∡ASC = 60◦, ïà jå ó ïèòà»ó jåäíàêîñòðàíè÷íè

òðîóãàî. Ñëåäè äà jå AC = a
√
2, ïà ñó ñòðàíèöå òðîóãëà △ABC ðåäîì

AB = a, BC = a, AC = a
√
2. Îäàâäå ñëåäè äà jå ó ïèòà»ó ïðàâîóãëè

òðîóãàî, òj. äà jå ∡ABC = 90◦.

Äå�èíèöèjà 40. Íåêà jå AB äóæ. �àâàí êîjà ñàäðæè ñðåäèøòå S

äóæè AB è óïðàâíà jå íà ïðàâîj AB íàçèâà ñå ìågèjàëíîì ðàâíè èëè

ñèìåø

�

ðàëíîì ðàâíè äóæè AB.

Ìåäèjàëíà ðàâàí äóæè jå óîïøòå»å ìåäèjàòðèñå äóæè. Øòàâèøå,

âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å.

Òåîðåìà 28. Íåêà jå AB góæ. Ñêóè

�

ñâèõ ø

�

à÷àêà X ó è

�

ðîñø

�

îðó ø

�

àêâèõ

gà âàæè XA = XB jåñø

�

å ìågèjàëíà ðàâàí góæè AB.

Ïðå íåãî øòî ïîãëåäàìî ðåøå»å íàðåäíîã çàäàòêà, ñïîìåíèìî ñëå-

äå£å òâð¢å»å.

Òåîðåìà 29. Íåêà jå ∡αpβ gèågàðñêà è

�

îâðø è íåêà jå pγ è

�

îëóðàâàí ñ

ðóáîì p. Òàgà è

�

îëóðàâàí pγ è

�

ðèè

�

àgà gèågðó ∡αpβ àêî è ñàìî àêî çà

ñâàêå gâå ø

�

à÷êå X, Y êîjå è

�

ðèè

�

àgàjó è

�

§îñíèìà pα, pβ ø

�

î�

�

gèågðà âàæè

gà pγ ñå÷å góæ XY .

Îâî òâð¢å»å jå óîïøòå»å îäãîâàðàjó£åã òâð¢å»à çà óãëîâå ó êîjåì

ïîëóïðàâà, ÷èjå jå òåìå òåìå óãëà, ïðèïàäà óãëó àêî è ñàìî àêî çà ñâàêó
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äóæ ÷èjà òåìåíà ïðèïàäàjó êðàöèìà òîã óãëà âàæè äà òà ïîëóïðàâà ñå÷å

òó äóæ.

5.

A B

C

D

A B

C

D

O

Íåêà jå ABCD òåòðàåäàð. Ïîòðåáíî jå äîêàçàòè äà ïîñòîjè òà÷êà O

òàêâà äà jå OA = OB = OC = OD. Íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå, òà

òà÷êà ìîðà ïðèïàäàäè ìåäèjàëíèì ðàâíèìà èâèöà AB,BC,AC,AD,BD,CD

òåòðàåäðà ABCD. Çà ïî÷åòàê, äîêàæèìî äà ñå ìåäèjàëíå ðàâíè èâèöà

AB,AC ñåêó. Àêî ñå îíå íå áè ñåêëå, áèëå áè ïàðàëåëíà, ïà áè îíäà

ïðàâå AB,AC áèëå ïàðàëåëíå, jåð ñó óïðàâíå íà ïàðàëåëíèì ðàâíèìà.

Òàäà áè òà÷êå A,B,C áèëå êîëèíåàðíå, øòî íèjå ìîãó£å. Äàêëå, ìåäè-

jàëíå ðàâíè èâèöà AB,AC ñåêó ñå ïî ïðàâîj n êîjà èìà îñîáèíó äà çà

ñâàêó »åíó òà÷êó X âàæè XA = XB è XA = XC, ïà ñëåäè äà ïðèïàäà

ìåäèjàëíîj ðàâíè èâèöå BC. Íà ïðàâîj n òðåáà ïðîíà£è òà÷êó O òàêâó

äà jå OA = OD, òj. òðåáà ïðîâåðèòè äà ëè ñå ìåäèjàëíà ðàâàí π èâèöå

AD è ïðàâà n ñåêó. Àêî òî íå áè áèî ñëó÷àj, îíäà áè ïðàâà n è ðàâàí

π áèëå ïàðàëåëíå. Ó ðàâíè π áè îíäà ïîñòîjàëà ïðàâà ïàðàëåëíà ïðàâîj

n, ïà ïîøòî jå π ⊥ AD, òà ïðàâà áè áèëà óïðàâíà íà AD, ïà áè áèëî

n ⊥ AD. Ìå¢óòèì, ñâå ïðàâå êîjå ñàäðæå òà÷êó A è óïðàâíå ñó íà ïðà-

âîj n ïðèïàäàjó ðàâíè êîjà ñàäðæè òà÷êó A è óïðàâíà jå íà ïðàâîj n,

à òî jå ðàâàí ABC, ïà áè ñëåäèëî äà ïðàâà AD ïðèïàäà òîj ðàâíè, òj.

äà ñó òà÷êå A,B,C,D êîìïëàíàðíå, øòî íèjå ìîãó£å. Äàêëå, ðàâàí π è

ïðàâà n ñå ñåêó ó òà÷êè O. Ïîøòî òà÷êà O ïðèïàäà ðàâíè π, ñëåäè äà jå

OA = OD, à ïîøòî ïðèïàäà ïðàâîj n, ñëåäè äà jå OA = OB = OC, ïà

ñëåäè äà jå òà÷êà O öåíòàð îïèñàíå ñ�åðå.

A B

C

D

A1
B1

S1

Äà áèñìî äîêàçàëè äà ïîñòîjè òà÷êà S òàêâà äà jå SA1 = SB1 =
SC1 = SD1, ãäå ñó A1, B1, C1, D1 ðåäîì ïîäíîæjà óïðàâíèõ èç òà÷êå S

íà ñòðàíàìà BCD,ACD,ABD,ABC òåòðàåäðà ABCD, ïîòðåáíî jå íà
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îñíîâó òåîðåìå 23. äîêàçàòè äà ïîñòîjè òà÷êà S êîjà ïðèïàäà ñâèì ñè-

ìåòðàëíèì ïîëóðàâíèìà äèåäàðà ÷èjå ñó ï§îñíè ñòðàíå òîã òåòðàåäðà.

Ñèìåòðàëíà ïîëóðàâàí äèåäðà ÷èjà jå èâèöà AD è ñèìåòðàëíà ïîëóðàâàí

äèåäðà ÷èjà jå èâèöà BD èìàjó çàjåäíè÷êó òà÷êó D, ïà ñå ñåêó ïî ïðà-

âîj n êîjà ñàäðæè òó òà÷êó D. Ñâàêà òà÷êà X ïðàâå n èìà îñîáèíó äà jå

XC1 = XB1 è XC1 = XA1, ãäå ñó C1, B1, A1 ðåäîì ïîäíîæjà óïðàâíèõ èç

X íà ñòðàíàìà ABD,ACD,BCD òåòðàåäðà ABCD, ïà ñëåäè äà ïðàâà n

ïðèïàäà è ñèìåòðàëíîj ïîëóðàâíè äèåäðà ÷èjà jå èâèöà CD. Øòàâèøå,

ïðàâà n ïðîäèðå ðàâàí ABC ó òà÷êè êîjà ïðèïàäà óíóòðàø»îñòè òðî-

óãëà △ABC. Çàèñòà, ñèìåòðàëíà ïîëóðàâàí äèåäðà ÷èjà jå èâèöà AD

ñå÷å èâèöó BC òåòðàåäðà ABCD, jåð òà÷êà B ïðèïàäà jåäíîj ï§îñíè, à

òà÷êà C äðóãîj ï§îñíè òîã äèåäðà. Îçíà÷èìî òó ïðåñå÷íó òà÷êó ñà A1.

Ñëè÷íî, ñèìåòðàëíà ïîëóðàâàí äèåäðà ÷èjà jå èâèöà BD ñå÷å èâèöó AC

òåòðàåäðà ABCD, jåð òà÷êà A ïðèïàäà jåäíîj ï§îñíè, à òà÷êà C äðóãîj

ï§îñíè òîã äèåäðà. Îçíà÷èìî òó ïðåñå÷íó òà÷êó ñà B1. Ïðàâå AA1, BB1

ïðèïàäàjó óíóòðàø»îñòè òðîóãëà △ABC, ïà ñëåäè äà ñå ñåêó ó òà÷êè S1

êîjà ïðèïàäà óíóòðàø»îñòè òðîóãëà △ABC. Óî÷èìî ñèìåòðàëíó ðàâàí
äèåäðà ÷èjà jå èâèöà AB. Òà÷êà D ïðèïàäà jåäíîj, à òà÷êà S1 ïðèïàäà

äðóãîj ï§îñíè òîã äèåäðà, ïà íà îñíîâó òåîðåìå 23 ñëåäè äà òà ñèìå-

òðàëíà ðàâàí ñå÷å äóæ DS1 ó òà÷êè S. Òà òà÷êà jå óïðàâî òðàæåíè

öåíòàð óïèñàíå ñ�åðå òåòðàåäðà ABCD.

6. à)

A B

C

D

M

N

P

Q R

S

T

Íåêà jå ABCD òåòðàåäàð è íåêà ñó M,N, P,Q,R, S ðåäîì ñðåäèøòà

èâèöà AB,CD,BC,AD,BD,AC. Òðåáà äîêàçàòè äà ñå äóæèMN,PQ,RS

ñåêó ó jåäíîj òà÷êè êîjà èõ ñâå ïîëîâè. Äóæ MQ jå ñðåä»à ëèíèjà òðîó-

ãëà △ABD, ïà ñëåäè äà jå MQ ‖ BD è MQ = 1
2
BD. Ñëè÷íî, äóæ PN jå

ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △BCD, ïà ñëåäè äà jå PN ‖ BD è PN = 1
2
BD.

Äàêëå, MQ ‖ PN è MQ = PN , ïà çàê§ó÷ójåìî äà ñó òà÷êå M,P,N,Q

êîìïëàíàðíå è äà jå ÷åòâîðîóãàîMPNQ ïàðàëåëîãðàì. Ïðåìà òîìå, »å-

ãîâå äèjàãîíàëåMN,PQ èìàjó çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå, êîjå £åìî îçíà÷èòè

ñà T . Äóæ PR jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △BCD, ïà ñëåäè äà jå PR ‖ CD
è PR = 1

2
CD. Òàêî¢å, äóæ SQ jå ñðåä»à ëèíèjà òðîóãëà △ACD, ïà

ñëåäè äà jå SQ ‖ CD è SQ = 1
2
CD. Äàêëå, PR ‖ SQ è PR = SQ, ïà çà-

ê§ó÷ójåìî äà ñó òà÷êå P,R,Q, S êîìïëàíàðíå è äà jå ÷åòâîðîóãàî PRQS
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ïàðàëåëîãðàì. Ïðåìà òîìå, »åãîâå äèjàãîíàëå PQ,RS èìàjó çàjåäíè÷êî

ñðåäèøòå. Ñ îáçèðîì íà òî äà jå òà÷êà T ñðåäèøòå äóæè PQ, à äóæ èìà

jåäèíñòâåíî ñðåäèøòå, ñëåäè äà jå òà÷êà T çàjåäíè÷êî ñðåäèøòå äóæè

PQ,RS. Ïðåìà òîìå, ñâå òðè äóæè èìàjó çàjåäíè÷êó òà÷êó T êîjà èõ

ïîëîâè, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

á)

A B

C

D

M

N

T

T1

Íåêà jå T1 òåæèøòå òðîóãëà △ABC. Òðåáà äîêàçàòè äà ñó òà÷êå

D, T, T1 êîëèíåàðíå è äà jå DT : TT1 = 3 : 1. Óî÷èìî ðàâàí MCD. Òà

ðàâàí ñàäðæè òà÷êó N jåð îíà ïðèïàäà äóæè CD, ïà ñàäðæè è òà÷êó

T , jåð jå îíà ñðåäèæòå äóæè MN . Òàêî¢å, òà ðàâàí ñàäðæè òà÷êó T1
jåð îíà ïðèïàäà äóæè CM . Äà áèñìî äîêàçàëè êîëèíåàðíîñò òà÷àêà

D, T, T1, ïðèìåíèìî Ìåíåëàjåâó òåîðåìó íà òðîóãàî △MCN . Ïîøòî jå

−−−→
MT1−−→
T1C

·
−−→
CD
−−→
DN

·
−−→
NT
−−→
TM

= 1
2
·
Ä
−2

1

ä
· 1
1
= −1, ñëåäè äà ñó òà÷êå D, T, T1 êîëèíåàðíå.

Ïðèìåíèìî ïîíîâî Ìåíåëàjåâó òåîðåìó, àëè ñàäà íà òðîóãàî △DT1C è

êîëèíåàðíå òà÷êå M,T,N . Ñëåäè äà jå

−1 =

−→
DT
−−→
TT1

·
−−→
T1M−−→
MC

·
−−→
CN
−−→
ND

=

−→
DT
−−→
TT1

·
Ç
−1

3

å
· 1
1
,

ïà jå

−−→
DT
−−→
TT1

= 3, òj. DT : TT1 = 3 : 1, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

Äå�èíèöèjà 41. Òà÷êà T èç ïðåòõîäíîã çàäàòêà íàçèâà ñå ø

�

åæèøø

�

åì

òåòðàåäðà.

7.

A B

C

D

P

Q R

S

Íåêà jå ABCD òåòðàåäàð è íåêà ñó P,Q,R, S ðåäîì ñðåäèøòà èâèöà

BC,AD,BD,AC.

à) Òðåáà äîêàçàòè äà âàæè AB = CD àêî è ñàìî àêî âàæè PQ ⊥ RS.

Èç äîêàçà ïðåòõîäíîã çàäàòêà èìàìî äà jå PQRS ïàðàëåëîãðàì, êàî è
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äà jå PS = 1
2
AB, PR = 1

2
CD. Ïðåìà òîìå, âàæè AB = CD àêî è ñàìî

àêî âàæè PS = PR, à ïîøòî jå PQRS ïàðàëåëîãðàì, îâî âàæè àêî è

ñàìî àêî jå òàj ïàðàëåëîãðàì ðîìá. Êîíà÷íî, ïàðàëåëîãðàì jå ðîìá àêî

è ñàìî àêî ñó ìó äèjàãîíàëå ìå¢óñîáíî óïðàâíå, òj. àêî è ñàìî àêî âàæè

PQ ⊥ RS.

á) Òðåáà äîêàçàòè äà âàæè AB ⊥ CD àêî è ñàìî àêî âàæè PQ = RS.

Èç äîêàçà ïðåòõîäíîã çàäàòêà èìàìî äà jå PQRS ïàðàëåëîãðàì, êàî è

äà jå PS ‖ AB, PR ‖ CD. Ïðåìà òîìå, âàæè AB ⊥ CD àêî è ñàìî

àêî âàæè PS ⊥ PR, à ïîøòî jå PQRS ïàðàëåëîãðàì, îâî âàæè àêî è

ñàìî àêî jå òàj ïàðàëåëîãðàì ïðàâîóãàîíèê. Êîíà÷íî, ïàðàëåëîãðàì jå

ïðàâîóãàîíèê àêî è ñàìî àêî ñó ìó äèjàãîíàëå ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíå, òj.

àêî è ñàìî àêî âàæè PQ = RS.

8.

A B

C

D

M

N

P

Q R

S

T

Íåêà ñóM,N, P,Q,R, S ðåäîì ñðåäèøòà èâèöà AB,CD,BC,AD,BD,AC

òåòðàåäðà ABCD. Ïðåòïîñòàâèìî äà jåRS çàjåäíè÷êà íîðìàëà ñòðàíèöà

AC,BD. Ïîøòî jå PN ‖ BD è MP ‖ AC, ñëåäè äà jå RS ⊥ PN,MP ,

ïà jå RS óïðàâíà íà ðàâíè ïàðàëåëîãðàìà MPNQ. Ïðåìà òîìå, RS

jå óïðàâíà íà MN,PQ, ïà ñó ïàðàëåëîãðàìè MSNR è PRQS ðîìáîâè.

Ñëåäè äà jå MS = MR è PS = PR. Ïîøòî jå MS = 1
2
BC,MR = 1

2
AD,

äîáèjàìî BC = AD, à ïîøòî jå PS = 1
2
AB, PR = 1

2
CD, ñëåäè äà jå

AB = CD.

Îáðíóòî, ïðåòïîñòàâèìî äà jå AB = CD è BC = AD. Òàäà jå MS =
MR è PS = PR. Ñëåäè äà ñó ïàðàëåëîãðàìè MSNR è PRQS ðîìáîâè,

ïà jå MN ⊥ SR è PQ ⊥ RS. Äàêëå, RS jå óïðàâíà íà ïðàâèìà MN,PQ

ðàâíè MNPQ, ïà jå óïðàâíà íà òîj ðàâíè. Ñïåöèjàëíî, RS jå óïðàâíà

íà MP,PN . Ïîøòî jå MP ‖ AC è PN ‖ BD, ñëåäè äà jå RS ⊥ AC è

RS ⊥ BD.

Äå�èíèöèjà 42. Òåòðàåäàð ABCD jå îðø

�

î�

�

îíàëàí àêî âàæè AB ⊥
CD,BC ⊥ AD,AC ⊥ BD.

9.

152



A

B C

D

A′

B′

Íåêà ñå âèñèíå AA′, BB′
ñåêó. Òàäà ïîñòîjè ðàâàí π êîjà èõ ñàäðæè.

Âèñèíà AA′
jå óïðàâíà íà ðàâíè BCD, ïà jå AA′ ⊥ CD, à âèñèíà BB′

jå óïðàâíà íà ðàâíè ACD, ïà jå BB′ ⊥ CD. Ïðåìà òîìå, CD ⊥ π, ïà jå

CD óïðàâíà íà ñâàêîj ïðàâîj ðàâíè π. Ñïåöèjàëíî, óïðàâíà jå íà ïðàâîj

AB, òj. âàæè CD ⊥ AB.

Îáðàòíî, íåêà jå AB ⊥ CD. Íåêà jå π ðàâàí êîjà ñàäðæè òà÷êå

A,A′, B. Âèñèíà AA′
jå óïðàâíà íà ðàâíè BCD, ïà jå óïðàâíà è íà CD.

Ñëåäè äà jå CD óïðàâíà íà ðàâíè êîjà ñàäðæè ïðàâå AA′, AB, òj. íà

ðàâíè π. Âèñèíà BB′
jå óïðàâíà íà ðàâíè ACD, ïà jå óïðàâíà íà ïðàâîj

CD. Ïîøòî jå π ðàâàí êîjà ñàäðæè òà÷êó B è óïðàâíà jå íà ïðàâîj CD,

ñëåäè äà âèñèíà BB′
ìîðà ïðèïàäàòè ðàâíè π, jåð ñâå ïðàâå êîjå ñàäðæå

òà÷êó B è óïðàâíå ñó íà ïðàâîj CD ïðèïàäàjó ðàâíè π. Ïðåìà òîìå,

âèñèíå AA′, BB′
ïðèïàäàjó ðàâíè π. Îíå íå ìîãó áèòè ïàðàëåëíå, jåð áè

òàäà ðàâíè BCD,ACD, êîjå ñó óïðàâíå íà »èìà, áèëå ïàðàëåëíå, ïà áè

ñå ïîêëàïàëå, øòî áè çíà÷èëî äà ñó òà÷êå A,B,C,D êîìïëàíàðíå, à òî

íèjå ìîãó£å. Ïðåìà òîìå, âèñèíå AA′, BB′
ïðèïàäàjó jåäíîj ðàâíè è íèñó

ïàðàëåëíå, ïà ñëåäè äà ñå ñåêó.

10.

A

B C

D

A′ B1

D1

C1

Íåêà jå A′
ïîäíîæjå âèñèíå èç òåìåíà A íà ñòðàíè BCD. Ïðåòïîñòà-

âèìî äà jå A′
îðòîöåíòàð òðîóãëà △BCD. Òàäà jå BA′ ⊥ CD, à ïîøòî

jå è AA′ ⊥ CD, ñëåäè äà jå ïðàâà CD óïðàâíà íà ðàâíè êîjà ñàäðæè

òà÷êå A,A′, B. Ïðåìà òîìå, ñëåäè äà jå CD óïðàâíà íà ñâàêîj ïðàâîj

òå ðàâíè, ïà ñïåöèjàëíî è íà ïðàâîj AB. Ñëè÷íî, DA′ ⊥ BC, à ïîøòî

jå è AA′ ⊥ BC, ñëåäè äà jå ïðàâà BC óïðàâíà íà ðàâíè êîjà ñàäðæè

òà÷êå A,A′, D. Ïðåìà òîìå, ñëåäè äà jå BC óïðàâíà íà ñâàêîj ïðàâîj

òå ðàâíè, ïà ñïåöèjàëíî è íà ïðàâîj AD. Òàêî¢å, CA′ ⊥ BD, à ïîøòî

jå è AA′ ⊥ BD, ñëåäè äà jå ïðàâà BD óïðàâíà íà ðàâíè êîjà ñàäðæè

òà÷êå A,A′, C. Ïðåìà òîìå, ñëåäè äà jå BD óïðàâíà íà ñâàêîj ïðàâîj

153



òå ðàâíè, ïà ñïåöèjàëíî è íà ïðàâîj AC. Äàêëå, äîêàçàëè ñìî äà âàæè

AB ⊥ CD,BC ⊥ AD,AC ⊥ BD, ïà jå òåòðàåäàð ABCD îðòîãîíàëàí.

Îáðàíóòî, íåêà jå òåòðàåäàð ABCD îðòîãîíàëàí. Òàäà jå AB ⊥
CD,BC ⊥ AD,AC ⊥ BD. Ïðàâà AA′

jå óïðàâíà íà ðàâíè BCD, ïà

ñëåäè äà jå AA′ ⊥ BC,CD,BD. Äàêëå, èìàìî äà jå ïðàâà BC óïðàâíà

íà ïðàâèìà AA′, AD ïà jå óïðàâíà íà ðàâíè êîjà èõ ñàäðæè è íà ñâà-

êîj ïðàâîj òå ðàâíè, ïà ñïåöèjàëíî íà ïðàâîj DA′
. Ïðåìà òîìå, ïðàâà

DA′
jå âèñèíà òðîóãëà △BCD. Ñëè÷íî, ïðàâà CD óïðàâíà íà ïðàâèìà

AA′, AB ïà jå óïðàâíà íà ðàâíè êîjà èõ ñàäðæè è íà ñâàêîj ïðàâîj òå

ðàâíè, ïà ñïåöèjàëíî íà ïðàâîj BA′
. Ïðåìà òîìå, ïðàâà BA′

jå âèñèíà

òðîóãëà △BCD. Âèñèíå DA′, BA′
òðîóãëà △BCD ñåêó ñå ó òà÷êè A′

êîjà jå óïðàâî îðòîöåíòàð òîã òðîóãëà, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.
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