










Baza i dimenzija vektorskog prostora
LAAG

1 Neka je W potprostor prostora R5 generisan vektorima

u1 = (1,−2, 1, 3, −1)

u2 = (−2, 4,−2,−6, 2)

u3 = (1,−3, 1, 2, 1)

u4 = (3,−7, 3, 8,−1).

Odrediti bar jednu bazu za W kao i ǌegovu dimenziju.

Date vektore zapixemo po vrstama matrice, koju zatim svodimo
na stepanasti oblik. Ne-nula vrste stepenaste matrice qine
jednu bazu za W , a ǌihov broj je dimW.

u1

u2

u3

u4


1 −2 1 3 −1

−2 4 −2 −6 2

1 −3 1 2 1

3 −7 3 8 −1


∼

u1

u2 + 2u1

u3 − u1

u4 − 3u1


1 −2 1 3 −1

0 0 0 0 0

0 −1 0 −1 2

0 −1 0 −1 2


∼

u1

u2 + 2u1

u3 − u1

u4 − 3u1 − u3 + u1


1 −2 1 3 −1

0 0 0 0 0

0 −1 0 −1 2

0 0 0 0 0


Jedna baza za W su ne-nula vrste stepenaste matrice,

tj. vektori (1,−2, 1, 3,−1) i (0,−1, 0,−1, 2), a dimenzija je 2.
Iz druge vrste posledǌe matrice mo�emo zakǉuqiti da je
u2 = −2u1, a i posledǌe vrste da je u4 = 2u1 + u3. Dakle, i
vektori u1 i u3 tako�e formiraju bazu za W .
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2 Neka je W potprostor prostora R5 generisan vektorima

u1 = (1, 1, 1, 2, 3)

u2 = (1, 2,−1,−2, 1)

u3 = (3, 5,−1,−2, 5)

u4 = (1, 2,−1,−1, 4).

Na�i podskup skupa vektora {u1, u2, u3, u4} koji formira
bazu za W .
Od datog skupa vektora treba izdvojiti maksimalan lin-
earno nezavisan podskup. Vektore u1, u2, u3, u4 �emo zapisati
po kolonama matrice koju �emo elementarnim transforma-
cijama vrsta svesti na stepenastu formu. Iz poqetnog skupa
vektora brixemo one vektore kojima odgovaraju kolone ste-
penaste matrice bez pivota.

1 1 3 1

1 2 5 2

1 −1 −1 −1

2 −2 −2 −1

3 1 5 4


∼



1 1 3 1

0 1 2 1

0 −2 −4 −2

0 −4 −8 −3

0 −2 −4 1


∼



1 1 3 1

0 1 2 1

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 3


∼



1 1 3 1

0 1 2 1

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0


Pivoti se nalaze u prvoj, drugoj i qetvrtoj koloni, pa vek-
tori u1, u2 i u4 formiraju jednu bazu potprostora W .

3 Ispitati da li vektori

u1 = (1, 1, 1)

u2 = (1, 2, 3)

u3 = (2,−1, 1)

qine bazu vektorskog prostora R3.
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Poxto je prostor R3 dimenzije 3, dovoǉno je pokazati da
su vektori u1, u2, u3 linearno nezavisni.

u1

u2

u3


1 1 1

1 2 3

2 −1 1

 ∼

u1

u2 − u1

u3 − 2u1


1 1 1

0 1 2

0 −3 −1

 ∼

u1

u2 − u1

u3 − 2u1 + 3(u2 − u1)


1 1 1

0 1 2

0 0 5


Stepenasta matrica nema nula vrsta, pa su polazni vektori
u1, u2, u3 linearno nezavisni.

4 Neka je V vektorski prostor kvadratnih matrica reda 2 × 2

nad poǉem R. Na�i bazu i dimenziju potprostora W koji je
generisan vektorima

A =

 1 −5

−4 2

, B =

 1 1

−1 5

, C =

 2 −4

−5 7

 i D =

 1 −7

−5 1

.

Kanonsku bazu za prostor V qine vektori

E1 =

1 0

0 0

, E2 =

0 1

0 0

, E3 =

0 0

1 0

 i E4 =

0 0

0 1

.

Prelaskom na koordinate vektora u odnosu na bazu
E = {E1, E2, E3, E4} dobijamo vektore iz R4

[A]E = (1,−5,−4, 2)

[B]E = (1, 1,−1, 5)

[C]E = (2,−4,−5, 7)

[D]E = (1,−7,−5, 1).

Izdvojimo iz ovog skupa vektora maksimalan linearno neza-
visan podskup.
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
1 1 2 1

−5 1 −4 −7

−4 −1 −5 −5

2 5 7 1


∼


1 1 2 1

0 6 6 −2

0 3 3 −1

0 3 3 −1


∼


1 1 2 1

0 6 6 −2

0 0 0 0

0 0 0 0


Pivoti se nalaze u prvoj i drugoj koloni, pa prva dva vek-
tora A i B qine bazu za W i dimW = 2.

5 Na�i bazu i dimenziju potprostora W vektorskog prostora

P (t) generisanog polinomima

u = t3 + 2t2 − 2t + 1,
v = t3 + 3t2 − t + 4,
w = 2t3 + t2 − 7t− 7.

Koordinate vektora u, v, w u kanonskoj bazi e = {t3, t2, t, 1}
prostora polinoma stepena najvixe 3 su

[u]e = (1, 2,−2, 1)

[v]e = (1, 3,−1, 4)

[w]e = (2, 1,−7,−7).

Formiramo od ovih vektora matricu re�aju�i ih po vrstama.

u

v

w


1 2 −2 1

1 3 −1 4

2 1 −7 −7

 ∼

u

v − u

w − 2u


1 2 −2 1

0 1 1 3

0 −3 −3 −9

 ∼

u

v − u

w − 2u + 3(v − u)


1 2 −2 1

0 1 1 3

0 0 0 0


Iz posledǌe vrste stepenaste matrice zakǉuqujemo da je
w = 5u − 3v, pa je jedna baza za potprostor W skup {u, v}.
Drugu bazu za W qine vektori t3 + 2t2 − 2t + 1 i t2 + t + 3.

6 Neka je W vektorski potprostor svih simetriqnih matrica
reda 2× 2 nad poǉem R. Pokazati da je dimW = 3.

W =
{
A ∈ M2(R) : A = AT

}
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Matrica A =

a b

c d

 pripada prostoru W ako i samo ako je

a b

c d

 =

a c

b d

, tj. ako i samo ako je b = c.

Dakle, W =


a b

b d

 : a, b, d ∈ R

.

Svaka matrica iz prostora W je oblikaa b

b d

 = a

1 0

0 0

 + b

0 1

1 0

 + d

0 0

0 1

, tj.

linearna je kombinacija vektora

E1 =

1 0

0 0

, E2 =

0 1

1 0

 i E3 =

0 0

0 1

.

Odatle sledi da je W = Span(E1, E2, E3), pa su vektori E1, E2, E3

generatrisa za prostor W . Lako se vidi da su oni i lin-
earno nezavisni, pa qine jednu bazu za prostor W koji je
onda dimenzije 3.

7 Neka su U i W potprostori vektorskog prostora R4 dati sa

U =
{
(a, b, c, d) ∈ R4 : b− 2c + d = 0

}
i

W =
{
(a, b, c, d) ∈ R4 : a = d, b = 2c

}
.

Na�i bar po jednu bazu za potprostore U i W , kao i za pot-
prostor U ∩W .

U =
{
(a, b, c, d) ∈ R4 : b = 2c− d

}
U = {(a, 2c− d, c, d) : a, c, d ∈ R}
Svaki vektor iz U mo�emo napisati u obliku
(a, 2c− d, c, d) = a(1, 0, 0, 0) + c(0, 2, 1, 0) + d(0,−1, 0, 1).
Dakle, prostor U je generisan vektorima
e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 2, 1, 0) i e3 = (0,−1, 0, 1).
Vektori e1, e2, e3 su i linearno nezavisni jer stepenasta ma-
trica formirana pomo�u ǌih nema nula vrsta
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e1

e2

e3


1 0 0 0

0 2 1 0

0 −1 0 1

 ∼

e1

e3

e2


1 0 0 0

0 −1 0 1

0 2 1 0

 ∼

e1

e3

e2 + 2e3


1 0 0 0

0 −1 0 1

0 0 1 2

.

Jedna baza za U je {e1, e2, e3} i dimU = 3.

W =
{
(a, b, c, d) ∈ R4 : a = d, b = 2c

}
W = {(d, 2c, c, d) : c, d ∈ R}
Svaki vektor iz W mo�emo napisati u obliku
(d, 2c, c, d) = d(1, 0, 0, 1) + c(0, 2, 1, 0).
Dakle, prostor W je generisan vektorima
f1 = (1, 0, 0, 1) i f2 = (0, 2, 1, 0).
Vektori f1, f2 su i linearno nezavisni jer stepenasta ma-
trica formirana pomo�u ǌih nema nula vrsta

f1

f2

1 0 0 1

0 2 1 0

.

Jednu bazu za W qine vektori f1 i f2, pa je dimW = 2.

U ∩W =
{
(a, b, c, d) ∈ R4 : b = 2c− d, a = d, b = 2c

}
U ∩W =

{
(a, b, c, d) ∈ R4 : a = d = 0, b = 2c

}
U ∩W = {(0, 2c, c, 0) : c ∈ R} = {c(0, 2, 1, 0) : c ∈ R}
U ∩W = Span((0, 2, 1, 0))

Baza za prostor U ∩W je (0, 2, 1, 0), a dim(U ∩W) = 1.

Rang matrice

8 Na�i rang matrice A =


1 3 −2 5 4

1 4 1 3 5

1 4 2 4 3

2 7 −3 6 13


.
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Rang matrice je maksimalan broj linearno nezavisnih vrsta,
odnosno kolona matrice.

1 3 −2 5 4

1 4 1 3 5

1 4 2 4 3

2 7 −3 6 13


∼


1 3 −2 5 4

0 1 3 −2 1

0 1 4 −1 −1

0 1 1 −4 5


∼



1 3 −2 5 4

0 1 3 −2 1

0 0 1 1 −2

0 0 −2 −2 4


∼



1 3 −2 5 4

0 1 3 −2 1

0 0 1 1 −2

0 0 0 0 0


.

Matrica A ima 3 linearno nezavisne vrste, pa je rang(A) = 3.

Suma i direktna suma potprostora

Za potprostore U i W vektorskog prostora V , definixemo
ǌihovu sumu sa
U + W = {u + w | u ∈ U,w ∈ W}.
Vektorski prostor V je direktna suma potprostora U i W ,
u oznaci V = U ⊕ W , ako se svaki vektor v ∈ V mo�e na
jedinstven naqin napisati u obliku
v = u + w, gde je u ∈ U , w ∈ W .
V = U ⊕W ako i samo ako je V = U + W i U ∩W = {0}.

9 Neka su U i W potprostori vektorskog prostora R3 dati sa

U =
{
(a, b, c) ∈ R3 : a = b = c

}
i

W =
{
(a, b, c) ∈ R3 : a = 0

}
.

Pokazati da je R3 = U ⊕W .
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U = {(a, a, a) : a ∈ R} i
W = {(0, b, c) : b, c ∈ R}
Proizvoǉan vektor (a, b, c) ∈ R3 mo�emo predstaviti kao zbir
jednog vektora iz U i jednog vektora iz W

(a, b, c) = (a, a, a) + (0, b− a, c− a).
Dakle, R3 = U + W .
Kako je ovo predstavǉaǌe jedinstveno, suma je i direktna.
U to se mo�emo uveriti i ako proverimo da je
U ∩W = {0}.
Neka je v = (a, b, c) ∈ U ∩ W . Tada je a = b = c i a = 0, pa
zakǉuqujemo da je a = 0, b = 0, c = 0, tj. da je v = 0.

10 Dati su potprostori U1, U2 i U3 vektorskog prostora R3

U1 =
{
(a, b, c) ∈ R3 : a + b + c = 0

}
,

U2 =
{
(a, b, c) ∈ R3 : a = c

}
i

U3 =
{
(a, b, c) ∈ R3 : a = 0, b = 0

}
.

Pokazati da je:
a) R3 = U1 + U2,
b) R3 = U2 + U3,
v) R3 = U1 + U3.
Kada je suma i direktna?
U1 = {(−b− c, b, c) : b, c ∈ R},
U2 = {(c, b, c) : b, c ∈ R} i
U3 = {(0, 0, c) : c ∈ R}.

a) Proizvoǉan vektor (a, b, c) ∈ R3 mo�emo predstaviti kao
zbir jednog vektora iz U1 i jednog vektora iz U2

(a, b, c) = (a,−a− c, c) + (0, a + b + c, 0).
Dakle, R3 = U1 + U2.
Me�utim, ovo predstavǉaǌe nije jedinstveno. Vektor (a, b, c)

mo�emo predstaviti i na drugi naqin kao zbir jednog vek-
tora iz U1 i jednog vektora iz U2

(a, b, c) = (a− c,−a + c, 0) + (c, a + b− c, c).
Suma dakle nije direktna.
To smo mogli zakǉuqiti i iz qiǌenice da je
U1 ∩ U2 6= {0}.
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U1 ∩ U2 =
{
(a, b, c) ∈ R3 : a + b + c = 0, a = c

}
, tj.

U1∩U2=
{
(a, b, c) ∈ R3 : a = c, b = −2c

}
={(c,−2c, c) : c ∈ R}6={0}.

b) Proizvoǉan vektor (a, b, c) ∈ R3 mo�emo predstaviti kao
zbir jednog vektora iz U2 i jednog vektora iz U3

(a, b, c) = (a, b, a) + (0, 0, c− a).
Dakle, R3 = U2 + U3.
Kako je ovo predstavǉaǌe jedinstveno, suma je i direktna.
U to se mo�emo uveriti i ako proverimo da je
U2 ∩ U3 = {0}.
Neka je v = (a, b, c) ∈ U2 ∩ U3. Tada je a = c i a = b = 0, pa
zakǉuqujemo da je a = 0, b = 0, c = 0, tj. da je v = 0.

v) Proizvoǉan vektor (a, b, c) ∈ R3 mo�emo predstaviti kao
zbir jednog vektora iz U1 i jednog vektora iz U3

(a, b, c) = (a, b,−a− b) + (0, 0, a + b + c).
Dakle, R3 = U1 + U3.
Kako je ovo predstavǉaǌe jedinstveno, suma je i direktna.
U to se mo�emo uveriti i ako proverimo da je
U1 ∩ U3 = {0}.
Neka je v = (a, b, c) ∈ U1 ∩ U3. Tada je a + b + c = 0 i a = b = 0,
pa zakǉuqujemo da je a = 0, b = 0, c = 0, tj. da je v = 0.
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