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Algoritam za odredjivanje baze 1 dimenzije potprostora generisanog datim vektorima (strana 154.)
Korak 1. Od datih vektora, kao vektora vrsta, formirati matricu,

Korak 2. Svesti matricu na stepenastu formu.

Korak 3. Vektori ne-nula vrsta stepenaste matrice ¢ine bazu; koliko ih je tolika je dimenzija.

Koristimo ga da iz datog skupa vektora izdvojimo maksimalan linearno nezavisan podskup; ii

t.j. da iz datog skupa vektora izdvojimo bazu potprostora generisanog datim skupom.

Neka je dat skup (spisak) vektora S = {vy, vy, ... vy}

& Hew

Korak 1. Od datih vektora, kao vektora kolona, formirati matricu.

Korak 2. Elementarnim transformacijama vrsta svesti matricu na stepenastu formu.

Korak 3. Izbrisati iz S sve vi-ove takve da se u 1-to) koloni stepenaste matrice ne nalazi pivot.

Korak 4. Preostali vektori éine maksimalan linearno nezavisan podskup. '
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DBaza u nmMmeH3mja BEKTOPCKOT IIPOCTOPA

JIAAT

Heka je W mormpocTop mpoctopa R° reHepucaH BeKTOpHMA

w= (1,-2, 1,
us = (—2, 4, =2,
ug= (1,-3, 1,
ug= (3,=7, 3,

3, —1)
—6, 2)
2, 1)
8, —1).

Ompenutu 6ap jemny 0a3zy 3a W Kao U HEroBy IUMEH3U]Y.

IlaTe BeKTOpE 3amMIIIeMo IO BpcTaMa MaTpPUIle, KOjy 3aTUM CBOIUMO

Ha cTenaHacTu obiuk. He-Hyaa BpcTe crenmenacTre MaTpPUIle YMHE

jemny 6a3y 3a W, a muxoB 0poj je dimW.

(A} 1-2 1 3-1
up | =2 4-2-6 2
U3 1-3 1 2 1

Uy 3—=7 3 8-1

Uy
Uy + 2u
uz —u

Ug — 3Up — U3z + Uy

Uy

U9 + 2uq

- U3 — Uy

ug — U
1-21 3-1
0O 0 0 0 0
0—-10 —1 2
0 00 0 0

1-21 3-1
0 0 0 0 0
0—-10 =1 2
0-10 =1 2

Jenna 6a3a 3a W cy He-HyJa BpCTe cTeleHacCTe MaTpPUIE,

Tj. Bektopu (1,—2,1,3,—1) u (0,—1,0,—1,2), a numen3uja je 2.

V3 npyre BpcCTe mociienme MaTPUIlE MOXKEMO 3aKbYUUTH Oa je

Uy = —2u1, a W MOCJEeOme BPCTe Ha je uy = 2ui + ug. larne, u

BEKTOPU U] U u3 Takobhe Ppopmupajy 6a3y 3a W.



Heka je W mormpocTop mpocropa R® reHepucan BeKTOpHMA

w=(1,1, 1, 2, 3)
w=(1,2,-1,-2, 1)
us=(3,5,—1, =2, 5)
ui=(1,2,—1, -1, 4).

Hahu nmomckyn ckyma BekTopa {ui,us, us,us} KOju opmMupa

boazy 3a W.

Onm mator ckyma BekTOpa Tpeba M3IBOJjUTU MaKCUMAJIAH JIWH-
eapHO He3aBUCaH MOJACKYI. Bekrope ui, us, us, uy hemo 3amnucaTru

IO KOJIOHAMa MaTpUIle KOjy heMo ejileMeHTapHUM TpaHChopMa-

IjaMa BPCTa CBECTHU Ha cTenmeHacTy ¢opMmy. V3 moueTHOr cKymna

BEKTOpa OpUIIeMo OHEe BEKTOpPE KOjuMa OIroBapajy KOJIOHE CTe-

IIeHacTe MaTpuie 0e3 MMBOTA.

0—2—-4 -2
0—4—-8-3

_ 13 1] I 1

1 2 5 2 I 2
1—1—-1-1|~
2-2-2-1

31 5 4

0-2-4 1

0

0
0

0

1
0

0

0

3 1
2 1
0 0
0
0 3

131
021

0O 0 0 0
OOO

0O 0 0 0

[ImBoTU Cce HaJa3e y IpPBOj, APYroj U YETBPTO] KOJIOHU, 114 BEK-
TOPHU U1, Uz W Uy OPMUPAjy jemHy 0a3y mormpoctopa W.

Vcnmratu ma A BEKTOPU

ulz(l, 1, 1)
ng(l, 2, 3)
Uz = (2, —1, 1)

ypHe 0a3y BEKTOpPCKOr mpoctopa R3.




[Tomro je mpocrop R?® mumMensuje 3, MOBOBHO je MOKa3aTm Ia

Cy BEKTOPU Ui, U, U3 JIMHEAPHO HE3aBUCHMU.

Uy

U9

us

I 1 1
1 2 3

2—1 1

Uy
~ U2 — U
U3 — 2uq

I 11
0 1 2

0—-3—1

Uy
U — Uy

Us — 2’LL1 + S(UQ - Ul)

11 1
01 2

00 5

Crenenacra MaTpuila HeMa HyJa BPCTa, Ia CYy HOJa3HU BEKTOPU

Uy, U2, U3 JUHECAPHO HE3aBUCHIU.

Heka je V BekTOpCKU mpOCTOP KBaApPATHUX MaTpuila pena 2 X 2

Haa nmosbeM R. Hahwm 6a3y u aumensujy morupoctopa W koju je

reHepUCaH BEKTOPUMA

1 =5
—4 2

B:

—1

L C=

5

Kanoncky 0a3y 3a mpoctop V umHEe BEKTOPU

by =

I 0
0 0

)

0

by =

1

0 0

7E3

2 —4
n D=
-5 7 —9
0 O 0 0
n E4:
1 0 0 1

[TpesmackoM Ha KOOPAMHATE BEKTOPA Y ONHOCY Ha 6a3y
E ={FE\, Ey, E3, E4} nobujamo BexTope u3 R*

Al
Bl
Clg
D]

E

&

E

= (1, =5, —4, 2)
~(1, 1,-1, 5)
= (2, -4, =5, 7)
= (1, =7, =5, 1).

1 =7

1

V3 nBojuMO M3 OBOT CKymna BEKTOpa MaKCUMaJiaH JWHeapHO He3a-

BUCaH IIOACKYII.
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-5 1—-4-=7
—4—-1-5-5

2 5 7 1

0

1 2 1
] -2
3 3-—1
5 3—-1

2 1

1

] -2
0 0 0
00 0

[TuBoTU Cce Haja3e y MpPBOj W APYIOj KOJOHU, Ma MPBa IBA BEK-

topa A u B umue 6a3y 3a W u dimW = 2.

Hahu 6a3y u mumensujy nmornpoctopa W BEKTOPCKOT IIpocTopa

P(t) rerepucaHOr MOJIMHOMUMA

w="1+2> -2 +1,
v =1 +3t> —t+4,
w=2+t> Tt —T.

KRoopauuare BekTopa u,v,w Yy KAHOHCKO] 0Oa3u e

IpOCTOPa MOJIMHOMA CTeleHa Ha]BUIIE 3 CYy
[u]e — (17 27 _27

v], =(1,3, -1,

w], =(2,1, -7, =7).
Popmmpamo om 0OBUX BeKTOopa maTpully pebhajyhu ux mo spcrama.

u

(%

w

I 2-2 1
1 3—-1 4
2 1-=-71-="7

1)
4)

U
~Ny—u
w — 2u

I 2-2 1
0o 1 1 3

0—-3-3-9

Y

u

V—U

w — 2u+ 3(v — u)

{342, ¢,1}

1 2-21
0 1 13

0 0 00

V3 mocnenme BpCTe cTeneHACTE MaTpPUIlE 3aKBbYUyjeMO Ia je

w = bu — 3v, na je jemma 6a3a 3a morupocrtop W ckym {u,v}.
Hpyry 6a3y 3a W umne Bexropu t° + 2t — 2t +1 u t> +t + 3.

Heka je W BeKTOpPCKM MOTOPOCTOP CBUX CUMETPUIYHUX MaTPUI

pena 2 X 2 man nosbeM R. Ilokazaru ma je dimW = 3.

W={AeMR): A=A"}



a b
Matpuma A = nmpumnana mpocrtopy W ako m caMo ako je
c d
a
, Tj. aKO U caMoO ako je b= c.
c b d
a
Haxne, W = ca,b,d € R

Csaka matrpuna us mpoctopa W je obiuka

a b 1 0 0 1 0 0 .
=a +b +d , Tj.
b d 0 0 1 0 0 1
JVHEaPHa je KOMOWHAIM]a BEKTOPa
1 0 0 1 0 0
E1 = , E2 = %1 Eg ==
0 0 1 0 0 1

Omnarie caemu na je W = Span(Eq, Eg, E3), ma cy Bekropu E, Es, Fs
regeparpuca 3a npoctop W. Jlako ce Bumu ma cy OHU U JIWH-
eapHO HE3aBUCHU, IIa 4YuHEe jemuy 0a3y 3a mpoctop W koju je
OHIa OUMEH3uje 3.

Hexa cy U m W mormpocTopu BekTopckor npocropa R* matu ca

U= {(a,b,c,d) cR*: b—26—|—d:O} u

W ={(a,b,c,d) € R*: a:d,b:2c}.

Hahu 6ap mo jemny 6a3y 3a mornpoctope U u W, kao u 3a moT-
npocTop UNW.

U= {(a,b,c,d) cR*: b= 20—d}

U={(a,2c—d,c,d):a,c,deR}

Csaku BexkTOop 13 U MOKeMO HaIUCATU y OOJUKY

(a,2c—d,c,d) =a(1,0,0,0) + ¢(0,2,1,0) + d(0,—1,0,1).

Haxrmae, mpoctop U je reHepucan BEKTOPUMA,

e; = (1,0,0,0), e = (0,2,1,0) u e3 = (0,—1,0,1).

BexTopu €1, €9,€3 Cy U JTUHEAPHO HE3ABUCHU jep CTeIeHacTa Ma-
Tpura GopMrupaHa moMohy mUX HEMA HYJIa BPCTA



eg [1 0 0 O ec [1 0 0 O ec [1 0 0 O
eo [0 2 1 0] ~e |O=1 0 1]~ e3s [0—1 0 1

e3 |[0—=1 0 1 e [0 2 1 0 ea+2e3 [0 0 1 2

Jemna 6a3za 3a U je {e1,e2,e3} u dimU = 3.

W = {(a,b,c,d) cR*: azd,szC}

W ={(d,2¢c,cd):cdeR}

CBaku BexkTop 13 W MokeMO HaAmMcCaTH y OOJIUKY

(d,2c,c,d) =d(1,0,0,1) 4 ¢(0,2,1,0).

Hakne, mpoctop W je remepucaH BEeKTOpUMA

fi=(1,0,0,1) u fo =(0,2,1,0).

Bekropu fi, fo cy m JIuHeapHO HE3aBUCHU jep CTeleHacTa Ma-
Tpuna GopMmpaHa moMohy HBUX HEMa HyJa BPCTa

filt 0o 0 1

fo O 2 1 0
Jemuy 0a3y 3a W uume BexkTopu fi u fo, ma je dimW = 2.

UNnW = { b, c, )ER4:b:2C—d,a:d,b:2c}
UNW ={(a,b,c,d) eR*:a=d=0,b=2c}

UNW = {(O2060):cGR}:{c(O,Q,l,O):cER}_
UNW = Span((0,2,1,0))

Baza 3a mpoctop UNW je (0,2,1,0), a dim(UNW) = 1.

Paur marpuie

1 3-2 5 4

1 4 1 3 5
E Hahwu panr marpumne A =

1 4 2 4 3

2 7-3 6 13



Panr maTpurie je MakcuMaJiaH Opoj JIMHEapHO HE3aBUCHUX BPCTA,
OJMHOCHO KOJIOHa& MaTpPUIIE.

3—254 3—254
1 4 1 3 5 03—21

1 4 2 4 3 0 1 4—-1-1

2 7-3 6 13 0 1 1-4 5

3254 3254
321 321
001—2 001—2

0 0-2-2 4 00 0 0 0

Marpumna A nva 3 auHEApHO HE3aBUCHE BpCTe, ma je rang(A) = 3.

Cyma u mupekTHa cyMa HOTIPOCTOPAa

3a nmorupoctope U u W BekTopckor mpocropa V', medumHMIIEMO
IbUXOBY CYMY Ca

U+W=A{u+w|uelUweW}.

BekTopcku npoctop V' je mupexTtHa cyma mortupoctopa U u W,
y o3gamu V' = U @& W, ako ce cBakum BekTOp v € V MOKe Ha
jeIMHCTBEH HAUWH HAOUCATU Yy OOJUKY

v=u+4+w, rtme jeuclU, welV.

V=U®W aro u camo ako je V=U+W u UNW = {0}.

Hexka cy U u W mormpoctopu BekTopckor npocropa R? matu ca
U={(a,bc)eR: a=b=c}n

W = {abc ) e R?: a—O}

[Tokazatu na je R3=U @ W.
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U={(a,a,a):a € R} u

W ={(0,b,¢) : b,c € R}

[IpousBoman BekTOp (a, b, ¢) € R MmoxkeMo mpeacTaBuTH Kao 36up
jemuor BexTopa m3 U u jemuor BexkTopa m3 W

(a,b,c) = (a,a,a)+ (0,b —a,c —a).

Harne, R?=U+W.

Kako je oBo mpencraB/balme jeIUHCTBEHO, CYMa je U OUPEKTHA.
Y TO ce MOKEMO YBEPUTHU U AKO IIPOBEPUMO 1a je

UnNW ={0}.

Heka je v = (a,b,c) € UNW. Taga je a = b =cu a = 0, na
3ak/mpyuyjemo ga je a =0,b=0,c=0, tj. ma je v =0.

Hatu cy nornpoctopu Uy, Uy u Us BekTopckor npoctopa R?

U, = {(a,b,c) cR3: a+b+c:0},
Uy ={(a,b,c) eER*:a=c} n
Us = {(a,b,c) cER’:a=0,b= 0}.
[ToxkazaTu nma je:
a) R3 = Uy + Us,
6) R = U, + Us,
B) R3 = U, + Us.
Kana je cyma m gupexkrHa?
Uy ={(-b—cb,c):bceR},
Uy ={(c,b,c) :b,c e R} u
Us ={(0,0,¢) : c € R}.
a) IIpousBoman BekTop (a,b,c) € R? MoskeMO mpeiacTaBuTH Kao
30up jemnor BekTopa u3 U; m jemnor BekTopa mu3 Us
(a,b,¢) = (a,—a —c¢,c)+ (0,a+ b+ c,0).
Hakmre, R3 = Uy + Us.
MebyTum, oBO nmpeacraBbame HUje jemnaCcTBeHO. BekTop (a, b, ¢)
MOKEMO IPEACTABUTUA U Ha, APYTY HAUMH Kao 30Up jeTHOr BEeK-
topa u3 U; u jemaor Bexktopa mu3 Us
(a,b,¢c) =(a—c,—a+¢,0)+ (c,a+b—c,c).
CyMma makje HHUje OUPEKTHA.
To cMO MOIaM 3aK/bYUUTU U U3 YUECHUIE 14 je

U, N U, # {0}



UnNUs;= {(a,b,c) cR?: a+b+c=0,a=c}, Tj.
UrnUs={(a,b,c) e R*:a=c,b=—2c}={(c,—2¢,c) : c € R}#{0}.
6) IIpoussoman BekTop (a,b,c) € R? MoskeMO mpeacTaBUTH Kao
30up jemnor BekTopa u3 Us; m jemnor BekTopa u3 Uj
(a,b,c) = (a,b,a)+ (0,0,¢c — a).
Hakxe, R = Us + Us.
Kako je oBO mpencraB/bame je IMHCTBEHO, CyMa je U AUPEKTHA.
Y TO ce MOKEeMO YBEPUTU M aKO IPOBEPUMO 1A je
U, NUs = {0}.
Heka je v = (a,b,¢) € UyNUs. Tana je a =cua=0>0=0, na
3akmpyuyjemo ga je a=0,b=0,c=0, Tj. na je v =0.
B) Ilpomssosman BexTop (a,b,c) € R® MoxkeMO IpeacTaBUTU Kao
30up jemnor BekTopa mu3 U; m jemHor BekTopa mu3 Us
(a,b,¢) = (a,b,—a —b) + (0,0,a + b+ c).
Haxiae, R? = U, + Us.
Kako je oBo mpencraB/bame je IMHCTBEHO, CyMa je U AUPEKTHA.
Y TO ce MOKEeMO YBEPUTU M aKO IPOBEPUMO A je
Uy NU; ={0}.
Heka je v = (a,b,c) e UyNU;s. Tana je a+b+c=0ma=0=0,
ma 3akmpyuyjeMo na je a =0,0=0,c=0, 1j. ma je v = 0.
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