Parabolicke jednacine

Parabolicke jednacine

Neka je Q = (0,1) x (0,7, gdje je T > 0.
Posmatramo jednacinu

ou  0%*u
5% w+f($>t>7 (z,t) €Q

sa grani¢nim uslovima
w(0,8) = wi(t), u(l,t) = us(t), te0,7]

i pocetnim uslovom
U(iL’,O) :u0<£L‘), LS [07 1]

gde je B
f€C<Q), U0€C2[0,1], Uy, U2 ECl[O,T].

Ako su ispunjeni uslovi saglasnosti nultog reda:

up(0) = u1(0) 1 wp(l) = uz(0),

tada postoji jedinstveno resenje problema koje je iz C%(Q) N C*(Q).

Metoda konacnih razlika — opsSta shema

1
Neka je N > 2, h = N Oznac¢imo sa

1

wy = {x; | x;=1ih, i=0,1,...,N}, h=~

(5)

ravnomernu mrezu na segmentu [0, 1] i Qp,, = @y, X @,, gde je @, mreza sa vremenskim

korakom 7 definisana na sli¢an na¢in kaoiu b .

Neka je v(z,t) mrezna funkcija definisana na €, ;. Oznac¢avamo v} =

Problem (1)—(3) diskretizujemo na sledeéi nacin:

ugi:(vf“Jrfg“)aJr(uj Z-—l—fz-j)(l—a), i=1,....N—1, j=0,....,M—1 (6)

Tx,0 T,



Parametar o € [0, 1] nazivamo vremenskim parametrom a shemu 6 shemu sa
tezinom .

o0 =0 eksplicitna shema
1
o= 5 Krank-Nikolsonova shema

o0 =1 implicitna shema

Shema je apsolutno stabilna za o > 3 1 dokza0 <o < konvergira ako je 7 <
2h4 (uslovna stabllnost) Ako je %, % € C’(Q) shema je tacnosti O(h* + 7). Ako je jo3

Eksplicitna shema

Ako je 0 = 0:
U _vx$z+fzj7 7;:17"'7N_1, ]:0,,M—1 (9)
Ug:u{a UN—UQ, ]:07,M (10)
v) = up(x;), i=0,1,...,N (11)

Shema je apsolutno stabilna ako je

Primer 1

Neka je h = 0,1, 7 = 0,01. Eksplicitnom shemom res$iti meSoviti problem:

ou  O%*u

— =42 t, O<z<l, 0<£t<L0,02
at 8l‘2+ x + x 5 >t =Y,
u(0,t) = u(1,£) =0, t€ 0,002

u(z,0) = (0,12 + 1.5)sin(rx), =« €]0,1].
Racunati na cetiri decnrnale
Primeéujemo da j Je =1 7é 5 pa shema nije apsolutno stabilna.
h=+N=5= 10 =1L :> M = 38 = 2. Funkcije f(z,t) = 22+ t,u1 (1), uz(t) €
C(Q) i uo(x) € CQ(Q). Ispunjeni su uslovi saglasnosti ug(0) = u1(0) i up(l) = uz(0)

pa postoji jedinstveno resenje problema klase C%(Q) N C1(Q). Jednacinu diskretizujemo
eksplicitnom shemom:

Jo_ J
Ut,i_ J:xz+f

Ly 21} + v ‘
i i 2+1 i—1 J
T - h2 +fz /T

vl =] —i—h2( A 21} +vz 1)+7'f3

v; :%vi_l—i— (1_2ﬁ>vg+ﬁvg+1+7'fij
Zai1=1,...9, 7=0,1
vg:u{, vf\,:ug, 7 =0,1,2.

v; = uop(z;), i=0,1,...,10



wp, = {0,0.1,0.2,...1}. Th = {0,0.01,0.02}. Na nultom vremenskom sloju imamo
zadate pocetne uslove
V) =vo(z;), i=0,1,...10.

koje direktno izra¢unavamo. Aproksimaciju upisujemo u tabeli

i\Jj j=0 j=1 j=2

0 0.0000 0.0000 0.0000 — u(t)
1 0.4669 0.4426 0.4165

2 0.9025 0.8130 0.8056

3 1.2936 1.2139 1.3319

4 1.5940 1.4826 1.5711

5 1.7750 1.6591 1.4940

6 1.8032 1.6691 1.4940

7 1.6946 1.4940 1.2934

8 1.2933 1.1020 0.9448

9 0.7389 0.5796 0.5524

10 0.0000 0.0000 0.0000 — us(t)

vf =y — vy + ) +0,01f;
=0y — ) + o) +0,01(2z; +0), i=1,2,...9.

Recimo, mozemo izracunati za j = 1

v; =09 — ) + ) +0.01-2-0.1
= 0.9075 — 0.4669 + 0.0020 = 0.4426, i=1,2,...9.

Za j =2
v =vh — v ol +001f, i=1,2,...9.

Za svaki vremenski sloj matrica sistema je ista dok desna strana zavisi od vremenskog slo-
ja. S obzirom da je shema nestabilna resenje moze da oscilira. Smanjivanjem vremenskog
koraka 7 moguce je dobiti stabilnu shemu i izbeéi oscilacije.

Implicitna shema

Zao=1:
v =vi+ T i=1,...,N—1, j=0,...,.M—1 (12)
vg:u{, vy =uy, j=0,...,M (13)
V) = up(x;), i=0,N. (14)



Kod implicitne sheme na svakom vremenskom sloju reSavamo sistem linearnih jednacina
Sto otezava efikasnost i brzinu izvrSavanja programa ali je zagarantovana stabilnost bez
obzira na izbor koraka h i 7.

Primer 2

Resavamo prethodni zadatak implicitnom shemom.
Diskretizacijom dobijamo:

‘ j i1 i1 i1
vt —ol Wl 20! 0l ;
_ J
- 2 + fz /T
T h
R N AW B G+, Gl J+1
v; =yt ﬁ(“iﬂ —2u; + Ui—l) + 7 f;
g+l Tt TN g+ T g+l j4+1
Vi = T Vi + (1 - 2ﬁ Vi T2 lin +7f;
Zai=1,...9, j7=0,1
j_,J j o _ .7 .
UO_ulv U]V_u27 j_0a172
0
v; = up(z;), 1=0,1,...,10

Ovo je sistem linearnih jednac¢ina Av/*! = 7F/*! + vJ sa matricom:

3 -1 0 0 0 0 0 0 0
-13 -1 0 0 0 0 0 0
0O -1 3 -1.0 0 0 0 0
0 0 -1 3 -1.0 0 0 0
A=10 0 0 -1 3 -1 0 0 0
O 0 0 0 -1 3 -1 0 0
o 0 0 0 0 -1 3 -1 0
o 0 0 0 0 0 -1 3 -1
0 0 0 0 0 0 0 -1 3
gde je vt = (o Wl o) TR = (AT B AT

Matrica A je ista na svakom vremenskom koraku. U ovakvim situacijama zgodno
je koristiti LU dekompoziciju za reSavanje svih dobijenih sistema linearnih jednacina.
Koristi se Thomasov algoritam (LU dekompozicija tridiagonalnih matrica).

Resenje koje se dobija koriséenjem Matlabovog operatora \ je prikazano u sledecoj
tabeli.



i\J J=0 J=1 J=2
0 0.0000 0.0000 0.0000 +— uy(t)
1 0.4669 0.4460 0.4446
2 0.9025 0.8175 0.8030
3 1.2936 1.2433 1.1338
4 1.5940 1.4847 1.3780
5 1.7750 1.6336 1.5102
6 1.8032 1.6464 1.5028
7 1.6196 1.4842 1.3400
8 1.2955 1.1430 1.0187
9 0.7389 0.6333 0.5567
10 0.0000 0.0000 0.0000 — uy(t)




