
REXEǋA JANUARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 24.01.2018.
Grupa 1, 3, 5

1. Oznaqimo an = (n!)2

6n2 . Kako je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

((n+1)!)2

6(n+1)2

(n!)2

6n2

= lim
n→∞

(n+ 1)2

62n+1
= 0 < 1,

to dati red konvergira po Dalamberovom kriterijumu.

2. Najpre odredimo domen date funkcije. Zbog korena, mora biti x2 − 1 ≥ 0, a zbog
deǉeǌa je x2 − 1 6= 0 pa je domen D = (−∞,−1) ∪ (1,+∞). Prvi izvod date funkcije je

f ′(x) =

(
ex

2

√
x2 − 1

)′
=
ex

2

x(2x2 − 3)

(x2 − 1)
3
2

.

Imamo da je f ′(x) = 0 za x = 0, x =
√
6
2 , x = −

√
6
2 , ali x = 0 ne pripada domenu, pa su

preostale dve taqke potencijalni ekstremumi. Imamo da je

f ′(x) < 0 za x ∈
(
−∞,−

√
6
2

)
∪
(
1,
√
6
2

)
,

f ′(x) > 0 za x ∈
(
−
√
6
2 , 1

)
∪
(√

6
2 ,+∞

)
,

pa zakǉuqujemo da

f opada za x ∈
(
−∞,−

√
6
2

)
∪
(
1,
√
6
2

)
,

f raste za x ∈
(
−
√
6
2 , 1

)
∪
(√

6
2 ,+∞

)
,

x = −
√
6
2 je lokalni minimum,

x =
√
6
2 je lokalni minimum.

3.

∫ π

π
2

sinx cos 2xdx =

∫ π

π
2

sinx(cos2 x− sin2 x)dx =

∫ π

π
2

sinx(2 cos2 x− 1)dx =


t = cosx

dt = − sinxdx
x = π

2 → t = 0
x = π → t = 1

 =

= −
∫ −1
0

(2t2 − 1)dt = −2t3

3
+ t

∣∣∣∣−1
0

=
1

3
.

4. Uvedimo smenu u = y′. Tada je u′ = y′′, pa dobijamo

2u = x(u′ + x2ex),

odnosno nakon sre�ivaǌa dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu

u′ − 2

x
u = x2ex.

Rexeǌe ove jednaqine je

u = e
∫

2
xdx

(
c+

∫
x2exe−

∫
2
xdx

)
= x2

(
c+

∫
x2ex

1

x2

)
= x2(c+ ex).



Kako je y′ = u, to je

y =

∫
udx =

∫
(cx2 + x2ex)dx =

cx3

3
+

∫
x2exdx =

[
u = x2 dv = exdx

du = 2xdx v = ex

]
=

=
cx3

3
+ x2ex − 2

∫
xexdx =

[
u = x dv = exdx

du = dx v = ex

]
=
cx3

3
+ x2ex − 2xex + 2

∫
exdx =

=
cx3

3
+ x2ex − 2xex + 2ex + d.

5. Primetimo da X mo�e uzeti vrednosti iz skupa {1, 2, 3, 4}. Sluqajna veliqina X
ima zakon raspodele

X :

(
1 2 3 4
p1 p2 p3 p4

)
,

gde je

p1 = P{X = 1} = 1

4
,

p2 = P{X = 2} = 3

4
· 1
3
=

1

4
,

p3 = P{X = 3} = 3

4
· 2
3
· 1
2
=

1

4
,

p4 = P{X = 4} = 3

4
· 2
3
· 1
2
· 1
1
=

1

4
,

pa je

X :

(
1 2 3 4
1
4

1
4

1
4

1
4

)
.

Tra�eno matematiqko oqekivaǌe je

EX =
1

4
· 1 + 1

4
· 2 + 1

4
· 3 + 1

4
· 4 =

5

2
.

6. a) Ako rastojaǌe promenǉive taqke grafika funkcije y = f(x) do neke stalne prave
te�i nuli, kada se taqka neograniqeno udaǉava od koordinatnog poqetka, onda se ova
prava naziva asimptota grafika funkcije.
Ako je lim

x→x0+0
f(x) = ±∞ ili lim

x→x0−0
f(x) = ±∞, onda se prava x = x0 naziva vertikalna

asimptota grafika funkcije y = f(x).

b) Najpre na�imo domen date funkcije. Jedini problem pravi deǉeǌe sa x + 1 pa
je domen D = R\{−1}.

lim
x→−1−

2x2 − x− 2

x+ 1
= −∞, lim

x→−1+

2x2 − x− 2

x+ 1
= +∞,

pa prava x = −1 jeste vertikalna asimptota funkcije.
Kako je

lim
x→+∞

2x2 − x− 2

x+ 1
= +∞, lim

x→+∞

2x2 − x− 2

x+ 1
= −∞,

to funkcija nema horizontalnu asimptotu. Ispitajmo da li funkcija ima kosu asimp-
totu.

k = lim
x→ ±∞

2x2 − x− 2

x(x+ 1)
= 2,



n = lim
x→±∞

(
2x2 − x− 2

x+ 1
− 2x

)
= lim
x→±∞

−3x− 2

x+ 1
= −3,

pa je prava y = 2x− 3 kosa asimptota u −∞ i u +∞.

7. a) Gustina raspodele verovatno�a sluqajne promenǉive X je funkcija

ϕ(x) = F ′(x), x ∈ R,

gde je F funkcija raspodele sluqajne promenǉive X i F je neprekidna i diferencija-
bilna.
Gustina raspodele je funkcija sa nenegativnim vrednostima jer kako je F (x) rastu�a
funkcija, to je ϕ(x) = F ′(x) ≥ 0.

Imamo i da va�i P (a < X < b) = F (b) − F (a) =
b∫
a

ϕ(x)dx, kao i
+∞∫
−∞

ϕ(x)dx = 1. Mo�e se

pokazati da va�i i
x∫
0

ϕ(t)dt = F (x).

Sluqajna promenǉiva naziva se neprekidnom ako je ǌena funkcija raspodele F (x)
neprekidna, a gustina raspodele ϕ(x) = F ′(x) postoji i neprekidna je svuda osim u
diskretnom skupu taqaka.

b) Matematiqko oqekivaǌe neprekidne sluqajne promenǉive X, sa gustinom ϕ(x), dato
je integralom

E(X) =

∫ +∞

−∞
xϕ(x)dx.

Disperzija neprekidne sluqajne promenǉive X, sa gustinom raspodele ϕ(x) i matema-
tiqkim oqekivaǌem m, dato je integralom

D(X) =

∫ +∞

−∞
(x−m)2ϕ(x)dx.



Grupa 2, 4, 6

1. Oznaqimo an = n!
nn . Kako je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

(n+1)!
(n+1)n+1

n!
nn

= lim
n→∞

nn

(n+ 1)n
= lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)n =
1

e
< 1,

to dati red konvergira po Dalamberovom kriterijumu.

2. Najpre odredimo domen date funkcije. Zbog korena, mora biti x4 − 1 ≥ 0, a zbog
deǉeǌa je x4 − 1 6= 0 pa je domen D = (−∞,−2) ∪ (2,+∞). Prvi izvod date funkcije je

f ′(x) =

(
ex

2

√
x2 − 4

)′
=
ex

2

x(2x2 − 9)

(x2 − 4)
3
2

.

Imamo da je f ′(x) = 0 za x = 0, x = 3
√
2

2 , x = − 3
√
2

2 , ali x = 0 ne pripada domenu, pa su
preostale dve taqke potencijalni ekstremumi. Imamo da je

f ′(x) < 0 za x ∈
(
−∞,− 3

√
2

2

)
∪
(
2, 3
√
2

2

)
,

f ′(x) > 0 za x ∈
(
− 3
√
2

2 , 2
)
∪
(

3
√
2

2 ,+∞
)
,

pa zakǉuqujemo da

f opada za x ∈
(
−∞,− 3

√
2

2

)
∪
(
2, 3
√
2

2

)
,

f raste za x ∈
(
− 3
√
2

2 , 2
)
∪
(

3
√
2

2 ,+∞
)
,

x = − 3
√
2

2 je lokalni minimum,

x = 3
√
2

2 je lokalni minimum.

3.

∫ π
2

0

cosx cos 2xdx =

∫ π
2

0

cosx(cos2 x−sin2 x)dx =

∫ π
2

0

cosx(1−2 sin2 x)dx =


t = sinx

dt = cosxdx
x = 0→ t = 0
x = π

2 → t = 1

 =

=

∫ 1

0

(1− 2t2)dt = t− 2t3

3

∣∣∣∣1
0

=
1

3
.

4. Uvedimo smenu u = y′. Tada je u′ = y′′, pa dobijamo

2u = x(u′ + x),

odnosno nakon sre�ivaǌa dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu

u′ − 2

x
u = x.

Rexeǌe ove jednaqine je

u = e
∫

2
xdx

(
c+

∫
xe−

∫
2
xdx

)
= x2

(
c+

∫
x
1

x2

)
= x2(c+ ln |x|).

Pretpostavimo x > 0 (sluqaj x < 0 se sliqno rexava). Kako je y′ = u, to je

y =

∫
udx =

∫
(cx2 + x2 lnx)dx =

cx3

3
+

∫
x2 lnxdx =

[
u = lnx dv = x2dx

du = 1
xdx v = x3

3

]
=



=
cx3

3
+
x3

3
lnx− 1

3

∫
x2dx =

cx3

3
+
x3

3
lnx− 1

9
x3 + d.

5. Primetimo da X mo�e uzeti vrednosti iz skupa {1, 2, 3, 4}. Sluqajna veliqina X
ima zakon raspodele

X :

(
1 2 3 4
p1 p2 p3 p4

)
,

gde je

p1 = P{X = 1} = 1

4
,

p2 = P{X = 2} = 3

4
· 1
3
=

1

4
,

p3 = P{X = 3} = 3

4
· 2
3
· 1
2
=

1

4
,

p4 = P{X = 4} = 3

4
· 2
3
· 1
2
· 1
1
=

1

4
,

pa je

X :

(
1 2 3 4
1
4

1
4

1
4

1
4

)
.

Tra�eno matematiqko oqekivaǌe je

EX =
1

4
· 1 + 1

4
· 2 + 1

4
· 3 + 1

4
· 4 =

5

2
.

6. a) Ako rastojaǌe promenǉive taqke grafika funkcije y = f(x) do neke stalne prave
te�i nuli, kada se taqka neograniqeno udaǉava od koordinatnog poqetka, onda se ova
prava naziva asimptota grafika funkcije.
Ako je lim

x→x0+0
f(x) = ±∞ ili lim

x→x0−0
f(x) = ±∞, onda se prava x = x0 naziva vertikalna

asimptota grafika funkcije y = f(x).

b) Najpre na�imo domen date funkcije. Jedini problem pravi deǉeǌe sa x + 1 pa
je domen D = R\{−1}.

lim
x→−1−

2x2 − x− 2

x+ 1
= −∞, lim

x→−1+

2x2 − x− 2

x+ 1
= +∞,

pa prava x = −1 jeste vertikalna asimptota funkcije.
Kako je

lim
x→+∞

2x2 − x− 2

x+ 1
= +∞, lim

x→+∞

2x2 − x− 2

x+ 1
= −∞,

to funkcija nema horizontalnu asimptotu. Ispitajmo da li funkcija ima kosu asimp-
totu.

k = lim
x→ ±∞

2x2 − x− 2

x(x+ 1)
= 2,

n = lim
x→±∞

(
2x2 − x− 2

x+ 1
− 2x

)
= lim
x→±∞

−3x− 2

x+ 1
= −3,

pa je prava y = 2x− 3 kosa asimptota u −∞ i u +∞.



7. a) Gustina raspodele verovatno�a sluqajne promenǉive X je funkcija

ϕ(x) = F ′(x), x ∈ R,

gde je F funkcija raspodele sluqajne promenǉive X i F je neprekidna i diferencija-
bilna.
Gustina raspodele je funkcija sa nenegativnim vrednostima jer kako je F (x) rastu�a
funkcija, to je ϕ(x) = F ′(x) ≥ 0.

Imamo i da va�i P (a < X < b) = F (b) − F (a) =
b∫
a

ϕ(x)dx, kao i
+∞∫
−∞

ϕ(x)dx = 1. Mo�e se

pokazati da va�i i
x∫
0

ϕ(t)dt = F (x).

Sluqajna promenǉiva naziva se neprekidnom ako je ǌena funkcija raspodele F (x)
neprekidna, a gustina raspodele ϕ(x) = F ′(x) postoji i neprekidna je svuda osim u
diskretnom skupu taqaka.

b) Matematiqko oqekivaǌe neprekidne sluqajne promenǉive X, sa gustinom ϕ(x), dato
je integralom

E(X) =

∫ +∞

−∞
xϕ(x)dx.

Disperzija neprekidne sluqajne promenǉive X, sa gustinom raspodele ϕ(x) i matema-
tiqkim oqekivaǌem m, dato je integralom

D(X) =

∫ +∞

−∞
(x−m)2ϕ(x)dx.


