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Poglavlje 1

Uvod

Uvodno poglavlje ove skripte posveceno je upoznavanjem citaoca sa osnovnim poj-
movima i procesima pri prevodenju programskih jezika. Citalac ima priliku da se
upozna sa ovim procesom iz najSireg posmatranog ugla, kako bi se u daljim pogla-
vljima ta znanja produbljivala.

Na pocetku poglavlja prikazujemo proces kompiliranja kroz njegove faze i potfaze, a
zatim se nesto detaljnije upoznajemo sa svakom od potfaza.

Na sadrzaj u uvodnom poglavlju moZe se posmatrati kao na sadrzaj celokupnogkursa

»Prevodenje programskih jezika” koji se izvodi kao obavezan kurs na tre¢oj godini
osnovnih studija smera Informatika na Matematickom fakultetu.

1.1 Proces kompiliranja

Ovaj odeljak zapocecemo jednom od mnogobrojnih definicija pojma programskog
jezika.

Definicija 1.1

Programski jezik je veStacki jezik za opis konstrukcija (pisanje instrukcija) koje
mogu biti prevedene u masinski jezik i izvrsene od strane racunara.!

Za svaki program koji Zelimo da konstruiSemo na nekom unapred odabranom pro-
gramskom jeziku, moramo imati sacuvan izvorni kod na disku u vidu datoteke. Izvorni
kod €ini uredeni multiskup instrukcija koje su predvidene zadatim programskim jezi-
kom. Medutim, napisani izvorni kod se ne moze izvrsiti na racunaru, vec¢ ga je neop-

10va definicija je predvidena od strane American Heritage Dictionary (AHD). Originalnu definiciju
moZete pogledati na zvani¢noj internet prezentaciji AHD.
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hodno prevesti u tzv. izvr$ni kod?. Izvr$ni kod ¢ini uredeni multiskup instrukcija na
masinskom jeziku, koji omogucava izvrSavanje programa na konkretnom racunaru.

Definicija 1.2

Programski prevodilac ili jezicki procesor je program koji Cita izvorni kod, obra-
duje ga i prevodi u izvr3ni kod, ¢ime se omogucava izvrSavanje programa.
Proces prevodenja izvornog koéda u izvrsni kod poznat je pod nazivom kompili-
ranje’.

Svi programski prevodioci mogu se podeliti u dve grupe:

1. Kompilatori su programski prevodioci kod kojih je jasna razlika izmedu faze
prevodenja i faze izvrSavanja. Izvorni kod se prvo prevede u izvr$ni kod, a za-
tim se dobijeni kod izvrSava ucitavanjem u memoriju i izvr§avanjem instruk-
cija. Kompilatori se najc¢esce koriste u programskim jezicima kao $to su C, Java*
1 C++.

2. Interpretatori su programski prevodioci kod kojih su faza prevodenja i faza iz-
vr§avanja isprepletane, i ne postoji materijalizacija prevodenja, tj. ne postoji
izvr$ni kod koji se ucitava u memoriju, vec se uvek cita ceo izvorni kod (ili me-
dukod, zavisno od jezika). Jasno je da je ovakav nacin izvrSavanja programa
sporiji, ali doprinosi boljoj dijagnostici problema, upravo zato $to izvr§ava pro-
gram naredbu-po-naredbu. Interpretatori se najcesce koriste u programskim
jezicima kao §to su JavaScript, Haskell, Prolog.

Sve faze kompiliranja mogu se podeliti u dve etape:
1. Etapa analize, koju vrsi prednji deo prevodioca, i
2. Etapa sinteze, koju vrsi zadnji deo prevodioca.

Iako su sve faze kompiliranja odvojene na navedene dve etape, one ipak nisu u potpu-
nosti izolovane. Napomenimo da nije nepoznato koris¢enje prednjeg dela sa nekim
delom zadnjeg dela prevodioca (na primer, analiziranje C koda se vrsi na isti nac¢in
bez obzira na kojoj se platformi kod kompilira, ali se koriste razliciti zadnji delovi za
Linux, Windows, i ostale operativne sisteme) ili zadnjeg dela sa nekim delom pred-
njeg dela prevodioca (na primer, .NET dozvoljava pisanje koda u C#, Visual Basic i
Visual C++ programskim jezicima, i za njih ima razlicite prednje delove, ali svi oni se

2Pri ovom procesu mogu¢ je nastanak tzv. medukdda, odnosno, jezika izmedu izvornog i izvrsnog
(ciljnog) jezika.

3Termini engleskog jezika compilation i compiler poticu iz latinskog jezika, te zbog toga u ovoj
skripti koristimo termine kompiliranje (eventualno, kompilacija) i kompilator. Nasuprot ovome, u
svakodnevnoj upotrebi su termini kompajliranje i kompajler uveliko postali dominantniji.

4Preciznije, Java programski prevodilac kombinuje kompiliranje i interpretiranje. Java izvorni kod
se prvo kompilira u medukéd koji se naziva bajtkoéd, a zatim se bajtkéd interpretira od strane virtualne
masine. Prednost ovoga se ogleda u tome da bajtkod kompiliran na jednoj masini moze biti interpre-
tiran na nekoj drugoj (koja, naravno, podrzava izvr§avanje Java izvr$nih programa).
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apstrahuju na zajednicki medukod koji se dalje sintetiSe na isti nacin).

Takode, jedno pitanje koje neko moZe postaviti jeste u kom jeziku programiramo
kompilator. Treba znati da efikasnost kompilatora ne utice na kompiliranje. Ne mora
da znaci da ¢e jedan kompilator kompilirati brzi program ukoliko je utro$io manje
vremena za proces kompiliranja od nekog drugog kompilatora. Sto je kompilator bo-
lje konstruisan, to on mora viSe posla da uradi (tj. viSe vremena da potrosi) prilikom
kompiliranja, ali su zato programi koje dobijamo brzi. Dakle, to ne znaci da je ne-
ophodno da kompilatore piSemo u brzim programskim jezicima, ve¢ da ih paZljivo
konstruiSemo.

U ovoj skripti, fokus je stavljen na etapu analize, dok je etapa sinteze nesto ¢ime se
bavi proces ,konstrukcije kompilatora”. Zbog toga ¢emo obratiti viSe paZnje na etapu
analize, a zatim ¢emo ukratko navesti osnovne delove etape sinteze.

1.1.1 Etapa analize

Etapa analize je, kao §to smo napomenuli, prva etapa koju vr$i tzv. prednji deo prevo-
dioca. On se bavi analizom, odnosno, velike delove k6da razbija na manje fragmente.
Prednji deo prevodioca je vezan za ulazni jezik, tj. vi§i programski jezik.

Ono Sto karakteriSe etapu analize jeste Sto je ista i za kompilatore i za interpretatore.
Ona je veoma dobro opisana u teoriji. Deli se na tri faze:

1. Leksicka analiza, koju vrsi leksicki analizator,
2. Sintaksicka analiza, koju vr$i sintaksicki analizator, i

3. Semanticka analiza, koju vrs$i semanticki analizator.

1.1.2 Etapa sinteze

Etapa sinteze je druga etapa koju vrsi tzv. zadnji deo prevodioca. On se bavi sinte-
zom, odnosno, od malih fragmenata pravi jedinstveni izlaz. Kod zadnjeg dela je bi-
tan izlazni jezik, koji je najceSce masinski jezik ili asembler, ali je bitna i arhitektura,
okruZenje pod kojim se vr$i sinteza zbog optimizacije, itd.

Ova etapa se temelji na specificnim, ¢esto ad hoc reSenjima koja zavise od konkretne
masine. Deli se na tri faze:

1. Generisanje medukoda®,

2. Optimizacijamedukoda, u kojoj se sprovode razlicite, cesto komplikovane trans-
formacije, i

SPrimeri medukodova koji se dobijaju u ovoj fazi su p-kod (engl. p-code) programskog jezika Pascal
ive¢ pomenuti bajtkod (engl. bytecode) programskog jezika Java.
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3. Generisanje izvr§nog koda.

Nekada se Citava ova etapa naziva Generisanje koda.

1.1.3 Pitanjaizadaci
Pitanje 1.1.3.1. Sta je programski jezik?
Pitanje 1.1.3.2. Sta je izvorni kod, a Sta izvrs$ni kod?

Pitanje 1.1.3.3. Sta je neophodno uraditi da bismo napisani kod mogli pokrenuti u
vidu programa na racunaru?

Pitanje 1.1.3.4. Sta je programski prevodilac, a $ta kompiliranje?

Pitanje 1.1.3.5. Koje vrste programskih prevodilaca postoje? Koje su sli¢nosti, a koje
su razlike izmedu tih vrsta? Koje su prednosti koriS¢enja jednih u odnosu na druge?

Pitanje 1.1.3.6. Navesti etape kompiliranja, njihove faze, i kratko ih objasniti.

Pitanje 1.1.3.7. Da li su faze kompiliranja medusobno izolovane ili ne? Objasniti i
dati (kontra)primer.

Pitanje 1.1.3.8. Sta je medukod? Navesti primer medukoda.

1.2 Osnovno o fazama analize

Zapoc¢nimo odeljak o etapi analize slede¢im primerom.

Primer 1.2.1

Pretpostavimo da imamo naredni deo programa (fragment koda) napisanog u
programskom jeziku C:

x = 2xyl + 3;

Zadatak nam je da predstavimo Sta se deSava u svakoj od faza analize pri anali-
ziranju datog fragmenta koda.

1.2.1 Osnovno o leksickoj analizi

Definicija 1.3

Deo kompilatora koji obavlja zadatak leksicke analize naziva se leksicki analizator
ili lekser.

Leksikologija prirodnih jezika je deo nauke o jeziku koji proucava reci u njihovom
svojstvu osnovnih jedinica imenovanja. Sli¢no tome, leksicki analizator ¢ita karakter
po karakter iz ulazne struje karaktera i identifikuje celine koje nazivamo lekseme.
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Definicija 1.4

Leksema je najmanja samostalna jedinica leksickog sistema.

Primer 1.2.2

Lekseme koje mozemo izdvojiti iz primera 1.2.1 su sledece:

x|=1 2] * |yl +]| 3] :

Kada se identifikuju, svakoj od leksema se pridruzuje odgovarajuca leksicka katego-
rija, kao i jedinstvena odgovarajuca oznaka kategorije koja je pridruZena leksemi. Ta
oznaka naziva se token. Primeri tokena su identifikator, operator, separator, razni
literali (na primer, brojevni literali) itd, Sto se moZe zapisati:

typedef enum {
ID, 0P, SEP, NUM,
} token;

Blanko karakteri (razmaci, tabulatori i novi red) se naj¢e$¢e odbacuju od strane lek-
sickog analizatora.

Primer 1.2.3

Iz primera 1.2.1 dobijamo da su:

lekseme x i y1 identifikatori (ID),

lekseme =, *, i + operatori (0P),

lekseme 2 i 3 brojevni literali (NUM), i da je

leksema ; separator (SEP).
Time od pocetnog (ulaznog) izraza

X = 2xyl + 3;
dobijamo (izlazni) izraz

ID OP NUM OP ID OP NUM SEP

Napomenimo da iako leksicki analizator barata sa tokenima, on ne vodi racuna o
tome da li je, na primer, neki identifikator promenljiva, funkcija, struktura, polje, i
slicno. U narednom tekstu videcemo da je za to zasluzan semanticki analizator.
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Osim navedenih operacija, leksicki analizator odrzava i generiSe tablicu simbola u
kojoj se nalazi spisak svih identifikatora na koje se nailazilo prilikom identifikacije.

Definicija 1.5

Tablica simbola je struktura podataka u kojoj se, tokom etape analize, prikupljaju
informacije o tipu, opsegu i memorijskoj lokaciji identifikatora.

Ova tabela, koja se inicijalizuje tokom leksicke analize, dopunjava se i koristi i u osta-
lim fazama.

Jo§ jedan posao leksickog analizatora jeste da pamti brojeve linija izvornog koda.

Iako jednostavna, faza leksicke analize je veoma spora. Ovo potice otuda Sto kompila-
tor jedino u ovoj fazi neposredno radi nad karakterskim niskama izvornog programa
(dok se ostale faze odvijaju nad tokenima).

1.2.2 Osnovno o sintaksickoj analizi

Slicno kao $to sintaksa prirodnog jezika proucava pravila koja odreduju kako se reci
kombinuju u recenice u datom jeziku, sintaksa programskih jezika predstavlja niz
pravila koja definiSu kombinaciju simbola za koje se smatra da daju ispravno struk-
tuiran fragment u traZzenom programskom jeziku.

Dakle, u sintaksickoj analizi se proverava da li su tokenizovane lekseme (koje se dobi-
jaju iz faze leksicke analize) sklopljene prateci gramatiku programskog jezika. U ovoj
fazi, lekseme se postupno grupiSu u gramaticke jedinice ili kategorije.

Definicija 1.6

Deo kompilatora koji obavlja zadatak sintaksicke analize naziva se sintaksicki ana-
lizator ili parser.

Primer 1.2.4

Ukoliko bismo samo malo permutovali naredbu iz primera 1.2.1, tj. ako posma-
tramo fragment

2%yl = x + 3;

dobili bismo sintaksicki neispravnu naredbu jer vrednosni izraz 2*y1 nije [-value
u programskom jeziku C, tj. ne moZemo joj dodeliti vrednost nekog drugog iz-
raza®. U ovom slucaju, sintaksicka analiza ne bi uspela, i greska bi bila prija-
vljena.
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Dakle, ulaz za sintaksicki analizator predstavljaju tokeni, i on ih proverava. Rezultat
rada sintaksickog analizatora je sintaksicko drvo (engl. parse tree).

Primer 1.2.5

Sintaksicko drvo koje se dobija kao rezultat sintaksicke analize fragmenta koda

iz primera 1.2.1 je:

Pogledajmo jo§ jedan, ne znacajno komplikovaniji primer sintaksickog drveta.

Primer 1.2.6

Posmatrajmo jos jedan fragment koda napisan u programskom jeziku C:

if(x > 3)
x =x + 1;

Sintaksicko drvo dobijeno sintaksickom analizom ovog fragmenta izgleda:

6Podsetimo se da su jedino promenljive, elementi niza, i memorijske lokacije I-value u program-
skom jeziku C.
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1.2.3 Osnovno o semantickoj analizi

Zarazliku od sintakse koja izucava strukture onoga €ime se neSto izrazava, semantika
prirodnih jezika izu€ava znacenje reci.

Definicija 1.7

Deo kompilatora koji obavlja zadatak semanticke analize naziva se semanticki
analizator.

Semanticki analizator proverava tipove i deklaracije u sintaksickom drvetu dobije-
nog iz prethodne faze, a takode vr$i i implicitnu konverziju kod operatora. U slu¢aju
interpretatora vrSi se i izracunavanje vrednosti.

Primer 1.2.7

Posmatrajmo sintaksicko drvo iz primera 1.2.5. Ukoliko smo promenljivu iden-
tifikatora y1 deklarisali tipom double, onda ¢e semanticki analizator implicitno
konvertovati celi broj 2 u broj u pokretnom zarezu 2.0, da bi se mogle sabrati
odgovarajuce vrednosti istog tipa.

Napomenimo i da postoje sintaksicki ispravni, a semanticki neispravni fragmenti.
[lustrujmo ovaj fenomen slede¢im primerom.

Primer 1.2.8

Posmatrajmo sledeci izvorni kod primer . ¢ napisan u programskom jeziku C:
#include <stdio.h>

int main(){
double x = 3.7;
char* niska;

double y = x * niska;
printf ("%1f", y);

return O;

}

Iako sintaksicki korektan, fragment sadrzi semanticku greSku u kojoj se broj u
pokretnom zarezu (double) x mnoZzi niskom (char*) niska, Sto dovodi do toga da
kompilator prijavi gresku. Na primer, kompiliranjem gcc primer.c kompilato-
rom gcc mozemo ocekivati greSku sli¢nu sledecoj:
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primer.c: In function ’main’:
primer.c:7:156: error: invalid operands to binary * (have ’double’ and
>char *’)

double y = x * niska;

~

1.2.4 Pitanjaizadaci

Pitanje 1.2.4.1. Sta je lekser, a $ta parser?

Pitanje 1.2.4.2. Koja je uloga leksickog analizatora?

Pitanje 1.2.4.3. Sta je leksema, a $ta token?

Pitanje 1.2.4.4. Sta je tablica simbola? U kojim fazama analize se ona koristi?
Pitanje 1.2.4.5. Koja je uloga sintaksickog analizatora i $ta je rezultat njegovog rada?
Pitanje 1.2.4.6. Koja je uloga semantickog analizatora?

Pitanje 1.2.4.7. Dalisu svisintaksickiispravnifragmenti ujedno i semanticki ispravni?
Da li su svi semanticki ispravni fragmenti ujedno i sintaksicki ispravni?

Pitanje 1.2.4.8. Koja od faza analize je najsporija? Objasniti.

Pitanje 1.2.4.9. U kojoj fazi analize e biti prijavljena greska prilikom analiziranja
narednih fragmenata koda programskog jezika C, i objasniti gde se javila greska:

e int main(){
double pi = 3.14;
float £ = 10; d = 0O;

return O;

}
eint x=0,y=1, z =x *xy - 12x0;
e char zdravo[] = "zdravo'", ni$kal] = "ni$ka";
size_t duzina_z = strlen(zdravo), duzina_n = strlen(ni$ka);

(pod uslovom da je dostupna funkcija strlen)
e int al[10]; a = 100;

e int f(int n){
if(n == 0)
return 1
else
return return nxf(n-1);
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Zadatak 1.2.4.1. Izdvojiti lekseme iz narednih fragmenata kdda programskog jezika
C, i za svaki fragment navesti koliko razli¢itih tokena sadrzi:

® int x = 3;

® double a 1.4, b = 3;
e for(i=0; i<mn; i++) {}

int main(){ return 0;

int nzd(int a, int b){
if(b == 0)
return a;
else
return nzd(b, a % b);

}

Zadatak 1.2.4.2. Za svaki fragment koda iz zadatka 1.2.4.1, prikazati rezultat rada
sintaksickog analizatora.
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Elementi teorije formalnih jezika

Teorija formalnih jezika se bavi teorijskim problemima i reSenjima vezanim za lek-
sicku i sintaksicku analizu. U ovom poglavlju ¢emo prvo uvesti elementarne pojmove
u teoriji, poput azbuke, reci, jezika, zatim ¢emo se upoznati sa dva nacina opisiva-
njajezika (pomocuregularnih izraza i kontekstnoslobodnih gramatika) i operacijama
nad re¢ima i jezicima.

Svi ovi pojmovi ¢e nam sluziti da formalno uvedemo pojam regularnog jezika, sagle-
damo njihova proSirenja i njihov znacaj u prakti¢noj primeni. Regularnim jezicima
¢emo posvetiti najviSe paznje u ovom poglavlju.

Da bismo razumeli kako funkcionisSe leksicka analiza kroz regularne jezike, uvodimo
pojam konac¢nog automata, njegove varijante koje se odnose na determinizam, kao
i jezik automata. Znacaj ovog poglavlja ogleda se u Klinijevoj teoremi, Ciji se dokaz
sastoji od sekvencijalne primene nekoliko algoritama koji ¢e biti detaljno opisani i

objadnjeni kroz primere.

Poglavlje zavrSavamo obja$njavanjem kako se odreduje presek dva jezika i znacaj
ovog postupka za odredivanje ostalih operacija sa jezicima, kao i prikazivanjem gra-
nice mo¢i regularnih jezika.

2.1 Azbukaijezici
Ovo poglavlje zapocecemo dvama pitanjima:
1. Dali u programskom jeziku C moZe postojati promenljiva imena re&?
2. Dali u programskom jeziku Java moZe postojati promenljiva imena reé?

Citaocu je verovatno poznato da je odgovor na prvo pitanje ,ne", a na drugo ,da".
Kao $to vidimo, ne postoji jedinstven skup reci koji mozemo da pridruzimo domenu
imena promenljih u svim programskim jezicima. Neki programski jezici podrzavaju

17
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Sire tabele karaktera (poput Unicode, ili nekih njegovih podskupova, kao §to je slucaj
sa programskim jezikom Java), dok neke imaju samo osnovni skup karaktera (najce-
$¢e ASCII, kao §to je slucaj sa programskim jezikom C). Zbog ovog razloga, na pocetku
ovog poglavlja ¢emo se prvo upoznati sa osnovnim pojmovima koji ¢e nam biti vazni
za dalji rad.

Definicija 2.1

Azbuka ili alfabet, u oznaci X, skup je simbola koje nazivamo karakteri.

Po konvenciji, elemente azbuke obelezavamo simbolima a, b, ¢ itd. Kako skupovi
mogu biti konacni i beskonacni, tako i azbuke mogu biti konacne i beskona¢ne. Me-
dutim, posSto beskona¢ne azbuke ne moZemo da predstavimo u racunaru, koncen-
trisacemo se samo na konacne azbuke, te ¢emo u daljem tekstu pod pojmom azbuka
misliti na kona¢nu azbuku.

Definicija 2.2

Konacan niz ay, ay, ..., a, € X nazivamo rec, niska ili string azbuke X. Prazna rec,
u oznaci g, rec je duzine nula.

Po konvenciji, reci obeleZavamo simbolima x, y, z, itd.

Primer 2.1.1

Neka je zadata azbuka X = {a, b}. Neke od reCi azbuke X sux = ab,y = bbaiz
= bbbb.

Definicija 2.3

Opsti jezik azbuke X, u oznaci X*, skup je svih re¢i nad azbukom X.

Primetimo da je opsti jezik neke azbuke beskonacan skup, osim u trivijalnom slucaju,
kad je jedini element azbuke prazna rec.

Primer 2.1.2

NekajezadataazbukaX = {a, b}. Opstijezikazbuke X jeX* = {¢, a, b, ab, ba, aaa,
aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, ...}.

Definicija 2.4
Jezik nad azbukom X je bilo koji skup L C X*.
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Dakle, jezik je proizvoljan podskup reci opSteg jezika neke azbuke. Zbog toga je jasno
da postoje konacni i beskonacni jezici. Jezik moZemo zadati na dva nacina:

1. nabrajanjem njegovih elemenata, i

2. pomoc¢u skupovnih matematickih definicija.

Primer 2.1.3

Neka je data azbuka X = {a, b}. Nekasu L;, L, C X" jezici za koje vaZe da L, sadrZi
sve reci koje pocinju nenegativnim brojem slova b i zavrSavaju se slovom a, a da
L, sadrZi sve reci koje poc€inju pozitivnim brojem slova a i zavrSavaju se istim tim
brojem slova b. Jezike L i L, moZemo zadati nabrajanjem na sledeci nacin:

Ly = {a, ba, bba, bbba, bbbba, ...},
Ly = {ab, aabb, aaabbb, ...},

ili pomocu skupovnih matematickih definicija na sledeci nacin:

Ly = {b*a |k > 0},
Ly ={a"b" | n > 0}.

Jezik moZemo opisati pomocu klase:
1. regularnih jezika (R]), ili
2. kontekstnoslobodnih gramatika (KSG).

Cinjenica je da nijedna klasa nije dovoljno jaka da opise sve jezike. Ono $to je zani-
mljivo jeste da je primena klase KSG Sira od klase RJ. Medutim, klasa R] moZe da opiSe
sve jezike bitne za leksicku analizu, te ¢emo zbog toga tu klasu i izu¢avati nadalje u
tekstu. Sa druge strane, klasa KSG pokriva sintaksi¢ku analizu, pa éemo se njom ba-
viti u narednom poglavlju.

Jo§ jedna zanimljivost jeste ta da, ako pogledamo jezike iz primera 2.1.3, jezik L, ne
moZe da se opiSe pomocu klase R]. Naime, ispostavlja se da vaZi sledece pravilo. Uko-
liko se trazi uparivanje dva entiteta (u posmatranom primeru imamo da reci jezika L,
imaju jednak broj karaktera a i b), klasa RJ biva preslaba da zadovolji takav uslov. Raz-
motrimo naredni primer.

Primer 2.1.4

Da li je moguce iskoristiti klasu R] za izraze poput

(2 +5) (3 -9/3)2




20 2.2. OPERACIJE NAD RECIMA I JEZICIMA

Na prvi pogled se ne ¢ini da postoji uparivanje. Medutim, pazljivijim posmatra-
njem uvidi¢emo da postoji uparivanje zagrada. To nam daje odgovor da klasa R]
nije dovoljno dobra za opisivanje aritmetickih izraza.

Ovim smo postavili glavni problem kojim ¢emo se baviti u narednom tekstu, a to je
problem pripadnosti reci jeziku.

2.1.1 Pitanjaizadaci
Pitanje 2.1.1.1. Sta je azbuka? Sta je rec?
Pitanje 2.1.1.2. Sta je opsti jezik neke azbuke? Sta je jezik?

Pitanje 2.1.1.3. Na koje nacine mozemo zadati jezik, a na koje nacine ga moZemo
opisati?

Pitanje 2.1.1.4. Na Sta se odnose skracenice R] i KSG? Koje su njihove sli¢nosti, a koje
su razlike?

2.2 Operacije nad recima i jezicima

U ovom odeljku ¢emo se upoznati sa operacijama nad re¢ima i jezicima. Ograni-
¢i¢emo se na jednu operaciju nad re¢ima i devet operacija nad jezicima. Cilj ovog
odeljka jeste da uvedemo neophodne pojmove za definisanje pojmova regularni je-
zik i regularni izraz.

Definicija 2.5

Neka su date dve reci x i y. Operacija spajanje (dopisivanje, konkatenacija) reci y
narec x, U oznaci x-y, predstavlja operaciju:

X,y X'y =XYy.

Jednostavnije receno, spajanjem dve rec¢i dobijamo jednu rec¢ tako §to ,nalepimo"
pocetak druge na kraj prve reci (i, eventualno, piSemo znak - izmedu njih).

Primer 2.2.1

Neka je x = auto,ay = put. Tadaje x - y = autoput (odnosno, auto - put).

Operacija spajanje je primer binarne operacije. Ispostavlja se da je ona asocijativna
(ovu osobinu nije teSko dokazati). Kako se ispostavlja da za svaku rec€ x proizvoljnog
opSteg jezika X* vazi i
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to moZemo zakljuciti da je struktura (X* -, €) jedan monoid. Da li je ta struktura mo-
zda i grupa? Lako se vidi da vazi

Vx,xlex\{e): x-xtzenxl -x#¢

te zakljucujemo da prethodna struktura ne moZe biti grupa. Medutim, to §to nije
grupa, ne znaci da nije komutativan monoid. Ipak, ukoliko pogledamo primer 2.2.1,
vidimo da vazi

Xy =auto- put ¥ put - auto =y - x,

te smo dali jedan kontraprimer koji dokazuje da pomenuta struktura nije komuta-
tivan monoid (u opStem slucaju). Napomenimo da postoje odredeni potrebni i do-
voljni uslovi za komutativnost ovog monoida koji se mogu pronaci u [1].

Predimo sada na operacije nad jezicima. Neka su L, i L, dva jezika proizvoljne azbuke
2. S obzirom da je jasno da su jezici skupovi elemenata (koje nazivamo recima), to za
njih vaZe opSte operacije nad skupovima:

Definicija 2.6

Presek jezika Ly i Ly, u oznaci L N Ly, skup (jezik) je svih elemenata koji se nalaze
ujeziku Ly i Ly, tj.

d
LlﬂLzzf{X|X€L1/\X€L2}.

Definicija 2.7

Unija jezika L, i Ly, u oznaci Ly U Ly, skup (jezik) je svih elemenata koji se nalaze
ujeziku Ly ili L, tj.

d,
L1UL2:f{X|X€L1VX€L2}.

Definicija 2.8

Raczlika jezika L, i Ly, u oznaci L \Ly, skup (jezik) je svih elemenata koji se nalaze
u jeziku L; i ne nalaze se u jeziku Ly, tj.

d
Ll\Lzzf{Xl)CELl/\X%Lg}.

Definicija 2.9

Komplement jezika L1, u oznaci L{, skup (jezik) je svih elemenata koji se ne nalaze
ujeziku Ly, tj.

Y x| xexn\Ly}.
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Definicija 2.10

Dekartov proizvod jezika Ly i Ly, u oznaci L1 X Ly, skup (jezik) je svih uredenih
parova takvih da se prva koordinata nalazi u jeziku L, i druga koordinata nalazi u
Ly, .

df
L1><L2:{(x,y)|xeL1/\yeL2}.
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Primer 2.2.2

Nekasu L) = {ab, b} iLy = {ba, a}. Dekartov proizvod datih jezika je

Ly X Ly = {(ab, ba), (ab, a), (b, ba), (b, a)}.

Osim standardnih operacija nad skupovima, definiSemo i operaciju proizvoda jezika.

Definicija 2.11

Proizvod jezika L) i Ly, u oznaci L; - Ly, skup (jezik) je svih elemenata oblika x - y,
pri ¢emu se x nalazi u jeziku L; iy u Lo, tj.

d
L1~L2£{X~Y|X€L1/\y€Lz}.

Primer 2.2.3

Neka su L; = {ab, b} i Ly = {ba, a}. Proizvod datih jezika je

L, - Ly = {abba, aba, bba, ba}.

Bitno je obratiti paZznju na to §ta je neutral u odnosu na operaciju proizvoda jezika.
Prazan skup ne moze biti neutral jer za svako L C X*, gde je X proizvoljna azbuka,
vazi:

L-0=0-L=0,

dok skup {¢} jeste traZeni neutral jer vazi:
L-{e}={e}-L=1L.

DefiniS§imo operaciju stepena jezika.

Definicija 2.12

Stepen jezika L, u oznaci L", definiSe se rekurentnom relacijom:

d
02 {e),
il |
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Primer 2.2.4

Neka je L = {ab, b}. Tada je

L3 = {ab, b} =
= {ababab, ababb, abbab, abbb, babab, babb, bbab, bbb} .

Nije tesko dokazati davazi L-L"! = L""! . L u opstem slucaju (dokaz se izvodi induk-
cijom po n), ali mi ¢emo prikazati dokaz za n = 3:

*=L-1%=
=L-(L-L)=
=L-(L-(L-{&})) =
=(L-L)-L)-{e} =

=(L*-1)-{e} =
=13 {e} =
=13

pri cemu Cetvrta jednakost sledi iz asocijativnosti operacije spajanja.

Primetimo da je u primerima 2.2.3 i 2.2.4 ispunjeno da je kardinalnost proizvoda je-
zika jednaka proizvodu kardinalnosti svakog od jezika. Da li ovo vazi za bilo koji oda-
bir jezika?

Primer 2.2.5

Nekaje Ly = {ab, a}iL, = {b, e}. Tadaje L, - L, = {ab, a} - {b, e} = {abb, ab, a}
(u pitanju je skup, pa je element ab koji je dobijen spajanjem ab - ¢ jednak ele-
mentu ab koji je dobijen spajanjem a - b, te se on piSe samo jednom u skupu).
Dakle, dobili smo tri elemenata umesto Cetiri, te u opStem slucaju ne vazi da je
kardinalnost proizvoda jednaka proizvodu kardinalnosti.

Stepen jezika je veoma korisna operacija. Posmatrajmo naredni primer.

Primer 2.2.6

Posmatrajmojezik L, = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Primetimo dasu L? = {00, 01, ...,
09, 10, 11, ..., 19, ..., 90, 91, ..., 99} i L? = {000, 001, ..., 009, ..., 990, 991, ..., 999}. Uko}
liko bismo posmatrali prirodne brojeve kao reci (razli¢itih duzina) koje imaju ci-
fre za svoje simbole, onda bismo mogli reci da je jezik skupa prirodnih brojeva,
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oznacimo taj jezik Ly, zadat sa
2 i
L{ULT{UL]U..UL U ..,

gde jei > n, Yn € N. Medutim, Ly ne predstavlja jezik koji odgovara jeziku
prirodnih brojeva N.

Definicija 2.13
Neka je L jezik proizvoljne azbuke X. Skup

I
(s

Il
o

nazivamo Klinijevo zatvorenje jezika L, a skup

Lt L

IS
(s

Il
—

1

nazivamo pozitivno Klinijevo zatvorenje jezika L.

Primetimo da je L* = L* U {¢}.

Primer 2.2.7

Jezik prirodnih brojeva (tj. jezik Cije reci odgovaraju brojevima skupa N) defini-
Semo koriS¢enjem operacijanad jezicimanasledecinacin. NekasulL; = {0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9}
ily={1,23,4,5,6,7 8, 9}. Tada je

NZr, 1i=1{1,2..91011,..19 .}

Dodatno,
No L 1, L7 u {0} =Nu{0}.

2.2.1 Pitanjaizadaci
Pitanje 2.2.1.1. Sta je operacija spajanja reci? Sta je neutral za tu operaciju?

Pitanje 2.2.1.2. Operacija spajanja reci je:
(a) asocijativna, (b) komutativna, (c) unarna, (d) binarna.

Pitanje 2.2.1.3. Struktura (X%, -, €) je primer:
(a) monoida, (b) grupe, (c) prstena, (d) polja.

Pitanje 2.2.1.4. Dali je struktura (X%, -, ) komutativna? ObrazloZiti.
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Pitanje 2.2.1.5. Sta je: (a) presek, (b) unija, (c) razlika, (d) komplement, (e) Dekartov
proizvod, (f) proizvod, (g) stepen jezika?

Pitanje 2.2.1.6. Sta je neutral za operaciju proizvoda jezika?
Pitanje 2.2.1.7. Dokazati ili opovrgnuti tvrdenje (VZ)(VL C ¥): L-L* 1 = L" 1. L,

Pitanje 2.2.1.8. Dokazati ili opovrgnuti tvrdenje (VZ)(VL;, L, € X¥) : card(L; - Lp) =
card(L;) - card(Ly), pri Cemu operacija card(L) predstavlja kardinalnost jezika L.

Pitanje 2.2.1.9. Sta je Klinijevo zatvorenje jezika, a $ta je pozitivno Klinijevo zatvore-
nje jezika? Da li postoji veza izmedu njih? Ako postoji, kako ona glasi?

Zadatak 2.2.1.1. Konstruisati primer sa dva jezika L; i L, u kojem ne vazi da je kardi-
nalnost proizvoda jezika jednaka proizvodu kardinalnosti jezika (razlic¢it od primera
2.2.5), a zatim konstruisati primer koji ispunjava isti usloy, ali u kojem vazi da nijedan
skup ne sadrzi ¢.

Zadatak 2.2.1.2. Koristecioperacije nad jezicima definisatijezik kojim se opisuju stan-
dardne registracione tablice.

2.3 Regularni jezici

Iako postoji veliki broj operacija nad jezicima, pokazuje se da se sve operacije mogu
svesti na tacno tri operacije, a to su: unija, proizvod i Klinijevo zatvorenje (tj. opera-
cijey, -, i *). Naprimer, L* = L-L".

Sada se postavlja sledece pitanje: Ukoliko su nam ove tri operacije dovoljne, od ko-
jih jezika treba krenuti da bi se dobili ostali jezici? Jasno nam je da moZemo jezik L,
raSclaniti na sledeci nacin: L, = {1} U {2} U ... U {9}, tj. na skupove Ciji je element
samo jedna cifra. Sli¢no, kako vazi {ab} = {a}-{b}, to sve jezike koje imaju reci ¢iji su
karakteri slova, moZemo rasclaniti na skupove ¢iji je element samo jedno slovo. Kako
prazna rec nije slovo, to je jasno da ¢e nam biti potreban i skup {¢}. Ovom idejom

dolazimo do definicije regularnih jezika.

Neka je X proizvoljna azbuka. Definicija pojma regularni jezik glasi:
1. Ako a € %, onda je jezik {a} regularni jezik.
2. Jezik {¢} je regularni jezik.

3. Jezik 0 je regularni jezik.

4. Akosu Ly, L, C X* regularni jezici, onda je ijezik L; U L, regularan jezik.

5. Akosu L;, L, C £* regularni jezici, onda jeijezik L; - L, regularan jezik.
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6. Ako je L C X* regularan jezik, onda je i jezik L* regularan jezik.

Primetimo da je ova definicija rekurzivna. Prva tri iskaza predstavljaju bazu rekurzije,
a preostala tri iskaza njen korak. Ova definicija se krace (i neformalno) moZze opisati
sledecom recenicom: , Jezici su regularni ako su trivijalni ili ako se mogu dobiti od
jednostavnijih regularnih jezika primenom operacijau, -, i *".

Primer 2.3.1

Ovom definicijom smo pokazali da je jezik Ny regularan jezik. MoZemo ga zapi-
sati na sledeci nacin:

NoZ |1} u{2}u...u{9})- {0} U {1} u...u {9})"| U {O}.

Ly L

1

Sada kada imamo definiciju regularnog jezika, moZemo definisati regularni izraz.

Neka je X proizvoljna azbuka. Definicija pojma regularni izraz glasi:
1. Ako a € %, onda regularni izraz a opisuje regularni jezik {a}.
2. Regularni izraz ¢ opisuje regularni jezik {¢}.
3. Regularni izraz 0 opisuje regularni jezik 0.

4. Ako su e i e, regularni izrazi koji opisuju regularne jezike L(e;), L(ex) C X* re-
dom, onda je iizraz e;|e; regularni izraz koji opisuje regularni jezik L(e;) U L(e2).

5. Ako su e; i e; regularni izrazi koji opisuju regularne jezike L(e;), L(ex) C X* re-
dom, onda je i izraz ej e regularni izraz koji opisuje regularni jezik L(ey) - L(e2).

6. Ako je e regularni izraz koji opisuje regularni jezik L(e) C X*, onda je i izraz ex
regularni izraz koji opisuje regularni jezik L(e)".

Primetimo da je ova definicija rekurzivna. Ova definicija se krace (ineformalno) moze
opisati sledecom recCenicom: ,, Regularan izraz je zapis takav da svakom regularnom
izrazu mozZemo bijektivno pridruZiti regularni jezik".

Primer 2.3.2

Regularni jezik N opisuje se regularnim izrazom ((1]2]...|9)(0[1]...|9)*)|0.

Primer 2.3.3
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Regularniizraz ab+a opisuje regularnijezik L(abxa) = {aa, aba, abba, abbba, ...}.

Videli smo da sviregularni jezici mogu nastati primenom operacija U, - ili * na jedno-
stavnije regularne jezike. Neko bi mogao postaviti pitanje da li i jezik L; N L, pred-
stavlja regularni jezik ako su L; i L, regularni jezici. Odgovor bi bio potvrdan, ali ovu
¢injenicu nije jednostavno dokazati. Dokaz ¢emo prikazati u poglavlju [2.6].

2.3.1 Prioritet operacija nad jezicima

Primer 2.3.4

Da li regularni izrazi ab+ i (ab)* opisuju isti jezik? Odgovor je ne, jer regularni
izraz ab+ opisuje recijezika {a, ab, abb, ...}, dokregularniizraz (ab)* opisuje reci
jezika {e, ab, abab, ababab, .. .}.

Ovo nas dovodi do pitanja prioriteta operacija koje moZemo primeniti nad jezicima.
Vazi sledeca raspodela:

* Operator * ima najveci prioritet,
e Operator - ima srednji prioritet,
¢ Operatori U i N imaju najmanji prioritet.

Naravno, ukoliko Zelimo da sami damo ve(i prioritet nekoj operaciji, onda moZemo
njuinjene operande da ogradimo zagradama (i), i time ¢emo postici Zeljeni prioritet.

Primer 2.3.5

Jeziku koji je opisan regularnim izrazom ab|c pripadaju reci iz skupa {ab, c}, dok
jeziku koji je opisan regularnim irazom a(b|c) pripadaju reci iz skupa {ab, ac}.

Sada ¢emo dati formulaciju jedne poznate leme ¢iji dokaz ne¢emo prikazati, ali na-
pomenucemo da se izvodi indukcijom po duZini reci.

LEMA 2.1. (Levi) Neka su xy i zw reci proizvoljnog jezika nad opStom azbukom X*.
Tada vazi:

xy=zw = (x=zAy=w)V(@At eX):z=xt Ay =tw)V((At € %) : x = zt Aw = ty).

Napomenimo jo$ i da prvi disjunkt sa desne strane ekvivalencije u Lemi 2.1 ne mora
da se eksplicitno napiSe jer potpada i u drugi i treci disjunkt sa iste strane ekvivalen-
cije (zat = ¢&).
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2.3.2 ProSirenjaregularnih izraza i jezika

ProSireni regularni izrazi

Vremenom kad su ljudi poceli da regularne izraze koriste u racunarstvu zakljucili da
se pisanjem regularnih izraza pomocu samo osnovnih operacija dobijaju veliki za-
pisi. Zato su uvedeni tvz. proSireni regularni izrazi, koji predstavljaju krace zapise
regularnih izraza. Navedimo neke jednostavne proSirene regularne izraze:

Primer 2.3.6

* aa* mozemo krace zapisati kao a+

0/1|2|3]4]5|6|7 moZemo krace zapisati kao [0 — 7]

* ale mozZemo krace zapisati kao a?

ProSireni regularni izrazi ne uticu na to da li je jezik koji je opisan proSirenim regular-
nim izrazom regularan ili ne. Sve $to moZemo zapisati proSirenim moZe se zapisati i
osnovnim regularnim izrazima, ali po cenu duZine zapisa.

Regularne definicije

Regularnim definicijama moZemo da imenujemo neki regularni izraz i da ga takvog
koristimo u drugim izrazima. Navedimo jedan primer ovakve upotrebe.

Primer 2.3.7

Pomocu
okt — [0 -7]

definisali smo oktalnu cifru kao cifru izmedu cifara 0i 7, a pomocu

oktbr — okt+

definisali smo oktalni broj kao jednu ili viSe oktalnih cifara.

Regularnim definicijama moZemo olaksati ispravljanje drugih regularnih izraza u ko-
jima smo koristili definiciju. Naime, potrebno je izmenu primeniti samo na jednom
mestu (pri definisanju) da bi se ona oslikala na sve ostale, $to znacajno olaksava po-
sao. Program lex poseduje mogucénost upotrebe regularnih definicija.

2.3.3 Pitanjaizadaci

Pitanje 2.3.3.1. Dat je regularniizraz (ab=a)+. Koje od sledecih reci pripadaju jeziku
kojije opisan datim regularnim izrazom: (a) &, (b) aaa, (c) aaaa, (d) ababa, (e) abaaa?
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Zadatak 2.3.3.1. Napisati regularni izraz za jezik identifikatora u programskom je-
ziku C.

2.4 Konacéni automati

Konacni automati opisuju formalizam pomocu kojeg moZemo proveriti da li neka rec¢
pripada odredenom jeziku. [lustrujmo funkcionisanje kona¢nih automata slede¢im
primerom.

Primer 2.4.1

a
start —>@—>

&

Ovo je primer jednog nedeterministickog konacnog automata ((N)KA). Njemu
odgovara regularni izraz (ab+a)+. Konac¢ni automat se sastoji od stanja, pri Cemu
se unutras$nja stanja oznacavaju krugom, a zavrs$na stanja duplim krugom. Po-
cetno stanje je oznaceno strelicom koja vodi iz oznake start.

Primenimo ovaj automat nad niskom "abaaa" kako bismo proverili da li pripada
jeziku. Kre¢emo iz poCetnog stanja 0, nailazimo na karakter a koji ¢itamo i pre-
lazimo u stanje 1. Nakon toga, nailazimo na karakter b koji ¢itamo i prelazimo
u stanje 1. Nakon toga, nailazimo na karakter a koji ¢itamo i prelazimo u stanje
2. Nakon toga, nailazimo na karakter a koji ne mozemo da procitamo iz stanja 2,
ali umesto toga mozemo da posmatramo kao da smo naisli na praznu rec, pro-
Citali je i presli u stanje 0'. U nastavku ¢itamo a, prelazimo u stanje 1, ¢itamo a i
prelazimo u stanje 2. Ovo se krace moZe zapisati sledeCcom notacijom

oarbiazepa) ay,

koju ¢emo koristiti nadalje u tekstu. PoSto smo zavrs$ili u stanju 2, onda moZemo
da prihvatimo zadatu rec jer je stanje 2 zavr$no.

Primenimo isti automat nad niskom "aaa". Vidimo da je rezultat primene auto-
mata:
04142041,
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ali kako smo zavrsili u stanju 1, a to stanje nije zavrsno, to zadata re¢ ne moZe biti
prihvacena.

Vidimo da je poprilicno nezgodno raditi sa automatima koji podrzavaju e-prelaze.
Moguce je napraviti kona¢ne automate koji su ekvivalentni ovakvim konac¢nim auto-
matima, ali koji ne sadrZe pomenute ¢-prelaze.

Primer 2.4.2

Konacni automat iz primera 2.4.1 ekvivalentan je kona¢nom automatu:

a
start —>@—>

b

a
; @

Medutim, ovaj kona¢ni automat naziva se deterministicki konacni automat (DKA)

Problem koji se ovde mozZe javiti jeste ako automat ne stigne do kraja reci. Ovaj pro-
blem nastaje zbog toga Sto ne postoje prelazi iz svih stanja preko svih karaktera (re-
cimo, iz stanja 0 i 2 ne postoje prelazi preko karaktera b). Pravilo je da i u tom slu¢aju
ne treba da prihvatimo tu re¢. Zbog pojave ovog problema, uvodimo stanje greske,
kao u slede¢em primeru.

Primer 2.4.3

Konacni automat

1Re¢ abaaa ekvivalentna je reci abasaa (podsetite se za$to), te je ovakvo rezonovanje potpuno
ispravno.
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b
a
start —
a
o
b
a,b

predstavlja upotpunjenje konacnog automata iz primera 2.4.2 i naziva se pot-
puni kona¢ni deterministicki automat (PDKA). Stanje Gr naziva se stanje gre-
Ske, i ne prestavlja niSta drugo do unutrasnje stanje. Stanje greSke ne sme da
bude zavrsno jer bi u tom slucaju automat prihvatio pogre$nu rec. Postupak pri
c¢itanju reci koja dospe u stanje greske je takav da ¢itamo ostatak reci do kraja i
sve karaktere vodimo u stanje greske.

Posmatrajmo sloZenost izvr§avanja algoritma Citanja re¢i u kona¢nom automatu. Ja-
sno je da je vremenska sloZenost linearna po duZini reci koju ¢itamo (O(n), gde je
n duZzina reci). Prostorna sloZenost je konstantna (O(1)) za proizvoljan ulaz jednom
kada je kona¢ni automat konstruisan.

Napomenimo da ¢ uvodi nedeterminizam jer postojanje e-prelaza dovodi do toga da
nije u svakom trenutku jasno kojom granom treba nastaviti. Medutim, to nije jedini
slucaj nedeterminizma.

Primer 2.4.4

Regularni izraz axab+ moZemo opisati slede¢im kona¢nim automatom:

a b
a
(22

On je takode nedeterministicki jer postoje dve grane kojima se moZe nastaviti
kad se naide na karakter a (jedna vodi u stanje 0, a druga u stanje 1).
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Primer 2.4.5

Primenimo konacni automat iz primera 2.4.4 na re€ "aabbb". Moguca su tri slu-
Caja Citanja ove reci:
1. papapb: — nakon Citanja drugog karaktera a prelazimo u stanje 0 i tu se pro-

ces zaglavljuje,

2. papayb1b1b; —nakon Citanja drugog karaktera a prelazimo u stanje 1idaljim
¢itanjem preostalih karaktera b prelazimo u stanje 1, u kojem smo citanje i
zavrs$ili Sto rezultira u prihvatanju reci, i

3. pa1az — nakon Citanja prvog karaktera a prelazimo u stanje 1 i tu se proces
zaglavljuje.

Napomenimo da je moguce implementirati simulator ponasanja nedeterministickog
automata predstavljen primerom 2.4.5 rekurzijom, tj. primenjivanjem algoritamske
strategije pretrage (backtracking). U tom slucaju je vremenska sloZenost eksponen-
cijalna. U praksi se radi sledece: od regularnog izraza se prvo napravi (N)KA, a potom
se od (N)KA napravi DKA. Ilustrujmo ovo slede¢im primerom.

Primer 2.4.6

Nedeterministicki kona¢ni automat iz primera 2.4.4 mozZemo transformisati u
sledeci deterministicki kona¢ni automat:

a b
O L :
start —

Videc¢emo u daljem tekstu da vaze sledece dve Cinjenice:

1. Svaki nedeterministicki konac¢ni automat se uspe$no moze transformisati u de-
terministicki kona¢ni automat, i

2. Rezultat transformacije iz prve €injenice je jedinstven, odnosno, funkcija trans-
formacije iz nedeterministickog kona¢nog automata u deterministicki konacni
automat je injektivna.

2.4.1 Definicija (N)KA

Predimo sada na formalno definisanje pojma konacni automat. I ovde ¢emo koristiti
oznaku (N)KA4, jer se moZe smatrati da su nedeterministicki kona¢ni automati nat-
klasa deterministickih kona¢nih automata, tj. za druge vaze neke posebne osobine.
Zato mozemo recida su pojmovi (opsti) konacni automat i nedeterministicki konacni
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automat identicni.

(Nedeterministicki) Kona¢ni automat, u oznaci (N)KA, uredena je petorka
(£,Q, I E A),
za koju vazi:
* ¥ je azbuka nad ¢ijim recima primenjujemo automat,
* Q je skup stanja,
e ] C Q je skup pocetnih stanja (oznaka potice od reci Initial),

* F C Q je skup zavr$nih stanja (oznaka potice od reci Final),

A je relacija prelaska automata, tj. A € Q x {Z U {e}} X Q, a Cesto se naziva jos§ i
skup grana automata.

Pre nego Sto predemo na primer, razjasnimo zasto je neophodno ukljuciti skup {&}
u definiciju relacije prelaska automata. Videli smo da smo jo$§ u primeru 2.4.1 do-
zvoljavali da konac¢ni automat prede iz jednog stanja u drugo stanje preko e-prelaza.
Medutim, ¢ je (prazna) rec, a ne karakter azbuke, te nismo mogli da stavimo samo X
u definiciji. Za oznacavanje pojedina¢nih automata mozemo koristiti pisana mate-
maticka slova A, B, ...

Primer 2.4.7

(N)KA iz primera 2.4.6 zadat slede¢im grafom:

start %@_a.

moZemo zapisati kao uredenu petorku iz prethodne definicije na slede¢i nacin:

o 3 ={a, b}
«0={0,12}
o =10}

« F={1,2}

A={0,a,1),(1,a l),(,b, 2),(2 b,2)}.
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Na ovom mestu ¢emo reci da se (N)KA moZe predstaviti i tabelarno na sledeci
nacin:

Q\X|a|b
0 |1|-
1 [1]2
2 | -2

Posmatrajmo primer 2.4.7 malo detaljnije. Ako pokuSamo da utvrdimo neka svojstva
skupa A, vide¢emo da za svaki skup uredenih parova prvih i drugih koordinataimamo
razlicite slike tre¢ih koordinata. U tabelarnoj reprezentaciji to se vidi time $to je u
svakom polju tabele ta¢no jedno stanje. Ukoliko je ovo ispunjeno za neki (N)KA, onda
kazemo da se relacija A naziva i funkcija prelaska automata, oznacava se simbolom
6 i predstavlja preslikavanje 6 : (Q x X) — Q.

Primer 2.4.8

(N)KA iz primera 2.4.4 predstavljen grafom

a b
a
()

moZe se tabelarno predstaviti na sledeci nacin:

Q\X| a |b
0,1]-
1 - |1

arelacija prelaska datog automata predstavlja slededi skup:

A ={(0,a,0),(0,al),,b 1)}

U primeru 2.4.8 vidimo da se iz stanja 0 moZe granom « preci ili u stanje 0 ili u stanje
1. Ovo moZemo da posmatramo i na drugi nacin: ako relaciju prelaska automata A
posmatramo kao funkciju prelaska automata 6, onda original (0, a) ima dve razlicite
slike 0 i 1. Tada nije teSko uociti da je u opStem slucaju funkcija 6§ definisana sa 6 :
Q XX — P(Q), gde je sa P(Q) oznacen partitivni skup skupa Q.

2.4.2 Uslovi za deterministicki konaéni automat (DKA)

Napomenuli smo da su u okviru definicije (N)KA opisani i DKA. Na ovom mestu ¢emo
navesti uslove koji odreduju determinizam jednog kona¢nog automata.

Neka je (Z, Q, I, F, A) jedan (N)KA. Tada se taj (N)KA naziva deterministicki kona¢ni
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automat, i oznacava se DKA, ukoliko je svaki od sledec¢a tri uslova ispunjen:

1. Nisu dopusteni e-prelazi, tj. za sve p, g € Q vazi:
(p. & q) ¢ A
2. Svi prelazi su jednoznacni, tj. za sve p, q1, g2 € Q i a € X vazi:
((p, a. q1) € AN (p, a, q2) € A) = q1 = ga.

3. Postoji tacno jedno pocetno stanje, tj.
1l =1,

gde je sa |I| oznacen broj elemenata skupa I.

2.4.3 Jezik automata
Neka je petorkom (%, Q, I, F, A) zadat jedan (N)KA. Radi lak§eg uvodenja pojma jezika
automata, uveS¢emo prvo sledece dve oznake:

1. Oznaka

a

p—4dq
ekvivalentna je
(p,a, q) €A
zasvep,qeQiackX.
2. Nekajew = myay...a, € ¥*. Tada je oznaka

W

p—4q
ekvivalentna
ay az as an
(37’1, o, ...I'h+1 € Q) Cp=r /01— 13— ... —TIp1 = (q

zasve p, g € Q.

w v we P v . Ve 3 .
Oznaka p — g moZe se protumaciti slede¢im recenicama: , Preko reciw se iz stanja
p q
p moZze sti¢i u stanje q " ili ,,Postoji put w iz stanja p u stanje q".

Jezik automata A, u oznaci L(A), predstavlja sledeci skup:
LA ={w|@pelndgeF): p—-q}.
Ova definicija se krace (i neformalno) moze opisati sledecom recenicom: ,,Da bi neka

rec¢ w pripala jeziku automata A, dovoljno je pronaci bilo koji putw od pocetnog do
zavrsnog stanja automata A"
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2.5 Klinijeva teorema

TEOREMA 2.2. Klasa regularnih jezika se poklapa sa klasom jezika koji prepoznaju
konacni automati.

Dokaz. Teoremu ¢emo dokazati konstruktivno — naveS¢emo algoritme i primenjivati
ih na primerima.
(Smer =):
RJ
\ Tompsonov algoritam

Gluskovljev algoritam | (N)KA-¢

! > Algoritam odlobadanja od e-prelaza

Spajanje oslobadanja
od e-prelazai

. (NKA
konstruiranja podskupova

\
\
\

AY
AY

K

B IAlgoritam konstrukcije podskupova

DKA

l Murov algoritam

(PYMDKA

(Smer <): Od proizvoljnog kona¢nog automata se primenom Metoda eliminisanja

stanja moze dobiti regularni izraz. [ |
TEOREMA 2.3. Za dati regularni izraz postoji jedinstven PMDKA (potpuni mini-

malni deterministicki kona¢ni automat).

2.5.1 Tompsonov algoritam

Tompsonov algoritam prati rekurzivnu definiciju regularnih izraza:

1. Ako je a € X, automat koji odgovara regularnom izrazu a koji opisuje jezik {a}
je:
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a
start —>@—>

2. Automat koji odgovara regularnom izrazu ¢ koji opisuje jezik {&} je:

£
start ﬁ@—>

3. Automat koji odgovara regularnom izrazu 0 koji opisuje jezik 0 je:

start —>@

4. Neka su dati regularni izrazi p i g i njihovi odgovaraju¢i automati P i Q, redom.
Zelimo da konstruiSemo (N)KA-¢ koji odgovara regularnom izrazu p|q. Doda-
jemo novo pocetno stanje (stanje 0) i zavr$no stanje (stanje 5) i e-prelazima ih
povezujemo sa pocetnim i zavr$nim stanjima automata P (stanja 1i 3, redom)
i automata Q (stanja 2 i 4, redom). Pocetno stanje automata P prestaje da bude
pocetno stanje i zavr$no stanje automata P prestaje da bude zavr$no stanje. Isto

vaZziiza automat Q.
100}
€ P &
)
10508
Q
5. Neka su dati regularni izrazi p i g i njihovi odgovarajuci automati P i Q, redom.

Zelimo da konstruisemo (N)KA-¢ koji odgovara regularnom izrazu p - g (odno-
sno, pq). Ovo moZemo uraditi na dva nacina:

(@) Prvinacin je da e-prelazom poveZemo zavrsno stanje automata P (stanje
1) i poCetno stanje automata Q (stanje 2).
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E
S IONOIRIONO
P Q

(b) Drugi nacin je da spojimo zavr$no stanje automata P i pocetno stanje au-
tomata Q (time dobijamo jedinstveno stanje 1).

DO
P Q

U oba slucaja je pocetno stanje (N)KA-¢ koji odgovara regularnom izrazu p -
q zapravo pocetno stanje automata P (stanje 0, u oba sluc¢aja), dok je njegovo
zavr$no stanje zapravo zavr$no stanje automata Q (stanje 3 u prvom slucaju, a
stanje 2 u drugom slucaju).

6. Neka je dat regularni izraz p i njegov odgovarajuéi automat P. Zelimo da kon-
struiSemo (N)KA-¢ koji odgovara regularnom izrazu p+. Dodajemo dva nova
stanja, pocetno (stanje 0) i zavr$no (stanje 3) i e-prelazima spajamo novo po-
cetno stanje sa pocCetnim stanjem automata P (stanje 1) i spajamo zavrsSno sta-
nje automata P (stanje 2) sa novim zavr$nim stanjem. Takode, dodajemo &-
prelaze od zavrSnog do pocetnog stanje automata P, kao i e-prelaz od novog
pocetnog stanja do novog zavr$nog stanja. Pocetno stanje automata P prestaje
da bude pocetno stanje i zavr$no stanje automata P prestaje da bude zavrsno
stanje.

start —

Napomenimo da je konstrukcija (N)KA-¢ koji odgovara jeziku p* mogla da se izvede
i na sledeci nacin: Dodajemo samo dva e-prelaza koji povezuju pocetno stanje auto-
mata P sa zavrSnim stanjem automata P i obrnuto.
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()0
p
i

Druga konstrukcija takode opisuje px, aline smemo da je koristimo, iako je Stedljivije.
Preporuka je da kod Klinijevog zatvorenja ne treba Stedeti sa dodavanjem prelaza.
Naredna dva primera nam ilustruju i zasto.

Primer 2.5.1

Konstruisati (N)KA-¢ koji odgovara regularnom izrazu a«bx koristeci ispravan na-
¢in konstruisanja p=.

Primer 2.5.2

Konstruisati (N)KA-¢ koji odgovara regularnom izrazu a=b= koristeci neispravan
nacin konstruisanja p=x.

Primetimo da ovaj automat ima put od zavrsnog stanja do pocetnog (to je put
oznacen isprekidanim prelazima). Zbog toga, on je u stanju da prihvata i re¢i u
kojima se a pojavljuje posle b, a takve reci nisu obuhvacene jezikom a=bx.

Primetimo da u primerima 2.5.1 i 2.5.2 nismo eksplicitno obelezavali e-prelaze. Na-
dalje cemo se pridrZavati ove konvencije i smatrati svaki neoznacen prelaz za e-prelaz.
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Pogledajmo sada jo$ neke primere koji ilustruju primenu Tompsonovog algoritma.

Primer 2.5.3

Konstruisati automat koji odgovara regularnom jeziku (a|b)+abb.

start —

Primer 2.5.4

Konstruisati automat koji odgovara regularnom jeziku a+. Koristicemo Cinjenicu
koju znamo od ranije da je a+= aax.

st —((0 (1 (2 -

Mada je potpuno korektan, prethodni (N)KA-¢ koji odgovara regularnom jeziku
a+ se moZe konstruisati i efikasnije, jednostavno uklanjanjem e-prelaza od po-
cetnog do zavr$nog stanja (N)KA-¢ koji odgovara regularnom jeziku asx.

Primer 2.5.5

Konstruisati automat koji odgovara regularnom jeziku a?.
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a
start —>

Za (N)KA-¢ kazemo da je normalizovan ako ima:

1. jedinstveno stanje u koje ne ulazi ni jedna grana,
2. jedinstveno zavrS$no stanje iz kojeg ne izlazi ni jedna grana, i
3. iz svakog stanja izlazi najviSe 2 grana i ulaze najviSe 2 grane.

Jedno od najznacajnijih osobina Tompsonovih (N)KA-¢ jeste ta da su svi normalizo-
vani. Nije loSe primetiti da ako regularni izraz ima r operacija, (N)KA-¢ koji se dobija
kao rezultat Tompsonovog algoritma ima najvise 2r stanja.

2.5.2 Algoritam oslobadanja od ¢-prelaza

Prvo ¢emo prikazati postupak u opsStem slucaju, a potom ¢emo fokus staviti na oslo-
badanje od e-prelaza Tompsonovih (N)KA-& od ostalih koje je znatno jednostavnije
bas zbog njihove osobine da su normalizovani.

Primer 2.5.6

Neka je dat sledeci (N)KA-¢&:

ORO0R0R0R0

Postupak oslobadanja od e-prelaza je sledeci:

K1: Dodavanje prelaza a iz stanja 0 u stanje 3
K2: Dodavanje prelaza a iz stanja 1 u stanje 3
K3: Dodavanje prelaza a iz stanja 0 u stanje 4
K4: Dodavanje prelaza a iz stanja 1 u stanje 4
K5: Dodavanje prelaza a iz stanja 2 u stanje 4

Nakon dodavanja potrebnih prelaza, sledi brisanje svih e-prelaza. Rezultujuci
automat je sledeci:




GLAVA 2. ELEMENTI TEORIJE FORMALNIH JEZIKA 43

a
,—’————a‘ _______________ =
\ N IA
\\\\\ ‘\“‘_ ///a ———’:/'
~¢:::~~~_ a —_——‘_: ————————— ”’,
Teen T a —————— ——_,—
Isprekidanom linijom su oznac¢eni dodavani prelazi.

Formalno gledano, prvo smo posmatrali sva stanja p, g, g’ i r i sve prelaze a za koje

vazi:
£ a , €
p—q—qg —T1,

i dodavali smo putanju (p, a, r) u A. Potom smo eliminisali sve putanje oblika (p, ¢, q)
iz A. Time smo dobili (N)KA bez e-prelaza.

Epsilon zatvorenje stanja p, u oznaci (p), predstavlja sledec¢i skup:

gp)=1{alp > q}).

Primer 2.5.7

Epsilon zatvorenja stanja 0 i 2 iz primera 2.5.6 su: €(0) = {0, 1, 2} i &(2) = {2}.

Pri eliminaciji e-prelaza, u opStem slucaju se pronalaze sve putanje koje imaju ¢-
prelaz, pa prelaz po nekom slovu, pa zatim ponovo e-prelaz. Kod (N)KA-¢ koji se
dobijaju kao rezultat Tompsonovog algoritma situacija se menja. Naime, dovoljno je
prespojiti putanje sledeceg oblika:

p—q—r.

PokaZimo ovo slede¢im primerom:

Primer 2.5.8

Oslobadanjem e-prelaza u (N)KA iz primera 2.5.1 dobija se sledeci (N)KA:
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MoZda nije sasvim jasno zaSto su sva tri stanja iz primera 2.5.8 zavr$na. Ispostavlja
se da vazi sledece: Za zavrSno stanje (N)KA proglasavamo sva stanja u ¢ijem se epsi-
lon zatvorenju nalazi zavr$no stanje pocetnog (N)KA-¢. PokaZimo da ovo vazi na jo§
jednom primeru.

Primer 2.5.9

Oslobadanjem e-prelaza u (N)KA iz primera 2.5.3 dobija se slede¢i (N)KA:

start —

Kao $to smo videli, ukoliko nam je dat regularni jezik, primenom Tompsonovog al-
goritma, pa zatim algoritma oslobadanja od e-prelaza, moZemo dobiti (N)KA. Postoji
jos jedan algoritam koji neposredno izvodi (N)KA iz zadatog regularnog izraza koji se
naziva Gluskovljev algoritam. Iako nama jednostavniji i brzi za rad, ispostavlja se da
je do sada opisani metod (primena prethodna dva algoritma) laksi za automatizaciju
iimplementaciju u racunaru. Ipak, prikazacemo i Gluskovljev algoritam u narednom
poglavlju.
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2.5.3 Gluskovljev algoritam

Obelezimo svako pojavljivanje karaktera u regularnom izrazu brojevima od 1 do n,
pri ¢emu je n broj karaktera koji se pojavljuju u regularnom izrazu, a zatim karakter
ispred pocetka izraza obelezimo 0. Ti brojevi predstavljaju stanja do kojih se moze
do¢i preko obeleZenih karaktera. Zatim gledamo kojim karakterom moZe da poc¢ne
re¢ koja pripada jeziku opisanom datim regularnim izrazom. Stanje koje predstavlja
broj kojim smo oznadcili trazeni karakter predstavlja poCetno stanje, a potom posma-
tramo do kojih sve stanja moZemo doci, dodajemo grane preko karaktera, i postupak
ponavljamo za svaki broj.

Primer 2.5.10

Konstruisati automat koji odgovara regularnom izrazu (a|b)xabb.

|(Ja|l|b|)|=|a|b|b

of [1[ 2] [ [3[4]5

start —

Primer 2.5.11

Konstruisati automat koji odgovara regularnom izrazu axbx.

a|*|b|~
0f1] [2]
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a
o (1)

start —>@ b
~(2)

b

Vidimo da se primenom Tompsonovog algoritma i algoritma oslobadanja od e-prelaza
dobija isti rezultat kao i primenom Gluskovljevog algoritma.

2.5.4 Algoritam konstrukcije podskupova

Algoritam konstrukcije podskupova nam omogucava da od (N)KA dobijemo DKA.
Prikazimo postupak konstruisanja podskupova na slede¢em primeru:

Primer 2.5.12

Determinizovati automat koji odgovara izrazu a+b.
Korak 1: Konstruisati (N)KA koji odgovara zadatom regularnom izrazu. Cesto
se pre same determinizacije automat upotpunjuje. lako imamo algoritam kojim

moZemo dobiti potpuno korektan i optimalan (N)KA, ovde ¢emo dati jedno ad
hoc reSenje. (N)KA koji odgovara zadatom regularnom izrazu je:

a
<ﬁ<“ <I>L (2)
start —
b
a
a, b

a, b

Korak 2: Napraviti tabelu prelazaka dobijenog (N)KA:
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a b
—0]0,1|Gr
1| Gr | 2
@ Gr | Gr
Gr | Gr | Gr

Napomena: Strelicom su obeleZena pocetna stanja, a zaokruzena stanja predsta-
vljaju zavr$na stanja.

Korak 3: Konstruisati DKA prema slede¢em uputstvu:

Na pocetku, skupovi Q, I, FiA iz DKA su prazni skupovi. Stanja DKA bic¢e pod-
skupovi stanja (N)KA. Stanja koja su bila pocetna u (N)KA stavimo u jedan pod-
skup i oznac¢imo taj podskup kao pocetno stanje DKA. Kako je u ovom slucaju
jedino stanje 0 bilo pocetno u (N)KA, onda je traZzeno pocetno stanje (tj. podskup
koji predstavlja pocetno stanje) DKA podskup {0} i oznac¢imo ga ¢, tj. g1 € Q i
q1 € 1.

Kada pravimo novi podskup, mi zapravo gledamo svaki element podskupa od
kojeg kre¢emo (ti elementi su stanja u (N)KA) i pravimo novi podskup tako $to
dodajemo sva stanja do kojih se moZe stic¢i u (N)KA:

* [z stanja q; moze se stici:

— preko karaktera a, do stanjaOilil, teje {0, 1} = g2 € Qi(q1, a, g2) € A
— preko karaktera b, do stanja Gr, teje {Gr} = g3 € Qi(q1, b, g3) € A

Iz stanja g, moZze se stiCi:

— preko karakteraa, dostanja0, 1iliGr, teje {0, 1, Gr} = g4 € Qi(q2, a, q4) €
A

— preko karakterab, do stanja2ili Gr, teje {2, Gr} = g5 € Qi(qg2, b, g5) € A

Iz stanja g3 moze se stici:

— preko karaktera a ili b, do stanja Gr, te je (g3, a, g3) € Ai(g3, b, g3) € A

Iz stanja g4 moZze se stici:

- preko karaktera a, do stanja 0, 1 ili Gr, te je (g4, a, q4) € A
- preko karaktera b, do stanja 2 ili Gr, te je (g4, b, g5) € A

* ]z stanja g5 moze se sticCi:
— preko karaktera a ili b, do stanja Gr, te je (gs, a, g2) € Ai(gs, b, g2) € A
Ovo nam daje sledeci DKA:
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a

a @ b

a
b
start —>
b
b

a,

a, b

Stanja DKA koja sadrZe zavr$na stanja (N)KA ozna¢avamo zavrsnim. U ovom slu-
¢aju, to je stanje ¢s jer sadrzi stanje 2 koje je bilo zavr$no u (N)KA. Broj stanja u
najgorem slucaju iznosi 2", ali takvi slucajevi su retki. Naravno, stanja ne mo-
ramo obelezavati skupovima. Umesto toga moZemo ih preimenovati, na primer,
slovima grckog alfabeta:

start —

a, b

a, b

Primetimo da ovaj automat nije minimalan. Stanja i § su identi¢na, jer za oba
vaZzi da se preko slova a moZze sti¢i u stanje 6§, a preko slova b se moZze sti¢i u stanje
n. Iako ¢emo se u poglavlju [2.4.5] detaljnije pozabaviti algoritmom minimali-
zacije DKA, nije loSe da prikazemo da se nekad i ad hoc metodom moze doci do
MDKA. Naravno, ovaj metod nije preporucljiv za kori$¢enje jer ne postoji mate-
maticka osnova iza njega, te se ne moze formalno dokazati da je korektan. Ta-
kode, ukoliko automati sadrze veliki broj stanja i grana, minimalizacija ad hoc
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metodom znatno otezava posao, a i nemoguca je za automatizaciju. Ipak, prika-
zimo kako izgleda MDKA koji smo minimizovali ad hoc metodom:

a
start —
b

a, b

O

a, b

Naravno, DKA takode modemo da predstavimo preko tablice:

a b
— {0} | {0, 1} {Gr}
{0,1} | {0, 1, Gr} | {2, Gr}
{Gr} {Gr} {Gr}
{0,1,Gr} | {0, 1, Gr} | {2, Gr}

Grr | 6r}

Napomena: Iz tablice vidimo da su stanja {0, 1} i {0, 1, Gr} ekvivalentna po pre-
lazima i zato ih moZemo spojiti. Verovatno bi neko primetio da stanja {Gr} i
{2, Gr} imaju identi¢ne prelaske, pa bi ih okarakterisao kao ekvivalentne, ali njih
ne smemo da spojimo iako imaju iste prelaske zato $to nemaju istu ,,zavrsnost",
tj. jedno stanje je zavrsno, a drugo nije, pa zbog toga ona sigurno nisu ekviva-
lentna.

Primer 2.5.13

Konstruisati DKA koji odgovara regularnom izrazu (a|b)=abb.

Konstrukcija (N)KA:
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U ovom slucaju ¢emo DKA prvo predstaviti tabelarno, pa zatim i graficki. Citajuci
tablicu za (N)KA dobijamo tablicu za DKA.

a |b a b
— 01,32
: — {0} | {L 3} | {2}
1 [1,3|2 {1,3} |{1,3}|{2 4}
Tablica(N)KA: 2| 1,312 TablicaDKA: 12y |11 3}| {2}
Z - ;1 {2,4} {1,3}|{2 5}
A {1,3}| {2}

Primetimo da u ovom primeru nismo upotpunili automat pre determinizacije.
To se ne smatra loSim postupkom, ali ipak ¢emo naglasiti da je zgodnije upotpu-
niti automat pre determinizacije.

Imenujmo dobijene podskupove {0}, {1, 3}, {2}, {2, 4}, {2, 5} slovima «a, 3,7y, 6 i
n, redom. Citajudi tablicu prelaska DKA, dobijeni DKA moZemo prikazati gra-
ficki:
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b

[

a
a
start — a
b
b

Minimizovacemo dobijeni DKA ad hoc metodom:

Formalizam algoritma konstrukcije podskupova

Neka je zadat (N)KA koji je predstavljen petorkom A = (%, Q, I, F, A). Tada je odgova-
rajuci DKA predstavljen petorkom D = (X, P(Q), i, F’, §), gde je:

e P(Q) partitivni skup skupa Q,
e =],
« F'={qeP(Q)|qnF #0},i

*6(goa)={p'€eQ|l(@peq): (pa p’)eA} = pLEJq{p’ €Q|(p.a p)eA}

Pojasnimo ¢ slede¢im primerom.

Primer 2.5.14

Za automat iz primera 2.5.13 vazi:
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| a | b

. ‘ 1 1, 3 . . cee
Tablica (N)KA: Tablica DKA: (1,3} | {13} | {2, 4}

3| - |4

$to se moZze zapisati:

S(g={p=1Lp=3La)={p'=1p =3}In(g={p=1Lp=3}b)={p' =2,p' =4}

a to odgovara definiciji skupa 6.

Teorema 2.1. Za sve skupove stanja q, ¢’ € Qpka, Sva stanja p, p’ € Q) irec w vazi:

(g =q = q ={p' €Q|@peqg): p—p}

Ova teorema se neformalno moZze opisati reCenicom: ,,U DKA, moZe se krenuti iz ne-
kog skupa stanja ¢ i Citanjem neke rec¢i w do¢i u neki skup stanja g’ akko je g’ skup svih
stanja (N)KA do kojih se moze do¢i ¢itajuci re¢ w".

Dacemo primer ove teoreme, ali pre toga uvedimo slede¢u oznaku:

U

p...q’

koja oznacava da se krenuvsi od skupa stanja p, Citajuci re¢ w, moze sti¢i do skupa
stanja q.

Primer 2.5.15

Iz primera 2.5.13 moZemo uociti da vazi sledece:
{02 I5)

tj. ako se u DKA krene iz stanja {0} i procita re¢ abb, stici ¢e se do stanja {2, 5}.
Teorema tvrdi da onda u (N)KA postoji stanje p (u ovom slu¢aju 0) i p’ (215) tako
da citajuci re¢ abb moze se sti¢i od p do p’. U NKA, citajuci re¢ abb iz stanja 0
moze se stici u stanje 2 (to je put 0 BN N IR 2) ili Citajudi istu rec se iz
o o g 2c g q a b b
stanja 0 moze stiCi u stanje 5 (to jeput0 — 3 — 4 — 5).
Sli¢no vazi:
(1,3} “ {2, 43.

Dokaz teoreme 2.1 se izvodi indukcijom po duzini reci, ali on nece biti prikazan.
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2.5.5 Murov algoritam

Pre samog algoritma minimalizacije DKA, uves¢emo nekoliko oznaka i definicija koje

¢emo koristiti nadalje. Klju¢ni pojam ¢e biti ekvivalencija stanja.

U (N)KA, jezik stanja g, u oznaci L, sledeci je skup:
L,={weX |(Aq €F): g — q'}.

Ako se podsetimo definicije jezika automata A, onda moZemo primetiti da se jezik
automata A zapravo moZe predstaviti kao unija jezika njegovih pocetnih stanja, tj.

u@:U%

qel

LEmMA 2.5. Ako jezik stanja sadrzi praznu rec, onda je to stanje zavr$no pod uslovom
da nema e-prelaza.

Dokaz. Sledi direktno iz definicije jezika stanja za w = &. PoSto trenutno govorimo o
DKA, onda je jasno da nece postojati e-prelazi, te ¢e ovo uvek biti ispunjeno. [ |
Nakon uvodenja ovih oznaka, definisacemo pojam ekvivalencije stanja.

Po definiciji Nerodove ekvivalencije stanje p je ekvivalentno stanju g AKKO su im
jezici isti tj. ako su skupovi reci koji mogu da se prepoznaju polazedi iz stanja p i g
jednaki. PiSemo:

daf
p~q < Ly,=1L,

Primetimo da vaZi sledece: MoZe se desiti da dva stanja imaju razlicite prelaze, a da
su ekvivalentna. Nije potreban uslov da imaju iste prelaze, ali jeste dovoljan.

Lema 2.2. Nerodova ekvivalencija je relacija ekvivalencije.
Jezik stanja g za reci duZine najviSe k, u oznaci L% sledeci je skup:

IV ={weT|@qeF): p—q A lwl <k}

Uvodimo relaciju Nerodove ekvivalencije za rec¢i duZine najvise k na sledeci nacin:

pra <=1 =1

tj. dva stanja Ce se razlikovati za re¢ duzine k + 1 ako postoji re¢ duZine k + 1 koja ¢e
jedno stanje odvesti u zavrSno stanje, a drugo stanje u nezavr$no stanje. Stanja mogu
biti ekvivalentna za sve reci duZine k, ali ¢e postojati prelaz po nekom slovu tako da se
stigne do razlic¢itih stanja (razli¢itih u smislu da je jedno zavrsno, a drugo nezavrsno).
[lustrujmo ovo slede¢im primerom:
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Primer 2.5.16

1. Bez gubitka opStosti, pretpostavimo da je a takvo slovo i w takva rec¢ za koje
vazi|lw| < k, tj. law| < k + 11 vazi:

@ p o ”
p—p — p €F
@ p Y ”
q—q — q" ¢F.
Vidimo da su stanja p’ i ¢’ neekvivalentna za reci duZzine k, tj. p’ »~, q’. Tada

mozemo zakljuciti da je
p 71k+1 q

Zakljuc¢ak: Dovoljno je danademo prelaz po jednom slovu da bismo utvrdili
da se stanja razlikuju.

2. Medutim, da bismo utvrdili da su stanja ekvivalentna, moramo proveriti
prelaze po svim slovima azbuke:
Zasvako a € X:

akop -5 p' Aqg-=q Ap ~ g, ondap~, q.

Sada ¢emo dati primer koji detaljno ilustruje Murov algoritam aproksimiranja Nero-
dove ekvivalencije pomoc¢u Nerodovih ekvivalencija za re¢i duzine najvise k, za sve
k =1, n, pri ¢emu je n € N takav brojdavazi ~ _, = ~, . Nakon §to nademo trazeno
n, dolazimo do zakljucka:

n-1

Primer 2.5.17

Minimizovati sledec¢i DKA:
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b
/\f\(OQ
a
a
b a
b (s)

5 p 6
7 b
b b

Primetimo prvo da su stanja 7 i 8 nedostiZni iz po¢etnog stanja, te njih moZemo
da zanemarimo u potpunosti. Prelazimo na Murov algoritam:

k = 0: Posmatramo relaciju ~, itrazimo njene klase ekvivalencije:

To su stanja koja se razlikuju za rec¢i duzine 0. Kako citanjem prazne reci
ostajemo u istom stanju, u prvom koraku uvek imamo tacno dve klase ekvi-
valencije, jednu koja sadrZi zavr$na i drugu koja sadrZi nezavr$na stanja.
Dakle, klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {0, 1, 4, 5, 6, 3} i {2}.

k = 1: Posmatramo relaciju ~, itraZzimo njene klase ekvivalencije:

Razmatramo stanja unutar klasa ekvivalencije prethodno posmatrane rela-
cije. Kako je stanje 2 jedino u svojoj klasi, njega ne razmatramo, ono ostaje
tako kako je.

* razmatramo stanja01i 1:

) 0-51A1-55.
Posto su stanja 1 i 5 u istoj klasi ekvivalencije po duzini 0, ona su
ekvivalentna po 0, tj. vazi 1 ~, 5. PoSto smo naisli na ekvivalen-
ciju, moramo proveriti i za preostala slova azbuke automata kako
bismo utvrdili ekvivalenciju stanja 01 1.

b) 05 4A1-52,
Stanja 24 nisu u istoj klasi ekvivalencije po duzini 0, tj. vazi4 » 2.

Iz ovoga zaklju¢ujemo: 0 >, 1.

* razmatramo stanja 0 i 4:
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a) 05 1A4—52A1 2.

Iz ovoga zaklju¢ujemo: 0 >, 4.
* razmatramo stanja 01 5:

a) 05 1A5—5A1~,5.

b) 05 4A5-53A4~,3.

Posto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 0i5 ekviva-
lentna stanja po duzini 1, tj. vazi 0 ~, 5. Dalje ne moramo proveravati
ekvivalentnost stanja 115 ili 4 i 5, zbog tranzitivnosti Nerodove ekvi-
valencije.

* razmatramo stanja 0 i 6:
a) 05 1A6-—5A1~,5.
b) 0-54A6 5274 2.
Iz ovoga zaklju¢ujemo: 0 | 6.
* razmatramo stanja 0 i 3:
a) 0-51A3-56A1~,6.
b) 0-54A3 -2 4A4~,4.

Posto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 0 i 3 ekvi-
valentna stanja po duzini 1, tj. vazi 0 ~, 3.

* razmatramo stanja 1 i 4:
a) 1-55A4-—52A5~,2.
Iz ovoga zaklju¢ujemo: 1 > 4.
* razmatramo stanja 11 6:
a) 1-55A6—5A5~,5.
b) 1 -52A6-52A2~,2.
Posto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 1 i 6 ekvi-

valentna stanja po duzini 1, tj. vazi 1 ~, 6.

Klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {0, 3, 5}, {1, 6}, {4}, {2}.

k = 2: Posmatramo relaciju ~, itrazimo njene klase ekvivalencije:

2

Razmatramo stanja unutar klasa ekvivalencije prethodno posmatrane re-
lacije.

* razmatramo stanja 01 5:




GLAVA 2. ELEMENTI TEORIJE FORMALNIH JEZIKA 57

a) 05 1A5-—55A1,5.

Iz ovoga zaklju¢ujemo: 0 -, 5.
* razmatramo stanja 01 3:

a) 05 1A3-56A1~,6.

b) 0-54An3 -5 4A4~, 4.

Posto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 0 i 3 ekvi-
valentna stanja po duzini 2, tj. vazi 0 ~, 3.

* razmatramo stanja 116:
a) 1-55A6—5A5~,5.
b) 1 52065272~ 2.

PosSto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 1 i 6 ekvi-
valentna stanja po duzini 2, tj. vazi 1 ~, 6.

Klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {0, 3}, {1, 6}, {5}, {4}, {2}.

k = 3: Posmatramo relaciju ~, itrazimo njene klase ekvivalencije:
Razmatramo stanja unutar klasa ekvivalencije prethodno posmatrane re-
lacije.
* razmatramo stanja 0 i 3:
) 0-51A3-56A1~,6.

b) 05473 4n4d~, 4.

PoSto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 0 i 3 ekvi-
valentna stanja po duzini 3, tj. vazi 0 ~, 3.

* razmatramo stanja 1 i 6:
a) 1 -55A6—5A5~,5.
b) 1 52A6-52A2~,2.

Posto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 1 i 6 ekvi-
valentna stanja po duZini 3, tj. vazi 1 ~, 6.

Klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {0, 3}, {1, 6}, {5}, {4}, {2}.

Vidimo da se klase ekvivalencije ~, i ~, ne razlikuju i tu stajemo sa prove-
rom. Pronasli smo Nerodovu ekvivalenciju, toje ~ = ~, .
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Svaka klasa ekvivalencije predstavlja jedno stanje. ObeleZimo ih, redom, slovima
A, B, C, D, E. Pocetno stanje MDKA je ono koje sadrzi pocetno stanje polaznog
DKA (sli¢no vazi za zavr$no stanje). Trazeni MDKA predstavlja sledeci automat:

b
start —
b a
b
b
©o

Videli smo kako nam Murov algoritam omogucava da na ispravan nacin minimizu-
jemo proizvoljan DKA. U prethodnom primeru nismo upotpunili DKA pre minimi-
zacije, pa se Citaocu prepusta da prvo upotpuni pocetni DKA, pa onda nad njim da
izvr$i Murov algoritam i da upotpuni MDKA iz prethodnog primera i da vidi da li po-
stoji razlika izmedu ova dva postupka. Ispravnost Murovog algoritma nam garantuje
naredna teorema koju ¢emo navesti bez dokaza.

TEOREMA 2.7. Rezultujué¢i MDKA koji se dobija primenom Murovog algoritma na
(prethodno upotpunjen) DKA je minimalan do na izomorfizam automata.

Ovo poglavlje o Klinijevoj teoremi sumiracemo slede¢im dvama primerima koji po-
kazuju potpun postupak primene Klinijeve teoreme na proizvoljno zadate regularne
izraze i to koristeci dva razli¢ita puta od regularnog izraza do MDKA.

Primer 2.5.18

Konstruisati MDKA koji odgovara regularnom izrazu (a|b)+ab(a|b)x.

Tompsonov algoritam:
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o)
Core

start —>

Preimenovanje:

start —

Murov algoritam:

Napomena: U nastavku ¢emo pisati samo stanja za koja smo zakljucili da nisu
ekvivalentna, kao i dokaz na osnovu kojeg smo dosli do tog zakljucka. Ukoliko
neka stanja nisu razmatrana, podrazumevace se da su ekvivalentna.
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k = 0: Klase ekvivalencije ~,: {A, B, C}i{D, E, F, G}

k = 1: Posmatramo ~, :

b b
* A>» B(A— CAB—DAC »,D).

Klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {A, C}, {B}i{D, E, F, G}.

k = 2: Posmatramo ~, : Nema klasa u kojima stanja nisu ekvivalenta, pa su klase
ekvivalencije posmatrane relacije: {A, C}, {B}i{D, E, F, G}.

Posto su klase ekvivalencije ~, i ~, jednake, pronasli smo Nerodovu ekvivalen-
ciju, toje ~ = ~,.

ObeleZimo redom stanja slovima «, 8 iy. Trazeni MDKA je sledeci automat:
b a a, b
a b
RO ORI0

Konstruisati MDKA koji odgovara regularnom izrazu (a|b)+ba.

Primer 2.5.19

Gluskovljev algoritam:
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k =1: Posmatramo ~ :

*A» D(A—>BAD-5EAB ~,E).

Klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {4, B, C}, {D} i {E}.

k = 2: Posmatramo ~, :
« Ar,B(A—CAB—>DAC », D).
eAr,clacncDAcC o~ D).
Klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {A}, {B, C}, {D}i{E}.
k = 3: Posmatramo ~, : Nema klasa u kojima stanja nisu ekvivalenta, pa su klase

ekvivalencije posmatrane relacije: {A}, {B, C}, {D}i{E}.

Posto su klase ekvivalencije ~, i ~, jednake, pronasli smo Nerodovu ekvivalen-
ciju, toje ~ = ~,.

Obelezimo redom stanja slovima «, 8, y i 6. Trazeni MDKA je sledeci automat:
a b
a
a, b b
start —( : —
b

Napomenimo jednu vaznu posledicu Klinijeve teoreme: Dva regularna jezika su ekvi-
valentna akko su odgovaraju¢i PMDKA ekvivalentni.

2.5.6 Metod eliminacije stanja

Videli smo kako od regularnog izraza dobijamo PMDKA. Sada nam je zadatak da na
osnovu zadatog automata odredimo koji je regularni jezik njime opisan. Primenu
metoda ilustrovacemo na primerima.

Primer 2.5.20

Odrediti koji je regularni jezik opisan slede¢im automatom:
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b b

a
start —>
a

Pripremni korak je dodavanje novih stanja. Dodajemo novo jedinstveno pocetno
stanje « i novo jedinstveno zavr$no stanje S. Cilj je da se oslobodimo ostalih sta-
nja, tj. da nam ostanu samo stanja « i .

Prvo $to radimo jeste povezivanje novih stanja sa starim. 1z stanja « dodajemo
grane u sva stara pocetna stanja, a u stanje 8 dovodimo grane iz svih starih zavr-
$nih stanja.

b b

o

Da bismo se oslobodili starih stanja dopuStamo da se na granama javljaju re-
gularni izrazi. Rezultat primene ove metode je automat sa jednim pocetnim i
jednim zavr$nim stanjem koja su povezana jednom granom koja prepoznaje re-
gularni izraz koji je opisan pocetnim automatom.

Ne postoji neko pravilo po kom treba birati koje stanje prvo eliminisati.
EliminiSimo, na primer, stanje 1:

blabxa

(D

Zatim, eliminiSemo stanje 0:

(blabxa)«*
start —

Dakle, zadati automat prepoznaje regularni jezik (b|abxa)+.

Napomenimo vec¢ sada da duzina dobijenog regularnog izraza veoma brzo raste §to
je automat sloZeniji. Ponekad je moguce vrS§iti skracivanja izraza u hodu, $to ¢emo
ilustrovati slede¢im primerom.
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Primer 2.5.21
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Eliminacija stanja 1:

b|(a?axb) = axb elaaxe = ax
start —( « ( @ | @

blaaxb = a * b

alaxe = ax

Eliminacija stanja 2:

*|laxb(a*xb)*ax*

Primetimo sledece ekvivalentnosti:
ax|axb(axb)xax = ax|(axb)+ax = (g|(axb)+)ax = (axb)*ax.

Dakle, automat prepoznaje regularni jezik (axb)+ax.

2.5.7 Pitanjaizadaci

Zadatak 2.5.7.1. Upotpuniti deterministicki kona¢ni automat iz primera 2.4.6.

Zadatak 2.5.7.2. Konstruisati nedeterministicki kona¢ni automat koji odgovara re-
gularnim izrazima:

1. ((alab)+b?)x,
2. (abx)b,

3. (a?bla)*, i
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4. (alb)*c(cax)+,

prvo primenom Tompsonovog algoritma i algoritma oslobadanja od ¢-prelaza, a po-
tom i primenom GluSkovljevog algoritma.

Zadatak 2.5.7.3. Dokazatilemu 2.2.

2.6 Odredivanje preseka jezika

Po definiciji, dopusteni operatori koje moZemo koristiti za konstruisanje novih regu-
larnih jezika jesu spajanje, Klinijevo zatvorenje i unija. Jasno je da ako imamo dva
regularna jezika, rezultat njihove unije (tj. njihovog spajanja ili primene Klinijevog
zatvorenja) takode Ce biti regularan jezik. Ostaje da se razjasni na koji na¢in mozemo
opisati presek dva regularna jezika.

Neka je £ = {ay, ap, ..., a,}. PoSto je £* regularan jezik (i znamo da ga moZemo pred-
staviti regularnim izrazom (a; |az|...|a,)*), ako su regularni jezici koji mogu biti kon-
struisani podskupovimaregularnogjezika X* zatvoreni za presek i uniju, ondaje jasno
da ¢e biti zatvoreni i za komplement, a samim tim i za sve ostale Bulovske operacije.
Pokazacemo posredno da su regularni izrazi zatvoreni za operaciju preseka.

LEMA 2.8. Za dva konac¢na automata moguce je napraviti tre¢i konac¢ni automat
koji prepoznaje njihov presek.

Dokaz. Bez gubitka opStosti, a to nam dosta olakSava dokaz, pretpostavicemo da su
automati kojima ra¢unamo preseke PDKA. Teorijski nije potrebno da budu i minima-
lani, ali u praksi je lak3e raditi sa manjim brojem stanja. Takode, dokaz ¢emo prikazati
na jednostavna dva automata, ali postupak se u potpunosti skalira za proizvoljne au-
tomate.

Neka su zadata sledec¢a dva automata, A i B, redom:

b b
a
start —>
a )

b

a
b

start —
a

Jednostavnosti radi, drugacije obelezavamo stanja automata A od stanja automata
8. Kljucan deo konstrukcije je konstrukcija Dekartovog proizvoda stanja ova dva au-
tomata. Znaci, konstruiSemo automat A x B Ciji je skup stanja Dekartov proizvod
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stanja datih automata, tj. Qaxg = Q# X Qg. Grane ovog automata konstruiSemo tako
$to posmatramo svaki par (x, y) € Qzxg i gledamo pojedinacno u koje se stanje do-
lazi iz stanja x u prvom automatu, odnosno iz stanja y u drugom. PocCetna stanja tog
automata moraju da sadrze pocCetna stanja oba automata; u ovom slucaju to je stanje
(0, A). Sli¢no, zavr$na stanja moraju da sadrZe zavr$na stanja oba automata, a to je
(0, B).

a

b

b a m

Proizvod istovremeno simulira oba automata. Ono zbog ¢ega je proizvod automata
koristan jeste §to pravim odabirom zavr$nih stanja mozemo dobiti razli¢ite auto-
mate:

ANSB | (0,B)
AUSB|(0,A),(0,B), (1, B)
A\B | (0,A)
B\A | (1,B)

Uvedimo jo§ i operaciju komplementa automata.

Neka je zadat automat A nad azbukom X. Komplement automata A, u oznaci A°¢,
predstavlja sledeci automat:
AC=2x \ A,

pri Cemu je Xx zapis za automat, koji opisuje regularni jezik **, a koji je predstavljen

sledeé¢im automatom:
>
start —>

Kada znamo da konstruiSemo Dekartov proizvod automata, onda znamo i razliku,

pa znamo i komplement (na osnovu prethodne definicije). Ipak, operaciju komple-
menta automata moZemo sprovesti na slede¢i nacin: Neka jezadat PDKAA = (%, Q, I, F, A).
Komplementarni automat A€ je automat (%, Q, I, Q\F, A). Dakle, samo smo zamenili

skup zavrsnih stanja njegovim komplementom, tj. stanja koja su bila zavrSna sada
oznacimo kao nezavr$na i obrnuto. Ipak, treba biti oprezan sa ovakvim sprovode-
njem komplementa automata. [lustrujmo ovo slede¢im primerom:
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Primer 2.6.1

Automat koji prepoznaje regularni jezik a(a|b)= je sledeci automat:

a, b

start @ a @

Prateci prethodno uputstvo, automat koji prepoznaje regularni jezik (a(a|b)=)°
trebalo bi da bude slede¢i automat:

a, b

start @ a &

Medutim, re¢ w = b ne moZze biti prepoznata ni jednim automatom, $to je kontra-
primer hipotezi da je drugi automat komplement prvom. Ovaj rezultat se dobija
zato $to pocetni (prvi) automat nije prethodno upotpunjen. Ispravno bi bilo:

a, b

start —( 0 }—2 @
b

a, b

Sada se ispravan komplement dobija primenom prethodnog pravila:

a, b

start @ a &

|

a, b

Na pocetku ovog poglavlja rekli smo da nikoji jezik koji zahteva uparivanje (barem)
dva entiteta ne moZe biti opisan regularnim jezikom. Kao primer dali smo jezik L =
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{a"b" | n > 0}. Na ovom mestu ¢emo pokazati dokaz za ovu €injenicu. Naravno, iako
sledeca teorema vazi za proizvoljan jezik koji ispunjava navedeni zahtev uparivanja,
mi ¢emo pokazati dokaz za konkretan jezik, i to ¢e biti bas jezik L.

TEOREMA 2.8. Jezik L nije regularan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je jezik L regularan. Na osnovu Klinijeve teo-
reme, postoji (N)KA koji prepoznaje jezik L, i neka je to automat A = (X, Q, I, F, A).
Neka automat A ima k stanja (tj. |Q| = k). Medutim, koliko god da automat ima sta-
nja, uvek mozemo nacirec ¢ija je duzina veca od k. Za svaku reC¢ w € L koja je duza od
k vazi sledece: prilikom njenog prihvatanja Ce se kroz barem jedno stanje (oznacimo
ga q) proci dva puta (na osnovu Dirihleovog principa), tj. zaneke gqo € I i g, € F:

b4 y z
qdo — 4 — 4 — qr,

gde je w = xyz. ReCima, postojace neko stanje g tako da ukoliko se krene iz stanja g,
procita neka rec x, zatim stigne do stanja g koje se moze ponavljati (preko reci y se
opet stigne do stanja g) i nadalje se Cita rec¢ z i stlgne do stanja g, .

Kakow € L, toixz € L (jer postoji put go = q N q, u automatu) Ve¢ znamo da
xyz € L. Takode, re¢ xyyz € L (jer postoji put gy — ¢ R q R g — g, uautomatu).

Lako se vidi da sve reci oblika xy'z pripadaju jeziku L, za i > 0.
Dakle, postojireC w € L, takva da je |w| > |Q| i koja je oblika:
aa...abb...b.
——— ———

n n

Rec je dovoljno dugacka da moZemo da nademo njeno razbijanje na trireci x, y i z.
Postavlja se pitanje na koje sve nacine moZemo da podelimo datu rec?

Posmatrajmo razbijanje:

aa...aaa...aaa...abbb...bbb .
S——

X y z

ili simetri¢no razbijanje:
aa...abb...bbb..b bb...b .
N —— e s, —/\-\/-_/

X y z

Primetimo da u ovim slu¢ajevima vazi xz ¢ L, te ovakva razbijanja nisu moguca.
Posmatrajmo razbijanje:

aa...aaa...abb...b bb...b .

N N e — ——

X y z

Jasno je da ako y obuhvata razli¢ite brojeve karaktera a i b, onda ¢e ponovo vaziti

xz ¢ L. Dakle, jedino razbijanje reci w koje je preostalo je takvo da y sadrzi jednak broj

karaktera a i b. Na primer, neka y = aabb. Medutim, sada iako xy € Lixyz € L, do-

godilo se da xy?z ¢ L (jer xy’z = aa...a aabbaabb bb...b ¢ L). Dakle, ni ovo razbijanje
e —

X y z
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nije moguce.

Zakljuc¢ujemo da ne moZemo da rastavimo re¢ w na tri re¢i. Kontradikcija. [ |
Napomenimo da smo pri dokazu ove teoreme koristili lemu koja se poznata pod ime-
nom Lema pumpanja (Pumping lemma). Ona govori o osobini jezika da se svaka rec¢
moZe razbiti na tri dela, tj. w = xyz, tako da vazi xy'z € L,zasvei > 0.



Poglavlje 3

Kontekstnoslobodne gramatike

Kontekstnoslobodne gramatike (CeS¢e ¢emo koristiti oznaku KSG ili KS gramatike)
jesu, po pravilu, dovoljne da se opiSe sintaksicka struktura jednog programskog je-
zika, kao $to su regularni izrazi dovoljni da se opiSe leksicka struktura programskih
jezika. Neformalno, jedna gramatika sadrzi simbole i pravila izvodenja u toj grama-
ticl.

Simboli mogu biti:

¢ zavrs$ni simboli (koriste se i sinonimi terminalni simboli, terminali, i tokeni), i

e nezavr$ni simboli (koriste se i sinonimi neterminalni simboli, neterminali, i
pomoc¢ni simboli).

Posmatrajmo sledeci primer:

Primer 3.0.1

Neka je data gramatika G sa slede¢im skupom pravila:
1. A— aAb,i
2. A—e.

Ovo je jedan jednostavan primer kontekstno slobodne gramatike. Zavr$ni simboli su
aib,apomocnisimbolje A. Izvodenje pocinje od pomoc¢nog simbola kojeg menjamo
na osnovu nekog pravila. MoZemo primeniti pravila prezapisivanja, na primer, na
sledeci nacin:

A =1> aAb =1> aaAbb —i,» aabb.

Kada dobijemo re¢ u kojoj nema neterminalnih simbola, onda za tu re¢ mozemo reci
da je rec€ jezika opisane gramatike. Vidimo da re¢ w = aabb pripada jeziku date gra-
matike jer smo pronasli izvodenje do te reci u datoj gramatici. Nije teSko primetiti
joSida je jezik opisane gramatike zapravo jezik L = {a"b" | n > 0} (lako se pokazuje

71



72 3.1. DEFINICIJA KS GRAMATIKE

indukcijom po duzini reci). Za n = 0, jasno je da e = a’b° € L. Kako dobijamo & ko-
risteci prethodno navedena pravila? Primenom pravila 2 (samo jednom), dobija se

trazena prazna rec:

2
A= &.

Navedimo jo$ dva primera KS gramatike.

Primer 3.0.2

Jezik L, = {a"b" | n > 0} opisuje se KS gramatikom G, koja sadrzZi sledec¢a dva
pravila:

1. A— aAb,i
2. A— ab,
$to se Cesto krace zapisuje:

A — aAb
| ab.

Primer 3.0.3

Jezik Lz(axb+) se opisuje KS gramatikom G3 koja sadrzi sledeca pravila:

S — AB

A — aA
| e

B — bB
| e

Iz primera 3.0.3 vidimo da u nekim slu¢ajevima moze biti mnogo jednostavnije zapi-
sati jezik pomocu regularnog izraza (a=b*) nego pomocu gramatike (Gs). Stoga ¢emo
i koristiti zapis pomocu regularnih izraza kada god nam to odgovara.

3.1 Definicija KS gramatike

Gramatika G je uredena Cetvorka (%, N, S, P), za koju vazi:
* X je skup zavr$nih simbola,
* N je skup nezavr$nih simbola,

* Sje aksioma (pocetni simbol), za kojuvazi S € N, i
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* P je skup pravila gramatike, za koji vazi P € N x (NUZX)*. Dakle, formalno re-
¢eno, svako pravilo je uredeni par gde je prva komponenta uredenog para tacno
jedan neterminal, a druga komponenta je bilo kakva kombinacija zavr$nih i ne-
zavr$nih simbola.

Primer 3.1.1

Gramatika iz primera 3.0.2, koju smo oznacili G2, obuhvata sledece komponente:
Y={a, b}, N={A},S=AiP = {(A aAb), (A ab)}.

Napomenimo da pravila ne¢emo pisati kao uredene parove, ve¢ onako kako smo pi-
sali u primerima 3.0.1 do 3.0.3.

Po konvenciji, velika slova predstavljaju nezavr$ne simbole, a mala slova zavr$ne sim-
bole. Aksioma je prvo slovo koje se navodi u prvom pravilu sa leve strane. Takode, na
osnovu pravila gramatike moZemo zakljuciti koji simboli su neterminalni. Netermi-
nalni simboli su oni simboli koji se nalaze sa leve strane strelice svakog pravila.

Vec smo napomenuli da KS gramatike predstavljaju samo jedan od oblika gramatika
koje su dovoljne za opis veStackih jezika. Nazivamo ih kontekstno slobodnim zbog
¢injenice da se sa leve strane pravila nalazi tacno jedan neterminalni simbol. Poja-
snimo ovu ¢injenicu na primeru.

Primer 3.1.2

Neka je zadato pravilo gramatike A — aABb i neka smo nekim izvodenjem ne-
zavr$nog simbola S dosli do aAbAb.
Dalje mozemo zameniti prvi simbol A na sledeci nacin:

S = ... = aAbAb = aaABbbAD.
Ali mogli smo da zamenimo i drugi simbol A, na isti nacin:
S = ... = aAbAb = aAbaABbb.

Dakle, kontekst u kom se javlja simbol nam nije bitan. Mi ga menjamo na pot-
puno isti nacin, nezavisno od simbola izmedu kojih se nalazi.

Navedimo sada primer kontekstno zavisne gramatike:

Primer 3.1.3

Neka je zadato pravilo gramatike bAb — aABb i neka smo nekim izvodenjem
nezavr$nog simbola S dosli do aAbAb.
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Ako bismo sad Zeleli da zamenimo nezavr$ni simbol A, mogli bismo da izabe-
remo samo drugi simbol jer se prvi ne nalazi u zadatom kontekstu, tj. ne nalazi
se izmedu dva mala slova b:

S = ... = aAbAb = aAaABb.

Usvojimo dodatna pravila zapisivanja:

e — koristimo u zapisu pravila umesto uredenih parova. Sa leve strane ove stre-
lice moze da se nade samo neterminalni simbol, dok sa desne strane moZe da
se nade kombinacija zavr$nih i nezavr$nih simbola, i

e — koristimo u zapisu izvodenja.

Uvedimo sada definiciju relacije izvodenja.

Relacija domena (N UX)*N(N UX)* x (N UX)*" naziva se relacija izvodenja i obeleZava
se oznakom =. KaZemo da niska o X 8 izvodi nisku ayB, u oznaci a X = ayp,
akko postoji pravilo X — y € P, pri¢emusua, 3,y € (NUX)"iX € N.

Relacija oznacena simbolom =" je refleksivno tranzitivno zatvorenje relacije izvo-
denja. To je najmanja tranzitivno-refleksivna relacija koja sadrzi datu relaciju, tj. ima
0 ili viSe koraka izvodenja. Relacija ozna¢ena simbolom =" je tranzitivno zatvore-
nje relacije izvodenja. To je najmanja tranzitivna relacija koja sadrzi datu relaciju, tj.
mozZze se izvesti u 1 ili viSe koraka.

Koristeci ove definicije, moZemo definisati jezik gramatike na sledeci nacin.
Jezik gramatike G, u oznaci L(G), predstavlja sledeci skup:

LG)={weX|S="wu}.

3.2 Drvoizvodenja

Primer 3.2.1

Dati su nam aritmeticki izrazi u kojima ucestvuju celi brojevi i operacija sabira-
nja. Primeri izraza koje Zelimo da prepoznamo gramatikom su: 32+7+15, 13 +5,
i431. Odrediti gramatiku ovakvih (i njima sli¢nih) aritmetickih izraza.

Kako smo napomenuli da KS gramatike koristimo za sintaksicku analizu, ¢esto
¢emo apstrahovati date niske u tokene, tako da umesto navedenih primera iz-
raza, posmatra¢emo izraze tipa: a + a + a, a + a, i a, tj. obeleZicemo oznakom
a token koji predstavlja ceo broj, a oznakom E (expression) aritmeticki izraz. Na
ovom mestu, tokene i terminale moZemo unifikovati.
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DefiniSemo pravila gramatike koju ¢emo oznaciti G p:
1. E—a,i
2. E—a+eE.

Primer izvodenja izraza a + a + a:

2 2 1
E—a+E—a+a+E—a+a+a.

Ovakva gramatika, u kojoj se uvek menja desni neterminalni simbol, naziva se
desno rekurzivna gramatika.

Izvodenje se takode moZe predstaviti i drvetom izvodenja:

Drvo izvodenja apstrahuje detalje koje se vide u izvodenju, ali koja nisu bitna.
Izvodenje se moZe predstaviti i drvetom apstraktne sintakse. Ono ne prikazuje
pomocne simbole.

a/+\+
a/ \a

Ovo drvo predstavlja desno asocijativno drvo (na slici se vidi kako se drvo ,,nagnulo'
na desnu stranu) i zato je u ovoj gramatici operator + desno asocijativan (u gra-
matici, ovo se ogleda u pravilu E — a+ E). Dakle, desna rekurzija vodi ka desnoj
asocijativnosti.

U narednom primeru ¢emo za aritmeticke izraze iz prethodnog primera pokazati da
postoji jos jedna gramatika koja im odgovara.
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Primer 3.2.2

DefiniSemo pravila gramatike koju ¢emo oznaciti G, :
1. E—a,i
2. E— E+a.

Primer izvodenja izraza a + a + a:

2 2 1
E—FE+a—E+a+a—a+a+a.

Ovakva gramatika, u kojoj se uvek menja levi neterminalni simbol, naziva se levo
rekurzivna gramatika. Drvo izvodenja u ovom slucaju je:

Drvo apstraktne sintakse u ovom slucaju je:
+
+ a
a a

U ovom slucaju, ovo drvo predstavlja levo asocijativno drvo (na slici se vidi kako
se drvo ,nagnulo” na levu stranu) i zato je u ovoj gramatici operator + levo aso-
cijativan (u gramatici, ovo se ogleda u pravilu E — E + a). Dakle, leva rekurzija
vodi ka levoj asocijativnosti.

Iako je nama svejedno za ovakve izraze da li ¢emo koristiti levu ili desnu asocijativ-
nost, ako bismo hteli da ih opiSemo u programskom jeziku C, koristili bismo grama-
tiku oznacenu G, , jer su aritmeticki operatori u C-u definisani kao levo asocijativni.

Postoji jo$ jedan nacin na koji moZemo da definiSemo gramatiku za izraze iz primera
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3.2.1 Prikazimo ga slede¢im primerom.

Primer 3.2.3

DefiniSemo pravila gramatike koju ¢emo oznaciti G, p:
1. E—>a,i
2. E— E+E.
U ovoj gramatici, za izraz a + a + a postoje sledeca izvodenja:

1. najlevlje izvodenje (leftmost derivation):

2 1 2 1 1
LH.:E—E+E—a+E—a+E+E—a+a+E—a+a+a,

sa svojim drvetom izvodenja i drvetom apstraktne sintakse:

Drvo izvodenja Drvo apstraktne sintakse
E
RN
E Jlr E sl
RN /\
TN N
/ \
S A

2. najdeSnje izvodenje (rightmost derivate):

2 1 2 1 1
h:E—=E+E—E+a—E+E+a—E+a+a—a+a+a,

sa svojim drvetom izvodenja i drvetom apstraktne sintakse:




78 3.2. DRVO IZVODENJA




GLAVA 3. KONTEKSTNOSLOBODNE GRAMATIKE 79

3.3 ViSeznacne gramatike

Primetimo u primeru 3.2.3 da smo za izvodenja I, I3 i I dobili ista drveta izvodenja.
Ono $to je vaznije primetiti jeste da se dogodilo da smo za istu nisku generisanu gra-
matikom G, ;p dobili dva razlicita drveta izvodenja (na primer, I; i I»). Ovaj rezultat
nam je bitan zbog sledece leme i pratece definicije.

LEMA 3.1. Ako je za datu gramatiku G tacan jedan od sledecih iskaza:
a. Svaka rec u gramatici G ima jedinstveno najlevlje izvodenje;
b. Svaka re€ u gramatici G ima jedinstveno najdesnje izvodenje;
c. Svaka re€ u gramatici G ima jedinstveno drvo izvodenja;

onda su ta¢na i druga dva iskaza.
Na osnovu ove leme uvodi se sledec¢a definicija.

Gramatiku u kojoj za barem jednu nisku postoje barem dva razlic¢ita drveta izvodenja
nazivamo viSeznacnom gramatikom. Inace, gramatika je jednoznac¢na.

Videli smo u primeru 3.2.3 da se u izvodenju I namece desna asocijativnost, dok se
u izvodenjima I, I3 i I sugeriSe leva asocijativnost. Dupla rekurzija ostavlja slobo-
dan izbor asocijativnosti, te je zbog toga u praksi treba izbegavati duple rekurzije, a
samim tim i viSezna¢ne gramatike.

Napomenimo da je problem odredivanja da li je neka gramatika viSeznacna nede-
terministicki problem, tj. ne postoji algoritam koji odreduje da li je data gramatika
viSeznacna ili ne. Naravno, moguce je kontraprimerom pokazati da neka gramatika
nije viSeznacna, kao §to smo prikazali u primeru 3.2.3.

Pogledajmo jo§ jedan primer gramatike aritmetickih izraza.

Primer 3.3.1

Dati su nam aritmeticki izrazi u kojima ucestvuju celi brojevi i operacije sabi-
ranja i mnoZenja. Primeri izraza koje Zelimo da prepoznamo gramatikom su:
3+5%«6%3+2%5,2%4,4%2+3x%7+11ib5. Odrediti gramatiku ovakvih (i
njima sli¢nih) aritmetickih izraza.

DefiniS8emo pravila gramatike koju ¢emo oznaciti G..p:

l. E— a,

2. E—E+E,i
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3. E— E=xE.

Ovde imamo sluc¢aj duple rekurzije, i ve¢ smo videli da ona daje viSeznacnost §to
se tice asocijativnosti. Dodatno se pojavio jo$ jedan problem, a to je problem
prioriteta operacija. Na primer, za izraz a + a * a postoje dva nacina najlevljeg
izvodenja:

1. Koris€¢enjem prvo drugog pravila:

2 1 3 1 1
L:E—=E+E—a+E—a+ExE—a+axE—a+a=xa,

sa svojim drvetom izvodenja i drvetom apstraktne sintakse:

Drvo izvodenja, D(I;) Drvo apstraktne sintakse
E

RN

E Jlr E +
RN /\

£ E i E a *

/\

S

2. Koris¢enjem prvo treceg pravila:

3 2 1 1 1
E—FExE—FE+E+E—a+E*xE—a+a+*E—a+a=xa,

sa svojim drvetom izvodenja i drvetom apstraktne sintakse:

Drvo izvodenja, D(I») Drvo apstraktne sintakse
E

/ \

E £ E *
AN /\
E }- E £ + a

/ \

S I\

Postovanjem matematickog dogovora da operacija mnoZenja ima visi prioritet nad
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operacijom sabiranja, dolazimo do zakljucka da je drvo izvodenja oznaceno D(I;) u
prethodnom primeru jedino ispravno. Sada smo uvereni da je viSezna¢nost grama-
tike nepogodna za sintaksicku analizu. Naves¢emo jo$ i da nametanje asocijativno-
sti moZemo postici odgovaraju¢om rekurzijom, a nametanje prioriteta razdvajanjem
pravila na slojeve. [lustrujmo ovo neformalno pravilo slede¢im primerom.

Primer 3.3.2

Aritmeticke izraze iz primera 3.3.1 moZemo posmatrati kao niz sabiraka (kojih
moZe biti jedan ili viSe) razdvojenih operacijom sabiranja. Svaki sabirak moZemo
posmatrati kao broj ili kao niz brojeva razdvojenih operacijom mnozenja. Prateci
ovakvo posmatranje, definiSemo pravila gramatike koju ¢emo oznaciti G,.;:

l. E—E+T,
2. E—T,
3. T —-T=xa,i
4. T — a.

Primetimo da gramatika G,.; nije viSeznacna. Njena pravila razdvajaju sabiranje
i mnoZenje na dva razlicita nivoa jer su razlicitih prioriteta.

Primer izvodenja izraza a + a * a:

1 2 4 3 4
E—=E+T—=>T+T —=a+T —a+T+a—=a+a=xa,

sa svojim drvetom izvodenja i drvetom apstraktne sintakse:

Drvo izvodenja Drvo apstraktne sintakse
E

SN :
NS
g O

® o = <~

Dopunimo gramatiku iz prethodnog primera tako da obuhvata aritmeticke izraze koji
ukljucuju cele brojeve, zatim sve Cetiri osnovne operacije nad njima i zagrade slede-
¢im dvama primerima.
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Primer 3.3.3

DefiniSemo pravila gramatike koju ¢emo oznaciti G, :

E — E+T
| E-T
| T

T — T=xa
| T/a
| a

Primetimo da, kako su operacije sabiranja i oduzimanja istog prioriteta, njihovi nivoi
su jednaki. Isto vazi za operacije mnoZenja i deljenja.

Primer 3.3.4

DefiniSemo pravila gramatika koju ¢emo oznaciti G, .:

E — E+T
| E-T
| T

T — T=xF
| T/F
| F

F — a
| (E)

Primer izvodenja izraza (a + a) = a:

E—=T—=T+«F—=F+«F—= (E)xF = (E+T)*F = (T+T)*xF = (F+T)*F
= (a+T)*F = (a+F)«F = (a+a)«F = (a+a) *a,

sa svojim drvetom izvodenja i drvetom apstraktne sintakse:
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Drvo izvodenja

Drvo apstraktne sintakse

|
AN

AN
RN

O «— M «—

B o —— 3 ~—— m

F

|

a

+/*\a
a/ \a

3.4 Transformacije gramatika

3.4.1 Ciséenje suvisnih simbola

¢ Nedostnizni simboli

Nedostizni simboli su oni simboli koji nisu dostizni. Kako otkriti dostiZzne?

— Nivo 1: Aksioma je dostiZan simbol, jer se iz aksiome krece izvodenje.

- Nivo 2: Svi simboli koji se nalaze sa desne strane pravila aksiome su dosti-

Zni.

- Nivo n: Svi simboli koji se nalaze sa strane pravila iz prethodnog nivoa su

dostizni.

Ovo se postize backtracking-om. KonstruiSemo graf izvodenja pravila i pretra-
gom u Sirinu ili dubinu obici éemo sve dostizne simbole. Simboli koje nismo
obisli su nedostiZni i njih eliminiSemo iz gramatike.

e Neproduktivni simboli
Neproduktivni simboli su oni simboli koji imaju rekurzivno pravilo, a nemaju
izlaz iz rekurzije. Neproduktivni simboli su oni koji nisu produktivni. Kako ot-
kriti produktivne?
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- Nivo 1: Simboli koji ne izvode neterminale su produktivni simboli.

— Nivo n: Simboli koji izvode terminale i produktivne simbole iz prethodnog
nivoa.

Kada otkrijemo neproduktivne, uklanjamo sva pravila vezana za njih.

Kako bismo izbegli stvaranje neproduktivnih simbola prilikom pisanja grama-
tike, potrebno je da vodimo rac¢una o slede¢im pravilima:

1. Ne treba dodavati novi terminal i pravila koja izvodi dok se ne pojavi sa
desne strane nekog pravila.

2. Ako imamo rekurziju u pravilo, obavezno napisati izlaz iz rekurzije.

Primer 3.4.1

Neka je zadata gramatika:

A — aB | bA
B — ¢D | E
C — CA | Ba
D — a | b
E — eE | Ee
F — Ca | Fb

DostiZzni simboli:
1. nivo: A
2. nivo: A, B
3. nivo: A, B, D, E
4. nivo: A, B, D, E

Posto su 3. i 4. nivo identi¢ni, to su svi dostiZzni simboli. To znaci da su nedostizni
simboli CiE

Drugi nacin da odredimo nedostizZne simbole je preko grafa:
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Obilaskom grafa iz ¢vora A, zaklju¢ujemo da su nedostiZzna stanja C i E Ne postoji
nijedna grana koja vodi do tih ¢vorova.

Gramatika nakon eliminisanja nedostiZznih stanja:
A — aB | bA

B — ¢D | E
D — a | b
E — ¢eE | Ee

Sada trazimo neproduktivne simbole, tako §to ¢emo odrediti skup produktivnih:
1. nivo: D
nivo: D, B

nivo: D, B, A

"

nivo: D, B, A

Posto su 3. i 4. nivo identi¢ni, to su svi produktivni simboli. Zaklju¢ujemo da je
E jedini neproduktivan simbol. Zato elimini§emo pravilo E i svako pravilo koje
sadrzi E. Nakon eliminisanja simbola E, gramatika izgleda ovako:

A — aB | bA

B — ¢D

D — a | b

3.4.2 Oslobadanje od jednostrukih pravila

Pravilo je jednostruko ako ima samo jedno izvodenje (samo jednu desnu stranu). Ta-
kvog pravila se moZemo osloboditi tako §to ¢emo umesto simbola uvrstiti njihovu
desnu stranu u svakom pravilu u kom se pojavljuje.

Uklanjanje jednostrukih pravila moZze da narusi Citljivost, ali smanjuje zapis.
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Primer 3.4.2

Uzmimo gramatiku iz primera 3.4.1 bez suvisnih stanja.
Jedino jednostruko pravilo je B. Njega se oslobadamo tako $to svuda umesto B
uvrstimo cD. Primenom ove transformacije dobijamo slede¢u gramatiku:

A — acD | bA

D — a | b

3.4.3 Oslobadanje od leve rekurzije

Pravilo je levo-rekurzivno ako je neterminal sa leve strane prvi simbol sa desne strane
pravila. Nekad ¢e nam leva rekurzija biti pogodna, ali nekad ¢e nam smetati. Zato
je veoma vazno znati kako da je se oslobodimo. Primenom ove trasformacije oslo-
bademo se leve rekurzije, ali ne i rekurzije. U sustini, levo-rekurzivna pravila cemo
trasformisati u desno-rekurzivna. Ilustrujmo primenu transformacije na sledecem
primeru:

Primer 3.4.3

Neka nam je zadata sledeca gramatika:
A — Aa | B

Jezik opisan ovom gramatikom je Bax

Leve rekurzije se oslobadamo uvodenjem novog neterminala:
A — BA
A — aA | e

Sad imamo desno-rekurzivnu gramatiku koja izvodi iste reci kao i pocetna. Pri-
metimo da smo uveli ¢ pravilo. To nam uglavnom ne smeta, ali mozemo i bez

toga:
A — BA | B
A — aA | «

Napomena: Ovakva gramatika je levo faktorisana jer pravila imaju iste prefikse.

Hajde da malo uopStimo postupak. Imamo viSe levo-rekurzivnih pravila i vise
pravila koja nisu levo-rekurzivna:
A — Aar | Aex | ..o | Aan | B | B2 | oo | Bm

Jezik opisan ovom gramatikom je (B1|B2] . - . |Bm)(a1]az| . . . |ay)*
Transformacijom dobijamo sledecu gramatiku, bez leve rekurzije:
A — BiA | BA | ... | BmA

A — A | @A | ... | anA | e
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Ako hoc¢emo bez ¢ pravila, onda dobijamo sledece:

A — BA | BA | ... | BnA | B | B2 | ... | Bm
A — A | @A | ... @A | ar | a2 | ... | an

Da bi smo dali najopstiji slu¢aj, moramo uvesti pojam posredne i neposredne
leve rekurzije. Rekurzije koje smo videli u ovom primeru su neposredne.
Primer posredne leve rekurzije:

A — Ba | b

B — Ab | cA

Eliminacija posredne leve rekurzije se tesno zasniva na eliminacije neposredne.
Ad hoc metoda: Uvedemo redosled kojim ¢emo obradivati simbole. Npr. kre-

nemo od A:
A — Ba | b

Drugo pravilo ¢emo prepisati tako $to ¢emo prethodna pravila uvrstiti u njega,
ali ne svuda ve¢ samo tamo gde moZze da se stvori leva rekurzija:

B — Bab | bb | cA

Sada imamo samo neposrednu rekurziju, a nje znamo da se reSimo. Dobijamo

A — Ba | b
slede¢e: B — bbB | cAB
B — abB | ¢

3.4.4 Oslobadanje od ¢ pravila

DEFINICIJA £-SLOBODNA GRAMATIKA.  Gramatika je e-slobodna ako nema ¢ pravilo
ili ako se ono javlja samo u aksiomi, pri c¢emu aksioma ne sme da se javlja sa desne
strane pravila (time je obezbedeno da se € moZe izvesti samo na pocetku, kao prvi i
jedini korak, nadalje nece biti moguce izvesti ¢ pravilo).

Da bismo se oslobodili & pravila, prvo moramo da pronademo anuliraju¢e simbole.
Anulirajudi simboli su oni simboli koji mogu da izvedu ¢ u 0 ili vie koraka (A =" ¢).
Ako je aksioma anulirajuca, moZemo izvesti ¢, inace nema potrebe za ¢ pravilima.
Nakon $to pronademo anulirajuce simbole, treba da na odgovarajuci nacin transfor-
miSemo gramatiku. Prikazimo postupak na primeru:

Primer 3.4.4

Osloboditi se ¢ pravila u sledecoj gramatici:
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S — Aa | Bba
A — aBB | CC | aD
B — aB | b
C — CD | DE | a
D — aB | bBa | ¢
E — aD | DD

1.
2.
3.
4.

5.

vise

Prvo treba pronaci sve simbole koji izvode &, a onda i sve simbole koji izvode
pronadene anulirajuce simbole.

Posto su As i A4 isti skupovi, tu stajemo.

Gramatiku transformiSemo na sledeci nacin - svaku desnu stranu pravila piSem

A = {D}
Ay ={D, E}
As = {D, E, C}

A3 ={D, E, C, A}

Ay = {D, E, C, A}

puta uzimajuci u obzir da li anulirajuci simbol moze da se javi ili ne:

pravilo S: A je anulirajuci simbol pa moZemo izvesti a (ako A izvede ¢) ili Aa
(ako A ne izvede ¢)

pravilo A:

- Cje anulirajudi simbol pa mozemo izvesti C ili CC

- D je anulirajudi simbol pa mozemo izvesti a ili aD
pravilo B: nema anulirajucih simbola pa ga samo prepisujemo
pravilo C:

— C1iD su anulirajuéi pa mozemo izvesti D (ako C izvede ¢), C (ako D
izvede ¢), CD (ako ni C ni D ne izvedu ¢) i € (ako oba izvedu &) s tim §to
ovo pravilo NE PISEMO jer nam je cilj da se oslobodimo ¢ pravila

— D E su anulirajuéi pa moZemo izvesti D, E ili DE, s tim §to se pravilo
D vec javilo pa da ne piSemo ponovo

pravilo E: D je anuliraju¢i pa moZemo da izvedemo a, aD, D ili DD
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Time smo dobili e-slobodnu gramatiku:

S — a | Aa | Bba

A — aBB | C | C€C | a | aD
B — aB | b

C — D | CD | E | DE | a
D — aB | bBa

E — a | ab | D | DD

Primer 3.4.5

Datu gramatiku osloboditi od & pravila:
X — aY
Y — bY | ¢

Odredimo anuliraju¢e simbole:
1. Ap ={Y}

2. A = {v}

Dakle, Yjejedini anulirajucisimbol. Primenom transformacije dobijamo sledecu
e-slobodnu gramatiku:

X — a | aYy

Y — b | bY

Primer 3.4.6

Datu gramatiku osloboditi od & pravila:
S — a | AA | bS
A — DbA | €& | Sa

Odredimo anulirajuce simbole:

1. Ap = {A}
2. Ay ={A S}
3. Ap ={A S}

Anuliraju¢isuAiS.
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Ako idemo slepo po algoritmu, u ovom sluc¢aju, ne¢emo dobiti tacno reSenje:
S — a | A | AA | b | bS
A — b | bA | a | Sa

Ne moZemo nikako da izvedemo praznu rec, zato dodajemo ¢ pravilo aksiomi:
S — a | A | AA | b | bS | ¢
A — b | bPA | a | Sa
Sad imamo jo$ jedan problem. Aksioma izvodi ¢ i nalazi se sa desne strane pra-
vila, a to po definiciji e-slobodne gramatike ne sme da se dogodi. Zato uvodimo
novo pravilo S’ koje postaje nova aksioma:
S — S | e
S — a | A | AA| b | bS
A — b | bDA | a | Sa

3.5 Potisni automati (Push-down automata)

Primer 3.5.1

Pred nama je problem uparivanja zagrada:

npr. (00)((0)O)

Treba napisati program koji proverava da li su zagrade dobro uparene.

U C-u se ovakav problem mozZze resiti pomocu brojacke promenljive. Svaki put
kad se naide na otvorenu zagradu uvecava se brojac, kad se naide na zatvorenu
brojac¢ se umanjuje. Pritom ne dozvoljavamo da brojac postane negativan i na
kraju zahtevamo da brojac bude jednak nuli. Ali ako bismo malo zakomplikovali
primer:

(IH10]

brojacka promenljiva nam ne¢e mnogo pomocijer sada treba da brinemo o tome
ikojazagradaje kada otvorena, a ne samo koliko ih ima. Treba da bude zatvorena
ona zagrada koja je poslednja otvorena, dakle treba nam stek na koji ¢emo sta-
vljati otvorene zagrade, a kad se naide na zatvorenu zagradu skidamo poslednju
otvorenu i proveravamo da li su iste vrste.

Za ovakve probleme zgodni su potisni automati.

Neformalno, potisni automati su Kona¢ni automati sa stekom (potisnom listom).

Svakom Potisnom Automatu (PA) moZe da se pridruZi jedna KSG i obrnuto.
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Primer 3.5.2

Zadata je jezik a”b" i potreban nam je automat koji ¢e prepoznavati reci tog je-
zika.

Ideja 1: Slicno kao sa zagradama, moZemo da stavljamo karakter a na stek pa
kad naidemo na b skinemo a sa steka. Medutim, ovakav automat bi prihvatio
reci abab, a to nije ono §to trazimo.

Ideja 2: Sli¢no kao ideja 1, samo da zabranimo citanje nakon praZnjenja steka.
Ni to nam ne reSava problem jer ¢e automat prihvatiti reci kao $to je aababb.

Ideja 3: Uvodimo stanja:

e u prvom stanju ¢emo citati slovo a i stavljati na stek, a ako naidemo na b
prijavljujemo gresku

e kad zavr§imo sa ¢itanjem a prelazimo u drugo stanje u kom ¢emo citati b i
skidati a sa steka, i ako procitamo a prijavic¢emo gresku

* takode, ako se stek isprazni pre zavrSetka citanja re¢i ne smemo prihvatiti
rec jer imamo manjak karaktera a u reci

e isto tako, ako nam po Citanju reci ostane jo$ neko slovo a na steku znaci da
ih imamo viSka i to ne smemo prihvatiti

 dakle, re¢ ¢emo prihvatiti samo ako je stek prazan nakon zavrSetka ¢itanja
recCi

3.5.1 Definicija (N)PA

(N)PA je uredena sedmorka
(29 Q’ r7 I7 ZO’ K9 A)

gde je:
e Y ulazna azbuka
¢ Q skup stanja automata

e I' skup simbola steka (Cesto se poklapa sa X)

e [ C Q skup pocetnih stanja
Konfiguracija potisnog automata predstavlja skup Q x £ x I'* odnosno, sastoji
se od stanja u kom se automat nalazi, simbola koji je na ulazu i onoga $to je na
steku.

Prateci tu definiciju, pocetnu konfiguraciju moZemo definisati kao

(i, w, zo)
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pricemuijei e[

* zp € I' pocCetni simbol na steku.
Koristi se da oznaci dno steka. Ako je stek prazan, automat ne moZze da radi, to
moze da bude poslednji korak, ali ako se isprazni u sred Citanja re¢i onda se to
smatra greSkom.

* K C Q xTI'* skup zavr$nih konfiguracija
Zavr$nu konfiguraciju definiSemo na sledec¢i nacin:

(g, & x)

gdejeqeQ,xeli(q,x) eK

Kima sledecu strukturu:

1. K = FX¢g, F C Q je podskup zavr$nih stanja
Ovo nam govori da automat prihvata rec¢ ako je ispraznio stek i ulaz, i na-
lazi se u zavr$nom stanju (kaZe se i automat prihvata zavr$nim stanjem i
praznim stekom).

2. K=FxI"
Dovoljno je da bude u zavrSnom stanju kad procita celu re¢, $ta je na steku
nam nije bitno (kaZe se i da prihvata zavrSnim stanjem)

3. K=QxXxe¢
Nebitno je stanje u kom se nalazimo, bitno je da je stek prazan nakon ¢ita-
nja reci (kaZe se i da prihvata praznim stekom).

Bilo koji od ova tri uslova je dovoljan. Tu ¢injenicu ne¢emo dokazivati.

* AC QxXU{e}xI xQ xTI*relacija prelaska
U zavisnosti od stanja u kom se automat nalazi, simbola koji je procitao i sim-
bola koji se nalazi na vrhu steka, automat ¢e pre¢i u neko stanje i upisati 0 ili viSe
simbola na stek. Pri tome moZe da upiSe i onaj simbol koji je skinuo sa steka ako
nam je potrebno da se stek ne menja.

Ako se automat nalazi u stanju ¢, na ulazu je aw, a na steku zx onda prelazi u stanje
q’, procitao je slovo a i na ulazu ostaje w, skinuo je z sa steka i upisao y. To je moguce
ako i samo ako postoji relacija u skupu A koja automat iz stanja g vodi u stanje ¢’ ako
se na ulazu pojavi karakter a i na steku z,a zatim na stek upisuje y.

(g, aw, zx) v (q', w, yx) = (q, a, z. q', y) € A

g9 €Q,acl,wex,zel,x,yel™

+* je tranzitivno-refleksivna relacija.

Podsetiti se $ta je tranzitivno-refleksivna relacija kod Kona¢nih automata.
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Jezik automata Jezik automata je skup svih reci iz £* takvih da iz pocetne konfigu-

racije, u 0 ili viSe koraka stignem u zavr$nu konfiguraciju.

LA)={weXAiel,geQ,xel™:(i,w, z9) " (q, &, x) A(g, x) € K}

Primer 3.5.3

Odrediti jezik sledeceg automata:

X={a b, c}

Q={0,1}

I ={0}

I'={Z A B}

Z =2
a,z.AZ
a, A:.AA
a, B:AB
b, Z : BZ a,A:e
b, A: BA b,B:e¢&
b,BZBB C,ZZZ ERVAR

c,A: A
¢, B:B
start 0 1

N

Primetimo da smo na granima zapisivali pravila u obliku a,Z:AZ. To je isto kao
da smo zapisali na primer (0, a, Z, 0, AZ). Dvotacka nam razdvaja ulaznu kom-
ponentu od rezultujuce.

U stanju 0

e ako procitam karakter a, upisujem A na stek i ostajem u 0
e ako procitam karakter b, upisujem B na stek i ostajem u 0

* ako procitam karakter c, upisujem praznu re€ na stek i prelazim u stanje 1

U stanju 1

* ako procitam karakter a i na steku je A, skidam A sa steka, upisujem ¢ i osta-
jemul

e ako procitam karakter b i na steku je B, skidam B sa steka, upisujem ¢ i osta-
jemul
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* ako procitam karakter ¢ i na steku je Z, upisujem praznu rec¢ na stek i prela-
zim u stanje 1

» za kombinacije za koje ne postoji prelaz automat ¢e zablokirati i nece pri-
hvatiti rec¢

Zakljucujemo, da je ovaj automat prepoznaje reci oblika: wcw, gde je w obrnuta
reC w. Pritome, w € {a, b}*

Primer 3.5.4

Odrediti jezik sledeceg automata:

> ={a, b}
Q =101}
1={0}
I'={Z A B}
Z =2z
a,z:AZ
a, A:.AA
a, B:AB
b, Z :BZ a, A:e
b, A: BA b,B:¢

, B: BB .
b,B:&
EoRAR

start —( 0 1

Jezik ovog automata sli¢an je prethodnom: ww, w € {a, b}".

Razlika ovog automata i automata iz prethodnog primera je $to je prvi determi-
nisticki, dok je automat iz ovog primera nedeterministicki.

Primetimo da kod Potisnih automata gledamo kombinaciju ulaza i karaktera na
vrhu steka kad gledamo prelaze.

TEOREMA .Za svaku KSG moguce je konstruisati NPA.

Sli¢no kao kod (N)DKA, klasa kontekstno-slobodnih jezika i klasa potisno prepozna-
tljivih jezika su jednake.

Medutim, ne¢emo modi svaki Nedeterministicki PA da transformiSemo u Determini-
sticki PA.
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3.5.2 Analiza naniZe (Predictive parcing)

Analiza naniZe krece od korena drveta ka listovima, pri ¢emu bira put gledajuci prvi

karakter na ulazu.
Automat ima samo jedno stanje (prost potisni automat) i zato ga necemo crtati.

Postupak:

* prvo Sto se piSe na stek je aksioma

e ako je karakter na vrhu steka neterminal, skidamo ga sa steka i upisujemo desnu
stranu pravila za taj neterminal

e ako je karakter na vrhu steka terminal, skidamo ga sa steka i uporedujemo sa
prvim simbolom na ulazu

- ako su isti, vr§imo sinhornizaciju steka i ulaza tako $to uklanjamo taj ka-
rakter sa ulaza, a sa steka je ve¢ uklonjen

- ako su razliciti prijavljujemo gresku

Primer 3.5.5

Primeniti analizu naniZe na re¢ abbccd za sledecu gramatiku:
S — AB
A — aAb | ¢
B — ¢B | d

stanje steka ulaz
S aabbccd
AB aabbccd
aAbB aabbccd
AbB abbccd
aAbbB abbccd
AbbB bbccd
bbB bbccd
bB bced
B ccd
cB ccd
B cd
cB cd
B d
d d
€ 4

Napomena: Podvuceni karakter predstavlja vrh steka.
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Posto su se obe kolone ispraznile, automat prihvata rec.

Napisimo izvodenje koje odgovara ovom postupku:

S = AB = aAbB — aaAbbB — aabbB — aabbcB — aabbccB =
aabbccd

Kao §to moZemo da vidimo prihvatanje je uvek najlevlje (left-most) tj. uvek se
menja onaj neterminal koji je najlevlji. To je zbog toga $to u tabeli smatramo
vrhom steka najlevlji karakter, samim tim prvi karakter koji ¢e biti zamenjen je
najlevlji jer se uvek menja vrh steka.

Razmatramo posebnu vrstu gramatika, tzv. LL(k) gramatike.

Gramatika je LL(k) ako na osnovu videnih prvih k karaktera sa ulaza moZemo da kon-
struiSemo DPA.

NajkoriScenije su LL(1) gramatike, koje dozvoljavaju da se gleda samo prvi karakter
sa ulaza.

Primer 3.5.6

Odrediti skup izbora svakog pravila sledece gramatike:?

pravilo skup izbora
S — AB {a, c,d}
A — aAb {a}
| e {b, c, d}
B — B {c}
| d {a}

Kako odredujemo skupove? Gledamo koji je prvi karakter koji se moZe procitati
pravilom.

* B - oba pravila pocinju terminalima i skupovi su jasni.

* A - prvo pravilo pocinje terminalom i to je jedini izbor. Medutim, drugo
pravilo je € i zato gledamo Sta se moZze naci posle neterminala A. Po prvom
pravilu A, to moZe biti karakter b. Medutim, A se pojavljuje na jos jednom
mestu sa desne strane, a to je u aksiomi. Nakon A nalazi se B, pa u skup
izbora za drugo pravilo A ulaze i svi karakteri iz skupova izbora pravila B.

* S - nema terminale pa uzimamo skupove terminala A. PoSto A mozZze da iz-
vede &, u skup izbora za S moraju da udu i karakteri iz skupa izbora za B.

Dabigramatika bila LL(1) skupovi izbora pravila terminala moraju biti disjunktni,
$to je ispunjeno u ovom slucaju.
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Da bi gramatika bila LL(1) ne sme da bude levo-faktorisana niti da ima levu rekurziju.
[lustrojmo to na primeru.

Primer 3.5.7

A — DbB
| b
Ova gramatika je levo-faktorisana. Ako na ulazu procitamo samo jedan karakter
b, nije jasno koje pravilo primenjujemo.

A — Aa
| b
Ova gramatika je levo-rekurzivna. U daljem tekstu ¢emo objasniti zaSto nam ova
¢injenica smeta.

Primer 3.5.8

Osloboditi gramatiku od leve rekurzije:

E — E+T
| T

T — T=xF
| F

F — a
| (E)

Levu rekurziju uklanjamo dodavanjem novog neterminalnog simbola za svako
levo-rekurzivno pravilo.

E — TE
E' — +TE’
| g
T — FT’
T/ — «FT’
| £
F — a
|

(E)

Pomoc¢ni skupovi

Da bi smo odredili skupove izbora za svako pravilo, potrebna su nam dva pomo¢na
skupa. To su:

1. skup Prvi
2. skup Sledi

2Kada na testu trazi da konstruiS§emo gramatiku dovoljno je da napisemo pravila i skupove izbora.
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Skup Prvi:

Neka je a niz terminala i neterminala. Ako iz njega mogu da izvuc¢em aa’ u 0 ili vise
koraka onda ono §to se izvodi sa @« moZe da po¢ne simbolom a i kazemo da a pripada
skupu Prvi(a).

a =" aa’ = a € Prvi(a)

ace aa €(NUX)

Prvi(a)={a€X | da':a ="aa'}

Primer 3.5.9

Odrediti skup Prvi za gramatiku iz primera 3.5.8.
MozZemo ih odrediti intuitivnho. Za svako pravilo gledamo kojim terminalnim

simbolom moZe poceti.

Neterminal | Prvi
E {a, (}
E’ {+}
T {a, (}
T’ {=}
F {a, (}
Drugi nacin bio bi crtanje grafa.

E

T * u5

F
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Primer 3.5.10
Odrediti skup Prvi za sledecu gramatiku:
X — AB
| c
A — aA
| e
B — DB
| d
Intuitivno:
Neterminal Prvi
X {a, b, c, d}
A {a}
B {b, d}
Graf:
X
B c
b
d
a

Uopstimo pravila za konstrukciju grafa:

Ako postoji pravilo X — aYB,X € N,Y e XZUN, a € N*, B € (XU N)* u graf treba
dodati granu od X do Z ako je a anulirajuci simbol (¢ =" ¢).

Objasnimo na ovom mestu zasto je leva rekurzija nepozeljna. Ako imamo pravila
oblika A = A« | B, gde su « i B bilo kakvi nizovi terminala i neterminala, desice se
da skup Prvi(A) sadrZzi sve simbole koji se nalaze u skupu Prvi(g). Medutim, tada ¢e
se ti simboli naci i u skupovima izbora za oba ta pravila i skupovi izbora nece biti dis-
junktni.

Slicno, ako imamo pravila oblika A = a8 | av, tj. ako je gramatika levo faktorisana,
tada ¢e simboli iz skupa Prvi(a) biti deo oba skupa izbora i oni opet nece biti dis-
junktni.

Skup Sledi:
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S =" aAap
Ako krenuvsi iz aksiome S iza neterminala A moZe da se nade simbol a onda kazemo
da a pripada skupu Sledi(A).

Sledi(A)={a€X | Ja,Be(NUZX"):S =" aAaB}

Primer 3.5.11

Odrediti skup Sledi za gramatiku iz primera 3.5.8.

f
/N0
/| +/\/
| |

%

el

Gledamo neterminale sa desne strane i za njih tradimo simbole koji se mogu naci
iza.

Vazno je napomenuti da strelicu usmeravamo od desne ka levoj strani, a ne obr-
nuto!

Sada nam preostaje samo da iz grafa procitamo simbole koji pripadaju skupu
Sledi za svaki neterminal:

Neterminal Sledi
E {4)}
E {4)}
T {+ 4,)}
T’ {+ 4,)}
F {x, + 1, )}
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Primer 3.5.12

Odrediti skupove izbora za gramatiku iz primera 3.5.8.

U primerima 3.5.913.5.11 smo odredili skupove Prvii Slediisad ¢emo to da isko-
ristimo. Za svako pravilo koje izvodi neke neterminale skup izbora je skup Prvi,
a za g-pravila to je skup Sledi:

Pravilo Skup izbora
E — TEFE {a, (}
E' — +TE’ {+}
e {4}
T — FT’ {a, (}
" — *FT’ {x}
e {+ )}
F — a {a}
| (B) {G

Primetimo da je ovo deterministi¢ki automat koji prihvata aritmeticke izraze sa
operacijama +1 *.

Primer 3.5.13

Proveriti da li izraz (a+a)*a pripada gramatici opisanoj u primeru 3.5.8.
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Stek Ulaz
E (a+a)*a
TE’ (a+a)*a

FT'F’ (a+a)*a
(E)T'E’ (a+a)*a
E)T'E’ a+a)*a

TEHT'E’ | a+a)*a
FT'E)T’E’ | a+a)*a
aT’E")T’E’ | a+a)*a
T'E)T'E’ +a)*a
ET'E’ +a)*a
+TE)T’E’ | +a)*a
TE)T’E’ a)*a
FT'E")T'E’ a)*a
aT’E"T'E’ a)*a
TE)T'E )*a

E)T'E’ )*a
)T'E’ )*a
TFE’ *a

*FT'E’ *a
FT'F’ a
aT’E’ a
TE’ .

E’ .
e 4

Posto ni na steku ni na ulazu nije ostalo karaktera izraz je prhivacen.

UopStimo pravila za konstrukciju grafa:
Ako postoji pravilo X — aY 8 u graf dodajemo granu od Y:

1. do svakoga € Prvi(B)
2. doX, ako je B anulirajuci simbol (8 =" &).

gdejea, Be (XUN)*, X,Y € N.

Primer 3.5.14

LL(1) gramatikom opisati slede¢i fragment C koda:

int a;
float *b, a, c[10];
char ** c, b;

Prvo konstruiSemo gramatiku:
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Prvi Sledi
niz_dekl | INT, FLOAT, CHAR 4
dekl INT, FLOAT, CHAR | 4, INT, FLOAT, CHAR
tip INT, FLOAT, CHAR 7V, 1D
niz_prom ZV, ID TZ
niz_prom’ ZAP TZ
prom 7V, ID TZ, ZAP
niz_zv yAYS ID
dim LZ TZ, ZAP
Preostaje nam jo$ da odredimo skupove izbora.
Pravilo Skup izbora
niz_dekl —  dekl niz_dekl {INT, FLOAT, CHAR}
| & {4}
dekl — tip niz_prom TZ {INT, FLOAT, CHAR}
tip — INT {INT}
|  FLOAT {FLOAT}
| CHAR {CHAR}
niz_prom — prom  nizyrom’ {ZV, ID}
niz_prom’ —  ZAP prom niz_prom’ {ZAP}
| & {1z}
prom — niz_zv ID dim {ZV, ID}
niz_zv  — VA% niz_zv {ZV}
| & {1D}
dim — ILZ BRO]J DZ {LZ}

3.5.3 Analiza navise

Analiza naviSe krece od listova drveta ka korenu.

Postupak:

* na pocetku je stek prazan
e prebacimo nekoliko karaktera sa ulaza na stek

* ako prepoznamo desnu stranu nekog pravila na steku menjamo je levom (viSe
karaktera menjamo jednim)
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* na kraju treba da se nade aksioma na steku da bi re¢ bila prihvacena

Primer 3.5.15

Primeniti analizu naviSe na re¢ abbccd za slede¢u gramatiku:
S — AB
A — aAb | &
B — ¢B | d

stanje steka ulaz
€ aabbccd
a abbccd
aa bbccd
aaA bbccd
aaAb bced
aA bced
aAb ccd
A ccd
Ac cd
Acc d
Accd 4
AccB .
AcB .
AB .
S .

Napomena: Podvuceni karakter predstavlja vrh steka.

Postoje na steku aksioma, a na ulazu nista nije ostalo, automat prihvata rec.
Napisimo izvodenje koje odgovara ovom postupku:

S = AB = AcB = AccB = Accd = aAbccd = aaAbbccd = aabbcced

Kao $to moZemo da vidimo prihvatanje je uvek najdesnje (right-most) tj. uvek se
menja onaj neterminal koji je najdesnji. To je zbog toga Sto u tabeli smatramo
vrhom steka najdesnji karakter, samim tim prvi karakter koji ¢e biti zamenjen je
najdesnji jer se uvek menja vrh steka.

Kombinacija KA (koji ¢ita stek i bitan je za determinizaciju) i PA.

Primer 3.5.16

Napraviti automat koji prepoznaje slede¢u gramatiku:
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Pripremni korak:
Uvodimo novi neterminal S na pocetak i numeriSemo svako pravilo.

0SS — A
1 A — Aa
2 | B
3 B — bB
4 | b

Ajtem je gram pravilo koje u sebi sadrZi tackicu. Ono je indikator progresa. Ako
je na pocetku, znaci da tek treba da vidimo to pravilo, ako je u sredi, znaci da
smo u procesu Citanja tog pravila, a ako je na kraju, onda smo upravo procitali to
pravilo. Kad je tackica na kraju, to je znak da treba redukovati.
.\
A-
-Aa
A-a
Aa-
-B
B-
-bB
b-B
bB-
‘b
b-

Nedeterministicki automat:

A A A A

v lileclle v [ile e e S e S S S )

()e

B—>b-B

B — bB-

start — S — ‘A A S—A
O
A — Aa- a A—>A-a " A — -Aa A— ‘B A — B-
/
B — -bB B— b B — b-
B/
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1. Kad god imamo tackicu ispred neterminala, sa € je spoj sa svim ajtemima
koji odgovaraju tom neterminalu.

2. Kad god imamo tackicu ispred simbola i vidimo taj simbol, moZemoda po-
merimo ajtem (tackicu).

Deterministicki automat;

S —-A
A=-da g4 a
start —| A — B A5 A g A — Aa-
B — ‘-bB
B— b \QA
b A—> B
B—b-B
B — b- B
B bB-
v | hoap Bk
B— b

1. Kad imamo tackicu ispred T u to stanje dodaj pravila sa tackicom na po-
cetku.

2. Kad imamo skup ajtema, gledamo prelaze za sve njih, a ne samo za jedan.

Graf za skup Prvi:

Graf za skup Sledi:
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SLR - metode (simple LR)
LR gramatike (prihvatanje odozdo nagore)
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Preciznije metode:
* kanonski LR(1)
e LALR(1) - u YACC-u se primenjuje ova metoda

Konflikti nastaju kad na istim simbolima imamo viSe prelaza (shift-reduce ili reduce-
reduce konflikti).

Ovde je leva rekurzija poZeljana - veliko parce ulaza se prebacuje na stek pa ga posle
deo po deo obradujemo. Za desnu rekurziju nam je potreban dublji stek.

Primer 3.5.17
Napraviti automat za sledecu gramatiku:
A — XY
| YX
X — xX
| g
Y — Yy
| X
0s — A
1 A — XY
2 | YXx
Pripremni korak: 3 X — xX
4 | e
5Y — Yy
6 | X
Deterministicki automat
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Poglavlje 4

Semanticka analiza

4.1 Atributske gramatike

Atributske gramatike su KSG koje podrazumevaju da svi tokeni imaju neke vredno-
sti. Obogacujemo ih atributima i uz njih stavimo pravila za izracunavanje vrednosti.

Primer 4.1.1

Neka je zadata sledeca gramatika:

E — E+E
| E=xE

| (B)
| br

Njom Zelimo da opiSemo izraz (br+br=br)«br i izraCunamo njegovu vrednost.
Primetimo da ovo nije ni LR ni LL gramatika. Imamo i shift-reduce i reduce-
reduce konflikte.

Leksicki analizator nam vraca tokene, ali i vrednosti koje su njima pridruZeni.
Pridruzuje vrednosti koje Cita sa ulaza. Npr, neka je na ulazu izraz:

(3+5%2)x*10.

Pretpostavljamo da token br ima atribut v, §to se obeleZava br.v i pretpostavljamo

115
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da je leksicki analizator taj koji pridruZuje vrednosti. Vrednost izraza raCunamo:

(br+br*br)*br,
—_—— —— "

3 5 2 10
e—
10

13
13

130

$to se CeSc¢e obeleZzava drvetom izvodenja:

7
/

Listovi drveta su tokeni. Kre¢emo od pretpostavke da je leksicki analizator obavio
svoj posao i da svaki list stabla ima svoju vrednost. Izracunavanje se vr$i odozdo-
naviSe, a opisujemo ga programskim kodom koji pridruzujemo pravilima. Pri-
kazimo kako se izraCunavanje vrsi na drvetu izvodenja. Svakom listu su u lek-
sickoj analizi dodeljene vrednosti (obeleZeno crvenom bojom), a ostalim ¢voro-
vima dodeljujemo vrednosti prema pravilima izracunavanja (obeleZeno plavom
bojom):
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E[130]
AN
E * E
(/E\) br[10]
1\
E[3] + E[10]

| I
br[3] EBE] ¢ E[Z]

| l
br|5] br 2]

Pridruzimo pravila izra¢unavanja nasoj gramatici. Obelezicemo svako slovo E u
pravilu razli¢itim brojem, kako bismo razlikovali koju vrednost kada koristimo.
Izracunavanja ¢emo pisati u vitiCastim zagradama pored pravila:

El' — E?+E® {Flv=Fv+E.v}
|  E?xE3 {E'.w=FE?vx+Ev}
| (E?) {E'.v = E>.v}
| br {EY.v = br.v}

U YACC-u to zapisujemo na sledeci nacin:
'+'BE {$$ =$1+$3;}

E

| EYE {$$=9$1x$3;}
| 'CE’) {$$=9$2;}
|

E

br {$$ =$1;}

Primetimo da u YACC-u svaki token ima vrednost, a mi biramo dali éemo ih kori-
stiti ili ne. Zato je, na primer, za vrednost izraza u prvom pravilu (§to se u YACC-u
obeleZava sa $$) koristimo $1 i $3, jer je $2 vrednost tokena +, koju ne koristimo.
Sli¢no i u ostalim pravilima.

Razlikujemo 2 vrste atributskih gramatika:

1. Sintetizovane gramatike — vrednost atributa simbola sa leve strane racunamo na
osnovu vrednosti atributa simbola sa desne strane. Nazivamo ih i S-atributske
gramatike. U drvetu izvodenja to predstavlja kretanje odozdo nagore.

2. Nasledene gramatike — vrednost atributa simbola sa desne strane izracunavamo
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na osnovu vrednosti atributa simbola koji mu prethode (u stablu, ,otac" i ,sta-
rija braca"). U drvetu izvodenja to predstavlja kretanje odozgo-naniZe i sleva

nadesno.

Dakle, moguca su tri smera kretanja kroz drvo. Zdesna nalevo nije moguce jer bi to
znacilo da koristimo vrednost atributa nekog simbola koji jo§ nismo procitali.

Pogledajmo konkretnu situaciju gde se koriste nasledeni atributi:

Primer 4.1.2

Napisati atributsku gramatiku za sledeci fragment koda:
int a, b;

Drvo izvodenja u ovom slucaju izgleda:

dekl

PN

tip Ip TZ

VAN

INT ID ZAP Ip

|

ID

U ovom slucaju Ip nasleduje svoj tip od svog ,starijeg brata" tip, a tip sintetiSe
konkretnu vrednost od ,,sina" INT. Prikazimo tok podataka na drvetu izvodenja

radi detaljnije ilustracije:

dekl

Lip-------- ~Ip TZ
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Gramatika koja opisuje ovaj kod (pravila sada umecemo u sredinu kada su nasle-
dena) izgleda:

dekl —  tip {Ip.t +tip.t} Ip

Ip! — ID ZAP {ID.t = Ip*.t = Ip'.t} 1p?
| ID  {ID.t =Ip>t}

tip — INT
|  FLOAT

Primer 4.1.3

Neka je zadata gramatika

A — BC {$$=9$1+2+x$2;}

B — BbB  {$$=91-3$3;}
| C {$$ =2%$1;}

C — CaC {$$=3=*$%1+9%2;}
| x {$$ =$1;}

i niska ,xbxx", pri Cemu tokeni niske imaju redom atribute 1, 2, 3 i 4. Izracu-
nati vrednost celog izraza.

Najpre treba pronaci izvodenje zadate niske u zadatoj gramatici. Za nisku xbxx
nije teSko naci izvodenje:

A — BC — BbBC — ChBC — CbCC =" xbxx.

Dalje nije problem. Treba nacrtati drvo izvodenja i propagirati vrednosti atributa
odozdo-nagore prema pravilima gramatike. Iz stabla izvodenja:

Al4]
/ N\
B[-4] Cl4]

JIN
B[2] b[2] B[6] x[4]

| l
C[1] C|3]

| l
[0  x[3]
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dobijamo da je vrednost izraza jednaka 4.

Kako se ovo izracunavanje izvr§ava? YACC radi analizu odozdo-naviSe. Na pocetku
je stek prazan. YACC sam pravi Action/GoTo tablicu koja mu govori §ta da radi u

kom koraku. Konflikti se razreSavaju odredivanjem asocijativnosti i prioriteta po-
mocu %left i %right.

Stek Ulaz
br + br = br
I;r +br = br
5 +br * br
1;: -; br * br

E|+|br

3[2]2 *br

E E

31212 *br

E|+|E|=*

3722 br
E|+|E br 4
31212|?2]5
E|+|E|*|E ;
3122?25
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Stek Ulaz
E|+| E ;
31210

E 4
13

Imamo 2 steka: jedan za simbole, koji se naziva stek parsiranja, i drugi za vrednosti,
koji se naziva stek atributa. Primetimo da smo na steku atributa ponekad imali vred-
nosti oznacene znakom ’?’. Taj znak obelezava neku vrednost koja nam nije bitna jer
je nigde ne koristimo.
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Primeri ispitnih rokova

Januar 2016. godine

1. Definisati pojam normalizovanog automata koji se dobija Tompsonovim algo-
ritmom. Uz koriS¢enje Tompsonovog algoritma, konstruisati MDKA za regu-
larni jezik a(a|b)*ba.

2. Definisati anulirajuce terminale u KSG. Opisati kako se oni mogu izracunati.
Definisati pojam e-slobodne gramatike. Odrediti e-slobodnu gramatiku ekvi-
valentnu gramatici

— aA|bB|AB,
— Aa | BB,
— BC|Bb|e,
— Cc|c.

Ol > »

3. LL(1) gramatikom opisati prototip funkcija u C-u u kojima se javljaju samo pro-
menljive osnovnih tipova. Primeri takvih prototipova su:

int £0);
float g(int x, char y);

Na osnovu te gramatike u C-u implementirati sintaksicki analizator koji rekur-
zivnim spustom proverava da li je dati prototip ispravan (pretpostaviti da je lek-
sicki analizator ve¢ implementiran kroz funkciju yylex).

4. Za gramatiku S — xSyS|x konstruisati SLR(1) automat, ACTION i GOTO
tablice i prikazati rad automata na prihvatanju niske xxxyxyx.

123
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Februar 2016. godine

1. Kako se odreduje presek dva automata? Konstruisati MDKA za sve reci nad
azbukom X = {a, b} koje se zavrSavaju na aa, a u sebi sadrZe paran broj slova b.

2. Definisati pojam potisnog automataijezik potisnog automata koji prihvata pra-
znom potisnom listom. Konstruisati potisni automat koji zavr§nim stanjem pri-
hvata reci nad azbukom {a, b} koji su palindromi.

3. LL(1) gramatikom opisati definicije nabrojivih tipova u C-u. Na primer:

enum boja { CRVENA, PLAVA, ZELENA };
enum karta { ZANDAR = 12, DAMA, KRALJ };

Na osnovu te gramatike u C-u implementirati sintaksicki analizator koji rekur-
zivnim spustom proverava da li je data definicija ispravna (pretpostaviti da je
leksicki analizator ve¢ implementiran kroz funkciju yylex).

4. Za gramatiku S — SxSy|x konstruisati SLR(1) automat, ACTION i GOTO
tablice i prikazati rad automata na prihvatanju niske xxxyxxy.
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