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Uvod

Linearno programiranje je optimizaciona tehnika razvijena oko 1940. godine za potrebe feder-

u razne oblasti kao $to su npr. poljoprivreda, medicina, menadZment, finansije, itd. Linearno
programiranje koristimo svakodnevno npr. kada Zelimo da nademo najkraci put od posla do
kuce ili kada Zelimo da uz dostupne resurse obezbedimo maksimalni u¢inak naseg tima. Pa ¢ak
i kada planiramo dijetu.

Naravno, pre nego $to se upustimo u dalja razmatranja, treba imati na umu da linearno pro-
gramiranje nije tehnika koja moZe resiti sve tipove problema. Stoga, treba da budemo u stanju

da okarakteriSemo probleme koje mozZemo resiti.

Definicija 1.1. Zadatak linearnog programiranja u standardnoj formi jeste pronaci vrednosti

promenljivih x; =2 0,x2 20, ..., X, =2 0 i max(z) tako da bude zadovoljeno:
C1X1+CoXp+ ...+ CpXxy = z(Mmax)

apnxy+apxt+..+aipxy < by

a1 X1+ axpXo+...+ opXy = bg

Am1 X1+ QmaXo + ..+ AmpXn < by,

pricemu su c;, a; j i bj realni koeficijenti, a izraz koji je odredio z zovemo ciljnom funkcijom.



Primetimo da je naziv linearno programiranje potekao iz toga $to je ciljna funkcija linearna i §to

su ogranic¢enja linearne (ne)jednakosti.

Oblik zadatka linearnog programiranja moZe da varira. Ono $to je vazno je da se uvek moZe
svesti na standardnu formu. Razmotrimo sledece slucajeve kada su naruSena neka pravila stan-

dardne forme, i kako ih moZemo korigovati da svedemo na standardnu formu:

* Promenljiva nije nenegativna - neka je x promenljiva koja nije nenegativna. MoZemo
je razloziti na druge dve x* i x~ koje jesu nenegativne, tako da vazi x = x* — x~ i ubaciti

izmenu u sva ograni¢enja koja sadrze x.

» TraZi se minimiziranje a ne maksimiziranje ciljne funkcije - u ovom slucaju dovoljno je

iskoristiti ¢injenicu da vazi min(¥}_, ¢;x;) = -max(¥X_, ¢ix;).

* Neka od ogranicenja su oblika = a ne < - ako imamo neko ogranicenje koje je oblika

a1 X1+ ajzXe + ...+ aipnxn = b;, dovoljno je da ga pomnoZimo sa —1.

* Neka od ograni¢enja su jednakosti - svako ograni¢enje oblika Z;’zl aijxj = b; moze se

zamenltlsadva.zjzla”x]zbllzjzla”xjsb,.

Definicija 1.2. Vektor x € R" koji zadovoljava ogranicenja zadatka linearnog programiranja je
izvodljivo resenje datog problema. Od svih izvodljivih reSenja, optimalno je ono koje minimizira

odnosno maksimizira ciljnu funkciju (u zavisnosti od toga sta se traZi).

Nije tesko videti da ako su obe strane jednog ili viSe ogranicenja pomnoZene nekom konstan-
tom, optimalno re§enje novog problema identi¢no je optimalnom reSenju datog. Ova tehnika se
koristi da se postigne da svi koeficijenti linearnog programa budu pribliZno iste veli€ine.

Interesantna Cinjenica je da postoji geometrijska interpretacija zadatka linearnog programiranja

kao i njegovog reSenja. To moZemo videti na sledecem primeru:

Neka je dat sledeci zadatak linearnog programiranja u standardnoj formi:

max(6x+8y)

3x+y=<50

Geometrijski, ograni¢enja nam predstavljaju zatvorene poluravni. Mi trazimo presek tih polu-
ravni, i oblast koja je presek nazivamo izvodljivom regijom. Kako presek moze da bude konacan,

beskonacan i prazan, tako i mi moZemo da imamo beskona¢no mnogo reSenja, kona¢no mnogo



ili da nemamo reSenje. Da bismo medju tim reSenjima pronasli optimalno (koje takode ne mora

da postoji), moramo da odgonetnemo geometriju ciljne funkcije.

Slika 1: Geometrijski prikaz primera 1.1

Pre nego $to to u¢inimo, primetimo jo$ i da je izvodljiva regija konveksna, jer nastaje kao presek
konveksnih skupova. Na slici 1 je sivo irafirana izvodljiva regija. Ovde je ona ogranicena sa svih
strana, i ono §to je ocigledno jeste da postoji reSenje. Ciljna funkcija je takode linearna, u ovom
slu¢aju je prava koju biramo iz skupa paralelnih pravih ¢ije su jednacine oblika 6x+8y = a,a € R.
Intuitivno, krenuli bismo od nekog a za koje je prava 6x + 8y = a blizu naSe regije. Postepeno
bismo menjali to a. Na slici 2 vidimo da sa porastom a raste i vrednost ciljne funkcije, u pravcu
normalnom na prave 6x + 8y = a. Da bismo nasli optimalno re$enje, vazno je da znamo pravac

u kome raste vrednost ciljne funkcije, ali i da ne napustimo izvodljivu regiju.

Bx+3‘u'\=120
X+

&

Slika 2: TraZenje optimalnog reSenja - geometrijski prikaz

Ukoliko je izvodljiva regija ograni¢ena, minimalna ili maksimalna vrednost ciljne funkcije (u za-
visnosti od toga §ta se traZi), dostiZe se u nekom od temena mnogougla koji je granica izvodljive
regije. U suprotnom, optimalno reSenje ili ne postoji ili ako postoji, teme je otvorene mnogougao

linije koja delimi¢no ogranicava izvodljivu regiju.



GLAVA

Neki zanimljivi zadaci

Dvadeset sedam celija je poredano u 3 x 3 x 3 dimenzionalni niz kao na slici. Smatra se
da tri Celije leZe u istoj liniji ako su na istoj horizontalnoj ili vertikalnoj liniji ili na istoj

dijagonali. Dijagonale postoje na svakoj horizontalnoj i vertikalnoj sekciji a takode spa-
jaju naspramna temena kocke. Obojiti 13 Celija u belu boju i 14 ¢elija u crnu, tako da se
minimizuje broj linija u kojima su sve ¢elije obojene istom bojom.

ReSenje: Navedeni primer poseduje tipican kombinatorni karakter koji se javlja u veéini prob-
lema koji se re§avaju celobrojnim linearnim programiranjem. Oc¢igledno je da ovde postoji gomila
nacina da se ¢elije oboje. Ovakvi zadaci se obi¢no ispostave teski da se reSavaju direktno celo-
brojnim linearnim programiranjem, ve¢ se najpre tretiraju nekim heuristikama kojima se tezi

da se izbaci $to veci broj neizvodljivih reSenja. Ipak, nas cilj nece biti efikasnost, ve¢ usvajanje



nacina za preformulisanje problema u zadatke linearnog programiranja.

Krenimo od odredivanja promenljivih. Ono §to je o¢igledno jeste da svakoj ¢eliji moramo pridruziti
po jednu promenljivu § j, j = 1..27 koja Ce nositi u sebi informaciju da li je Celija koju predstavlja
obojena belo ili crno. MoZemo usvojiti konvenciju da ako je §; = 1 to znaci da je Celija j crna, a
ako je 6; = 0 da je Celija j bela.

Manje ocigledna je Cinjenica da za svaku liniju moramo imati promenljivu koja nju predstavlja.
Ako pogledamo kocku iz razli¢itih uglova, vidimo da se izdvajaju tri tipa slojeva, koje imamo
date na slici 3. Svaki od tih tipova slojeva imamo po 3 u nas$oj kocki. U svakom imamo po dve
dijagonale, $to znaci da ukupno imamo 3 * 3 * 2 = 18 dijagonala. Sa druge strane, odabir ovih
slojeva nam sugeriSe da imamo dva tipa horizontalnih linija i jedan tip vertikalnih. Od svakog
od tih tipova horizontalnih i vertikalnih linija imamo po 9 linija §to znac¢i da imamo ukupno 27
linija koje nisu dijagonale. Na kraju, ostaju nam jo§ Cetiri dijagonale za koje vaZi da ne pripadaju
istom sloju (one koje sadrZe sredi$nju €eliju). Sledi da ukupno imamo 49 linija. Promenljive koje
odgovaraju linijama oznacimo sa y; gde i = 1..49. Uvedimo konvenciju da je y; = 1 ako su sve

¢elije u liniji i iste boje i 0 u suprotnom.

7 0 =

Slika 3: Pogledi na kocku iz razli¢itih uglova

Da bismo osigurali da promenljive y; zaista predstavljaju ono $to je izreceno, nad njima uvodimo
ogranicenja koja su nam data u zadatku. Modelujemo ih tako da iz uslova y; = 0 sledi da je
0j,+0i,+064,=21i6; +6;,+06;, <2,gdesud;,0;,0;, Celije koje cine dijagonalu y;. Ovi uslovi
nam osiguravaju da sigurno imamo bar jednu crnu i bar jednu belu u naSem odabiru boja za
c¢elije posmatrane dijagonale. Veoma vazna Cinjenica jeste da uslovi navedeni u ovom obliku

nisu ogranicenja linearnog programiranja. Da bi to postali, moraju biti izraZeni kao:
0j,+0;,+6i;,—yi<2

51'1 +5i2+5i3+}/i2 1

Ove uslove moramo navesti za svako i = 1..49. Primetimo da oni ne garantuju da je y; = 1 ako su
sve Celije iste boje na liniji, ali to ¢e biti osigurano minimizovanjem ciljne funkcije. Ostaje nam da

dodamo uslov Z?ll 0 j = 14 koji nam kaZe da trazimo da 14 Celija od 27 bude crno ($to automatski
9

znaci da ¢e ih 13 biti belo) i da proglasimo Z‘l.l 1 Yi zanadu ciljnu funkciju koju minimizujemo.
Ovim je problem u potpunosti modelovan kao zadatak celobrojnog linearnog programiranja i

moZe biti prepusten nekom alatu koji ¢e ga resiti za nas.



Postoji Sest sela u zemlji Brutopiji. Plemi¢ je dobio ovu zemlju kao feudalni posed od

kralja. On treba da rasporedi vitezove u neka od sela (dozvoljeno je i u sva sela), tako da
oni mogu da ugus$e pobune kmetova. Kada u nekom selu izbije pobuna, smatra se da je
ona ugusena ako u nju za najviSe 15 sati stigne vitez. Ako je vitez ve¢ u tom selu, smatra
se da mu treba 0 sati da stigne u to selo. Svaki rasporedeni vitez prima istu platu. Kako je
plemic cicija, on Zeli da minimizuje broj vitezova koje $alje. Podrazumevati da nakon $to
izbije jedna pobuna, druga nece izbiti barem 30 sati nakon toga, koliko je vitezu potrebno

da se vrati u svoje selo.

From/To 1 2 3 4 5 6
1 0 10 20 30 30 20
2 10 0 25 35 20 10
3 20 25 0 15 30 20
4 30 35 15 0 15 25
5 30 20 30 15 0 14
6 20 10 20 25 14 0

ReSenje: Na osnovu tabele, moZemo da zakljuc¢imo sledece:

* Ako plemi¢ postavi viteza u selo 1, taj vitez moZze da ugusi pobune u selima 11i 2.

» Ako plemi¢ postavi viteza u selo 2, taj vitez moze da ugusi pobune u selima 1,21 6.

Ako plemi¢ postavi viteza u selo 3, taj vitez moZe da ugusi pobune u selima 3i4.

Ako plemi¢ postavi viteza u selo 4, taj vitez moZe da ugusi pobune u selima 3, 41 5.

Ako plemi¢ postavi viteza u selo 5, taj vitez moZe da ugusi pobune u selima 4, 5 i 6.

Ako plemi¢ postavi viteza u selo 6, taj vitez moZe da ugusi pobune u selima 2, 51 6.

Promenljive su x;, i = 1..6. Po konvenciji, x; = 1 ako u selo i treba postaviti viteza, a 0 u suprot-
nom. Ciljna funkcija koju treba maksimizovati je data sa x; + xo + x3 + ... + Xg.

Zadatak reSavamo promenom pristupa. Umesto da razmatramo 3ta se deSava kada plemic od-
luci da postavi viteza u neko selo, razmatracemo $ta ¢e da se dogodi ako u tom selu nema viteza.
Ako ne stavimo viteza ni u selo 1 ni u selo 2, pobuna u selu 1 ne moZe biti ugasena. Sli¢no ako
ne stavimo viteza u sela 1, 2, 6 istovremeno, onda pobuna u selu 2 ne moZe biti ugaSena. Ako ne
stavimo viteza u sela 3 i 4 istovremeno, onda pobuna u selu 3 ne moZe biti ugaSena. Nastavljan-

jem ovog postupka, dolazimo do sledeé¢ih ogranicenja:
X1+x22=21

X1+x2+x6=1
X3+x3=1

X3+ Xg+x5=1

Xg+X5+x5=21



Xo+X5+Xxg=1

U zadatku linearnog programiranja ne mozemo direktno da kaZzemo da je neka promenljiva x
jednaka 0 ili 1 ve¢ to modelujemo na sledeéi nacin: dodajemo ogranicenja x = 01i x < 1i oznaku

daje x celobrojno.

Doktor StrejndZlav odlucio je da koriste¢i kuénu hemiju napravi neke specificne super

dobre tecnosti za ¢iS¢enje za masovnu proizvodnju. U tabeli je prikazano $ta mu je za
koju te¢nost potrebno i koliko moze da zaradi prodajom jedne bocice takve tecnosti.

Tecnost Sati rada u labi Litara kucne hemije Profit u evrima
A 3 4 6
B 2 3 4
C 6 4 7

Doktor StrejndZlav ima na raspolaganju 160 litara kuéne hemije i 150 sati rada u labora-
toriji. Ako doktor proizvodi te¢nost X, za to treba da iznajmi masinu za pravljenje te¢nosti
X. Iznajmljivanje masSine za te¢nost A kosta 200 evra, za tecnost B 150, a za tecnost C 100

evra. Koliko bocica koje tecnosti doktor treba da proizvede da bi maksimizovao profit?

ReSenje: Oznacimo sa x4, xg i xc promenljive koje odreduju broj bocica te¢nosti A, B i C koje
doktor treba da napravi. Dodatno, treba uvesti promenljive y4, y5 i yc koje sluZe kao indikatori
da li ¢e se tecnost odgovarajuceg tipa proizvoditi i da li treba iznajmiti masinu za pravljenje te
tecnosti. Ukoliko se neka te¢nost ne proizvodi, onda je jasno da je iznajmljivanje maSine za
pravljenje te te¢nosti dodatan i nepotreban troSak. Ciljna funkcija u ovom slu¢aju odnosi se na
profit i ona glasi:

6*xA+4*xB+7*xC—200*yA—150*y3—100*yc

Ogranicenja koja se odnose na sate rada u laboratoriji i koli¢ine dostupne hemije su sledeca:
Ixxa+2%xxXp+6%*xc <160

4xxp+3*xxp+4*xc<150

Sada dolazimo do najteZeg dela ovog zadatka. Promenljive y treba dovesti u vezu sa x. Odnosno,
treba da vazi sledece: Kada je y; = 1 tada se te¢nost i proizvodi (i € {A, B,C}), a u suprotnom je
yi = 0. Naredni trik ¢e nam resiti problem. Odaberimo neki broj M za koji vazi da je dovoljno
veliki (veci od svih brojeva koji se javljaju u problemu) da ne utice na prostor reSenja i uvedimo
sledeca ogranicenja:

XaS<ya*M,xp<yp*M,xc<yc*M

Izvr§imo sada analizu. Ako je, bez umanjenja na opstosti, y4 = 0, tada ograniCenje x4 < y4 * M

postaje x4 < 0. Posto je x4 = 0, odatle sledi da je x4 = 0. Ako je y4 = 1, ograniCenje i dalje vazi,



jer je M dovoljno veliki broj. Sa druge strane, ako je x4 = 0 §ta god da biramo za y4 navedeno
ogranicenje ¢e biti zadovoljeno, a kako je nama cilj maksimizacija ciljne funkcije, bi¢e izabrano
¥4 = 0. Ako je x4 = 1, tada oc¢igledno mora da vazi y4 = 1. Ovim dolazimo do zakljucka da su
nasa novouvedena ogranicenja dovoljna da simuliraju vezu izmedu ove dve grupe promenljivih,

tj. vazi y; = 1 akko se tecnost i proizvodi (i € {A, B, C}).

Na raspolaganju imamo 4 masine. 4 posla treba da budu kompletirana. Svakoj masini

treba da dodelimo ta¢no jedan posao. Svaki posao treba da radi tacno jedna masina. Za
svaku masinu nam je poznato koliko vremena joj treba da zavrsi dati posao. Minimizovati

ukupno vreme rada masina.

Masine\Posao 1 3 4
1 14 8 7
2 2 12 6 5
3 7 8 3 9
4 2 4 6 10

Ovaj problem je jedna verzija istorijski znacajnog problema linearnog programiranja pod
nazivom Problem dodele (engl. Assignment problem). U tom problemu cilj je dodeliti
zadatke zaposlenima tako da svaki zaposleni radi tacno jedan zadatak i da svaki zadatak
bude dodeljen ta¢no jednom zaposlenom. Prica koja je kasnije osmisljena da bi popular-
izovala problem je Problem braka (engl. Marriage problem). 1deja je bila povezati devojke

za udaju sa neZenjama.

Resenje: Oznacimo sa x;; promenljivu koja ima vrednost 1 ako je masini i dodeljen posao j, a0

u suprotnom. Ciljna funkcija koju minimizujemo data je sa:
14x11 +5X12 +8x13 + 7X14 +2X21 +12X20 + 6X23 + 5Xog+

+7x31 +8x32 +3X33 +9X34 + +2X41 +4X40 +6Xx43 +10x44

Ogranicenja koja su nam data su sada u obliku jednakosti. Imamo dva tipa ogranic¢enja: svakoj
masini je dodeljen ta¢no jedan posao, i svaki posao radi ta¢no jedna masina. Prvi tip ograni¢enja
moZe se zapisati kao x;; + x;2 + x;3+x;4 = 1 za i = 1..4, dok se drugi tip ograni¢enja moZe zapisati

kao x1j+xp2j+x3j+x4j=1za j=1.4.

Brodograditelj pravi 3 tipa brodova: ¢amce, kanue i kajake. Prodaje ih za 200, 150 i

100 dolara redom. Brodovi zahtevaju aluminijum koga imamo na raspolaganju 630 kg.
Takode, u firmi imamo dva tima, na koja moZemo da podelimo rad i vireme koliko im treba
daizrade jedan brod datog tipa. Prvi tim moZe da radi ukupno 110 sati, a drugi 50. Koliko

brodova koje vrste treba da izradi koji tim da bismo maksimizovali zaradu?



Camac kanu kajak

aluminijum 30kg 15kg 10kg
Tim 1 2h 3h 2h
Tim 2 1h 1h 1h

Resenje: Ovaj zadatak je drugaciji od drugih zbog toga $to nije dovoljno uvesti promenljive x, y
i z koje nam govore koliko ¢amaca, kanua i kajaka treba da napravimo da bismo maksimizovali
zaradu. Umesto toga je potrebno podeliti te promenljive na dve, koje nam govore koliko koji tim
treba da napravi ¢amaca, kanua i kajaka. Neka je x; broj camaca koje treba da napravi tim 1, a
X broj camaca koje treba da napravi tim 2. Sli¢no, uvedimo i y;, y» za kanue i z;, z, za kajake.

Ciljna funkcija glasi:
200 * x1 +200 * x2 + 150 * y; + 150 * yo + 100 * z1 + 100 * z,
Ogranicenje koje se tice aluminijuma je:
X1 %30+ x2 %30+ y; * 15+ y2 %15+ 27 * 10+ 2 * 10 = 630
Ogranicenja koja se odnose na to koliko koji tim sati moZe da radi:
X1 *¥2+y1*3+21x2=<110

Xo+ Y2+ 22 <60

10



GLAVA

Istorijski vazni zadaci

linearnog programiranja

3.1 Stiglerov problem dijete

Godine 1945. nobelovac DZordz Stigler napisao je ¢lanak "Cena egzistencije" na naizgled veoma
jednostavnu temu - kako prehraniti vojnika sa §to manje novca. "Stiglerov problem dijete" postao
je klasi¢ni problem linearnog programiranja, oblasti racunarstva koja je kasnije otkrivena. Stigler
je sam uspeo da pronade reSenje vrlo blisko optimalnom za problem malih dimenzija, metodom
razli¢itom od linearnog programiranja.

Osnovna ideja samog problema je jednostavna: izabrati od svakog tipa hrane koji je na raspola-
ganju koli¢inu koju treba uneti da bi se zadovoljile nutricione potrebe, a da se pritom osiguramo
da je cena dijete razumna. Poznavajuci osnovne pojmove linearnog programiranja koje smo do
sada videli, moZemo da naslutimo da bi ovaj problem mogao da se razvija na dva nacina. U pr-
vom bi moglo da nam se trazi da minimizujemo cenu dijete a da nutriciona ograni¢enja ostanu
zadovoljena, a u drugom da maksimizujemo nutricioni sadrZaj dijete a da ostanemo u okvir-
ima predvidenog budZeta. Druga verzija problema ipak nema prakti¢nog smisla, iz razloga §to
bismo u tom slu€aju imali poteskoce pri osmisljavanju nutricionih ogranicenja, s obzirom da
nutritivni sastojci mogu da budu izrazeni u razli¢itim jedinicama $to nam onemogucava da ih
prosto saberemo.

Formalno, sam problem se moZe zapisati na sledec¢i nacin:
e promenljive:
- x; kvantitet (koliCina izraZena u nekim jedinicama) hrane j u dijeti
* koeficijenti:

- a;j koli¢ina nutritivnog sastojka i u hrani j

11



- ¢; cena jedinice koli¢ine hrane j

- b_l(ﬁ ) najvedi (najmanji) prihvatljivi unos nutritivnog sastojka i u dijeti
* ogranicenja:

- ﬁﬁzjaijx]' Sb_l', Vi

- Xj >0,V ]
¢ ciljna funkcija:

- Zj cjx;j da se minimizuje

Vise informacija o samom problemu i njegova implementacija u alatu OR-Tools moZe se naéi na

linkuhttps://developers.google.cn/optimization/lp/stigler_diet#c++_1.

3.2 Problem secenja (engl. Cutting stock problem)

Problem secenja i njegove varijacije opisani su u ranim danima linearnog programiranja. For-
mulisani su 1961. godine. Najjednostavnije receno, dati su materijali dostupni u razli¢itim
oblicima i velicinama koje je dozvoljeno sec¢i da se dobiju odredeni oblici zadatih veli¢ina koji
se potom nekako uklapaju u cilju minimizacije odredenog cilja. Razlikujemo jednodimenzione,

dvodimenzione i trodimenzione probleme.

Pretpostavimo da se rolne ukrasnog papira prave uniformne §irine od 100 in¢a i da mogu

da se naprave narudzbine za rolne $irine 14 inca, 31, 36 i 45 in¢a. Kompanija je dobila
slede¢e narudzbine: 211 rolni ukrasnog papira Sirine 14 inca, 395 rolni Sirine 31 in¢a, 610
rolni §irine 36 inca i 97 rolni Sirine 45 inca. Rolna od 100 in¢a moZe da se iseCe na dve od 45
inca, pri cemu otpada materjal §irine 10 inca, ali takode moze da se isece na jednu od 45
inca, jednu od 31 ijednu od 14 inca. Svaka kombinacija secenja rolne od 100 in¢a naziva se
Sablon. Za ovaj primer postoji 37 razlic¢itih S§ablona. Odrediti koliko kojih Sablona secenja

treba primeniti, tako da se minimizuje koli¢ina materijala koji otpada.

Resenje: Neka je I skup $irina, a J skup razlicitih §ablona. Nas zadatak linearnog programiranja

dat je sa:
e promenljive:
- Xx; broj rolni koje se seku u $ablon j
* koeficijenti:

- a;j broj rolni Sirine i u Sablonu j
— b; broj naru€enih rolni Sirine i

- cj Sirina materijala koji otpada pri $ablonu j
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¢ ciljna funkcija:
- Zj(—:] cjx; da se minimizuje
* ogranicenja:

- Zjeldijx]'Zbi,ViEI

3.3 Raspored za zaposlene (engl. Employee Scheduling)

Problem se odnosi na pravljenje rasporeda za zaposlene na poslovima gde postoje smene, kao
§to su npr. vozaci autobusa, medicinske sestre, itd. Zapravo, ovaj problem je prvi deo velikog
zadatka pravljenja rasporeda smena za zaposlene, i on ne podrazumeva dodelu smena konkret-
nom zaposlenom. Takode, nisu uzete u obzir posebne sposobnosti zaposlenih.

Ako Zelimo da formalno zapiSemo problem, pretpostavimo da su nam dati neki vremenski in-
tervali numerisani sa j = 1,2,..., n i da je najmanji broj zaposlenih koji u intervalu j moraju biti
prisutni b;. Oznacimo promenljivu koja se odnosi na broj zaposlenih u intervalu j sa x;. Uved-
imo konvenciju x,+1 = x1 i by+1 = b1 kako bismo olaksali zapis. Kakva ¢emo ogranic¢enja uvesti,
dalje zavisi od toga kako se duZine intervala odnose prema duZini smena. Npr. ako su vremen-
ski intervali duzine 4h, i svaka smena traje 8h, onda se za zaposlenog koji dolazi na posao na
pocetku intervala j smatra da je prisutan u viemenskim intervalima j i j + 1. Pod ovim uslovom,

problem bi se formalno zapisao kao:
e promenljive:
- x;j broj zaposlenih prisutnih u vremenskom intervalu j
* koeficijenti:
- bj najmanji broj zaposlenih koji mora biti prisutan u viemenskom intervalu j
¢ ciljna funkcija:
- iXj da se minimizuje
* ogranicenja:

- x]'+x]'+1 = bj+1,Vj= l.n

- x]'EO

Matrica koeficijenata za ograni¢enja ima specijalnu strukturu. To je tkzv. Hofman-Kruskalova
matrica:

1, ifigj

1, ifi=j+l

1, ifi=1 and j=n

0, u suprotnom

Pravljenje rasporeda smena moze da se radi za jedan dan, viSe dana, nedelja, mesec dana, itd.
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Napraviti raspored za smene medicinskih sestara za jedan dan, prema tabeli:

Midnight— | 4am.— | 8am.— | 12noon— | 4pm.— | 8p.m.—
4 a.m. 8 a.m. 12 noon | 4 p.m. 8 p.m. midnight
Time slot # 1 2 3 4 5 6
Nurses
needed 6 8 11 9 18 11

Slika 4: Vremenenski intervali u toku radnog dana jedne bolnice sa informacijama
o potrebnom osoblju

3.4 Problemi mesanja (engl. Blending problems)

Godine 1952. napisan je rad o meSanju goriva za avione sa dodatnim hemikalijama koje bi
poboljsale svojstva ovih goriva. Cilj je bio maksimizovati profit.

Opsta postavka problema je slede¢a. Imamo na raspolaganju m tipova sirovih materijala i nji-
hovim meSanjem moZze da se dobije n tipova konacnih proizvoda. Koli¢ine sirovih materijala
su ograniCene i oznacene su sa s;. Pretpostavka je da se materijali meSaju linearno, tj. ako
pomesamo «a jedinica materijala Ai 8 jedinica materijala Bima¢emo me3avinu C ¢ija su svojstva
proporcionalna koli¢ini materijala A i B koje smo meS$ali. Na primer, ako pomeSamo 3 galona
vode ¢ija je temperatura 80 stepeni celzijusa, i 2 galona vode ¢ija je temperatura 100 stepeni celz-
ijusa, dobi¢emo 5 galona vode ¢ija je temperatura (3 * 80 + 2 * 100)/5 = 88 stepeni celzijusa. Za
svaki konacan proizvod j data je koliCina tog proizvoda d; koju na kraju treba da imamo. Cena
jedinice koli¢ine i-tog sirovog materijala je c;, dok je cena po kojoj prodajemo jedinicu koli¢ine
j-tog konacnog proizvoda p;. U cilju kontrole kvaliteta meSavina, neka pravila moraju da se is-
postuju, a to je da najmanji procenat sirovog materijala i u kona¢nom proizvodu j mora da bude
aij, anajveCi a;j. Npr. ako je a;; = 0.4 i a;;j = 0.75, to znaci da je procenat sirovog materijala i u
konacnom proizvodu j izmedu 40 i 75 posto. Nas cilj je maksimizacija zarade. Opisani zadatak

linearnog programiranja dat je sa:
¢ promenljive:
- Xx;; koliko jedinica sirovog materijala i ucestvuje u finalnom proizvodu j

* koeficijenti:

¢; cena jedne jedinice koli¢ine sirovog materijala i

p;j cena po kojoj prodajemo jednu jedinicu koli¢ine konacnog proizvoda j

s; koliko jedinica koli¢ine sirovog materijala i imamo na raspolaganju

dj koliko jedinica koli¢ine kona¢nog proizvoda treba da dobijemo meSanjem

a;ij koliko najmanje procenata sirovog materijala i smemo da imamo u konacnom

proizvodu j

14



- a;j koliko najviSe procenata sirovog materijala i smemo da imamo u konacnom

proizvodu j
¢ ciljna funkcija:
- XL;pjX;%ij—X;ciX;xij dase maksimizuje
* ogranicenja:
- Z].xij <s;, Vi

- Xixij=dpvj

Xij = aijzkxkj,Vi,j
- Xij=aij Y, X, Vi, j

- xijZO,Vi,j

Kompanija se suocava sa problemom mesanja tri tipa sirovih materijala kako bi se dobila
dva tipa konacnih proizvoda. Podaci su dati u tabeli.

Sirovi 1 2 Dostupne kolicine Cena po jedinici
materijali/proizvodi (u tonama) (u dolarima)
1 [4,.6] [.5,.6] 2000 1.00
2 [.1,.2] [1,.4] 1000 1.50
3 [.2,.5]1 [.2,.3] 500 3.00
Potrebna koligina 600 700
(u tonama)
Prodajna cena 10 8
(u dolarima)

3.5 Problem trgovackog putnika (engl. Travelling salesman problem)

Problem trgovackog putnika (nadalje u tekstu TSP) je jedan od najpoznatijih NP-teSkih prob-
lema u racunarstvu. On glasi:"Neka je data lista gradova i njihova medusobna rastojanja, koja je

najkra¢a moguca putanja da posetimo svaki grad ta¢no jedan i da se vratimo u grad od koga smo

krenuli?"
TSP problem se moZe formulisati kao problem celobrojnog linearnog programiranja. Postoji
mnogo nacina na koji je to uradeno, a mi ¢emo se ovde osvrnuti na Miler-Taker-Zemlinovu for-

mulaciju (MTZ). Pretpostavka je da su gradovi poredani u niz, i da je prvi odabran kao pocetni
grad.

¢ promenljive:

- x;j vrednost ove promenljive je 1 ako postoji direktan put od i-tog do j-tog grada u

odabaranoj putanji, u suprotnom je 0

— u; rang ¢vora u odabranoj putanji

* koeficijenti:
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- ¢;j rastojanje od grada i do grada j
¢ ciljna funkcija:

-X, Z;’zl cijx;j da se minimizuje
e ogranicenja:

1 Xij =1 usvakigrad j stizemo iz tatno jednog grada

;?:1 X;j =1 iz svakog grada i idemo u tacno jedan grad

- uitxjj<uj+(n-1)*1-x;;),2 < J < novaograniCenja se zovu i eliminacija podruta.
Govore nam sledecu jednostavnu Cinjenicu, a to je da ako je x;; = 1, to povlaci da je

uj = u; + 1. Takva ogranicenja nisu linearna, pa su zato preformulisana u oblik koji
je ovde dat.
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GLAVA

Alat OR-Tools

Alat OR-Tools je softver otvorenog koda pogodan za matematicku optimizaciju, napravljen od
strane kompanije Google. Poseduje podrsku za reSavanje problema rutiranja, mreznog protoka,
zadataka celobrojnog i linearnog programiranja, kao i programiranja ogranicenja.

Nakon §to modelujemo problem, moZemo izabrati reSavac koji Zelimo da upotrebimo. To moze
da bude neki komercijalni reSava¢ (Gurobi, CPLEX,...) ili neki reSavac¢ otvorenog koda (GLPK
SCIP, GLOB...).

Modelovanje zadataka linearnog programiranja mozemo da uradimo uz pomo¢ 4 programska
jezika i to su: Python, Java, C++ i C#. U zavisnosti od toga koji jezik Zelimo da koristimo i na
kom operativnom sistemu radimo razlikuju se i uputstva za instalaciju. O instalaciji moze se
vi$e procitati na linku https://developers.google.com/optimization/install.

Autor ovog materijala koristi Ubunutu 16.04 kao svoj operativni sistem, ali se smernice ovde date
mogu lako primeniti i na druge operativne sisteme. Nakon instalacije, moZe se uociti folder pod
nazivom examples. U tom folderu treba napraviti odabrati folder cpp (pod uslovom da Zelite
da radite u C++-u, kao §to je autor ovde izabrao) i unutar tog foldera treba napraviti svoj fajl
u kome se radi modeliranje zadatka i pozivanje odgovarajuceg resavaca. U samom Makefile-
u treba dodati u delu EXE liniju (BIN_DIR)/1$E ako se fajl u kome smo izvrsili modeliranje
zove 1.cc. Nakon §to to uradimo u folder bin (koji je u istom direktorijumu kao examples) ce se

izgenerisati izvr$ni fajl pod nazivom 1.

4.1 Ugradene moguénosti

Najvaznija klasa koja je za nas dostupna u okviru biblioteke linear_solver.h jeste MPSolver. Ona

je omotac za na$ resavac i u okviru nje ne samo da mozemo podesiti koji reSavac Zelimo da ko-
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ristimo, ve¢ i koliko vremena Zelimo da dozvolimo reSavacu da traZi reSenje.

Klase koje nam pomazu da definiSemo promenljive, ogranicenja i ciljnu funkciju su redom: MP-
Variable, MPConstraint i MPSolver. Promenljivu generiSemo pozivanjem metode MakeNumVar
ukoliko je to realna promenljiva, i MakelntVar ako je to celobrojna promenljiva. Oba metoda
zahtevaju tri argumenta: donje ograniCenje za promenljivu, gornje ograni¢enje za promenljivu
i naziv pod kojim ¢e biti ispisano reSenje. Ukoliko neka promenljiva nije ograni¢ena, na raspo-
laganju nam je specijalna konstanta za beskonacnost, koju dobijamo pozivom metode infinity
nad objektom klase MPSolver.

Ogranicenja generiSemo pozivom metode MakeRowConstraint nad objektom klase MPSolver.
Ova metoda prima dva argumenta, donje i gornje ogranicenje za linearni izraz kojim je ogranice-
nje odredeno. Pozivom metode SetCoefficient nad objektom tipa MPConstraint koja prima dva
argumenta, objekat tipa MPVariableibroj, moZe se podesiti koliko je koeficijent uz tu promenljivu
u linearnom izrazu kojim je ogranicenje odredeno.

Veoma sli¢no se generie cilj nad kojim moZemo podesiti da li Zelimo maksimizaciju (pozivom
metoda setMaximization) ili minimizaciju (pozivom metoda SetMinimization).

Pozivanjem metoda Solve nad objektom tipa MPSolver poziva se reSavac da resi problem. Nakon
toga, moZemo dobiti informacije o tome da li je pronadeno optimalno reSenje u zadatom peri-
odu, kako glasi to reSenje, koliko vremena je bilo potrebno da se ono nade, koliko ¢vorova u
stablu pretrage smo obisli, itd.

Postoje i neke sloZenije ugradene moguénosti, od kojih ¢emo neke pomenuti na predavanje, a

druge ostaju za samostalno istraZivanje.
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