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1 RSCU i CAI

Da bismo dobro razumeli gradivo koje sledi, pogledajmo slede¢u analogiju:
DNK = tekst

gen = cela reenica

kodon = rec¢ od 3 slova

aminokiselina = znacenje te reci

T,C,A,G = slova (timin, citozin, adenin, guanin)

Aminokiseline su organska jedinjenja koja sadrze amino (—N Hs ) i karbok-
silnu grupu (—COOH) i predstavljaju osnovne gradivne elemente proteina (be-
lan¢evina). One su kljuéne za rast, razvoj i funkcionisanje organizma, ucestvujuéi
u izgradnji misi¢a, tkiva, enzima i hormona. Poznato je oko 500 vrsta, ali svega
20 gradi proteine u ljudskom telu.

Razlicite aminokiseline imaju razli¢ite kodone koji ih predstavljaju. Jedna
aminokiselina moze biti predstavljena sa vise kodona (jednom znacenju moze
biti pridruzeno viSe re¢i - na primer ”auto”,”’kola”,” automobil” predstavljaju
isti objekat). Razlog za ovo je evolucijski. U sluc¢aju da dodje do mutacije, i
promeni se jedna baza u kodonu (npr. baza adenin predje u guanin u GAA, GAA
— GAG), zelimo da aminokiselina ostane ista, protein ostane isti i funkcionalan
i da organizam ima vecu Sansu da prezivi. U kodonu tre¢a baza je najmanje
bitna te tako GCU, GCC, GCA, GCG svi daju alanin (ovde je uracil U baza
umesto timina T, jer se radi o RNK, a ne o DNK).

FFLLSSSSYY**CCxWLLLLPPPPHHQQRRRRIIIMTTTTNNKKSSRRVVVVAAAADDEEGGGG

je standardni genetski kod, sekvenca koja mapira aminokiseline na kodone koji
ih predstavljaju (na 64 moguénosti redom F = TTT, F=TTC, L=TTA,... i
* su stop kodoni). Aminokiseline su: F - fenilalanin, L - leucin, S - serin, Y
- tirozin, C - cistein, * - stop kodon, itd. Stop kodon signalizira kraj sinteze
proteina i posledica toga je kada ribozom naidje na ove triplete, sinteza prestaje
i novoformirani protein se oslobadja.



bases = [’T’,’C’,’A’,°G’]

codons = [a + b + ¢ for a in bases for b in bases for c in
bases]

amino_acids = ’FFLLSSSSYY**CCx*
WLLLLPPPPHHQQRRRRIIIMTTTTNNKKSSRRVVVVAAAADDEEGGGG’

codon_table = dict(zip(codons, amino_acids))

e zip — spaja elemente iz viSe lista u parove (tuple-ove). Na primer: zip([A,B], [1,2])
— (A,1), (B,2). Funkcija pravi iterator tuple-ova gde se elementi up-
aruju po poziciji [?].

e dict — pravi re¢nik (mapu) kljué¢ — vrednost iz parova (key, value).
e Sta radi kod:

— generiSe sve moguce kodone (kombinacije T, C, A, G duzine 3)
— ima niz aminokiselina

— pomocu dict(zip(...)) pravi mapu:

kodon — aminokiselina

Sledeéi korak je da napravimo re¢nik oblika aminokiselina -j lista svih kodona
koji je predstavljaju.

amino_codons_dict = {}
for codon, amino:
if amino not in amino_codons_dist:
amino_codons_dict[amino] = [codon]
else:
amino_codons_dict [amino]. append(codon)

Ovaj kod nam daje re¢nik oblika "F’ : [TTT'/ TTC'],....

RSCU (Relative Synonymous Codon Usage) predstavlja meru koliko ¢esto u
nekom delu genoma koristimo odredjeni kodon za neku aminokiselinu u odnosu
na to koliko bi se ocekivalo da su svi kodoni te aminokiseline podjednako zas-
tupljeni.

numcodons * numOCCuTence
rscufcodon] =

NUMall—codons— for—that—amino—in—this—seq
gde je:

® NUM¢odons Droj kodona koji kodiraju aminokiselinu koju kodira nas kodon
¢iji rscu raéunamo

® NUMoccurence Droj pojavljivanja naseg kodona u posmatranoj sekvenci

® NUMgll—codons— for—that—amino—in—this—seq bI‘Oj kodona kOJl s€ jaVljaju u
sekvenci a kodiraju istu aminokiselinu kao nas



Primer: Aminokiselinu F' kodiraju dva kodona TTT i TTC. Neka se u sekvenci
(genu npr.) koju proucavamo TTT javlja 6 puta, a TTC 2 puta. U tom slucaju:
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rscul TTT'] = % =12/8=15

RSCU koji je veci od 1 govori da se kodon javlja vise puta nego §to je oCekivano,
RSCU manji od 1 govori da se javlja manje puta, a RSCU jednak 1 je optimalan.
RSCU je mera koja se koristi za analizu gena, poredjenje organizama, itd.

def my_RSCU(sequence):

rscu = {}

for codon in codons:
rscul[codon] = 0.5

num_occurence_codon = {}

num_occurence_all_for_amino = {}

for pos_codon in range(0,len(sequence)-2,3):
found_codon = sequence[pos_codon:pos_codon+3]
if (found_codon not in num_occurence_codon):

num_occurence_codon [found_codon] = 1

else:

num_occurence_codon [found_codon]+=1
amino = codon_table[found_codon]
if (amino not in num_occurence_all_for_amino):
num_occurence_all_for_amino[amino]=1
else:
num_occurence_all_for_amino[amino]+=1
for codon in codons:
if codon in num_occurence:
amino = codon_table[codon]
rscul[codon] = len(amino_codons_dict[amino]) =
num_occurence_codon [codon]/
num_occurence_all_for_amino[amino]
return rscu

Primetimo da je na pocetku rscu za svaki kodon postavljen na 0.5, a ne na 0. To
je zato Sto zelimo da izbegnemo deljenje 0 a i da isklju¢imo nerealistican slucaj
da se neki kodon ne javlja uopste. Veca je verovatnoca da je doslo do greske ili
da sekvenca koju smo izabrali slu¢ajno nije dovoljno ekspresivna za taj kodon.
Naime, ljudski genom ima skoro 3 milijarde baza. Skupo je i resursno zahtevno
da obradjujemo c¢itav genom: zahteva se sekvenciranje, analiza, skladiStenje
podataka, treba spojiti posle milijarde fragmenata, resiti greske, analizirati var-
ijacije, veoma je kompleksno, dobijamo previse informacija (to je ogroman broj
mutacija, pri ¢emu ne znamo koje su bitne koje nisu, mnogo varijanti od toga je
nepoznato, mnogo je bez efekta, tesko za interpretaciju). Iz toga razloga obi¢no
¢itamo samo jedan gen. To nije dovoljno za analizu ¢itavog organizma, ali jeste
ako samo Zelimo da ispitujemo ponaSanje toga gena.

CAI - Codon Adaptation Index, definise adaptiranost koriséenih kodona u
odnosu na kodone gena sa najvetom ekspresijom kod istog organizma. Relativna
adaptiranost kodona predstavlja RSCU vrednost kodona u odnosu na najveéu



vrednost RSCU sinonimnog kodona:
Primer: Uzmimo AAA i AAG. Neka je AAA kodon sa najve¢im RSCU koji
iznosi 1.8, a neka AAG ima 0.2. Tada je:
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koliko je kodon dobar u odnosu na najbolji.

CALI je prosek svih w vrednosti. CAI blizak 1 govori o tome da gen koristi
optimalne kodone i da ima visoku ekspresiju, a CAI blizak 0 govori da koristi
lose kodone i da ima nisku ekspresiju. Ekspresija je uklju¢enost gena u sintezu
proteina. Na primer, gen za insulin ako se ekspresuje pravi se insulin, ako se ne
ekspresuje ne pravi se insulin. CAI nam ustvari kaze koliko efikasno gen pravi
protein. Ako je kodon ”popularan” brzo se prevodi, ako nije, ribozom ceka i
proces se usporava. Gen sa popularnijim kodonima ima ubrzan proces sinteze
proteina i moze da sintetise ve¢u koli¢inu proteina.

Imamo i ugradjene funkcije koje nam izracunavaju pomenute metrike:

sequence = ’CGCATTACATTACGTACTGGTACA’

from CAI import RSCU, relative_adaptiveness , CAI

RSCU([sequence]) # RSCU iz CAI biblioteke ocekuje listu
sekvenci kao argument

relative_adaptiveness ([sequencel])

1.1 Primer 1: Racunanje RSCU nad kodirajuéim sekven-
cama e. coli

FASTA fajlovi su jednostavan tekstualni format koji se koristi u bioinformatici
za Cuvanje bioloskih sekvenci, kao sto su DNK, RNK ili proteinske sekvence.
Ovaj format je jedan od najcesSce koriS¢enih standarda jer je lak za citanje i
obradu pomoc¢u programskih jezika.

Svaka sekvenca u FASTA fajlu sastoji se iz dva osnovna dela:

e Header (opis) —linija koja po¢inje znakom > i sadrzi identifikator sekvence
i opcioni opis

e Sekvenca — niz karaktera koji predstavljaju nukleotide (A, T, C, G) ili
aminokiseline

Primer FASTA zapisa:

>seql Homo sapiens gene
ATGCGTACGTAGCTAG

FASTA fajl moze sadrzati jednu ili vise sekvenci, pri ¢emu svaka nova sekvenca
pocinje linijom sa znakom >.

Zbog svoje jednostavnosti i kompatibilnosti sa razli¢itim bioinformatickim
alatima, FASTA format se Siroko koristi za:



e skladistenje sekvenci
e poredjenje sekvenci (npr. BLAST)
e analizu genoma i proteina

FASTA je osnovni i univerzalni format za rad sa bioloskim sekvencama, koji
omogucava lako ¢uvanje, razmenu i obradu podataka.
U narednom kodu najpre ¢emo procitati informacije o genima ESerihije koli.

from Bio import SeqIO

import pandas as pd

records_raw = SeqlIO.parse(’data/e_coli_cds.fna’, ’fasta’)

sequences = [str(record.seq) for record in records_raw] # -
Kopiranje radi mogucnosti kasnije ponovne iteracije

e_coli_rscu = RSCU(sequences)

e_coli_rscu_df = pd.DataFrame(data=[e_coli_rscu.values()],
columns=e_coli_rscu.keys())

Ukoliko zelimo malo sloZenije analize, mozemo prvo nazive gena da povezemo
sa njihovim zapisom:

’>??TIzdvajanje CDS kod e. coli koji odgovaraju imenovanim

genima’’’
import re # - Modul za rad sa regularnim izrazima
records_raw = Seql0.parse(’data/e_coli_cds.fna’, ’fasta’)
records = [record for record in records_raw] # - Kopiranje

radi mogucnosti kasnije ponovne iteracije

gene_regex = r’gene=(.*x7)\]’ # - Regularni izraz za
izdvajanje naziva gena iz FASTA zaglavlja
data = []
for record in records:
match = re.search(gene_regex, record.description)
if match != None:
gene_name = match.groups () [0]
sequence = str(record.seq)

data.append ([gene_name, sequence])

Od liste parova naziv gena - zapis gena, mozemo lako napraviti tabelu na sledeci
nacin:

gene_df = pd.DataFrame (data=data, columns=[’gene’, ’sequence

1)

Ako hoéemo samo niz sekvenci, bez da znamo koje su mozemo izvrsiti sledeéi

kod:
gene_sequences = gene_df [’sequence’].tolist ()
A potom mozemo saznati i RSCU nad svim sekvencama gena kod e. coli:

genome_rscu = RSCU(gene_sequences)



Zanima nas koji su geni najekspresivniji:
)20

Izracunavanje CAI pojedinacnih gena pri cemu se kao
referentna vrednost koristi RSCU sekvenci svih gena
Napomena: Referentne RSCU vrednost treba racunati na osnovu

sekvenci gena sa najvecom ekspresijom!
)2

cai_data = []
# Iteriranje kroz DataFrame gena - nukleotidnih sekvenci
gena
for index, row in gene_df.iterrows():
gene = row.gene
sequence = row.sequence
cai = CAI(sequence, RSCUs=genome_rscu) # - Racunanje CAI

cai_data.append ([gene, cail)

# Konstrukcija DataFrame-a sa nazivima gena i njihovim CAI
vrednostima

cai_df = pd.DataFrame (data=cai_data, columns=[’gene’,’CAI’])

cai_df

Racunanje CAI vrednosti za gene

Ovaj kod racuna CAI (Codon Adaptation Index) za svaki gen u datom
skupu podataka. CAI predstavlja meru koliko je upotreba kodona u jednom
genu sli¢na upotrebi kodona u referentnom skupu gena, koji su najcesce visoko
eksprimirani geni. Vecée vrednosti CAI ukazuju na vecu sli¢nost i potencijalno
visi nivo ekspresije gena.
Opis algoritma

e Na pocetku se inicijalizuje prazna lista cai_data, koja ¢e sadrzati rezul-
tate.

e Petlja:

for index, row in gene_df.iterrows():

prolazi kroz svaki red DataFrame-a gene_df, gde svaki red predstavlja
jedan gen i njegovu nukleotidnu sekvencu.

e Iz svakog reda izdvajaju se:

— gene — naziv gena



— sequence — DNK sekvenca gena

e Za svaki gen se racuna CAI:

cai = CAI(sequence, RSCUs=genome_rscu)

pri ¢emu se koriste RSCU vrednosti referentnog skupa gena. Ove
vrednosti treba da poti¢u od visoko eksprimiranih gena, jer CAI meri
prilagodjenost kodonske upotrebe tom referentnom skupu [?].

e Rezultat (naziv gena i njegova CAI vrednost) se dodaje u listu:

cai_data.append([gene, cail)

e Nakon obrade svih gena, pravi se novi DataFrame:

cai_df = pd.DataFrame(data=cai_data, columns=[’gene’,’CAI’])

e Dobijeni DataFrame sadrzi dve kolone:

— naziv gena

— odgovarajuéu CAI vrednost

Mozemo dobiti spisak najekspresivnijih gena sortiranjem dobijenih CAI vred-
nosti:

>’’’ Generisanje sortiranog DataFrame-a sa CAI vrednostima
gena u opadajucem redosledu’’’

sorted_cai_df = cai_df.sort_values(by=’CAI’, ascending=False

)
sorted_cai_df
Lako se moze napraviti i dijagram na osnovu koga se moze lako sagledati ceo
skup vrednosti za CALI

import matplotlib.pyplot as plt
= plt.boxplot(sorted_cai_df.iloc[:,1])

Veéina gena (preko 50%) ima vrednosti CAI unutar pravougaonika na slici.
Dosta gena ima nisku ekspresiju, a samo malo njih izuzetno visoku (tackice na
slici).
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1.2 Primer 2: Konstrukcija filogenetskog stabla na osnovu
RSCU

Stablo je konstruisano na osnovu RSCU vrednosti HBB gena kod 5 razli¢itih
organizama. Za konstrukciju stabla koriséen je algoritam za hijerarhijsko klas-
terovanje iz biblioteke scipy.

base = ’data/hbb_sekvence’
filepaths = [f’{base}/{f}’ for f in os.listdir(base) if not
f.startswith(’.’)]

data = []

for path in filepaths:
record = SeqI0.read(path, ’fasta’)
label = path.split(’/’)[-1]1.split(’.’) [0]
sequence = record.seq

rscu_table = RSCU([sequence])

row = {’label’: label}
row.update(rscu_table)

data.append (row)

df = pd.DataFrame(data).reset_index(drop=True)

Dobi¢emo slede¢u tabelu sa izra¢unatim RSCU kod HBB gena razlicitih orga-
nizama: Na osnovu dobijene tabele mozemo uraditi hijerarhijsko klasterovanje

label T TTC TTA TTG TcT TCC TCA TCG TAT .. GCA GCG GAT GAC
0 hbb_chinchilla 0.444444 1.555556 0.157895 0.157895 1.600000 1.600000 0.400000 0.400000 0.400000 0.108108 0216216 0.500000 1.500000 0.54
1 hbb_human 1.250000 0.750000 0.150000 0.150000 0.923077 1.846154 0.461538 0.461538 1.333333 0.125000 0.125000 1.428571 0.571429 0.50
2 hbb_mulatta 1.250000 0.750000 0.153846 0.153846 0923077 1.846154 0461538 0461538 0.666667 0.142857 0.142857 1.428571 0.571429 0.50
3 hbb.cebus 1000000 1.000000 0.150000 0150000 0923077 1846154 0461538 0461538 0666667 .. 033333 0133333 1.000000 1.000000 0.85
4 hbb_sapajus 1.000000 1000000 0.150000 0150000 0923077 1846154 0461538 0461533 0666667 .. 0133333 0133333 1.000000 1000000 085
5 hbb_holoepus 1250000 0750000 0.146341 0878049 0375000 3000000 0375000 0375000 1000000 .. 033333 0133333 1111111 0888889 1.25

i dendrogram.



import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.cluster.hierarchy import dendrogram, linkage

# 1. Priprema podataka
# uklonimo label kolonu (to su imena gena)
X = df .drop(columns=[’label’]) .values

# 2. Hijerarhijsko klasterovanje
linkage (X, method=’ward’) # moze i ’single’, ’complete
’, ’average’

N
1]

# 3. Crtanje dendrograma
plt.figure(figsize=(10, 6))
dendrogram(Z, labels=df[’label’].values)

plt.title("Dendrogram (Hijerarhijsko klasterovanje gena)")
plt.xlabel ("Geni")
plt.ylabel("Distanca")

plt.xticks(rotation=90)
plt.tight_layout ()
plt.show ()
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Hijerarhijsko klasterovanje i dendrogram

Hijerarhijsko klasterovanje je metoda nenadgledanog ucenja koja grupise ob-
jekte na osnovu njihove medjusobne sli¢nosti i formira hijerarhiju klastera. Za
razliku od nekih drugih metoda, nije potrebno unapred zadati broj klastera, veé¢
se dobija kompletna struktura grupisanja podataka.

Postoje dva osnovna pristupa:

e Aglomerativno (bottom-up) — svaki objekat pocinje kao poseban klaster,
a zatim se najblizi klasteri postepeno spajaju

e Divizivno (top-down) — svi objekti poc¢inju u jednom klasteru koji se
zatim deli na manje



Rezultat hijerarhijskog klasterovanja se prikazuje pomo¢u dendrograma,
koji predstavlja strukturu klastera u obliku stabla. Listovi stabla predstavljaju
pojedinacne objekte, dok unutrasnji ¢vorovi predstavljaju spajanje klastera.

Ward metoda je posebna vrsta hijerarhijskog (aglomerativnog) klasterovanja
koja ne gleda samo rastojanje izmedju klastera, ve¢ promenu varijanse unutar
klastera.

Dendrogram

Dendrogram je dijagram koji prikazuje kako se objekti grupisu tokom klas-
terovanja. Visina na kojoj se dve grane spajaju predstavlja njihovu medjusobnu
udaljenost (razliku).

Vazne osobine dendrograma:

e listovi predstavljaju pojedinacne objekte (npr. gene)
e grane predstavljaju spajanje klastera
e visina spajanja oznacava koliko su objekti razliciti

Dendrogram omogucéava da se broj klastera odredi tako Sto se ”presece” na
odredjenoj visini, pri ¢emu objekti ispod preseka pripadaju istom klasteru.

Primena na RSCU podatke

U ovom primeru, hijerarhijsko klasterovanje se primenjuje na gene opisane nji-
hovim RSCU vrednostima. Svaki gen se posmatra kao vektor numerickih vred-
nosti koje predstavljaju upotrebu kodona.

Klasterovanje omogucava:

e identifikaciju gena sa slicnim obrascima upotrebe kodona

e grupisanje gena koji mogu imati slican nivo ekspresije

e otkrivanje potencijalnih funkcionalnih ili evolutivnih sli¢nosti
Na dendrogramu:

e geni koji se spajaju na maloj visini imaju sli¢nu kodonsku upotrebu

Zakljucak

Hijerarhijsko klasterovanje i dendrogram predstavljaju mocan alat za vizual-
izaciju i analizu slicnosti izmedju gena. U kontekstu RSCU vrednosti, oni
omogucavaju bolje razumevanje obrazaca kodonske upotrebe i potencijalnih bi-
oloskih odnosa izmedju gena.

10



2 Probabilisticki graficki modeli - uvod

Kompleksni sistemi su okarakterisani mnogim nekorelisanim aspektima od ko-
jih mnogi uti¢u na ishod zadatka o kome rezonujemo. Na primer, u slucaju
postavljanja dijagnoze, postoji mnogo bolesti koje pacijent moze da ima, sto-
tine ili hiljade simptoma i dijagnostickih testova, licne karakteristike koje pred-
stavljaju predispozicije za neke bolesti i jo§ gomila faktora. Ovi domeni mogu
se predstaviti slu¢ajnim promenljivama (random variables). Konkretna bolest,
kao sto je Grip (Flu) moZe imati vrednosti prisutan (present) ili odsutan (ab-
sent), simptom ove bolesti Groznica (Fever) moze imati neprekidnu vrednost.
Skup promenljivih i njihovih vrednosti vazno je pitanje dizajna i zavisi od toga
na kakvo pitanje o problemu zelimo da damo odgovor.

Na§ zadatak je da na probabilisticki na¢in rezonujemo o vrednosti jedne ili
viSe promenljivih, ako su nam pritom date observacije o drugim promenljivama.
Da bismo to uradili, konstruisemo zajednicku raspodelu (joint distribution) nad
skupom slu¢ajnih promenljivih X. Ovaj tip modela nam omogucuje da odgov-
orimo na veliki skup interesantnih upita. Na primer, mozemo da napravimo
pretpostavku da slucajna promenljiva X; uzima vrednost x; i da se pitamo
kakva je raspodela verovatnoca nad vrednostima druge promenljive X;.

Razmotrimo jedan veoma jednostavan primer. Posmatramo Grip i Prehladu.
Ove dve bolesti nisu uzajamno iskljucive, neko moZe imati i jedno i drugo.
Takodje imamo jednu slucajnu veli¢inu Sezona, koja moZe da uzima 4 vred-
nosti - Prolece, Leto, Jesen i Zima. I dva simptoma BolMisiéa i ZacepljenNos,
za koje belezimo da li su prisutni ili ne. Ukupno tmamo 2*2%4*2%2 = 64 mogude
kombinacije. Ako mam je data zajednicka raspodela, mozemo da se pitamo ko-
lika je verovatnoca da pacijent ima Grip ako je Jesen i ima ZacepljenNos, ali
ne i BolMisica. Ovo se matematicki moZe zapisati kao:

P(Flu = true)|(Seasson = fall, Congestion = true, MusclePain = false)

2.1 Probabilisticki graficki modeli

Probabilisticki graficki modeli sluze da nam omoguce da kompaktno zapisemo
komplikovane raspodele u visoko dimenzionim prostorima. Cvorovi na graficima
odgovaraju promenljivama, a grane direktnim probabilistickim vezama izmedju
njih: Za primer koji smo malopre imali vidimo da nema interakcije izmedju bola
u misi¢ima i sezone, ali oba direktno interaguju sa gripom. Ovo je dualna per-
spektiva koju mozemo iskoristiti da interpretiramo graf. Oznaka (X LY |Z) znaci
da je X nezavisno od Y ako je vrednost od Z poznata. Na primer, (ZacepljenNos
1 Sezona | Grip, Prehlada) znaci da ako je poznato da li pacijent ima grip i
da li ima prehladu onda sezona nije relevantna informacija za to da li mu je
nos zacepljen ili ne. Ipak moramo paziti, ovo ne znac¢i da sezona ne utice na
raspodelu verovatnoca za zacepljenost nosa, veé da sve informacije koje je sezona
proizvela i sav uticaj se preslikao kroz podatke o gripu i prehladi. Drugi vazan
razlog zasto nam je graf potreban je $to nam pomaze da neku komplikovanu
verovatnocéu sa puno promenljivih razbijemo na faktore koje mnozimo i koji su
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(@) (b)

jednostavni. Recimo verovatnoca dogadjaja: ”prolece je, osoba nema grip, ima
prehladu, zacepljen nos i bol u misi¢ima” moze se zapisati kao proizvod sledeé¢ih
verovatnoca:

P(Season = spring), P(Flu = false|Season = spring), P(Hay fever = true|Season = spring)

P(Congestion = true|Flu = false, Hay fever = true), P(MusclePain = true|Flu = False)

U ovim izrazima jasno je da verovatnoca neke konkretne vrednosti zavisi samo
od ¢vorova koji su u grafu spojeni sa ¢vorom te promenljive. Izucava¢emo dve
familije grafickog prikaza distribucija: Bajesove mreze - koje su usmereni grafovi
i Markovljeve - koje su neusmereni. Sa obe ¢itamo nezavisnosti i faktorizacije.

2.2 Bajesove mreze

Nas cilj je da predstavimo zajednicku raspodelu P nad nekim skupom slucajnih
promenljivih X = {X1,..., X,,}. Cak i u najjednostavnijem slucaju kada su sve
promenljive binarne, zajednicka raspodela bi zahtevala verovatnoce 2" razli¢itih
moguénosti. Eksplicitno ¢uvanje takvih informacija je nezamislivo iz svake per-
spektive. Racunski je veoma skupo ¢uvati i manipulisati sa tom koli¢inom infor-
macija, kognitivno je nemoguce prikupiti toliko informacija od ljudskih eksper-
ata, statisticki ako hoéemo raspodelu da nauc¢imo iz podataka, uzasno mnogo
podataka bi nam trebalo da nauc¢imo parametre robusno. Svi ovi razlozi doveli
su do razvoja teorije o kojoj ¢emo ovde da govorimo.

Razmotrimo sledeéi primer. Kompanija Zeli da zaposli pametne studente,
ali nema nacin da direktno testira inteligenciju. Jedino sto poseduje je pristup
SAT skoru, koji jeste informativan ali ne potpuno indikativan. Znaci nas pros-
tor verovatnoéa indukovan je dvema vaznim promenljivama Inteligencija i SAT.
Zbog jednostavnosti moZemo pretpostaviti da svaka od njih uzima po dve vred-
nosti: Val(I) = {it,i°} i Val(S) = {s',s°} pri cemu je 1 oznaka za visu
vrednost © 0 za niZu. Primer jedne zajednicke raspodele moZe biti:
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Postoji naravno alternativa. Mozemo zapisati: P(I,S) = P(I)* P(S|I). Pred-
stavljamo proces ma nacin koji je intuitivno saglasniji sa uslovnoséu. Gomila
faktora (geni, okruzenje, dostupnost resursa,...) uticali su najpre na razvoj stu-
dentove inteligencije. Njegov SAT skor je potom pod uticajem inteligencije.
Iz matematicke perspektive, ovakav nacin razmisljanja nas dovodi do toga da
umesto da ¢uvamo jednu wvisoko dimenzionu tabelu, ¢uvamo nekoliko mangih,
a vrednosti verovatnoca koje nas zanimagju dobijamo mnoZenjem odgovarajucih
faktora. Za ovaj konkretni slucaj éuvamo P(I):

% 0.7
it 0.3
i P(S|I)
I s0 st
i 0.95 0.05
it 0.2 0.8

Verovatnoéa da student dobije veliki SAT skor, a da nije visoko inteligentan je
mala 0.05, sa druge strane verovatnoca da dobije veliki SAT skor ako je visoko
inteligentan je velika 0.8, ali nije 100%.

Pretpostavimo sada da osim ova dva, imamo i ocenu (prosecnu, ali jed-
nostavnosti radi smatrajmo je diskretnom) studenta koja moZe uzeti neke tri
vrednosti npr. Val(G) = {g', 9%, ¢°} koje predstavijaju ocene A,B i C. In-

Figure 3.1 Simple Bayesian networks for the student example

teligencija studenta je ocigledno povezana sa SAT skorom i sa ocenom. Takodje
1 SAT skor i ocena su povezani, ali su uslovno nezavisni u smislu koji smo veé
opisali, tj. ako znamo inteligenciju studenta, skor nam ne nosi nikakvu novu
informaciju o oceni. Odnosno, formalnije zapisano:

P(gli',s") = P(g]i")

ili
SLG|I

Ovde je bitna pretpostavka da je inteligencija studenta jedini razlog, jedina
veza izmedju SAT skora i ocene. Naravno da ovo nije realna pretpostavka, ali
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je mozda dobra aproksimacija sistema. Quvde se veé mozZe naslutiti intuicija
sa grafika, za sve informacije koje su poznate, obrisemo mjihove ¢vorove, oni
¢vorovi koji ostanu mepovezani u takvom grafiku uslovno su nezavisni. MoZemo
faktorisati raspodelu verovatnocéa:

P(I,8,G) = P(S,G|I) « P(I)

P(S,G|I) = P(S|I)  P(G|I)

jer I utice na S i G, a S i G su uslovno nezavisne u odnosu na I, odakle je
konacno:
P(I,S,G) = P(S|I)« P(G|I) =« P(I)

2.2.1 Naivni Bajes

U ovoj podsekciji opisa¢emo naivni Bajesov model (Idiot Bayes model). Pret-
postavka je da postoji jedna promenljiva C' (u primeru sa studentima je to
Inteligencija) koja uti¢e na ostale {X1,..., X} (SAT skor, ocena) i jedina je
stvar koja utic¢e, odnosno one su sve medjusobno uslovno nezavisne - kad je C
poznato, one ne zavise jedna od druge. Raspodela verovatnoca se ovde faktorise

Figure 3.2 The Bayesian network graph for a naive Bayes model

kao:

n
P(C,X1,... X,) = P(C) ][ P(xi[C)
i=1
Ovi faktori se mogu sacuvati sa malim brojem parametara - linearnim, za razliku
od eksponencijalnog broja kada bismo ¢uvali zajednicku raspodelu.

Bez obzira sto pravi ozbiljno jake pretpostavke, Bajesov model se u praksi
koristi zbog svoje jednostavnosti i malog broja potrebnog parametra. Znacajna
je primena za klasifikaciju - odlu¢ivanje zasnovano na vrednosti nekih param-
etara koji predstavljaju dokaze za datu instancu, kojoj klasi pripada. Formalno,
to mozemo zapisati kao:

P(C = ctzy,...,z,) P(C=ct) ﬁ P(z;]C = ¢t)
P(C =c?lzy,..,xn) P(C=c)1L P

Interesantno je da se u svojim ranim danima, ovaj model koristio za medicinske
dijagnoze, promenljiva C' je predstavljala bolest (njene vrednosti su odgovarale
razli¢itim bolestima) a promenljive X1, ..., X,, simptome, i rezultate razli¢itih
testova. Ovaj model je koriséen za medicinsku dijagnostiku jer je mali broj
interpretabilnih parametara olaksavao njihovo dobijanje od stru¢njaka. Na
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primer, sasvim je prirodno pitati lekara eksperta kolika je verovatnoca da paci-
jent sa upalom plu¢a ima visoku temperaturu. Zaista, nekoliko ranih sistema za
medicinsku dijagnostiku bilo je zasnovano na ovoj tehnologiji, a pokazano je da
su neki od njih davali bolje dijagnoze od onih koje postavljaju lekari eksperti.
Naravno, ovaj metod ima i ozbiljne mane. Pretpostavlja da pacijent nema is-
tovremeno vise bolesti, a takodje i da su Xy, ..., X,, medjusobno nezavisni, a
oni mogu biti ba§ ozbiljno korelisani, na primer gojaznost i visok pritisak su
oba znaci za probleme sa srcem, ali posSto su povezani, njihov uticaj se duplo
racuna. Iz ovog razloga razvijeni su kompleksniji Bajesovi modeli. Ipak, naivni
Bajes se tradicionalno koristi u oblasti gde daje dobre rezultate, domenima sa
puno featura i malo z-eva, kao Sto je recimo klasifikacija dokumenta u teme, na
osnovu rec¢i koje se javljaju u tim dokumentima.

2.3 Bajesove mreze

U ovom modelu posmatra se nesto slozenija situacija u kojoj ocena studenta ne
zavisi samo od njegove inteligencije, ve¢ i od tezine kursa. Pored toga, profesor
pise preporuku za studenta, ali posto ga se ne seca, oslanja se iskljuc¢ivo na
njegovu ocenu, pa kvalitet preporuke zavisi od ocene i odredjen je nasumicno.
U modelu se zato pojavljuje pet sluéajnih promenljivih: inteligencija (I), tezina
kursa (D), ocena (G), SAT rezultat (S) i kvalitet preporuke (L), pri ¢emu su
sve binarne osim ocene koja ima tri vrednosti, pa ukupna zajednicka raspodela
ima 48 mogudéih kombinacija .

Ovaj sistem se predstavlja Bajesovom mrezom, odnosno usmerenim grafom
u kome ¢vorovi predstavljaju promenljive, a grane direktne uticaje medju njima.
Ideja je da se ceo proces moze posmatrati kao generativni proces u kome svaka
promenljiva dobija vrednost na osnovu verovatnoce koja zavisi samo od njenih
"roditelja”. Tako inteligencija i tezina kursa nezavisno uti¢u na ocenu, inteligen-
cija dodatno utic¢e na SAT rezultat, dok kvalitet preporuke zavisi samo od ocene.
Na taj nac¢in model jasno prikazuje lokalne zavisnosti izmedju promenljivih, koje
zajedno formiraju celokupno ponasanje sistema.

Figure 3.3 The Bayesian Network graph for the Student example

Moramo imati i uslovne verovatnoce kao na slici: da bi mogli da izra¢unamo
npr. verovatnocu da inteligentan student na lakom kursu ima nisku ocenu a da
je imao visok SAT skor i loge pismo:

P(i',d° g% s',1°) = P(i")P(d®)P(g?|it, d°) P(s|i*) P(1°|g*) = 0.004608
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Bajesova mreza predstavlja zajednicku raspodelu verovatnoca, iz koje mozemo
racunati bilo koju uslovnu verovatnoéu P(Y|E). To radimo tako $to uzmemo
samo one slucajeve koji su u skladu sa posmatranim dokazima (evidence).
Tipovi zakljuc¢ivanja koje mozemo da sprovedemo u ovakvim mrezama su slededi:

e kauzalno zakljucivanje (uzrok — posledica)

— na primer inteligencija — ocena — preporuka
— ako znamo da je student slab, smanjuje se verovatnoéa dobre pre-
poruke
ovo je predikcija
e evidencijalno zakljucivanje (posledica — uzrok)

— losa ocena — manja verovatnoca da je student visoko inteligentan
— preporuka takodje daje informaciju ali slabiju od ocene
ovo je objasnjenje
e interkauzalno zakljucivanje (izmedju uzroka) - desava se kada vise uzroka
utice na istu posledicu, najvazniji efekat je explaining away:
— ako znamo posledicu npr. losa ocena, moguée je vise uzroka (niska
inteligencija ili tezak kurs)

— ako otkrijemo jedan uzrok - npr. kurs je tezak, verovatnoca dru-
gog uzroka se menja - u ovom slucaju smanjuje se verovatnoca niske
inteligencije

2.4 Bajesovi modeli i osnovne komponente u pgmpy

Bajesovi modeli predstavljaju jedan od najznacajnijih pristupa u okviru proba-
bilistickih grafickih modela. Oni omogucéavaju modelovanje zavisnosti izmedju
slu¢ajnih promenljivih na formalan i strukturiran nacin, koriste¢i usmerene
aciklicne grafove. U kontekstu bioinformatike, ovakvi modeli se ¢esto koriste
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za opisivanje slozenih bioloskih procesa, kao §to su regulacija ekspresije gena,
signalni putevi ili odnosi izmedju genetickih i fenotipskih karakteristika.

Implementacija Bajesovih modela u programskom jeziku Python moze se
realizovati pomocu biblioteke pgmpy, koja pruza alate za definisanje strukture
modela, zadavanje verovatnocéa i izvodjenje zakljuc¢ivanja. Osnovne komponente
koje ¢emo koristiti date su u nastavku:

Listing 1: Osnovne komponente za rad sa Bajesovim modelom

# Bajesov model
from pgmpy.models import BayesianModel

# Conditional Probability Table, funkcije uslovne raspodele
tabelarno predstavljena
from pgmpy.factors.discrete import TabularCPD

# Algoritam koji vrsi zakljucivanje
from pgmpy.inference import VariableElimination

Klasa BayesianModel koristi se za definisanje strukture modela, odnosno za-
visnosti izmedju promenljivih. Klasa TabularCPD omogucéava zadavanje uslovnih
raspodela verovatnoc¢a u tabelarnom obliku, $to predstavlja kljuéni korak u
parametrizaciji modela. Na kraju, VariableElimination predstavlja algori-
tam za zakljucivanje, koji omogucéava izra¢unavanje verovatnoca interesantnih
dogadjaja na osnovu poznatih podataka.

U nastavku ¢emo, polazeci od ovih osnovnih komponenti, konstruisati konkre-
tan Bajesov model i analizirati njegovo ponaSanje.

2.4.1 Algoritam eliminacije promenljivih

Jedan od osnovnih zadataka u radu sa Bajesovim mrezama jeste zakljucivanje,
odnosno izra¢unavanje verovatnoc¢a odredjenih promenljivih na osnovu poznatih
informacija. U tu svrhu koristi se viSe algoritama, a jedan od najpoznatijih i
najcesce koriséenih jeste eliminacija promenljivih (Variable Elimination).

Algoritam eliminacije promenljivih zasniva se na ideji da se zajednicka raspodela
verovatnoée moze efikasno izracunati tako sto se postepeno eliminisu (sumiraju)
promenljive koje nisu od interesa. Umesto da se racuna kompletna zajednicka
raspodela nad svim promenljivima, $to je u praksi ¢esto neizvodljivo zbog ek-
sponencijalnog rasta, ovaj algoritam koristi strukturu grafa kako bi znacajno
smanjio broj operacija.

Intuitivno, postupak funkcionise tako sto:

e identifikujemo promenljive koje Zelimo da izra¢unamo (upit),
e uzimamo u obzir poznate vrednosti nekih promenljivih (evidenciju),

e ostale promenljive postepeno eliminisemo sumiranjem preko njihovih moguéih
vrednosti.
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Tokom ovog procesa, koriste se lokalne funkcije verovatnoée (CPD-ovi), koje
se medjusobno mnoze i marginalizuju. Redosled eliminacije promenljivih moze
znaCajno uticati na efikasnost algoritma, jer odredjuje velicinu medjukoraka
(intermedijarnih tabela).

U biblioteci pgmpy, algoritam eliminacije promenljivih implementiran je kroz
klasu VariableElimination. Nakon $to definiSemo model i njegove raspodele
verovatnoca, mozemo inicijalizovati objekat za zaklju¢ivanje na slede¢i naéin:

Listing 2: Inicijalizacija algoritma eliminacije promenljivih

from pgmpy.inference import VariableElimination

inference = VariableElimination (model)

Nakon inicijalizacije, moguce je postavljati upite nad modelom. Na primer,
mozemo izracunati raspodelu verovatnoée za odredjenu promenljivu ili skup
promenljivih, uz eventualno zadatu evidenciju. Ovakav pristup omogudéava flek-
sibilno i efikasno zaklju¢ivanje u slozenim probabilistickim modelima.

Vazno je naglasiti da eliminacija promenljivih daje taéne rezultate, za
razliku od nekih aproksimativnih metoda, ali njena vremenska i memorijska
slozenost moze biti velika kod mreza sa velikim brojem ¢vorova ili gustim povezi-
vanjem. Uprkos tome, zbog svoje konceptualne jednostavnosti i preciznosti, ovaj
algoritam predstavlja standardni alat za zakljuc¢ivanje u Bajesovim mrezama.

Marginalna verovatno¢a Marginalna verovatnoca predstavlja verovatnoéu
jedne slucajne promenljive, nezavisno od vrednosti ostalih promenljivih u mod-
elu. Drugim re¢ima, ona se dobija tako sto se “zanemare” (eliminisu) ostale
promenljive, najceS¢e sumiranjem preko svih njihovih moguéih vrednosti.

Neka imamo dve slucajne promenljive X i Y sa zajednickom raspodelom
P(X,Y). Marginalna verovatnoéa promenljive X definise se kao:

P(X) =) P(X,Y)

Intuitivno, ovo znaci da verovatno¢u dogadjaja X dobijamo tako $to sabi-
ramo verovatnoée svih moguéih slucajeva u kojima se X pojavljuje, bez obzira
na to koja je vrednost promenljive Y.

Na primer, ako promenljiva ¥ moze da uzme dve vrednosti y; i y2, tada
vazi:

U kontekstu Bajesovih mreza, marginalna verovatnoca se ¢esto ra¢una pomocu
algoritma eliminacije promenljivih, gde se nezeljene promenljive elimini§u up-
ravo ovakvim sumiranjem. Na taj nacin dobijamo verovatnoéu promenljive od
interesa bez potrebe da eksplicitno razmatramo sve kombinacije vrednosti u
modelu.
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Primer rada algoritma eliminacije promenljivih Da bismo razumeli kako
funkcioniSe eliminacija promenljivih, razmotrimo jednostavan model sa tri promenljive:

e A — uzrok,
e B — posredna promenljiva,
e (' — posledica.
Pretpostavimo da vazi struktura:
A—-B—=C
Zajednicka raspodela ovih promenljivih moze se zapisati kao:
P(A,B,C)=P(A)-P(B|A)-P(C|B)

Neka nas zanima marginalna verovatnoca promenljive C', odnosno P(C). Di-
rektno rac¢unanje bi zahtevalo sumiranje preko svih moguéih vrednosti promenljivih

AiB:
ZZP P(B| A)-P(C | B)
Algoritam eliminacije promenljivih omogucéava da se ovaj izraz izraCuna

efikasnije, reorganizacijom izraza i postepenim eliminisanjem promenljivih.
Prvo eliminisemo promenljivu A. Grupisanjem odgovarajuéih faktora dobi-

jamo:
ZP P(B| A)

Rezultat ove sume je nova funkcija koja zavisi samo od promenljive B (to je
zapravo marginalna raspodela P(B)). Oznac¢imo je sa f(B):

Z P(A)-P(B| A)
Sada izraz za P(C) postaje:

Zf P(C| B)

U slede¢em koraku eliminiSemo promenljivu B:

z(zp B|A>) P(C|B)

Na ovaj nacin izbegavamo racunanje kompletne zajednicke raspodele P(A, B, C),
ve¢ radimo sa manjim, lokalnim funkcijama.
Kljuéna ideja algoritma je sledeca:

e kombinujemo (mnozimo) samo relevantne faktore,
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e climiniSemo promenljive sumiranjem,
e kreiramo nove, manje faktore koji se koriste u narednim koracima.

Ovakav pristup zna¢ajno smanjuje broj operacija u odnosu na naivno racunanje,
posebno kod modela sa ve¢im brojem promenljivih. Upravo zbog toga, elimi-
nacija promenljivih predstavlja osnovni algoritam za ta¢no zakljuc¢ivanje u Ba-
jesovim mrezama.

Numericki primer marginalne verovatnoce i eliminacije promenljivih
Razmotrimo model sa tri binarne promenljive A, B i C"

A—-B—=C
Neka su date sledeée verovatnoce:
e Apriorna verovatnoca:
P(A=1)=0.3, P(A=0)=0.7

e Uslovna verovatnoca B dato A:

PB=1]A=1)=08, P(B=0|]A=1)=02

P(B=1|A=0)=02, P(B=0|A=0)=0.38
e Uslovna verovatnoca C' dato B:

P(C=1|B=1)=09, P(C=0|B=1)=0.1

P(C=1|B=0)=01, P(C=0|B=0)=0)9
Zelimo da izracunamo marginalnu verovatnoéu P(C = 1).

Korak 1: eliminacija promenljive A
Prvo ra¢unamo raspodelu promenljive B:

P(B=1)=P(A=1)P(B=1|A=1)+P(A=0)P(B=1| A=0)
P(B=1)=03-08+0.7-0.2=0.24+0.14 = 0.38

P(B=0)=0.3-0.2+0.7-0.8 =0.06 + 0.56 = 0.62

Korak 2: eliminacija promenljive B
Sada racunamo P(C' = 1):

P(C=1)=PB=1)P(C=1|B=1)+PB=0)P(C=1|B=0)
P(C=1)=0.38-0.9+0.62-0.1 = 0.342 4 0.062 = 0.404

Dakle, dobijamo:
P(C=1)=0.404

Ovaj primer jasno ilustruje ideju eliminacije promenljivih: prvo smo elimin-
isali A da bismo dobili raspodelu nad B, a zatim eliminisali B da bismo dobili
verovatnoéu za C. Na taj nacin izbegavamo racunanje kompletne zajednicke
raspodele nad svim promenljivima.
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Primer: Bajesova mreza za dijagnostiku COVID-19 Razmotrimo jed-
nostavan model koji opisuje odnos izmedju simptoma i dijagnostickih nalaza
kod bolesti COVID-19. Posmatramo sledeée promenljive:

e kasalj — da li pacijent ima kasalj,

e temperatura — da li pacijent ima povisenu temperaturu,
e X-ray — rezultat rendgenskog snimka,

e covid — da li je pacijent zarazen.

Struktura modela je takva da simptomi uticu na rezultat rendgenskog snimka,
dok nalaz rendgena dalje uti¢e na procenu. Na osnovu ove strukture, definiSemo
odgovarajuce uslovne raspodele verovatnoca (CPD-ove):

Listing 3: Definisanje CPD-ova za model COVID dijagnostike
# Kasalj, Temperatura, X-ray, COVID

)0

kasalj temperatura
A
X-ray
|

covid

K_cpd = TabularCPD(
variable="kasalj",
variable_card=2,
values=[[0.4],[0.611],
state_names = { ’kasalj’: [’NE’, °DA’] %}

T_cpd = TabularCPD(
variable="temperatura",
variable_card=2,
values=[[0.3],[0.711,
state_names = { ’temperatura’: [’N’, ’V’] }

X_cpd = TabularCPD(
variable="X-ray",
variable_card=2,
evidence=[’kasalj’,’temperatura’],
evidence_card=[2,2],
values=[
[0.1,0.2,0.3,0.4],
[0.9,0.8,0.7,0.6],
1,
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state_names = {

’kasalj’: [’NE’, °DA’],
’temperatura’: [’N’, ’V°’],
’X-ray’: [’LOS’, ’DOBAR’]

C_cpd = TabularCPD(
variable="covid",
variable_card=2,
evidence=[’X-ray’],
evidence_card=[2],
values=[

[0.2,0.7],
[0.8,0.3],
1,
state_names = {
’>X-ray’: [’L0OS’, ’DOBAR’],
’covid’: [’NE’, ’DA’]
}

U ovom modelu, promenljive kasalj i temperatura imaju apriorne raspodele,
dok promenljiva X-ray zavisi od obe. Na kraju, promenljiva covid zavisi
isklju¢ivo od rezultata rendgenskog snimka.

Ovakav model omogucava da, na osnovu simptoma i dijagnostickih nalaza,
procenimo verovatnocu prisustva bolesti, kao i da analiziramo kako razliciti fak-
tori uticu na kona¢nu dijagnozu.

Konstrukcija modela Nakon definisanja uslovnih raspodela verovatnoéa (CPD-
ova), slededi korak je konstrukcija same Bejzesovske mreze, odnosno definisanje
strukture grafa i povezivanje sa odgovaraju¢im verovatno¢ama.

Struktura modela se zadaje navodjenjem usmerenih grana izmedju promenljivih,
¢ime se eksplicitno definiSu njihove zavisnosti. U naSem primeru, promenljive
kasalj i temperatura uticu na X-ray, dok X-ray dalje uti¢e na promenljivu
covid.

Listing 4: Konstrukcija Bajesovog modela

# Konstrukcija modela pomocu CPD i veza izmedju cvorova
model = BayesianModel ([

(’kasalj’, ’X-ray’),
(’temperatura’, ’X-ray’),
(’X-ray’, ’covid’)

D

model.add_cpds(K_cpd, T_cpd, X_cpd, C_cpd)

Pozivom funkcije BayesianModel definiSemo strukturu grafa, dok metod
add_cpds sluzi za pridruzivanje prethodno definisanih raspodela verovatnoéa
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svakom ¢voru u modelu.

Na ovaj nacin dobijamo kompletno definisan Bajesov model, koji se sastoji iz
dva kljuéna dela: strukture (graf zavisnosti) i parametara (verovatnocée). Takav
model je spreman za dalje analize, uklju¢ujuéi izvodjenje zakljuc¢ivanja pomocu
algoritama kao Sto je eliminacija promenljivih.

Provera ispravnosti modela Nakon definisanja strukture mreze i dodavanja
svih uslovnih raspodela verovatnoca, potrebno je proveriti da li je model is-
pravno konstruisan. U biblioteci pgmpy to se radi pomo¢u metode check model ().

Listing 5: Provera ispravnosti modela
# Provera ispravnosti modela (probati sa izmenama vrednosti
CPD)
model.check_model ()

Ova metoda proverava da 1li su svi ¢vorovi u modelu dobili odgovarajuée
CPD-ove, da li su roditelji navedeni u tabelama verovatnoca uskladjeni sa
granama u grafu, kao i da li su same tabele korektno definisane. Posebno je
vazno da verovatnoce u svakoj koloni uslovne tabele daju zbir jednak 1, jer svaka
kolona predstavlja raspodelu verovatnoée za fiksirane vrednosti roditeljskih
promenljivih.

Ako je model ispravno definisan, metoda vrac¢a vrednost True. U suprotnom,
javlja se greska, $to moze pomod¢i da se uoce problemi u definiciji modela, na
primer pogresno zadate verovatnoce, neuskladjenost izmedju strukture mreze i
CPD-ova ili izostavljanje raspodele za neki ¢vor.

Zbog toga je check model () koristan korak u radu, narocito tokom testiranja
i izmene modela, jer omogucava da se greske otkriju pre nego Sto se pristupi
zakljucivanju.

IzvrSavanje probabilistickih upita Kada je model konstruisan i provereno
da je ispravan, mozemo pristupiti zakljucivanju. U biblioteci pgmpy za to se
koristi klasa VariableElimination, koja implementira algoritam eliminacije
promenljivih. Ovaj algoritam omoguéava izraCunavanje verovatnoc¢a promenljivih
od interesa na osnovu strukture modela i definisanih uslovnih raspodela.

Listing 6: Izvrsavanje probabilistickog upita nad modelom

# Izvrsavanje probabilistickih upita
inference = VariableElimination(model)
res = inference.query([’covid’])

print (res)

U prvoj liniji formira se objekat inference, koji predstavlja mehanizam
za zakljuc¢ivanje nad prethodno definisanim modelom. Drugom linijom zadaje
se upit kojim se trazi raspodela verovatnoce promenljive covid. PoSto u ovom
sluc¢aju nije navedena nikakva dodatna evidencija, racuna se marginalna verovatnoca
promenljive covid, odnosno njena verovatnocéa bez uslovljavanja poznatim vred-
nostima drugih promenljivih.
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Drugim re¢ima, model sabira doprinose svih moguéih kombinacija vrednosti
promenljivih kasalj, temperatura i X-ray, kako bi dobio ukupnu raspodelu za
promenljivu covid. Rezultat se smesta u promenljivu res, a zatim se ispisuje
pomocu funkcije print.

Dobijeni rezultat predstavlja verovatnoce za obe moguée vrednosti promenljive
covid, na primer za stanja NE i DA. Na taj na¢in mozemo videti kolika je ukupna
verovatnoca prisustva, odnosno odsustva bolesti u okviru zadatog modela.

Finding Elimination Order: : 100% ||| 3/3 [00:00<00:00, 634.92it/s]
Eliminating: temperatura: 100%| || 3/3 [00:00<00:00, 350.26it/s]

| covid | phi(covid) |
| covid(NE) | 0.5550 |
Fommm - T +
| covid(DA) | 0.4450 |
Femmmm e Fomm e +

IzvrSavanje upita uz zadatu evidenciju Pored izracunavanja marginalnih
verovatnoca, Bejzesovska mreza omogucava i zakljucivanje u situacijama kada
su neke vrednosti promenljivih ve¢ poznate. Takve poznate vrednosti nazi-
vaju se evidencija ili opazanja. Na osnovu njih moguce je izracunati uslovnu
verovatno¢u promenljive koja nas zanima.

Listing 7: Izvrsavanje upita uz zadatu evidenciju

# Izvrsavanje upita uz opazanje pojedinih vrednosti

inference = VariableElimination(model)
res = inference.query([’covid’], evidence={’kasalj’: ’DA’, °’
temperatura’: ’V’3})

print (res)

U ovom primeru formira se objekat za zaklju¢ivanje nad modelom, a zatim se
postavlja upit za promenljivu covid, pri ¢emu je zadato da pacijent ima kasalj
i povisenu temperaturu, odnosno da vazi kasalj = DA i temperatura = V. Na
taj nacin ne rac¢una se vise ukupna, marginalna verovatnoc¢a promenljive covid,
ve¢ njena uslovna verovatnodéa u prisustvu konkretnih opazenih simptoma.

Preciznije, izracunava se raspodela:

P(covid | kasalj = DA, temperatura = V)

To znaci da model uzima u obzir samo one delove raspodele koji su u skladu
sa zadatim vrednostima promenljivih kasalj i temperatura, a zatim na osnovu
njih procenjuje verovatnoéu da promenljiva covid ima vrednost DA ili NE. U tom
procesu koristi se struktura mreze i odgovarajuce uslovne raspodele verovatnoca,
posebno preko promenljive X-ray, koja povezuje simptome sa konac¢nom dijag-
nozom.

Ovakvi upiti su posebno znacajni u bioinformatici i medicinskim primenama,
jer omogucavaju procenu verovatnoce odredjenog stanja na osnovu ve¢ poznatih
simptoma, nalaza ili eksperimentalnih opazanja. Na taj nac¢in Bajesove mreze
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predstavljaju koristan alat za modelovanje neizvesnosti i donoSenje zakljucaka
u slozenim sistemima.

Primer uslovne nezavisnosti i zatvaranja toka u grafu Jedna od klju¢nih
osobina Bajesovih mreza jeste moguénost uoCavanja uslovne nezavisnosti
izmedju promenljivih na osnovu strukture grafa. Ova osobina se ¢esto objasnjava
kroz pojam ”zatvaranja toka informacija” u grafu.

Listing 8: Primer uslovne nezavisnosti u modelu

# Primer nezavisnosti usled zatvaranja toka zavisnosti u

grafu
inference = VariableElimination (model)
resl = inference.query([’covid’], evidence={’X-ray’: ’L0OS’})

print (resl)

res2 = inference.query([’covid’], evidence={’X-ray’: ’LOS’,
’kasalj’: ’NE’})
print (res2)

U ovom primeru posmatramo kako dodatna informacija o promenljivoj kasalj
uti¢e na verovatno¢u promenljive covid, u situaciji kada veé¢ znamo vrednost
promenljive X-ray.

Kada zadamo evidenciju X-ray = LOS, ¢vor X-ray "zatvara” tok informacija
izmedju njegovih roditelja (kasalj, temperatura) i potomka (covid). To znaci
da dodatna informacija o promenljivoj kasalj viSe ne uti¢e na verovatnocéu
promenljive covid.

Drugim rec¢ima, vazi priblizno:

P(covid | X-ray) = P(covid | X-ray, kasalj)

§to znaci da su promenljive covid i kasalj uslovno nezavisne kada je
poznata vrednost promenljive X-ray.

Ovo se moze proveriti u praksi poredjenjem rezultata resi i res2, koji ée
biti jednaki (ili vrlo bliski), §to potvrdjuje teorijsko svojstvo modela.

Ovaj fenomen je poznat kao d-separacija i predstavlja osnovni mehanizam
pomocu kojeg struktura grafa odredjuje koje promenljive uti¢u jedna na drugu,
a koje postaju nezavisne u prisustvu odredjene evidencije.

MAP upit (Maximum A Posteriori) Pored ra¢unanja kompletne raspodele
verovatnoce, ¢esto nas zanima samo najverovatnija vrednost odredjene promenljive,
uz zadatu evidenciju. U tom slucaju koristi se tzv. MAP upit (Mazimum A
Posteriori).

Listing 9: Primer MAP upita
# Primer MAP upita
inference = VariableElimination (model)
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res = inference.map_query([’covid’], evidence={’X-ray’: ’LOS
>, ’kasalj’: ’NE’})
print (res)

MAP upit ne vraca celu raspodelu verovatnoée, veé¢ onu vrednost promenljive
koja ima najveéu uslovnu verovatnocu u odnosu na zadatu evidenciju.
Formalno, MAP upit odredjuje:

arg max P(z | evidence)
x

U ovom primeru, rac¢una se koja vrednost promenljive covid (da li DA ili NE)
ima najve¢u verovatno¢u pod uslovom da je X-ray = LOS i kasalj = NE.
Rezultat upita je konkretna vrednost promenljive, na primer:

{’covid’: ’DA’}

Sto znaci da je, prema modelu, najverovatnije da pacijent ima COVID u
datim uslovima.

Za razliku od standardnog upita query (), koji vraca celu raspodelu verovatnoce,
map_query () daje samo najverovatniji ishod, $to je ¢esto korisno u situacijama
kada je potrebno doneti konkretnu odluku ili klasifikaciju.

Analiza nezavisnosti u modelu Jedna od vaznih prednosti Bajesovih mreza
jeste mogucénost automatskog odredjivanja zavisnosti i nezavisnosti izmedju
promenljivih na osnovu strukture grafa. Biblioteka pgmpy pruza nekoliko ko-
risnih funkcija za analizu ovih odnosa.

Listing 10: Analiza nezavisnosti i zavisnosti u modelu

# Pronadjene nezavisnosti u grafu
model.get_independencies ()

# Pronadjene lokalne nezavisnosti vezane za promenljivu
kasalj"
model.local_independencies(’kasalj’)

n

# Pronadjene aktivne putanje zavisnosti u odnosu na cvor
kasalj"
model.active_trail_nodes (’kasalj’)

# Aktivne putanje kada je X-ray opazen
model.active_trail_nodes (’kasalj’, observed=[’X-ray’])

Funkcija get_independencies() vraca skup svih nezavisnosti koje vaze u
modelu, izvedenih na osnovu strukture grafa. Ove nezavisnosti su posledica
d-separacije, odnosno nac¢ina na koji su ¢vorovi povezani.

Funkcija local_independencies(’kasalj’) daje lokalne nezavisnosti za
datu promenljivu. U naSem modelu, kasalj je direktno povezan samo sa
promenljivom X-ray, pa je nezavisan od ostalih promenljivih kada se uslovimo
na odgovarajuce ¢vorove (npr. potomke ili roditelje u grafu).
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Funkcija active_trail nodes(’kasalj’) vraca sve ¢vorove koji su dos-
tupni putem aktivnih putanja iz ¢vora kasalj. To su ¢vorovi na koje
kasalj moze da utice (ili od kojih moze da zavisi) kroz graf, bez zadate eviden-
cije. U naSem slucaju, to ukljucuje X-ray i dalje covid.

Kada uvedemo evidenciju:

model.active_trail_nodes(’kasalj’, observed=[’X-ray’])

situacija se menja. Cvor X-ray je sada opazen, ¢ime se zatvara putanja
izmedju kasalj i covid. To znaci da kasalj viSe ne utice na covid kada znamo
vrednost promenljive X-ray. Drugim re¢ima, ove dve promenljive postaju uslovno
nezavisne.

Intuitivno, kada znamo rezultat rendgenskog snimka, dodatna informacija o
kaslju viSe ne donosi novu informaciju o bolesti, jer je uticaj kaslja ve¢ ”ugrad-
jen” u promenljivu X-ray.

Ove funkcije omoguéavaju da se struktura modela analizira bez eksplicitnog
rac¢unanja verovatnoca, $to je posebno korisno za razumevanje nacina na koji se
informacije propagiraju kroz mrezu.

3 Izgradnja Bajesove mreze ucenjem strukture
podataka

U procesu ucenja strukture Bayesovih mreza cesto se koristi pristup zasnovan
na optimizaciji, poznat kao score-based metoda. U ovom pristupu, cilj je pronaci
strukturu grafa (usmerenog aciklicnog grafa, DAG) koja najbolje objasnjava
posmatrane podatke. Ovaj proces se sastoji iz dve kljuéne komponente: al-
goritma pretrage i funkcije ocenjivanja (engl. scoring function). Algoritam
pretrage, kao Sto je Hill Climb Search, iterativno modifikuje strukturu grafa
dodavanjem, uklanjanjem ili obrnutim usmeravanjem grana, pri ¢emu u svakom
koraku bira promenu koja poboljSava vrednost izabrane funkcije ocenjivanja.
Ovaj postupak se ponavlja sve dok se ne dostigne lokalni optimum, odnosno
stanje u kojem nijedna lokalna promena ne dovodi do poboljsanja rezultata.

Funkcija ocenjivanja, kao sto je BIC (Bayesian Information Criterion), meri
kvalitet odredjene strukture tako $to kombinuje dva aspekta: koliko dobro model
objasnjava podatke i koliko je model slozen. Matematicki, BIC se moze pos-
matrati kao razlika izmedju log-verovatnoée modela (koja meri prilagodjenost
podacima) i kazne za broj parametara (koja penalizuje kompleksnije modele).
Time se postize balans izmedju preciznosti i jednostavnosti modela, ¢ime se
sprecava prekomerno prilagodjavanje

U okviru biblioteke pgmpy, klasa Hil1ClimbSearch implementira ovaj pristup
tako 8to zapocinje od inicijalne strukture (najéesée bez grana) i zatim sistem-
atski istrazuje prostor mogucih grafova. Svaka potencijalna modifikacija struk-
ture se evaluira pomoc¢u odabrane funkcije ocenjivanja, kao S$to je BicScore, a
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zatim se bira ona promena koja najvise poboljsava vrednost skora. Konaéni
rezultat ovog procesa je graf koji predstavlja najbolju aproksimaciju zavisnosti
izmedju promenljivih u podacima.

Vazno je napomenuti da je Hill Climb Search pohlepni algoritam, sto znaci da
ne garantuje pronalazenje globalno optimalnog resenja, ve¢ lokalno optimalnog.
Ipak, zbog svoje efikasnosti i relativno dobre performanse u praksi, ovaj pristup
je jedan od najcesée koris¢enih metoda za ucenje strukture Bayesovih mreza iz
podataka.

4 CART algoritam

Stablo odluc¢ivanja je drvoliki model koji se koristi za donosenje odluka i pred-
vidjanje ishoda na osnovu podataka. Sastoji se od ¢vorova koji predstavljaju
tacke odlu¢ivanja i grana koje predstavljaju moguce ishode tih odluka. Svaki
unutradnji ¢vor sadrzi uslov zasnovan na vrednosti neke ulazne promenljive, dok
listovi stabla predstavljaju konaé¢ne rezultate, odnosno klasifikacije ili numericke
predikcije.

Stablo odlu¢ivanja se konstruiSe rekurzivnim deljenjem ulaznog skupa po-
dataka na manje podskupove, u skladu sa vrednostima ulaznih promenljivih.
Ovaj proces se ponavlja sve dok se ne dobiju podskupovi koji su dovoljno ho-
mogeni ili dok se ne ispuni odredjeni kriterijum zaustavljanja. Svaka takva
podela odgovara jednom ¢voru u stablu i predstavlja donoSenje odluke na os-
novu odredjenog uslova.

Kljuéni cilj pri konstruisanju stabla jeste da se izaberu podele koje minimizuju
necistoéu (engl. impurity) dobijenih podskupova. Necisto¢a predstavlja meru
nehomogenosti podataka u ¢voru, odnosno koliko su razlicite klase medjusobno
pomesane. Sto je necistoéa manja, to je podskup ”istiji”, odnosno sastavl-
jen od elemenata iste klase. Algoritam tezi formiranju ¢vorova sa $to manjom
necisto¢om, jer takvi ¢vorovi omogucavaju preciznije donosenje odluka.

Na ovaj nacin, stablo odluc¢ivanja razlaze slozen problem na niz jednostavnih
pravila tipa ako—onda, gde svaki put od korenskog ¢vora do lista predstavlja
jedno pravilo odlucivanja.

CART (Classification and Regression Trees) algoritam je algoritam zasnovan
na stablu odlu¢ivanja koji se moze koristiti i za probleme klasifikacije i za prob-
leme regresije u masinskom ucéenju. FunkcioniSe tako Sto rekurzivno deli skup
podataka za treniranje na manje podskupove koristeé¢i binarne podele.
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CART je mocan i 8iroko koriséen algoritam zbog svoje sposobnosti da radi
sa kategorijskim i numerickim (kontinualnim) promenlji- vama, svoje inter-
pretabilnosti, kao i sposobnosti da modeluje nelinearne odnose izmedju ulaznih
promenljivih i ciljne promenljive.

Algoritam Classification and Regression Trees (CART) uvek formira binarno
stablo, Sto znac¢i da svaki unutrasnji ¢vor ima tac¢no dva potomka. Ovo ga
razlikuje od drugih metoda zasnovanih na stablima, koje mogu imati vise od
dve grane iz jednog ¢vora.

Algoritam funkcioniSe tako Sto rekurzivno deli skup podataka za treniranje na
manje podskupove koriS¢enjem binarnih podela. Stablo poc¢inje od korenskog
¢vora, koji sadrzi sve podatke za treniranje, i zatim se podaci postepeno dele
na manje podskupove sve dok se ne ispuni odredjeni kriterijum zaustavljanja.

e U svakom ¢voru stabla algoritam bira ulaznu promenljivu i odgovarajuéi
prag koji na najbolji na¢in deli podatke na dve grupe, na osnovu vred-
nosti te promenljive. Ovaj izbor se vrsi tako sto se pronalazi kombinacija
promenljive i praga koja maksimizuje informacijski dobitak ili minimizuje
Gini necistoéu, odnosno mere koje procenjuju koliko dobro odredjena
podela razdvaja podatke.

e Proces se nastavlja rekurzivno, tako Sto svaki ¢vor deli podatke na dva
manja podskupa, sve dok se ne ispuni neki kriterijum zaustavljanja. Ovaj
kriterijum moze biti maksimalna dubina stabla, minimalan broj instanci
u listu ili neki drugi uslov.

e Kada je stablo izgradjeno, ono se koristi za donosenje predikcija tako Sto
se prolazi kroz stablo od korenskog ¢vora do odgovarajuéeg lista za dati
ulaz. Kod regresionih problema, predikcija je prosetna vrednost ciljne
promenljive u tom listu, dok je kod klasifikacionih problema predikcija
najzastupljenija klasa u listu.

Gini necisto¢a predstavlja meru nehomogenosti podataka u ¢voru i definiSe se
formulom:
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K
Gini=1-Yp; (1)
i=1

gde je p; verovatnoca (odnosno udeo) elemenata klase i u datom évoru, a K
ukupan broj klasa. Vrednost Gini necistoée je jednaka nuli kada svi elementi
u ¢voru pripadaju istoj klasi, dok veée vrednosti ukazuju na veéu necistocu,
odnosno vec¢u izmeSanost klasa.

Alternativno, kvalitet podele moze se meriti i informacionim dobitkom, koji
se zasniva na entropiji:

K

Entropy = — Zpi log,, p; (2)
i=1

N
Information Gain = Entropy(parent) — Z WJ - Entropy(child;) (3)
J

gde N; predstavlja broj instanci u podévoru j, a N ukupan broj instanci
u roditeljskom ¢voru. Cilj je izabrati podelu koja najvise smanjuje entropiju,
odnosno povecava homogenost podskupova.

Entropija je osnovni pojam u teoriji informacija i predstavlja meru neizves-
nosti ili koli¢ine informacije u sistemu. U kontekstu masinskog ucenja i stabala
odlucivanja, entropija se koristi za kvantifikaciju necistoée (neuredjenosti) po-
dataka u datom ¢voru, odnosno za merenje koliko su klase u tom ¢voru medju-
sobno pomesane.

Formalno, entropija diskretne slucajne promenljive definise se kao:

K
H(X) =~ Zpi log, pi (4)

gde p; predstavlja verovatnoéu pojavljivanja klase ¢, a K ukupan broj klasa.
Entropija predstavlja ocekivanu koli¢inu informacije potrebnu da se odredi ishod
slucajne promenljive.

Vrednost entropije zavisi od raspodele klasa u ¢voru. Ako svi elementi pri-
padaju istoj klasi, entropija je jednaka nuli, Sto zna¢i da ne postoji neizves-
nost. Sa druge strane, entropija dostize maksimalnu vrednost kada su klase
ravnomerno rasporedjene, odnosno kada je neizvesnost najveca.
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U algoritmima stabala odluc¢ivanja, entropija se koristi za izbor najbolje podele
podataka. Cilj je pronadi takvu podelu koja dovodi do najveteg smanjenja en-
tropije, ¢ime se dobijaju homogeniji podskupovi. Ova promena entropije naziva
se informacijski dobitak (engl. information gain) i predstavlja osnovni kriteri-
jum za izgradnju stabla u nekim algoritmima.

Na taj nacin, entropija omogucava algoritmu da sistematski smanjuje neizves-
nost u podacima, razlazuéi slozen problem na niz jednostavnijih i jasnije razd-
vojenih podskupova.

Da bismo ilustrovali kako se racuna Gini necisto¢a, razmotrimo sledeci primer.
Pretpostavimo da imamo problem binarne klasifikacije, gde zelimo da pred-
vidimo da li ¢e osoba kupiti odredjeni proizvod na osnovu svojih godina i pri-
hoda.

Godine | Prihod | Kupuje proizvod?
30 20000 Da
40 50000 Da
20 30000 Ne
50 60000 Ne
60 80000 Da

Cilj je da izgradimo stablo odluéivanja koje ¢e predvideti da li ¢e osoba kupiti
proizvod na osnovu njenih godina i prihoda. Pretpostavimo da zelimo da pode-
limo podatke na osnovu promenljive godine, sa pragom od 35.

Levi potomak (¢vor) sadrzace podatke za koje su godine manje ili jednake 35,
dok ¢e desni potomak sadrzati podatke za koje su godine vece od 35.

Gini necistoca za levi potomak moze se izracunati na sledeéi nacin:

Crog = 1— (;)2 - (;)2 —05 (5)

U levom ¢voru nalaze se dva podatka, od kojih jedan pripada klasi "Da”, a
drugi klasi "Ne”. Stoga je verovatnoca da nasumicno izabrani element pripada
klasi ”Da” jednaka 0.5, dok je verovatnoca da pripada klasi ”"Ne” takodje 0.5.

Gini necistoca za desni potomak ra¢una se na sledeéi nacin:

2\ 2 1\?
Glright = 1 — (3) — <3) ~ 0.444 (6)

U desnom ¢voru nalaze se tri podatka, od kojih dva pripadaju klasi "Da”,
a jedan klasi "Ne”. Zbog toga je verovatnoca da nasumicno izabrani element
pripada klasi "Da” jednaka %, dok je verovatnoca da pripada klasi "Ne” jednaka
1

3-
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Gini nec¢isto¢a meri verovatnocu pogresne klasifikacije nasumicno izabranog
elementa ako bi mu klasa bila dodeljena na osnovu raspodele klasa u ¢voru.
Manja vrednost Gini nec¢isto¢e ukazuje na homogeniji skup podataka, sto znaéci
da je podela kvalitetnija.

Ukupna Gini necistoéa za odredjenu podelu moze se izrac¢unati kao pon-
derisana sredina Gini necisto¢a potomaka, gde su tezine proporcionalne broju
podataka u svakom ¢voru:

2 3
Gsplit = gGleft + gGright ~ 0.48 (7)

e Algoritam stabla odluéivanja ispituje razli¢ite pragove i razli¢ite ulazne
promenljive kako bi pronasao podelu koja minimizuje Gini necistocu.

Sledeéi primer ilustruje primenu CART algoritma na problem binarne klasi-
fikacije.

e Pretpostavimo da imamo skup podataka o pacijentima koji sadrzi infor-
macije o njihovim godinama, polu, krvnom pritisku i nivou holesterola,
kao i informaciju da li imaju sr¢ano oboljenje. Cilj je da se izgradi model
koji predvidja da li ée novi pacijent imati sréano oboljenje na osnovu ovih
karakteristika.

e Na pocetku se rac¢una Gini necistoca celog skupa podataka. Pretpostavimo
da u skupu ima 500 pacijenata, od kojih 200 ima sréano oboljenje, a 300
nema. Gini necisto¢a se rac¢una kao:

200\*  /300)°
G=1-|—) - |=—=—] =048 8
(500) (500) (®)
e Zatim se razmatraju sve ulazne promenljive i moguéi pragovi za podelu.

Pretpostavimo da se kao prva promenljiva bira starost, i da je optimalan
prag 50 godina.

Podaci se zatim dele na dva podskupa: pacijente koji imaju 50 ili manje
godina i pacijente koji imaju vise od 50 godina. Za svaki podskup se formira

novi ¢vor i racuna odgovarajuca Gini necistoca.

e Pretpostavimo da prvi ¢vor sadrzi 300 pacijenata, od kojih 100 ima sréano
oboljenje, a 200 nema. Gini necisto¢a ovog ¢vora iznosi:

100\% /200\?
G1_1—<300> _<:mo> —0.44 (9)
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e Pretpostavimo da drugi ¢vor sadrzi 200 pacijenata, od kojih 100 ima
sr¢ano oboljenje, a 100 nema. Gini necisto¢a ovog ¢vora iznosi:

2 2
100 100
=1-(=—) - (=] =0. 1
G (200) <200> 0-5 (10)
e Bira se ona podela koja daje najmanju ukupnu Gini neéistoéu, odnosno

najhomogenije podskupove.

e Proces se nastavlja rekurzivno, sve dok se ne ispuni neki kriterijum zaus-
tavljanja, kao $to su maksimalna dubina stabla ili minimalan broj instanci
u listu.

Age <= 50?7 ‘

BP <=120? HDL <=50?

HD No HD ‘ ‘ No

e Ovo stablo odlu¢ivanja moze se koristiti za predvidjanje da li ¢e novi
pacijent imati sréano oboljenje na osnovu njegovih godina, krvnog pritiska
i nivoa holesterola.

Primer koda

e U ovom primeru koriste se prve dve karakteristike iz Iris skupa podataka
(duzina i Sirina c¢asicnog lista, sepal length i sepal width) radi jednos-
tavnosti. Formira se klasifikaciono stablo odlu¢ivanja sa maksimalnom
dubinom 2 i trenira se nad podacima. Nakon toga se vrse predikcije za
nove podatke i prikazuju dobijeni rezultati.

Jedna od znac¢ajnih prednosti metoda zasnovanih na stablima, posebno CART
algoritma, jeste to $to proces donoSenja odluka veoma podsec¢a na nacin na koji
ljudi prirodno donose odluke. Zbog toga su rezultati dobijeni ovim modelom
lako razumljivi i prihvatljivi korisnicima. Ova intuitivna interpretabilnost pred-
stavlja kljucni razlog zasto metode zasnovane na stablima ostaju relevantne u
razli¢itim primenama.
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Jos jedna prednost CART algoritma je njegova sposobnost da obradjuje ra-
zlicite tipove ulaznih podataka, za razliku od mnogih linearnih metoda kao
Sto su logisticka regresija ili metode potpornih vektora. CART moze raditi sa
kombinacijom numerickih promenljivih (npr. cena ili povrsina) i kategorijskih
promenljivih (npr. tip objekta ili lokacija). Ova fleksibilnost, zajedno sa lakom
interpretacijom modela, ¢ini CART veoma moénim i §iroko primenljivim algo-
ritmom u razli¢itim zadacima masinskog ucenja.

Prednosti

e Jednostavan i intuitivan algoritam koji je lako razumeti i interpretirati.

e Moze da obradjuje i numericke i kategorijske podatke bez potrebe za do-
datnim transformacijama.

e Moze da rukuje nedostajuéim vrednostima koris¢enjem zamenskih podela
(engl. surrogate splits).

e Moze da resava probleme viseklasne klasifikacije koris¢enjem prosirenja
poznatog kao multi-class CART.

Nedostaci

e Ima tendenciju da preprilagodi (engl. owverfit) podatke, narocito ako se
stablu dozvoli da raste previse duboko.

e Predstavlja pohlepni (engl. greedy) algoritam, $to znaé¢i da ne garantuje
pronalazenje globalno optimalnog stabla.

e Moze biti pristrasan prema promenljivama sa velikim brojem kategorija
ili visokom kardinalnosc¢u.

e Moze davati nestabilne rezultate, jer male promene u podacima mogu
dovesti do zna¢ajno drugacije strukture stabla.

5 HMM i Viterbijev algoritam

U mnogim problemima u ra¢unarstvu i statistici susre¢emo se sa sekvencijalnim
podacima - nizovima koji se razvijaju kroz vreme. Na primer:

e govor (re¢ po rec),
e tekst (reci u recenici),

e ponasanje sistema kroz vreme.
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Cesto u tim situacijama: ne mozemo direktno da vidimo §ta se zaista desava u
sistemu, ve¢ samo vidimo neke spoljasnje manifestacije. Tu do izrazaja dolazi
Hidden Markov Model (HMM) — model koji nam omoguéava da opisemo kako
se sistem menja kroz vreme i da iz posmatranja zaklju¢imo skrivena stanja.
Drugim re¢ima skriveni Markovljev model je model za situacije gde postoji
nevidljiv proces koji generiSe vidljive podatke. Pre nego $to razumemo HMM,
moramo razumeti Markovljevo svojstvo: buducénost zavisi samo od sadasnjosti
a ne od proslosti. Matematicki, tu tvrdnju mozemo iskazati kao:

P(Xt+1‘X1X2...Xt) = P(Xt+1|Xt>

gde su X; stanja u kojima se sistem nalazi.

Razmotrimo primer sa psom. Pas moZe biti sre¢an, gladan ili umoran. Ali
mi ne znamo stanje psa, znamo samo njegovo ponasanje. Pas moZe da mase
repom, laje, spava, trazi hranu. Stanje utice na ponasanje: srecan pas mase
repom, umoran spava, a gladan traZi hranu. To nije 100% deterministicki -
1 gladan pas mozZe da mase repom. Pas moZe i da menja stanja - gladan pas
posle jela postaje sreéan, srecan posle igre se umori, umoran je posle odmora
opet gladan, itd. Zamislimo da imamo niz observacija za psa: mase repom —
trazi hranu — spava — spava. Koje je najverovatnije stanje psa kroz vreme?
Odgovor na ovo pitanje daje Viterbijev algoritam ali i neki drugi koje cemo
kasnije pomenuti.

5.1 Viterbijev algoritam na primeru psa
e Skrivena stanja
— (S) srecan
— (G) gladan

— (U) umoran

e Posmatranja

R) mase repom
H) trazi hranu

(
(

— (L) laje
(2)
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Pocetne verovatnoée:

— P(pas je S na pocetku)=0.5
— P(pas je G na pocetku)=0.3
— P(pas je U na pocetku)=0.2

Verovatnoce prelaska iz stanja u stanje:

Tranzicije:
iz-u s G u

s 06 03 01
G 04 04 02

u 03 03 04

Verovatnoce emitovanja odredjenih signala u odredjenim stanjima
Emisije:
stanje R H z L
S 05 02 0.1 0.2
G 0.1 06 0.1 0.2

u 01 01 07 01

e Posmatrani nizz R - H =L — 7
e Trazimo najverovatniji niz stanja u kojima se pas nasao

Algoritam se odvija u 4 koraka (broj koraka zavisi od broja observacija u nizu):
e Korak 1:

— Verovatnoca da je prvo stanje S jednaka je proizvodu dve verovatnoce:
verovatnoce da je pocetno stanje S i verovatnocée da observacija R ako
smo u stanju S, odnosno:

P(X;=8)=P(Xg=S5)*P(O; = R|Xo=S) =0.5%0.5 = 0.25

— Sliéno:
P(X; =G) = P(Xg=G) « P(O; = R|Xp = G) = 0.3% 0.1 = 0.03
~ i
P(X; =U)=P(Xg=U) % P(O; = R|Xo = R) = 0.2% 0.1 = 0.02
o Korak 2:
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Pod pretpostavkom da idemo u stanje S:
P(X;=08)=P(X; =9)«xP(Xy = S5|X1 =5)*xP(Oy = H| X5 = 5) = 0.25%0.6%0.2 = 0.03
P(Xy=15)=P(X, =G)*P(X2 = 85|X; = G)*xP(O2 = H| X2 = S) = 0.03%0.4%0.2 = 0.0024
P(Xy;=08)=P(X; =U)xP(Xo = 5|X; =U)xP(0O2 = H| X3 = S) = 0.02%0.3x0.2 = 0.0012
Najverovatnija je putanja S — S (0.03).
Pod pretpostavkom da idemo u stanje G:
P(X;=G)=P(X; =8)xP(Xs = G| X1 = 9)*xP(0O2 = H| X5 = G) = 0.25%0.3+0.6 = 0.045
P(Xy=G) =P(X; =G)xP(Xy = G| X1 = G)xP(Oy = H| X3 = G) = 0.03%0.4%0.6 = 0.0072
P(X;=G)=P(X, =U)xP(X2 = G|X; =U)xP(0Oy = H| X5 = G) = 0.02%0.3%0.6 = 0.0036
Najverovatnija je putanja S — G (0.045).
Pod pretpostavkom da idemo u stanje U:
P(Xy;=U)=P(X1 = 8)xP(Xe =U|X; = 9)*xP(0Os = H| X3 =U) = 0.25x0.1x0.1 = 0.0025
P(Xy =U)=P(X; =G)xP(Xy =U|X; = G)xP(0O3 = H| Xy =U) = 0.03x0.2x0.1 = 0.0006
P(Xo=U)=P(X, =U)xP(Xo =U|X; =U)*P(0Oy = H| X5 = U) = 0.02%0.4x0.1 = 0.0008
Najverovatnija je putanja S — U (0.0025).
Korak 3:
— Pod pretpostavkom da idemo u stanje S:
P(X3=08)=P(Xy=95)xP(X3 =5|Xe =5)*P(O3 = L| X3 = S) = 0.03x0.6x0.2 = 0.0036
P(X3=05)=P(Xy=G)xP(X3 = 5|Xy =G)*xP(O3 = L| X3 = S) = 0.045x0.4x0.2 = 0.0036
P(X3=15)=P(Xy=U)xP(X3 = 5|Xy =U)xP(0O3 = L| X3 = S) = 0.0025x0.3%0.2 = 0.00015

Najverovatnije putanje su S -+ S — Si15 — G — S (0.0036).

— Pod pretpostavkom da idemo u stanje G:
P(X5=G)=P(Xy=8)xP(X3 =G| Xy = 5)xP(03 = L| X3 = G) = 0.03%0.3x0.2 = 0.0018

P(X3 = G) = P(Xs = G)+P(X3 = G| Xa = Q)% P(O3 = L| X3 = G) = 0.045%0.4%0.2 = 0.0036
P(X3 = G) = P(Xs = U)P(X3 = G| X2 = U)P(03 = L| X3 = G) = 0.0025%0.3%0.2 = 0.00015
Najverovatnija je putanja S — G — G (0.0036).
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— Pod pretpostavkom da idemo u stanje U:
P(X5=U)=P(Xy=8)xP(X3 =U| Xy = 5)*xP(0O3 = L| X3 = U) = 0.03%0.1x0.1 = 0.0003
P(X3=U)=P(Xs=QG)xP(X3 =U|X2 = G)*P(0O3 = L| X3 = U) = 0.045%0.2%0.1 = 0.0009
P(X3=U)=P(Xys=U)xP(X3 =U|X2 =U)*xP(0O3 = L| X3 = U) = 0.0025%0.4%0.1 = 0.0001
Najverovatnija je putanja S — G — U (0.0009).

e Korak 4:

— Pod pretpostavkom da idemo u stanje S:
P(Xy=8)=P(X3=9)«P(Xy =85|X5=95)*xP(O4 = Z| X4 = S) = 0.0036x0.6+x0.1 = 0.000216
P(Xy=08)=P(X3=G)xP(Xy = 5| X3 =G)xP(04 = Z| X4 = S) = 0.0036%0.4x0.1 = 0.000144
P(Xy=8)=P(X35=U)xP(X4 = S|X3=U)«P(04 = Z| X4 = 5) = 0.0009%0.3%0.1 = 0.000027
Najverovatnija je putanja S — G — S — S (0.000216).

— Pod pretpostavkom da idemo u stanje G:
P(X4=G)=P(X;3=5)P(Xy =G| X5 =9*P(04 = Z| X4y = G) = 0.0036x0.3%0.1 = 0.000108
P(Xy,=G)=P(X5=G)*xP(X4 =G| X3 =G)xP(04 = Z| X4 = G) = 0.0036x0.4x0.1 = 0.000144
P(Xy=G)=P(X5=U)xP(X4 =G|X5 =U)*P(0O4 = Z| X4 = G) = 0.0009x0.3+0.1 = 0.000027
Najverovatnija je putanja S — G — G — G (0.000144).

— Pod pretpostavkom da idemo u stanje U:
P(X4=U)=P(X3=8)xP(X4 =U|X3 =5)xP(0O4 = Z| X4 =U) = 0.0036x0.1x0.7 = 0.000252
P(Xy=U)=P(X5=G)*xP(X4 =U|X5 = G)*xP(0O4 = Z| X4 = U) = 0.0036+0.2+0.7 = 0.000504
PXy=U)=P(Xs=U)xP(X4 =U|X5 =U)*xP(0O4 = Z| X4 = U) = 0.0009%0.4%0.7 = 0.000252
Najverovatnija je putanja S — G — G — U (0.000504).

Najverovatniji niz stanja je: S - G — G — U.
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6 HMM i Forward algoritam

Zapo¢nimo ovo poglavlje primerom koji je dao Dzejson Ajsner 2002. godine,
tac¢nije njegovom pojednostavljenom verzijom. Pretpostavimo da postoje dva
tipa dana topli (H-HOT) i hladni (C-COLD). Zadatak je slede¢i: Za dati niz
observacija O (pri ¢emu je svaka observacija broj sladoleda koje je Dzejson
pojeo toga dana), pronadi skrivenu sekvencu tipa dana (hladni ili topli) koja je
najverovatnija za dati niz observacija. Ovaj zadatak resavali smo u prethodnom
poglavlju Viterbijevim algoritmom. Dovoljno je bilo da imamo ulazne podatke
u obliku kao na primeru:

B, By

p¢i|cop)| |5 P(1|HOT) 2
p|cop)| = | 4 p|HOT) | = | &
p@a|colp)| |1 @ P(3 | HOT) 4

Na slici su prikazane u okviru pravougaonika By verovatnoc¢e da Dzejson po-
jede jedan sladoled na hladan dan, dva i tri. Slitno imamo verovatnoce prelaska
- da hladan dan postane topao 0.5, da ostane hladan 0.5, da topao postane
hladan 0.4, da ostane topao 0.6, kao i verovatnoce da je inicijalno hladan 0.2 i
topao 0.8 (o¢igledno je Dzejson ziveo u nekim toplijim krajevima kad je smislio
ovaj primer).

Sada nas zanima da reSimo jedan malo drugaciji zadatak. Mozemo takodje
smatrati da nam je data ova ulazna slika i pitamo se: Kolika je verovatnoca niza
observacija 3 1 37 Kolika je verovatnoca da Dzejson pojede 3 sladoleda pa 1 pa
opet 37

Krenuéemo sa nesto jednostavnijom situacijom. Da li bismo znali da izracunamo
ovu verovatnocu ako bismo znali kom nizu skrivenih stanja odgovara? Za svaki
unapred zadati niz skrivenih stanja (npr. HOT HOT COLD), lako je izra¢unati
verovatnoc¢u niza observacija 3 1 3. Primetimo da ih ima isto - jer vazan uslov
HMM jeste da jedno stanje proizvodi jednu observaciju i jedna observacija odgo-
vara jednom stanju. Druga vazna pretpostavka HMM jeste da nista drugo nije
uticalo na tu observaciju sem pomenutog stanja:

P(oilq1, g2, --.,qr, 01,02, ...,07) = P(0i|q;)

Ako sada imamo poznat niz observacija O = 0103...07 1 poznat niz skrivenih
stanja @ = q1¢2...q7, tada je:

T

P(0|Q) = [[ P(oila:)

i=1
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Na nasem primeru bi bilo:
P(3 1 3|HOT HOT COLD) = P(3|HOT) x P(11HOT) x P(3|COLD)

Jedini problem ovde je §to mi ne znamo skrivenu sekvencu. Umesto ovog,
moracemo da sumiramo verovatnoée od 3 1 3 za sve moguce skrivene sekvence
pomnozene njihovim verovatno¢ama. Ra¢unamo zajednicku raspodelu:

T T

P(0,Q) = P(0|Q) x P(Q) = HP(oAqi) x HP(qui_l)

Na naSem primeru:
P31 3,HOT HOT COLD)= P(HOT|START)xP(HOT|HOT)xP(COLD|HOT)

x P(3|HOT) x P(1|{HOT) x P(3|COLD)

Sada kada znamo da izra¢unamo zajednicku raspodelu,

P(0)=Y_P(0,Q)
Q

suma po svim zajednickim raspodelama. Za skriveni Markovljev model (Hidden
Markov Model, HMM) sa N skrivenih stanja i sekvencom od T opservacija, pos-
toji N7 moguéih skrivenih sekvenci. U realnim zadacima, gde su i N i T veliki,
NT je izuzetno veliki broj, pa nije prakti¢no izra¢unati ukupnu verovatnoéu pos-
matrane sekvence tako §to bi se za svaku skrivenu sekvencu posebno racunala
verovatnoca, a zatim sve te vrednosti sabrale.

Umesto takvog eksponencijalnog pristupa, koristi se efikasan algoritam slozenosti
O(N?T) koji se naziva forward algoritam. Forward algoritam je primer di-
namickog programiranja, odnosno algoritma koji koristi tabelu za ¢uvanje med-
jurezultata dok postepeno gradi verovatnoéu posmatrane sekvence.

Forward algoritam racuna verovatnoc¢u opservacija sabiranjem verovatnoca
svih mogucih putanja skrivenih stanja koje mogu generisati datu sekvencu opser-
vacija, ali to ¢ini efikasno tako $to implicitno objedinjuje sve te putanje u jednu
forward resetku (trellis). Pogledajmo na slici: Svaka celija a4(j) predstavlja
verovatno¢u da budemo u stanju j nakon §to smo videli prvih ¢ observacija. Tu
vrednost dobijamo tako Sto sumiramo verovatnoce svih puteva koji su tu mogli
da nas dovedu. Formalno zapisano:

at(j) = P(0103...0¢, gt = §|A)

gde je X predstavlja ulazne informacije - verovatnoce prelaska, uslovne verovatnoce,
itd. Precizno,

N
a(j) = Z ai—1(i)a;bj(or)

pri cemu je:
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e «ay_1(i) verovatnoca da je prethodno ¢ — 1 stanje bilo ¢
e a;; verovatnoca prelaska iz stanja ¢ u stanje j

e verovatnoca observacije t u stanju j

Posmatrajmo izracunavanje as(2) na slici, odnosno forward verovatnoce
da se u vremenskom koraku 2 nalazimo u stanju 2, pri ¢emu je generisana
parcijalna sekvenca opservacija 3, 1.

Ovu verovatnoéu racunamo prosirivanjem « verovatnoca iz vremenskog
koraka 1, putem dve moguée putanje. Svako proSirenje sastoji se od tri
faktora opisana ranije:

a1(1)- P(HOT | COLD) - P(1 | HOT)

a1(2) - P(HOT | HOT) - P(1 | HOT).

Dakle, a2(2) se dobija kao zbir doprinosa ovih putanja.

7 CPG ostrva

Da bismo razumeli $ta su CpG ostrva, potrebno je da ukratko objasnimo neko-
liko osnovnih pojmova iz biologije.

DNK (dezoksiribonukleinska kiselina) je molekul koji nosi genetsku infor-
maciju i sastoji se od niza “slova”’, odnosno nukleotida: A, C, G i T. Odredjeni
delovi DNK predstavljaju gene — segmente koji sadrze uputstva za pravljenje
proteina.

Pre nego §to se gen “aktivira” (odnosno pocne da se koristi za stvaranje
proteina), postoji deo DNK koji reguliSe taj proces. Taj deo nazivamo promo-
torski region. Mozemo ga zamisliti kao “prekidac¢” koji kontrolise da li ¢e se gen
ukljuciti ili ne.
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Sada dolazimo do procesa metilacije. Metilacija je hemijska promena DNK
pri kojoj se na odredjene nukleotide (najcesée na C u kombinaciji CG) dodaje
mala hemijska grupa. Ova promena Cesto utice na to da se gen “iskljuci”,
odnosno da se ne koristi.

Tokom vremena, metilacija moze dovesti i do promena u DNK sekvenci
(mutacija), zbog ¢ega su kombinacije CG u veéem delu genoma relativno retke.

Medjutim, postoje regioni DNK gde se motiv CG pojavljuje znatno ¢eSée —
to su CpG ostrva. Ovi regioni su obitno manje podlozni metilaciji i ¢esto se
nalaze blizu promotorskih regiona gena, sto znaci da su povezani sa aktivnim
genima.

Zbog toga je zadatak pronalazenja CpG ostrva vazan: ona nam mogu ukazati
na delove DNK koji imaju znacajnu biolosku funkciju. U ovom primeru ko-
ristiéemo Python biblioteku hmmlearn, koja omoguéava jednostavan rad sa
skrivenim Markovljevim modelima (HMM). Ova biblioteka veé¢ implementira
osnovne algoritme kao §to su forward, backward i Viterbijev algoritam, pa nam
omogucava da se fokusiramo na razumevanje modela i interpretaciju rezultata,
a ne na samu implementaciju od nule.

Takodje ¢emo koristiti biblioteku numpy, koja je standard za rad sa nu-
merickim podacima u Pythonu i omogucava efikasnu manipulaciju nizovima i
matricama, $to je posebno vazno kod probabilistickih modela.

from hmmlearn import hmm
import numpy as np

Sada konstruisemo skriveni Markovljev model koji ¢e imati dva skrivena stanja.
U ovom primeru ta stanja mozemo interpretirati kao regione koji pripadaju CpG
ostrvima i regione koji ne pripadaju CpG ostrvima.

Posto su opservacije diskretne, odnosno predstavljaju nukleotide iz DNK
sekvence, koristimo klasu MultinomialHMM.

# Konstrukcija modela za pronalazenje CpG ostrva
model = hmm.MultinomialHMM(n_components=2)

Klasa MultinomialHMM predstavlja skriveni Markovljev model kod koga su opser-
vacije diskretne, odnosno dolaze iz kona¢nog skupa mogucih vrednosti. Drugim
re¢ima, model pretpostavlja da svaka opservacija pripada jednoj od unapred
definisanih kategorija.

U kontekstu bioinformatike, ove kategorije mogu biti, na primer, nukleotidi
DNK sekvence: A, C, G, T. Umesto da radimo sa realnim vrednostima, svaku
od ovih kategorija kodiramo kao ceo broj (npr. A=0, C=1, G=2, T=3), a model
zatim uci verovatnoce pojavljivanja svake od ovih vrednosti u svakom skrivenom
stanju.

Za razliku od, na primer, GaussianHMM, koji modeluje kontinualne (realne)
opservacije pomo¢u normalne raspodele, MultinomialHMM je namenjen upravo
ovakvim diskretnim podacima.

U nastavku ru¢no zadajemo parametre modela. Oznakom - predstavljamo
regione koji nisu CpG ostrva, dok oznakom + predstavljamo regione koji jesu
CpG ostrva. Nukleotidi A, C, G i T bi¢e nase opservacije.
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Pocetne verovatnocée su jednake, §to znaci da model na poc¢etku nema pred-
nost ni za jedno stanje. Matrica prelaza kaze da je velika verovatnoca da model
ostane u istom stanju, dok je prelazak iz jednog stanja u drugo redji. Na taj
nacin model opisuje ideju da se CpG ostrva i regioni van njih javljaju kao duzi
povezani segmenti, a ne kao potpuno nasumicna pojedinacna slova.

Matrica emisija opisuje verovatnocée pojavljivanja nukleotida u svakom stanju.
U stanju - ceSée se pojavljuju A i T, dok se u stanju + ¢esce pojavljuju C i G. To
odgovara ideji da su CpG ostrva bogatija nukleotidima C i G.

Na kraju, DNK sekvencu zapisujemo kao string, a zatim svako slovo pret-
varamo u odgovarajuéi broj, jer model ne radi direktno sa slovima veé sa nu-
mericki kodiranim opservacijama.

# 0: -, 1: +
states = [’-7, ’+°]
observations = [’A’, ’C’, ’G’, °’T’]

# - +
model.startprob_ = np.array([0.5, 0.5])

model.transmat_ = np.array ([
# -- -+
[0.9, 0.1],

# o+ ++
[0.1, 0.9]
iD)

model.emissionprob_ = np.array ([
# A C G T
[0.37, 0.13, 0.13, 0.37],
[0.13, 0.37, 0.37, 0.13],

D

X =
ATATCATTGCGCGTTCGCGAGCTATTTTATATATCTAGAGTAGCAGAGGCGCGCATATAGCTACTATCGT

)

X_encoded = []

for x in X:
X_encoded.append (observations.index(x))

X_encoded = np.array([X_encoded]).T

Nakon sto je DNK sekvenca kodirana brojevima, mozemo primeniti model kako
bismo odredili najverovatniji niz skrivenih stanja. To znaci da za svaki nukleotid
iz sekvence zelimo da procenimo da li pripada CpG ostrvu, oznatenom sa +, ili
regionu van CpG ostrva, oznacenom sa -.

Metoda decode vra¢a najverovatniju sekvencu skrivenih stanja. Iz rezultata
uzimamo drugi element, jer on sadrzi upravo niz stanja. Dobijene vrednosti su
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brojevi 0 i 1, pa ih zatim prevodimo nazad u oznake - i + pomocu liste states.

# Kodiranje emisija u brojeve
encoded_y = model.decode(X_encoded) [1]
y_pred = ’’.join(list (map(lambda y: states[y], encoded_y)))

Sada pravimo novi HMM model, ali ovoga puta neéemo ru¢no zadavati sve
verovatnoée. Umesto toga, pusti¢emo model da ih nauéi iz datih DNK sekvenci.
Zato koristimo metodu fit.

Parametar algorithm=’viterbi’ znaci da ¢e se pri dekodiranju koristiti
Viterbijev algoritam, tj. algoritam koji pronalazi najverovatniju sekvencu skrivenih
stanja.

new_model = hmm.MultinomialHMM (n_components=2, algorithm=’
viterbi’)

Zatim zadajemo nekoliko DNK sekvenci koje ¢e sluziti kao skup podataka
za obucavanje modela. Posto biblioteka hmmlearn ocekuje numericke vrednosti,
svaku sekvencu moramo kodirati na isti na¢in kao ranije:

A—-0 C—1, G—2, T—3.

X = [PATTATATTATATTATATTAAA’,
>CCTAGTCGTGTCGCAAAAAAAACTGCTCTGACCTGAGC’,
>ATTATATGCCGCGGC’,
>GGGCCCCGGCTTATATAT ]

X_encoded = None
init = False

for x in X:
new_encoded = []
for ¢ in x:
new_encoded.append (observations.index (c))

if not init:

X_encoded = np.array([new_encoded]).T
init = True

else:
X_encoded = np.concatenate ([X_encoded,

np.array ([new_encoded]) .

T1)

X_encoded

Ovde je vazno primetiti da se sve sekvence spajaju u jedan veliki niz opser-
vacija. Medjutim, model mora da zna gde se jedna sekvenca zavrSava, a gde
pocinje sledec¢a. Zato se metodi £it kao drugi argument prosledjuje lista duzina
pojedinac¢nih sekvenci:

new_model .fit (X_encoded, [len(x) for x in X])
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Lista

[len(x) for x in X]

sadrzi duzine svih sekvenci iz liste X. Na taj nac¢in model zna da podaci ne
predstavljaju jednu neprekidnu DNK sekvencu, veé¢ vise odvojenih primera.

Nakon obucavanja modela, mozemo ga primeniti na novu DNK sekvencu.
Postupak je isti kao ranije: prvo sekvencu kodiramo brojevima, a zatim pomocu
metode decode odredjujemo najverovatniji niz skrivenih stanja.

X =
ATATCATTGCGCGTTCGCGAGCTATTTTATATATCTAGAGTAGCAGAGGCGCGCATATAGCTACTATCGT

)

X_encoded = []

for x in X:
X_encoded.append(observations.index(x))

X_encoded = np.array([X_encoded]).T
# new_model.decode (X_encoded)

encoded_y = new_model.decode (X_encoded) [1]
y_pred = ’’.join(list(map(lambda y: states[y]l, encoded_y)))

Promenljiva encoded_y sadrzi niz brojeva 0 i 1, gde svaki broj predstavlja
jedno skriveno stanje. Zatim se ti brojevi prevode u oznake - i +, pa promenljiva
y-pred predstavlja procenjenu strukturu sekvence: koji delovi najverovatnije
pripadaju CpG ostrvima, a koji ne. Na kraju ispisujemo originalnu DNK
sekvencu i predvidjeni niz skrivenih stanja. Tako mozemo vizuelno uporediti
gde model procenjuje da se nalaze CpG ostrva.

Vazno je napomenuti da algoritam za ucenje parametara HMM modela ne
garantuje globalno optimalno reSenje. On ¢esto pronalazi samo lokalno opti-
malno reSenje, pa se moze desiti da dobijeni parametri, narocito u ovako jed-
nostavnom primeru, znacajno odstupaju od ocekivanih. Zbog toga je obuku
modela ¢esto korisno pokrenuti vise puta.

>0

Napomena, algoritam za ucenje parametara HMM modela
pronalazi lokalno optimalno resenje te je moguce da
pronadjeni parametri (posebno u ovako jednostavnom slucaju)
znacajno odstupaju od ocekivanih, te je potrebno obuku
pokrenuti vise puta

30

print (X)
print (y_pred)
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8 Uslovna slucajna polja - Conditional Random
Fields (CRF)

Vratimo se na problem CpG ostrva. Kod CpG ostrva imamo DNK sekvencu,
na primer:

ACGCGTACGGTCA
i zelimo svakoj poziciji da dodelimo oznaku:

ACGCGTACGGTCA
0 I I IIO0OO0ITITITIO0

gde je, recimo:

I
0

pozicija je unutar CpG ostrva
pozicija je van CpG ostrva

(kao oznake mozemo koristiti i + 1 -, ili 11 0, itd.) Dakle, ne klasifikujemo celu
sekvencu odjednom, nego radimo oznacavanje svake pozicije u sekvenci. To se
zove sequence labeling, odnosno oznacavanje sekvence. Naivno bismo mogli da
kazemo: Za svaku poziciju pogledaj nukleotid i odluci da li je I ili O. Na primer:

ako je C ili G -> mozda I
ako je A ili T -> mozda O

Ali to nije dovoljno, zato $to oznake nisu nezavisne. Ako je jedna pozicija
unutar CpG ostrva, velika je verovatnoca da su i susedne pozicije takodje unutar
CpG ostrva. Ima smisla OOOIIITTOO ali nema smisla OIOIOIOIOI. Dakle,
model ne samo da treba da nauci vezu izmedju nukleotida i oznake, veé i vezu
izmedju prethodne i trenutne oznake. Zato koristimo modele kao §to su HMM
i CRF.

Kod HMM-a imamo skrivene oznake/stanja: O, i posmatrane simbole
A,C,G,T. HMM pretpostavlja da skrivena stanja generisu opazanja, dakle
da je stanje to koje je uticalo na nukleotid. Na primer:

ako sam u stanju I, veca je verovatnoca da emitujem C ili G
ako sam u stanju 0, veca je verovatnoca da emitujem A ili T

HMM ima:

pocetne verovatnoce stanja
prelazne verovatnoce izmedju stanja
emisione verovatnoce

i modeluje zajednicku verovatnoéu: P(z,y) gde je:

x = posmatrana sekvenca, npr. ACGCGT
y = niz skrivenih oznaka, npr. OIIIIO

Znaci HMM pokusava da objasni kako je sekvenca nastala. CRF, odnosno
Conditional Random Field, razmislja drugacije. On ne pokuSava da modeluje
kako je sekvenca nastala. On direktno pita:
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Ako mi je data ova sekvenca x, koji niz oznaka y je
najverovatniji?

Zapravo trazi verovatnoéu P(y|z), odnosno verovatnoéu oznaka ako veé¢ znamo
sekvencu. To je prirodnije jer nas ne zanima kako je sekvenca generisana. Ovo
je vazna razlika. HMM je generativni model. To znaci da on opisuje kako se
generisu i oznake i opazanja. Kod HMM-a imamo pricu:

prvo se izabere skriveno stanje

zatim to stanje emituje simbol

zatim se predje u novo stanje
zatim novo stanje emituje novi simbol

Dakle HMM kao da pravi sekvencu. CRF je diskriminativni model. On ne
pokusava da generise sekvencu. On samo uci granicu izmedju mogucih oznaka.
Kod CRF-a imamo pricu:

sekvenca je vec data
sada na osnovu njenih osobina odluci koje su oznake najbolje

Zato je CRF blizi klasifikatoru, ali klasifikatoru koji zna da radi sa sekvencama.
Zamislimo da imamo recenicu:

Marko zivi u Beogradu

i zelimo da ozna¢imo reci:

Marko PERSON
zivi 0
u 0

Beogradu LOCATION
HMM bi razmisljao:

Ako je stanje PERSON, kolika je verovatnoca da emituje re& "Marko"?
Ako je stanje LOCATION, kolika je verovatnoCa da emituje re& "Beogradu"?

CRF bi razmisljao:

ReZ po&inje velikim slovom.
Prethodna reZ je "u".

ReC se zavrSava na "-u".
Mozda je to lokacija.

Kod HMM-a uglavnom imamo emisione verovatnoce tipa:

P(AA | D
P(C | D
PG | D
P(T | I

Kod CRF-a ne moramo da se ograni¢imo samo na trenutni simbol. Za svaku
poziciju mozemo da napravimo opis. Na primer, za sekvencu: ACGCGT za
poziciju i = 2, gde je nukleotid G, mozemo gledati:
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trenutni nukleotid je G

prethodni nukleotid je C

slede¢i nukleotid je C

prethodni + trenutni par je CG
trenutni + slede¢i par je GC

da 1li je trenutni nukleotid C ili G
koliko C i G ima u okolini

da 1i smo na poletku sekvence

da 1i smo na kraju sekvence

To su osobine, odnosno features. CRF onda uci koje osobine su vazne za koju
oznaku. Na primer, moze nauciti:

ako je trenutni nukleotid C ili G, veéa je Sansa za I

ako je par CG, vela je Samnsa za I

ako je u okolini mnogo C i G, vela je Sansa za I

ako je prethodna oznaka I, vela je Sansa da i trenutna bude I

CRF uci tezine feature-a. Na primer, imamo feature:

trenutni nukleotid je G

Model moze nauciti da je taj feature pozitivan za oznaku I. To znagi:
ako je trenutni nukleotid G, povecaj skor oznake I

Drugi feature moze biti:

prethodna oznaka je I, trenutna oznaka je I

Model moze nauciti da je to veoma dobar prelaz. To znaci:

ako smo ve¢ u CpG ostrvu, verovatno ostajemo u CpG ostrvu
A feature:

prethodna oznaka je I, trenutna oznaka je 0

moze imati manju tezinu, jer izlazak iz ostrva nije toliko ¢est kao ostajanje u
njemu.

8.1 Kod

Feature bias predstavlja konstantnu osobinu koja je prisutna na svakoj poziciji
sekvence. Njegova vrednost je uvek jednaka 1, a njegova uloga je da modelu
omogudi uc¢enje osnovne sklonosti ka odredjenoj oznaci, nezavisno od konkretnog
nukleotida na posmatranoj poziciji. Na taj na¢in CRF moze da naudi, na primer,
da je oznaka van CpG ostrva ¢eS¢a od oznake unutar CpG ostrva, ¢ak i pre nego
§to uzme u obzir lokalni kontekst sekvence.
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bias kaZe: Sta model misli pre nego Sto pogleda konkretne osobine?
nuc kaZe: kako trenutni nukleotid menja tu odluku?
-1:nuc kaZe: kako prethodni nukleotid menja tu odluku?

Jos jedna analogija: zamislite da profesor ocenjuje studenta.
Bez informacija, profesor mozda zna da veéina studenata polozi. To je os-
novna pretpostavka.

bias: veéina studenata poloZi

Onda dolaze dodatne informacije:

student je radio domacde zadatke -+ povelava Sansu da poloZi
student nije dolazio na veZbe -+ smanjuje Sansu da poloZi
student je dobro uradio kolokvijum -+ poveava Sansu da poloZi

Dakle, bias nije konkretan dokaz. To je pocetna sklonost.

8.1.1 Konstrukcija feature-a za CRF model

Da bi se DNK sekvenca mogla koristiti kao ulaz za CRF model, potrebno je
pretvoriti je u oblik koji model moze da obradi. CRF model ne prima direktno
string, na primer "ACGT", ve¢ oc¢ekuje da svaka pozicija u sekvenci bude opisana
skupom osobina, odnosno feature-a. Zbog toga se za svaku poziciju u sekvenci
konstruiSe jedan re¢nik koji sadrzi osobine te pozicije.

# Konstrukcija feature-a ulaznog parametra X

def create_features (X):

features = []
for i in range(len(X)):
x = X[i]
current_features = {
’bias’: 1,
’nuc’: x.lower ()
}
if i > O0:

current_features.update ({
’-1:nuc’: X[i - 1].lower ()
B

features.append(current_features)

return features

U ovoj funkciji promenljiva X predstavlja jednu ulaznu sekvencu, na primer
DNK sekvencu. Petlja prolazi kroz sve pozicije sekvence. Promenljiva i pred-
stavlja indeks trenutne pozicije, dok promenljiva x predstavlja nukleotid koji se
nalazi na toj poziciji.

49



Za svaku poziciju formira se reénik current_features. Taj rec¢nik opisuje
trenutnu poziciju pomocu izabranih feature-a. U datom kodu osnovni feature-i
su:

bias i nuc.

Feature nuc ¢uva informaciju o trenutnom nukleotidu. Na primer, ako je
trenutni nukleotid A, tada ¢e odgovarajuci deo recnika biti:

’nuc’: ’a’

Poziv x.lower () koristi se da bi se sva slova zapisala malim slovima. Na
taj nacin se izbegava razlikovanje izmedju, na primer, A i a. Dakle, feature nuc
modelu govori koji se nukleotid nalazi na posmatranoj poziciji.

Feature bias je drugaciji. On ne opisuje konkretan nukleotid, ve¢ predstavlja
konstantnu osobinu koja je prisutna na svakoj poziciji sekvence. Njegova vred-
nost je uvek jednaka 1:

’bias’: 1

Tako na prvi pogled deluje da feature koji je uvek jednak 1 ne nosi nikakvu
informaciju, njegova uloga je veoma vazna. On omoguc¢ava CRF modelu da
nauci osnovnu sklonost ka odredjenim oznakama, nezavisno od konkretnog nuk-
leotida. Na primer, u problemu pronalazenja CpG ostrva moze se desiti da je
oznaka koja predstavlja poziciju van CpG ostrva mnogo ¢e$¢a od oznake koja
predstavlja poziciju unutar CpG ostrva. Feature bias omoguéava modelu da
nauci takvu pocetnu sklonost.

Drugim rec¢ima, bias se moze posmatrati kao slobodni ¢lan u linearnom
modelu. Kao §to se u izrazu

y=axr+b

clan b koristi da pomeri osnovnu vrednost funkcije, tako se i feature bias
koristi da model ima osnovnu procenu pre nego $to uzme u obzir konkretne
osobine sekvence. Ostali feature-i, kao §to je nuc, zatim menjaju tu pocetnu
procenu.

Vazno je naglasiti da nazivi bias, nuc i -1:nuc nisu unapred definisani
ni u Pythonu ni u CRF biblioteci. To su nazivi koje sami biramo prilikom
konstrukcije feature-a. Na primer, umesto:

current_features = {

’bias’: 1,

’nuc’: x.lower ()
}

moglo bi se napisati i:

current_features = {

’konstanta’: 1,

’trenutni_nukleotid’: x.lower ()
}
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Takav zapis bi takodje bio ispravan, jer su klju¢evi u re¢niku samo imena
feature-a. Ipak, nazivi kao $to su bias i nuc ¢esto se koriste zato Sto su kratki
i jasno ukazuju na znacenje feature-a.

Ukoliko trenutna pozicija nije prva u sekvenci, dodaje se jos jedan feature:

>-1:nuc’: X[1i - 1].lower ()

Ovaj feature sadrzi informaciju o prethodnom nukleotidu. Oznaka -1 u
nazivu feature-a oznacava poziciju jedan korak ulevo od trenutne pozicije, odnosno
poziciju i — 1. Na primer, ako je data sekvenca

X = "ACG",

onda funkcija create_features vraca listu:

[
{’bias’: 1, ’nuc’: ’a’},
{’bias’: 1, ’nuc’: ’c’, ’-1:nuc’: ’a’},
{’bias’: 1, ’nuc’: ’g’, ’-1l:nuc’: ’c’}
]

Prvi element liste opisuje prvu poziciju u sekvenci, drugi element opisuje
drugu poziciju, a treé¢i element opisuje trec¢u poziciju. Prva pozicija nema feature
-1:nuc, jer pre nje ne postoji prethodni nukleotid.

CRF model zatim koristi ovako konstruisane feature-e tokom treniranja. Za
svaki feature model u¢i odgovarajuce tezine. Na primer, model moze nauciti da
feature

’nuc’: ’c’

povecava verovatnocu oznake koja oznacava unutrasnjost CpG ostrva, dok
feature

’nuc’: ’a’

moze povecavati verovatnocu oznake koja oznacava poziciju van CpG ostrva.
Sliéno tome, model moze nauciti i tezinu za feature bias, ¢ime uc¢i koja oznaka
je generalno verovatnija, nezavisno od konkretnog nukleotida.

Dakle, funkcija create_features ne vrsi klasifikaciju i ne odlu¢uje kojoj
klasi pripada svaka pozicija. Njena uloga je samo da svaku poziciju sekvence
opiSe pomoc¢u izabranih osobina. Na osnovu tih osobina i poznatih oznaka u
trening skupu, CRF model kasnije uéi tezine feature-a i koristi ih za predvidjanje
oznaka na novim sekvencama.

8.1.2 Inicijalizacija i treniranje CRF modela

Nakon $to su ulazne sekvence transformisane u nizove feature-a, moze se kon-
struisati i trenirati CRF model. U ovom primeru koristi se biblioteka sklearn-crfsuite,
koja omogucava rad sa uslovnim slu¢ajnim poljima namenjenim oznacavanju
sekvenci.
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# Inicijalizacija CRF algoritma i treniranje modela
crf = CRF(
algorithm=’1lbfgs’,
cl1=0.1,
c2=0.1,
max_iterations=100,
all_possible_transitions=True

try:

crf.fit(X_train, y_train)
except AttributeError:

pass

Ovim kodom se pravi objekat crf, odnosno jedan CRF model. Vazno je
naglasiti da se u liniji

crf = CRF(...)

model jos uvek ne trenira. U toj liniji se samo definiSu podesavanja modela:
koji algoritam ce se koristiti za optimizaciju, kakva regularizacija ¢e se primeniti,
koliko iteracija je dozvoljeno i da li ¢e se razmatrati svi mogucéi prelazi izmedju
oznaka.

Samo treniranje pocinje tek pozivom metode:

crf.fit(X_train, y_train)

Ovde X_train predstavlja skup ulaznih sekvenci opisanih feature-ima, dok
y-train predstavlja odgovarajuée tacne oznake za svaku poziciju u tim sekven-
cama. Drugim rec¢ima, X_train sadrzi ono $to model vidi, a y_train sadrzi ono
§to model treba da nauci da predvidja.

Na primer, jedna sekvenca u X_train moze imati oblik:

[
{’bias’: 1, ’nuc’: ’a’},
{’bias’: 1, ’nuc’: ’c’, ’-1:nuc’: ’a’},
{’bias’: 1, ’nuc’: ’g’, ’-1l:nuc’: ’c’}
1
a odgovarajucée oznake u y_train mogu biti:
[ ) 0 ) s ) I ) s b I )]

To znaci da svaka pozicija u sekvenci ima svoj skup feature-a i svoju taénu
oznaku. CRF zatim na osnovu tih primera uéi koji feature-i ukazuju na koju
oznaku.

Kakav je ovo model? Model koji se ovde koristi je linear-chain CRF,
odnosno linearno ulanc¢ano uslovno slucajno polje. To je probabilisticki model

namenjen oznacavanju sekvenci. Kod takvog modela ulaz je sekvenca

X = (z1,2a,...,2,),
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a izlaz je niz oznaka

Y = (ylnya"'7yn)'

U problemu pronalazenja CpG ostrva, ulazna sekvenca moze biti DNK sekvenca:

X=ACGCGT,

dok niz oznaka moze biti:

Y=0ITITITIO.

Oznaka I moze oznacavati poziciju unutar CpG ostrva, dok oznaka 0 moze
oznacavati poziciju van CpG ostrva.

CRF modeluje uslovnu verovatnocu:

PY | X).

To znac¢i da model ne pokusava da objasni kako je DNK sekvenca nastala,
ve¢ direktno uci koji niz oznaka je najverovatniji ako je data konkretna ulazna
sekvenca. Zbog toga kazemo da je CRF diskriminativni model. Za razliku
od HMM-a, koji je generativni model i modeluje zajednicku verovatnoéu

P(X,Y),

CRF modeluje direktno:

P(Y | X).

Drugim rec¢ima, HMM opisuje proces generisanja sekvence i skrivenih stanja,
dok CRF direktno resava zadatak oznaCavanja ve¢ date sekvence.

Uloga algoritma 1lbfgs Parametar
algorithm=’1bfgs’

oznacava da se za treniranje koristi optimizacioni algoritam L-BFGS. Tokom
treniranja CRF treba da nauci tezine feature-a i tezine prelaza izmedju oznaka.
Te tezine nisu unapred poznate, ve¢ se odredjuju tako da model §to bolje opisuje
trening podatke.

Na primer, model moze nauciti da feature

’nuc’: ’c’
povecava verovatnocu oznake I, dok feature
’nuc’: ’a’

povecéava verovatnoc¢u oznake 0. Takodje, model moze nauciti da je prelaz

I—-1
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veoma prirodan, jer ako se jedna pozicija nalazi unutar CpG ostrva, ¢esto se
i sledeca pozicija nalazi unutar istog ostrva.

Algoritam L-BFGS se koristi upravo za pronalaZzenje dobrih vrednosti tih
tezina. Intuitivno, on vise puta prilagodjava tezine modela kako bi se smanjila
greSka na trening podacima.

Regularizacija: parametri c1 i c2 Parametri

cl=0.1,
c2=0.1

odnose se na regularizaciju. Regularizacija se koristi da bi se sprecilo prepri-
lagodjavanje modela trening podacima. Preprilagodjavanje, odnosno overfitting,
nastaje kada model veoma dobro nauci trening skup, ali lose radi na novim po-
dacima.

Parametar c1 predstavlja jacinu L1 regularizacije, dok parametar c2 pred-
stavlja jacinu L2 regularizacije. Intuitivno, L1 regularizacija moze dovesti do
toga da neke tezine postanu jednake nuli, pa se time odredjeni feature-i prakti¢no
odbacuju kao nevazni. L2 regularizacija uglavnom smanjuje prevelike tezine i
¢ini model stabilnijim.

U ovom primeru vrednosti su postavljene na 0.1, $to znac¢i da se koristi
umerena regularizacija.

Maksimalan broj iteracija Parametar
max_iterations=100

odredjuje maksimalan broj iteracija optimizacionog algoritma. Posto se
tezine modela uce postepeno, algoritam u svakoj iteraciji pokusava da ih popravi.
Vrednost 100 znaci da se taj postupak moze ponoviti najvise sto puta.

Ako algoritam ranije pronadje dovoljno dobro resenje, moze se zaustaviti i
pre dostizanja maksimalnog broja iteracija.

Svi mogudéi prelazi izmedju oznaka Parametar
all_possible_transitions=True

govori modelu da razmatra sve moguce prelaze izmedju oznaka, cak i ako
se neki od njih nisu pojavili u trening podacima. Ovo je vazno zato sto CRF
ne uci samo koji feature-i odgovaraju kojim oznakama, veé¢ uci i koji su prelazi
izmedju oznaka prirodni.

Ako su oznake 0 i I, mogudi prelazi su:

O — 0, 0 —1, I—1, 11— 0.

U problemu pronalazenja CpG ostrva, prelaz I — I je vazan jer oznacava
nastavljanje CpG ostrva. Prelaz O — [ oznacava ulazak u CpG ostrvo, dok
prelaz I — O oznacava izlazak iz CpG ostrva.
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Ukljucivanjem svih moguéih prelaza model postaje fleksibilniji, jer moze da
dodeli tezinu i prelazima koji se nisu direktno pojavili u trening skupu, ali mogu
biti relevantni pri predikciji na novim sekvencama.

Treniranje modela Poziv
crf.fit(X_train, y_train)

pokrece treniranje modela. Na osnovu ulaznih feature-a i poznatih oznaka,
CRF uci dve vrste tezina:

tezine feature-a

tezine prelaza izmedju oznaka.

Tezine feature-a govore modelu koji lokalni obrasci u ulaznoj sekvenci ukazuju
na odredjenu oznaku. Na primer, model moze nauciti da nukleotidi C i G
povectavaju verovatnocu oznake I. Tezine prelaza govore modelu koji su nizovi
oznaka prirodni. Na primer, model moze nauciti da je prelaz I — I Cest, dok
su Cesti naizmenicni prelazi I — O i O — I manje pozeljni.

Zbog toga CRF ne posmatra svaku poziciju potpuno nezavisno, veé¢ trazi
najbolji niz oznaka za celu sekvencu.

Napomena o bloku try-except U kodu se treniranje nalazi unutar bloka:

try:

crf.fit(X_train, y_train)
except AttributeError:

pass

Ovaj zapis znaci da program pokusava da istrenira model, ali ako se po-
javi greska tipa AttributeError, ona se ignoriSe. Takav pristup moze biti
problematic¢an, jer moze sakriti gresku i dovesti do toga da program nastavi
izvrSavanje iako model nije uspesno istreniran.

Za ucenje i proveru koda ¢esto je bolje napisati:

try:
crf.fit(X_train, y_train)
except AttributeError as e:
print (e)

ili privremeno potpuno ukloniti try-except blok, kako bi se eventualna
greska jasno videla.

Dakle, ovaj deo koda konstruiSe i trenira linear-chain CRF model. Model na
osnovu trening podataka uci koje osobine sekvence i koji prelazi izmedju oznaka
najbolje objasnjavaju ta¢no oznacene sekvence, a zatim se moze koristiti za
predvidjanje oznaka na novim DNK sekvencama.
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