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1 Osnovni pojmovi i ciǉevi analize vremenskih
serija

1.1 Definicija vremenske serije
Osnovni pojam sa kojim radimo je vremenska serija. Xta je taqno vremenska

serija? To mo�emo da objasnimo na vixe naqina.
Vremenska serija je niz podataka (opservacija) sa definisanim redosledom.

Taj redosled je, obiqno, hronoloxki.
Vremenska serija mo�e da se shvati i kao sluqajni proces {X(t), t ∈ T}, sa

neprekidnim ili diskretnim parametrom, pri qemu zaseci X(t) i X(s) , t ̸= s u
opxtem sluqaju nisu nekorelisani.

Vremenska serija mo�e da se xvati i kao realizacija takvog sluqajnog pro-
cesa.

1.2 Ciǉevi i tehnike analize vremenskih serija
Analiza vremenskih serija je relativno nova grana matematike (razvija se

krajem 19. i poqetkom 20. veka), ali je ideja stara (ka�u da su jox astronomi u
Vavilonu koristili serije relativnih polo�aja nebeskih tela da bi predvi�ali
astronomske doga�aje).

Ova oblast se razlikuje od ,,obiqne” statistike (u kojoj je polazni pojam prost
sluqajni uzorak) i bazira se na ispitivaǌu korelacione strukture (kvaliteta
korelacione povezanosti qlanova serije). To nam omogu�ava da odredimo pravil-
nost u kretaǌu vremenske serije i da predvidimo ǌen budu�i tok.

Tehnika rada sa (realizovanim) vremenskim serijama sastoji se od slede�ih
koraka:

• opisivaǌe: priprema (,,ulepxavaǌe”) serije za daǉu analizu;

• objaxǌeǌe: izbor matematiqkog modela - rekurzivne formule po kojoj se
meǌaju vrednosti serije;

• predvi�aǌe (prognoziraǌe): na osnovu vrednosti serije u nekom periodu u
proxlosti, treba predvideti ǌene vrednosti u budu�nosti;

• kontrola: ako serija opisuje nekakvu fiziqku ili druxtvenu pojavu/eksperi-
ment, onda na osnovu prognoze te serije treba preduzeti odgovaraju�e korake
u sadaxǌosti, da bi pojava/eksperiment imala �eǉeni ishod u budu�nosti.

Va�ne pretpostavke u analizi vremenskih serija su stacionarnost i ergo-
diqnost. Mi smo se sa ovim pretpostavkama sreli ranije, u kontekstu sluqajnih
procesa, a ovde �emo mo�i malo jasnije da vidimo ǌihov znaqaj. Konkretno, staci-
onarnost serije omogu�ava relativno precizno predvi�aǌe ǌenih budu�ih vred-
nosti, a ergodiqnost omogu�ava da se serija opixe pomo�u matematiqkog modela
koji ima konaqno mnogo parametara. Ovo �emo kasnije detaǉnijo razmatrati.
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1.3 Podela vremenskih serija
Postoje razliqiti tipovi vremenskih serija, a podelu mo�emo vrxiti po sle-

de�im kriterijumima:

1. neprekidne i prekidne serije:

Ova podela je analogna podeli na sluqajne procese sa neprekidnim i diskret-
nim parametrom. Od neprekidnih serija se mogu dobiti prekidne (podelom
vremena na jednake intervale i odabirom vrednosti u poqetnoj, sredixǌoj
ili krajǌoj taqki svakog intervala).

Napomena 1.1. U ovom kursu bavimo se iskǉuqivo prekidnim serijama, ali zbog
boǉe vidǉivosti, grafiqki prikaz �e se, u principu, odnositi na neprekidne
serije.

2. jednodimenzione i vixedimenzione serije:

I ova podela je analogna podeli koju imamo kod sluqajnih procesa. Vixe-
dimenzione serije su, zapravo, vektorski sluqajni procesi i sluqajna poǉa.

Primer 1.1. Primer jednodimenzione serije je {X(t), t ≥ 0}, gde je X(t) tempe-
ratura izmerena na nekom odre�enom mestu u trenutku t. Ili {Xt, t ∈ N}, gde
je Xt cena akcija neke kompanije na berzi u trenutku (danu) t. Za ovaj primer je
karakteristiqno da je to diskretna serija, ali vrednosti nisu registrovane
u jednakim vremenskim intervalima (jer berza ne radi vikendom).

Primeri vixedimenzionih serija su {(X(t), Y (t)), t ≥ 0} gde su X(t) i Y (t) tem-
peratura i vla�nost vazduha izmereni u na nekom mestu u trenutku t (vek-
torski sluqajni proces), ili {X(t, s, d, h), (t, s, d, h) ∈ D}, gde je X(t, s, d, h) broj
sunqanih dana u prethodnoj godini, u zavisnosti od vremena, geografske xirine,
geografske du�ine i nadmorske visine (sluqajno poǉe). Ako je Y (t, s, d, h) kolic-
hina prodatih krema za sunqaǌe u prethodnoj godini, u zavisnosti od istih
parametara, onda je {(X(t, s, d, h), Y (t, s, d, h)), (t, s, d, h) ∈ D} vektorsko sluqajno
poǉe.

3. stacionarne i nestacionarne vremenske serije:

I ova podela nam je poznata iz rada sa sluqajnim procesima, ali ovde, �emo,
najzad, videti i ǌenu primenu. Kretaǌe stacionarnih serija mo�e da se
(relativno precizno) predvidi, pa je zato pogodno, kad god je to mogu�e,
serije raznim transformacijama svesti na stacionarne.

1.4 Komponente vremenskih serija
1. trend:

Trend je dugoroqna pravilnost u kretaǌu vremenske serije. Mo�e biti de-
terministiqki (opisuje se nekom deterministiqkom funkcijom i, kad se ta-
kva funkcija odredi, mo�e taqno da se predvidi) ili stohastiqki (koji ne
mo�e da se predvidi na osnovu istorijskih podataka, odnosno, realizovane
serije). Bax takav, ,,nepredvidiv” trend je qesta pojava u ekonomiji.

Primer trenda je globalno zagrevaǌe (u vremenskoj seriji koja se odnosi na
maksimalnu/minimalnu/proseqnu temperaturu izmerenu na nekom mestu).
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2. sezonska komponenta:

Sezonska komponenta obuhvata pravilnosti u kretaǌu vremenske serije koje
se javǉaju u toku jedne kalendarske godine. Postojaǌe sezonske komponente
znaqi da postoji ve�i stepen korelacije izme�u opservacija koje odgovaraju
istim mesecima u razliqitim godinama, nego razliqitim mesecima u istoj
godini.

Primeri sezonskih varijacija su ponaxaǌe temperature (koja je sliqna u
odre�enom periodu svake godine) i pravilnosti u kretaǌu cena odre�enih
proizvoda (sezonska sni�eǌa).

3. cikliqne varijacije:

Cikliqne varijacije se odnose na pravilnosti u kretaǌu vremenske serije
koje se javǉaju sa periodom razliqitim (obiqno ve�im) od jedne godine.
Radi prognoziraǌa serije u kojoj postoje cikliqne varijacije potrebno je
odrediti ǌihov period.

Primeri cikliqnih varijacija su prolazak neke komete blizu Zemǉe posle
odre�enog broja godina (kad su u pitaǌu serije me�usobnih polo�aja nebe-
skih tela), povratak odre�ene mode posle nekog broja godina (kad je u pitaǌu
serija koja se odnosi na potroxǌu nekih proizvoda).

4. sluqajna komponenta:

Sluqajna komponenta odnosi se na promene u kretaǌu (nivou) serije koje su
sluqajnog karaktera.

Sa stanovixta analize vremenskih serija, sluqajna komponenta je ubedǉivo
najinteresantnija, najva�nija i jedina komponenta koja OBAVEZNO postoji
u vremenskoj seriji (jer bi, u suprotnom sluqaju, bio u pitaǌu determini-
stiqki niz, a ne vremenska serija).

Primer sluqajne komponente mogle bi biti poplave ili suxe (u seriji koja
se odnosi na koliqinu padavina na nekom mestu).

1.5 Opxti model vremenske serije
Neka je (od sada, pa nadaǉe):

• Xt: vrednost (nivo) serije u trenutku t;

• ft: vrednost trenda serije u trenutku t;

• st: vrednost sezonske komponente serije u trenutku t;

• ct: vrednost cikliqne komponente serije u trenutku t;

• ϵt: vrednost sluqajne komponente serije u trenutku t.

Ove komponente mo�emo ,,pore�ati” na razliqite naqine i tako ,,sazidati” razne
vrste modela. ǋih, grubo, mo�emo podeliti u tri grupe:

1. aditivni model:
Xt = ft + st + ct + ϵt

(sve komponente serije se sabiraju);
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2. multiplikativni model:
Xt = ft · st · ct · ϵt

(sve komponente serije se mno�e);

3. mexoviti model: to je sve ono ,,izme�u” aditivnog i multiplikativnog mo-
dela, na primer,

Xt = ft · st · ct + ϵt, Xt = ft · ct · (st + ϵt − 1), . . .

Kako na osnovu grafiqkog prikaza realizovane serije prepoznati da li se radi
o aditivnom ili multiplikativnom modelu? Kod adititvnog modela pove�aǌe
vrednosti jedne komponente ne izaziva pove�aǌe vrednosti ostalih komponenti, a
kod multiplikativnih modela postoji ta vrsta zavisnosti. Primeri vremenskih
serija kojima bi odgovarali aditivni, odnosno, multiplikativni model nacrtani
su na Slici 1. Mexoviti modeli su te�i za prepoznavaǌe.

Slika 1:

1.6 Specifiqnosti vremenskih serija koje se pojavǉuju
u ekonomiji i finansijama

1. trend (obiqno stohastiqki)

2. sezonske varijacije

3. strukturni lom

Strukturni lom je skup opservacija koji nije saglasan sa prethodnim to-
kom vremenske serije. On je obiqno rezultat nekakve intervencije. Primeri
strukturnog loma nacrtani su na Slici 2.
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Slika 2:

4. promenǉiva uslovna disperzija serije (promenǉiva volatilnost)

Ova pojava (koja se drugaqije zove uslovna heteroskedastiqnost) je qesta
kod finansijskih podataka. Mo�e biti izazvana dolaskom nove vesti, a obiq-
no je ve�a varijabilnost ako je vest negativna. Primer serije kod koje se
zapa�a ova pojava nacrtan je na Slici 3.

Slika 3:

5. asimetriqnost

Asimetriqnost se odnosi na asimetriqnost raspodele qlanova serije. U kon-
tekstu finansija to bi znaqilo, na primer, da se gubitak pojavǉuje qex�e
nego dobitak.

6. klasteri

Ovo se odnosi na qiǌenicu da se ekstremne opservacije u vremenskoj seriji
najqex�e pojavǉuju u grupama.

Ve�ina ovih osobina �e biti detaǉno razmatrana u toku kursa.
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1.7 Operatori u analizi vremenskih serija
1. operator kaxǌeǌa (docǌe) prvog reda:

LXt
def
= Xt−1

Operator L, dakle, ,,pomera” seriju jedan korak u proxlost - u prethodni
vremenski trenutak.

Sliqno, operator Lk bi pomerao seriju k koraka u proxlost, a operator L−k

bi je poslao k koraka u budu�nost. Preciznije:

LkXt = Xt−k,

L−kXt = Xt+k,

Lc = c, za c = const.

L0Xt = Xt.

2. operator razlike (diference) prvog reda:

∆Xt
def
= Xt −Xt−1

Operator ∆, dakle, svaki qlan serije zameǌuje razlikom trenutnog i prethodnog
qlana. Kad to uradimo za svaki qlan, dobijamo diferenciranu seriju.

Veza sa operatorom L je:
∆Xt = (1− L)Xt.

Induktivno definixemo operatore razlike drugog, tre�eg,..., n-tog reda:

∆2Xt
def
= ∆(∆Xt)

= ∆Xt −∆Xt−1

= (Xt −Xt−1)− (Xt−1 −Xt−2)

= Xt − 2Xt−1 +Xt−2

= (1− 2L+ L2)Xt

= (1− L)2Xt.

Na isti naqin:

∆kXt
def
= ∆(∆k−1Xt)

= ∆k−1Xt −∆k−1Xt−1

= . . .

= (1− L)kXt.

Za operator ∆k va�i:

∆kXt =
k∑

j=0

(−1)j ·
(
k

j

)
·Xt−j, k ∈ N,

xto se jednostavno proverava uz pomo� binomne formule.
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1.8 Beli xum
U analizi vremenskih serija va�nu ulogu igra najjednostavniji mogu�i sta-

cionarni sluqajni niz - beli xum (white noise).

Definicija 1.1. Sluqajni niz {et, t ∈ Z} je beli xum ako va�e uslovi:

1. E(et) = 0, t ∈ Z;

2. D(et) = E(e2t ) = σ2 = const. t ∈ Z;

3. cov(et, et−k) = E(etet−k) = 0, t ∈ Z, k ∈ Z, k ̸= 0.

Ako su, dodatno, et, t ∈ Z nezavisne sluqajne veliqine sa zajedniqkom normalnom
raspodelom, u pitaǌu je Gausov beli xum.

Napomena 1.2. Ovde je parametarski skup Z (a ne N, kako smo navikli) iz tehniq-
kih razloga, jer je u radu sa vremenskim serijama ponekad zgodno da ovaj niz ,,ode u
proxlost”, qime se neki teorijski rezultati dobijaju u jednostavnijoj formi.

Naziv ovog procesa potiqe iz spektralne analize bele svetlosti. Preciznije,
spektar bele svetlosti karakterixe jednak doprinos svih sedam osnovnih boja
spektra, xto je najjednostavniji sluqaj. Postoje i obojeni xumovi.

Zaxto je beli xum znaqajan u analizi vremenskih serija? Taj proces predsta-
vǉa ,,cigle” od kojih ,,zidamo” komplikovanije modele vremenskih serija.

2 Opisivaǌe vremenske serije

2.1 Koraci pri opisivaǌu vremenske serije
Opisivaǌe vremenske serije odnosi se na sve ,,pripremne radǌe” pre odre�i-

vaǌa modela (formule po kojoj se meǌa nivo serije). Tu spadaju slede�i koraci:

1. grafiqki prikaz serije:
crta se osnovni grafiqki prikaz serije (da bi se stekla predstava o tome
da li postoji trend ili neka druga vrsta varijacija) i grafiqki prikaz
diferenciranih podataka (jer se tako lakxe uoqe nestandardne opservacije
u seriji);

2. sumarni pokazateǉi (statistike):
analizira se empirijska raspodela qlanova serije, mo�e da se nacrta histo-
gram;

3. metode transformacije:
U prethodnom koraku smo stekli neku predstavu o raspodeli qlanova seri-
je. Ako se ta raspodela ne qini kao normalna i simetriqna (xto bi bilo
po�eǉno), sad nam je ciǉ da je raznim metodama transformacije xto vixe
,,unormalimo” i da dobijemo seriju koja ima stabilan nivo i disperziju. Za
to se qesto koristi tzv. Boks - Koks transformacija, definisana sa:

Yt =

{
Xλ

t −1

λ
, λ ̸= 0;

lnXt, λ = 0,
t = 1, 2, . . . , n,
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gde su Xt qlanovi poqetne serije, Yt qlanovi transformisane serije, a λ para-
metar korekcije. Mo�e se primetiti da je ova transformacija, kao funkcija
od λ, neprekidna, xto u praksi znaqi da nije bitno da li se koristi neko
malo λ > 0 ili λ = 0. Koja je adekvatna vrednost λ? Tu ne postoji ispra-
van i pogrexan odgovor, ve� se treba ,,poigrati” sa raznim vrednostima λ
i u svakom pokuxaju crtati grafiqki prikaz, pa stati onda kada ta slika
izgleda dovoǉno ,,lepo i simetriqno”.

Stabilizacija nivoa vremenske serije mo�e da se vrxi i diferenciraǌem.
Ako je serija oblika

Xt = ft + et,

gde je ft deterministiqki trend u obliku polinoma po t stepena k, a {et} beli
xum, onda k puta diferencirana serija, ∆kXt ima stabilan nivo (konstantnu
sredǌu vrednost), a serija ∆k+1Xt ima sredǌu vrednost jednaku nuli.

Primer 2.1. Neka je
Xt = at2 + bt+ c+ et,

gde su a, b, c konstante. Tada je:

∆Xt = Xt−Xt−1 = at2+ bt+ c+ et− (a(t− 1)2+ b(t− 1)+ c+ et−1) = 2at+ b− a+∆et,

∆2Xt = ∆(∆Xt) = Xt−Xt−1−(Xt−1−Xt−2) = 2at+b−a+∆et−(2a(t−1)+b−a+∆et−1) = 2a+∆2et,

∆3Xt = ∆(∆2Xt) = 2a+∆2et − (2a+∆2et−1) = ∆3et,

i va�i
E
(
∆2Xt

)
= 2a, E

(
∆3Xt

)
= 0.

4. metode izravnavaǌa serije:
Ovde je ciǉ izdvojiti (ili grafiqki prikazati) dugoroqnu nesluqajnu kom-
ponentu (trend, sa ili bez sezonskih i cikliqnih varijacija), tj. elimini-
sati sluqajne varijacije. Postoje dve razliqite grupe ovih metoda:

• metode pokretnih proseka (koje slu�e da ,,izglade” i ,,izravnaju” se-
riju da bi se trend lakxe uoqio na grafiqkom prikazu);

• regresione metode (koje, kad je u pitaǌu deterministiqki trend, daju
ǌegov taqan oblik - formulu).

Ovim metodama �emo se daǉe detaǉno baviti.
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2.2 Metoda pokretnih proseka
Metoda pokretnih proseka je neparametarska metoda za izdvajaǌe/uoqavaǌe

trenda u vremenskoj seriji, koja ne slu�i za prepoznavaǌe i gra�eǌe modela.
Metoda funkcionixe na slede�i naqin. Pretpostavimo da radimo sa realizo-

vanom serijom:

x1, x2, . . . , xt−m−1, xt−m, . . . , xt, . . . , xt+m, xt+m+1, . . . , xn.

Opservaciju (podatak) xt zameǌujemo podatkom yt, koji dobijamo na slede�i naqin:

yt =
m∑

i=−m

ai · xt+i, (1)

pri qemu za koeficijente va�i:

ai > 0 za svako i i
m∑

i=−m

ai = 1.

Vrednost trenda u trenutku t se oceǌuje sa yt:

f̂t = yt.

Na ovaj naqin se mogu dobiti ocene trenda u trenucima t = m+ 1,m+ 2, . . . , n−m
(jer za ostale qlanove nemamo po m podataka sa svake strane da bismo primenili
(1)). Dakle, na ovaj naqin se ne mogu dobiti ocene trenda za prvih m i posledǌih
m qlanova serije.

Xta taqno radi ova metoda? Ona malo ,,smiri” varijacije, pri qemu trend
komponenta ostaje i daǉe vidǉiva.

Za koeficijente ai se ka�e i ponderi, a sama metoda je poznata i kao linearni
filter.

Sad �emo detaǉnije da razmotrimo kako funkcionixe ova metoda - zbog qega
smiruje varijacije u vremenskoj seriji i kada i kako ,,propuxta” trend.

Pretpostavimo da je dat model vremenske serije:

Xt = ft + et, t = 1, . . . , n,

gde je

• ft: deterministiqki trend (bez cikliqnih ili sezonskih varijacija);

• et: sluqajna komponenta - beli xum.

Neka je

Yt =
m∑

i=−m

ai ·Xt+i, t = m+ 1,m+ 2, . . . , n−m,

pri qemu va�i ai > 0 za svako i,
∑m

i=−m ai = 1.
Niz sluqajnih veliqina Ym+1, Ym+2, . . . , Yn−m je niz klize�ih sredina poqetnog

niza X1, X2, . . . , Xn.
Niz klize�ih sredina (posmatran kao nova vremenska serija {Yt}) ima slede�e

osobine:
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1.

Yt =
m∑

i=−m

ai ·Xt+i =
m∑

i=−m

ai · ft+i +
m∑

i=−m

ai · et+i.

Prva suma na desnoj strani predstavǉa deterministiqku komponentu serije
{Yt}, a druga suma ǌenu sluqajnu komponentu.

Prelaskom na oqekivaǌe, dobijamo:

E(Yt) = E

(
m∑

i=−m

ai · ft+i

)
+ E

(
m∑

i=−m

ai · et+i

)
=

m∑
i=−m

ai · ft+i ≈ ft = E(Xt).

2.

D(Yt) = E

(
m∑

i=−m

ai · et+i

)2

=
m∑

i=−m

m∑
j=−m

aiajE(et+iet+j) = σ2

m∑
i=−m

a2i < σ2

Poxto za disperziju poqetne serije va�i D(Xt) = E(e2t ) = σ2, vidimo da se
disperzija smaǌila (tj. varijacije zaista ,,smirile”).

3.

cov(YtYs) = E

(
m∑

i=−m

ai · et+i ·
m∑

j=−m

aj · es+j

)

=
m∑

i=−m

m∑
j=−m

aiajE(et+ies+j)

= σ2 ·
m∑

i=−m

aiaj, gde je j = i+ t− s

=

σ
2 ·

m∑
i=−m+h

aiai−h, h ∈ {0, 1, . . . , 2m}

0, h > 2m

,h = |s− t|.

Iz posledǌeg izraza mo�emo da zakǉuqimo da su qlanovi nove serije kore-
lisani samo ako su na rastojaǌu ≤ 2m. Znaqi, malo vixe su ,,izmexani” nego
kod poqetne serije.

2.2.1 Jednostavni pokretni proseci

Qesto se koristi najjednostavniji sluqaj metode pokretnih proseka (tako se i
zove - jednostavni pokretni proseci), koji se dobija za

ai =
1

2m+ 1
, i = −m, . . . ,m.

U ovom sluqaju dobijamo:

1.

Yt =
1

2m+ 1

m∑
i=−m

ft+i +
1

2m+ 1

m∑
i=−m

et+i.

E(Yt) =
1

2m+ 1

m∑
i=−m

ft+i ≈ ft = E(Xt).
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2.

D(Yt) = σ2

m∑
i=−m

1

(2m+ 1)2
=

σ2

2m+ 1
< σ2

3.

cov(YtYt+h) =

{
σ2 · 2m+1−h

(2m+1)2
, h ∈ {0, 1, . . . , 2m}

0, h > 2m.

Sad �emo pokazati da metoda jednostavnih pokretnih proseka ,,propuxta” proi-
zvoǉni linearni trend.

Pretpostavimo da je
ft = c0 + c1t.

Tada je

Yt =
1

2m+ 1

m∑
i=−m

(c0 + c1(t+ i)) +
1

2m+ 1

m∑
i=−m

et+i

=
1

2m+ 1
(2m+ 1)c0 +

1

2m+ 1
(2m+ 1)c1t+

1

2m+ 1
c1 ·

m∑
i=−m

i+
1

2m+ 1

m∑
i=−m

et+i

= c0 + c1t+ 0 +
1

2m+ 1

m∑
i=−m

et+i.

Vidimo da u transformisanoj seriji imamo istu deterministiqku komponentu kao
u poqetnoj seriji, ft = c0 + c1t, tj. trend se nije promenio.

Dakle, jednostavni pokretni proseci ,,rade posao” kada u seriji postoji li-
nearni trend. U ostalim situacijama je stvar ipak malo komplikovanija.

2.2.2 Pokretni proseci koji ,,propuxtaju” proizvoǉni polinomijalni trend

Teorema 2.1. Linearni filter sa ponderima ai, i = −m, . . . ,m,
∑m

i=−m ai = 1, ,,pro-
puxta” trend u obliku polinoma stepena k po t:

ft = c0 + c1t+ · · ·+ ckt
k, za dato k ∈ N

ako i samo ako va�i uslov

m∑
i=−m

ir · ai = 0, za svako r = 1, 2, . . . , k.
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Dokaz.

f̂t =
m∑

i=−m

ai · ft+i

=
m∑

i=−m

ai ·
(
c0 + c1(t+ i) + · · ·+ ck(t+ i)k

)
=

(
(c0 + c1t+ · · ·+ ckt

k
)
·

m∑
i=−m

ai

+
m∑

i=−m

ai ·
(
c1 · (t+ i− t) + c2 · ((t+ i)2 − t2) + · · ·+ ck · ((t+ i)k − tk)

)
= ft +

m∑
i=−m

(
C1 · i+ C2 · i2 + · · ·+ Ck · ik

)
· ai

= ft + C1 ·
m∑

i=−m

i · ai + C2 ·
m∑

i=−m

i2 · ai + · · ·+ Ck ·
m∑

i=−m

ik · ai,

gde su

C1 = c1 ·
(
1

1

)
+ c2 ·

(
2

1

)
· t+ c3 ·

(
3

1

)
· t2 + · · ·+ ck ·

(
k

1

)
· tk−1,

C2 = c2 ·
(
2

2

)
+ c3 ·

(
3

2

)
· t+ · · ·+ ck ·

(
k

2

)
· tk−2,

. . .

Ck = ck ·
(
k

k

)
.

Smer ←−: Oqigledno je.
Smer −→: Ako odaberemo C1 = · · · = Ck−1 = 0, Ck = 1, dobijamo

m∑
i=−m

ik · ai = 0,

ako odaberemo C1 = · · · = Ck−2 = 0, Ck−1 = 1, dobijamo:

m∑
i=−m

ik−1 · ai = 0,

. . . . . .

ako odaberemo C1 = 0, C2 = 1, dobijamo:

m∑
i=−m

i2 · ai = 0,

ako odaberemo C1 = 1, dobijamo:

m∑
i=−m

i · ai = 0.

Dakle, va�e svi tra�eni uslovi.
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Da li mo�emo da odredimo odgovaraju�e koeficijente c1, c2, . . . , ck za svaki od
izbora C1, C2, . . . , Ck? Da, zbog toga xto je u pitaǌu trougaoni sistem jednaqina:

(
1
1

) (
2
1

)
· t

(
3
1

)
· t2 . . .

(
k
1

)
· tk−1

0
(
2
2

) (
3
2

)
· t . . .

(
k
2

)
· tk−2

. . .

0 0 0 . . .
(
k
k

)
 ·

c1
c2
. . .
ck

 =


C1

C2

. . .
Ck

 ,
koji uvek ima jedinstveno rexeǌe.

Napomena 2.1. U ovom sluqaju je dozvoǉeno da koeficijenti ai budu negativni.

2.2.3 Napomene i dopune

Kako odrediti odgovaraju�u vrednost parametra m? Treba uzeti u obzir sle-
de�e stvari:

• Ako se koristi ve�a vrednost m, obim serije �e biti znaqajno smaǌen, x-
to mo�e biti problem. S druge strane, xto je m ve�e, to se serija vixe
,,izgladi”.

• Ako se koristi maǌa vrednost m, ponekad �e trend postati vidǉiv tek kad
se metoda primeni nekoliko puta.

• Ako se ,,noviji” podaci smatraju relevantnijim od ,,starijih”, onda treba
koristiti maǌe m (jer se tako ,,zahvata” maǌe starijih qlanova serije).

Problem skra�ivaǌa serije kod primene ove metode mo�e se rexiti i tako xto
se koristi malo opxtija tehnika, klize�i polinomni trend. U tom sluqaju se
podatak xt zameǌuje sa ϕt(0), gde je

ϕt(s) = α0(t) + α1(t) · s+ · · ·+ αq(t) · sq, za s = −m, . . . ,m.

Koeficijenti αi(t) se mogu oceniti metodom najmaǌih kvadrata. Ocene trenda za
prvih m i posledǌih m qlanova poqetne serije (koje se ne mogu dobiti metodom
pokretnih proseka) dobijaju se na slede�i naqin:

• xm se zameǌuje sa ϕm(−1), xm−1 se zameǌuje sa ϕm(−2), itd.

• xn−m+1 se zameǌuje sa ϕm(1), xn−m+2 se zameǌuje sa ϕm(2), itd.

Detaǉnije o ovoj metodi mo�e se proqitati u kǌizi Malixi�, Jevremovi� ,,Slu-
qajni procesi i vremenske serije”.

2.3 Eksponencijalno izravnavaǌe
Ako pretpostavimo da je va�nost podataka u vremenskoj seriji obrnuto pro-

porcionalna ǌihovoj starosti (tj. da se ve�a va�nost pridaje novijim podacima),
mo�emo da primenimo i jednu malo drugaqiju metodu izravnavaǌa - eksponenci-
jalno izravnavaǌe.
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2.3.1 Jednostruko eksponencijalno izravnavaǌe

Pretpostavimo da imamo vremensku seriju u kojoj ne postoji ni trend, ni se-
zonske ili cikliqne varijacije (sredǌa vrednost serije je konstantna). Dakle,
model je:

Xt = µ+ et,

gde je µ konstanta, a {et} beli xum.
Sa Ft oznaqavamo prognoziranu vrednost serije u trenutku t (ocenu nivoa µ u

trenutku t).
Tada se Ft dobija iz:

Ft = αXt + (1− α)Ft−1, (2)

gde je α ∈ (0, 1) konstanta izravnavaǌa.
Prognozirana vrednost se mo�e izraziti i kao linearna kombinacija prethod-

nih vrednosti serije:

Fn = α ·
n−1∑
j=0

(1− α)j ·Xn−j + (1− α)n · F0, (3)

gde je F0 poqetna prognozirana vrednost (konstanta).
Formula (3) se mo�e pokazati indukcijom po n.

Za n = 1:
F1 = αX1 + (1− α)F0

induktivna hipoteza:

Fn−1 = α
n−2∑
j=0

(1− α)jXn−1−j + (1− α)n−1F0.

prelaz sa n− 1 na n:

Fn = αXn + (1− α)Fn−1

= αXn + α ·
n−2∑
j=0

(1− α)j+1 ·Xn−1−j + (1− α)nF0

= αXn + α ·
n−1∑
j=1

(1− α)j ·Xn−j + (1− α)nF0.

Zbir koeficijenata u linearnoj kombinaciji (3) je jednak 1:

α ·
n−1∑
j=0

(1− α)j + (1− α)n = α · 1− (1− α)n

1− (1− α)
+ (1− α)n = 1.

Sad �emo pokazati da je prognozirana vrednost Ft asimptotski nepristrasna ocena
nivoa µ.
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E(Ft) = E

(
α ·

t−1∑
j=0

(1− α)j ·Xt−j + (1− α)tF0

)

= α ·
t−1∑
j=0

(1− α)j · E(Xt−j) + (1− α)tF0

= α ·
t−1∑
j=0

(1− α)j · µ+ (1− α)tF0

= αµ ·
t−1∑
j=0

(1− α)j + (1− α)tF0

→ αµ ·
∞∑
j=0

(1− α)j + 0 = µ, t→ +∞.

2.3.2 Napomene i dopune

Kako izabrati konstantu izravnavaǌa, α? Treba voditi raquna o slede�em:

• U literaturi se preporuquje vrednost α ∈ (0.01, 0.3).

• Xto je α maǌe, to je serija glatkija.

• Xto je α ve�e, to serija br�e reaguje na sluqajne promene.

Kako odabrati poqetnu prognoziranu vrednost, F0? Neki od qestih izbora su:

• F0 = X1;

• aritmetiqka sredina prvih nekoliko qlanova serije;

• aritmetiqka sredina svih qlanova serije.

Jednostruko eksponencijalno izravnavaǌe se mora modifikovati u sluqaju ka-
da u seriji postoje sezonske varijacije (xto �e biti objaxǌeno kasnije).

Za serije sa trendom koristi se dvostruko eksponencijalno izravnavaǌe (2
jednaqine), a za serije sa trendom i sezonskom komponentom trostruko eksponen-
cijalno izravnavaǌe (3 jednaqine).

Eksponencijalno izravnavaǌe je bilo istorijski prva metoda za prognoziraǌe
vremenskih serija.

2.4 Regresione metode izdvajaǌa trenda
Pretpostavimo da imamo model vremenske serije:

Xt = ft + et,

gde je
ft = c0 + c1t+ · · ·+ ckt

k, k ∈ N0.

Ciǉ je prona�i trend, xto znaqi prvo odrediti stepen polinoma, k, a zatim i
koeficijente, c0, c1, . . . , ck.
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2.4.1 Odre�ivaǌe stepena polinoma

Stepen polinoma se mo�e odrediti na dva naqina:

1. grafiqki:
Serija se diferencira i posle svakog diferenciraǌa se crta grafik dobi-
jenih podataka. Broj diferenciraǌa posle koga se dobija serija koja ima
pribli�no konstantnu sredǌu vrednost je tra�eni stepen polinoma.

2. raqunski:
Ako je k tra�eni stepen polinoma, onda za r > k va�i

∆rXt = ∆ret.

Daǉe se dobija

E (∆rXt) = E (∆ret)

= E

(
r∑

j=0

(−1)j ·
(
r

j

)
· et−j

)

=
r∑

j=0

(−1)j ·
(
r

j

)
· E(et−j)

= 0,

D (∆rXt) = D (∆ret)

= E

(
r∑

j=0

(−1)j ·
(
r

j

)
· et−j

)2

= σ2 ·
r∑

j=0

(
r

j

)2

= σ2 ·
(
2r

r

)
.

U posledǌem redu se koristi jednakost
∑r

j=0

(
r
j

)2
=
(
2r
r

)
, koja se jednostavno

pokazuje upore�ivaǌem koeficijenata uz xr sa leve i desne strane jednakosti

(1 + x)r · (1 + x)r = (1 + x)2r.

Dakle, D (∆rXt) = σ2 ·
(
2r
r

)
, pa se za ocenu parametra σ2 mo�e uzeti

σ̂2
r =

D (∆rXt)(
2r
r

) , za r > k.

Postupak za odre�ivaǌe k sastoji se u tome da se odre�uju

∆Xt i σ̂2
1 =

D (∆Xt)(
2·1
1

) ;

∆2Xt i σ̂2
2 =

D (∆2Xt)(
2·2
2

) ;

∆3Xt i σ̂2
3 =

D (∆3Xt)(
2·3
3

) ;

. . .

Postupak se nastavǉa dok se ocene σ̂2
k ne stabilizuju oko neke vrednosti. Red

diferenciraǌa za koji se to dexava je tra�eni stepen polinoma.
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2.4.2 Odre�ivaǌe koeficijenata polinoma

Pretpostavǉamo da imamo realizovanu seriju x1, x2, . . . , xn i ciǉ nam je da oce-
nimo koeficijente c0, c1, . . . , ck trenda

ft = c0 + c1t+ · · ·+ ckt
k

metodom najmaǌih kvadrata.
Neka je:

X =


x1
x2
. . .
xn

 , T =


1 1 1 . . . 1
1 2 22 . . . 2k

. . .
1 n n2 . . . nk

 , C =


c0
c1
c2
. . .
ck

 , E =


e1
e2
. . .
en

 .
Model je:

X = TC + E.

Treba odrediti Ĉ, tako da

S =
n∑

i=1

e2i = ET · E

bude minimalno. Va�i

S = (X − TC)T (X − TC) = (XT −CTT T )(X − TC) = XTX −CTT TX −XTTC +CTT TTC,

∂S

∂C
= −2T TX + 2T TTC.

Iz uslova ∂S
∂C

= 0 se dobija T TTC = T TX tj.

Ĉ = (T TT )−1T TX.

U pitaǌu je minimum (a ne maksimum) jer je

∂2S

∂C2
= 2T TT,

xto je nenegativno definitna matrica.
Sada dobijamo i reziduale (ocenu sluqajne komponente):

Ê = X − X̂ = X − TĈ = X − T (T TT )−1T TX,

ili, drugaqije zapisano,

êt = xt − x̂t = xt −
(
ĉ0 + ĉ1t+ · · ·+ ĉkt

k
)
.

Napomena 2.2. Sliqan postupak mo�e da se koristi i za oceǌivaǌe cikliqne kom-
ponente ako je poznat ǌen period.
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2.5 Izdvajaǌe i eliminacija sezonske komponente
vremenske serije

U prethodnoj lekciji razmatrali smo naqine da se u vremenskoj seriji proceni
ili eliminixe trend. Sada �emo nexto sliqno uraditi sa sezonskom komponentom
serije. Model je

Xt = ft + st + ϵt, t = 1, 2, . . . , n,

gde je ft trend, st sezonska komponenta, a ϵt sluqajna komponenta.
Pretpostavke za sezonsku komponentu, st:

1. st je nesluqajna funkcija vremena, periodiqna, sa poznatim periodom d
(d = 12 za meseqne podatke, a d = 4 za kvartalne podatke), tj. va�i

st+d = st, za svako t;

2. va�i
s1 + s2 + · · ·+ sd = 0,

tj. sluqajna komponenta ne utiqe na sredǌu vrednost serije;

3. dodatno se pretpostavǉa
n = k · d,

iz praktiqnih razloga.

Qesto je pogodno realizovanu seriju ,,pore�ati u matricu” na slede�i naqin:
x1, x2, . . . , xd
xd+1, xd+2, . . . , x2d

. . .
x(k−1)d+1, x(k−1)d+2, . . . , xkd

 (4)

Zaxto je ovaj naqin zapisa pogodan? U prvoj koloni se nalaze podaci koji imaju
istu sezonsku komponentu, s1 (podaci iz januara ili iz prvog kvartala), u drugoj
koloni oni koji imaju sezonsku komponentu s2, itd.

Za izdvajaǌe ili eliminaciju sezonske komponente koristi�emo tri metode:

• sezonsko diferenciraǌe;

• metodu konstantnih trendova;

• metodu pokretnih proseka.

2.5.1 Sezonsko diferenciraǌe

Definixemo operator diferenciraǌa sa korakom d (operator sezonskog dife-
renciraǌa):

∆dXt
def
= Xt −Xt−d

Ovaj operator slu�i za eliminisaǌe sezonske komponente u seriji:

∆dXt = Xt −Xt−d

= ft + st + ϵt − (ft−d + st−d + ϵt−d)

= (ft − ft−d) + (st − st−d) + (ϵt − ϵt−d)

= ∆dft −∆dϵt.
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2.5.2 Metoda konstantnih trendova

Ovde pretpostavǉamo da je trend konstantan u svakom od perioda du�ine d, tj.
u svakoj vrsti matrice (4):

f1 = f2 = · · · = fd = f1

fd+1 = fd+2 = · · · = f2d = f2

. . .

f(k−1)d+1 = f(k−2)d+2 = · · · = fkd = fk

Tada je ocena trenda aritmetiqka sredina elemenata odgovaraju�e vrste matrice:

f̂i =
1

d

d∑
j=1

x(i−1)d+j, i = 1, 2, . . . , k.

Sezonska komponenta se oceǌuje po kolonama:

ŝj =
1

k

k∑
i=1

(x(i−1)d+j − f̂i), j = 1, 2, . . . , d.

Za ovako dobijenu ocenu va�i:
d∑

j=1

ŝj = 0.

Desezonirani podaci su:
xt − ŝt, t = 1, . . . , n.

2.5.3 Metoda pokretnih proseka

Ova metoda je opxtija od prethodne i za ǌu nisu potrebne nikakve dodatne
pretpostavke o trendu.

Prvi korak je da ocenimo trend komponentu. Imamo dva sluqaja.

1. ako je d = 2m:

f̂t =
1

d

(
1

2
xt−m + xt−m+1 + · · ·+ xt+m+1 +

1

2
xt+m

)
;

2. ako je d = 2m+ 1:

f̂t =
1

d
(xt−m + xt−m+1 + · · ·+ xt+m+1 + xt+m) .

Sluqajevi se razlikuju jer nije prirodno oceǌivati trend u sredǌoj taqki uz
pomo� parnog broja opservacija.

Ocena sezonske komponente:

ŝ∗j =


1

k − 1

k−1∑
i=1

(xid+j − f̂id+j), j = 1, . . . ,m;

1

k − 1

k−1∑
i=1

(x(i−1)d+j − f̂(i−1)d+j), j = m+ 1, . . . , d
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Metodom pokretnih proseka ne mogu dobiti ocene za prvih m i posledǌih m qla-
nova serije, pa se zato u prvih m kolona ne koriste elementi prve vrste matrice
(4), a u preostalih m kolona se ne koriste elementi posledǌe vrste.

Da bi va�io uslov ŝ1+ ŝ2+ · · ·+ ŝd = 0 moramo da prilagodimo dobijene sezonske
vrednosti:

ŝj = ŝ∗j −
1

d

d∑
i=1

ŝ∗i .

Desezonirani podaci:
xt − ŝt, t = 1, . . . , n.

2.5.4 Napomene i dopune

• Kad se jednom odredi sezonska komponenta, tj. ŝ1, . . . , ŝd, to se mo�e iskori-
stiti pri prognoziraǌu serije, zbog periodiqnosti.

• Eliminacija sezonske komponente ponekad poma�e da se lakxe uoqi trend u
seriji.

• Jednostruko eksponencijalno izravnavaǌe se mo�e prilagoditi sluqaju kada
u seriji postoji sezonska komponenta.

1. za aditivni model:

Ft = α(Xt − st−d) + (1− α)Ft−1,

a prognozirana vrednost serije h koraka u budu�nost je

X̂t(h) = Ft + st−d+h;

2. za multiplikativni model:

Ft = α · Xt

st−d

+ (1− α)Ft−1,

a prognozirana vrednost serije h koraka u budu�nost je

X̂t(h) = Ft · st−d+h.
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3 Modeli vremenskih serija

3.1 Stacionarne vremenske serije
Jedan od ciǉeva analize vremenskih serija je i prognoziraǌe budu�ih vred-

nosti serije. Da bi to bilo mogu�e potrebno je da serija bude stacionarna ili
da se pogodnim transformacijama mo�e svesti na stacionarnu seriju.

Definicija 3.1. Vremenska serija {Xt, t ∈ N} je strogo stacionarna ako sluqajni
vektori (X1, X2, . . . , Xn) i (X1+h, X2+h, . . . , Xn+h) imaju iste raspodele za sve n, h ∈ N.
Definicija 3.2. Vremenska serija {Xt, t ∈ N} je slabo stacionarna ako va�e uslo-
vi:

1. E(Xt) = µ = const., t ∈ N;

2. E(X2
t ) < +∞, t ∈ N;

3. cov(Xt, Xs) = γ(t− s), t, s ∈ N.
Definicija slabe stacionarnosti je operativna (upotrebǉiva u praksi), a

definicija stroge stacionarnosti nije.
Iz slabe stacionarnosti ne sledi stroga stacionarnost (mogu�e je napraviti

kontraprimer), a iz stroge stacionarnosti ne sledi slaba stacionarnost jer ne
mora da va�i drugi uslov iz definicije. Iz stroge stacionarnosti sledi slaba
stacionarnost ako je u pitaǌu L2 - proces.

Najjednostavniji primer stacionarne serije je beli xum.

Primer 3.1. Kako konstruisati (strogo) stacionarnu seriju? Na primer, ovako.
Neka je

Xt = g(Zt, Zt−1, . . . , Zt−q),

gde je g realna funkcija, q ∈ N, a {Zt, t ∈ N} niz nezavisnih i jednako raspodeǉenih
sluqajnih veliqina.
{Xt, t ≥ q} je serija pokretnih proseka. Za ǌu se ka�e da je q - zavisna (q -

korelisana) jer su Xt i Xs nezavisni (nekorelisani) za |t− s| > q.
Na primer, niz klize�ih sredina kod metode pokretnih proseka je 2m - korelisana

serija, a beli xum je 0 - korelisan.

3.2 Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija
Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija su osnovni alat za odre�ivaǌe

modela stacionarne vremenske serije.

Definicija 3.3. Neka je {Xt, t ∈ N} slabo stacionarna vremenska serija, E(Xt) = µ.

1. Autokovarijacioni koeficijent sa kaxǌeǌem k je

γk = cov(Xt, Xt−k) = E(Xt − µ)(Xt−k − µ), k = 0, 1, 2, . . .

Niz γ0, γ1, γ2, . . . je autokovarijaciona funkcija.

2. Autokorelacioni koeficijent sa kaxǌeǌem k je

ρk =
cov(Xt, Xt−k)√
D(Xt)D(Xt−k)

=
γk
γ0
, k = 0, 1, 2, . . .

Niz ρ0, ρ1, ρ2, . . . je autokorelaciona funkcija. ǋen grafiqki prikaz zove se
korelogram.
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3.2.1 Osobine γk i ρk

1. γ0 = D(Xt), ρ0 = γ0
γ0

= 1;

2. γ−k = cov(Xt, Xt+k) = cov(Xt+k, Xt) = γk, ρ−k = ρk;

3. |γk| ≤ γ0, |ρk| ≤ 1

Dokaz.

Zt = ω1Xt + ω2Xt−k

D(Zt) ≥ 0

D(Zt) = D(ω1Xt + ω2Xt−k)

= ω2
1D(Xt) + ω2

2D(Xt−k) + 2ω1ω2cov(Xt, Xt−k)

= (ω2
1 + ω2

2)γ0 + 2ω1ω2γk

Za ω1 = ω2 = 1 dobija se γ0 ≥ −γk, a za ω1 = 1, ω2 = −1 dobija se γ0 ≥ γk, odakle
sledi |γk| ≤ γ0.

4. nenegativna definitnost:

k∑
i=1

k∑
j=1

aiajγi−j ≥ 0,
k∑

i=1

k∑
j=1

aiajρi−j ≥ 0,

za proizvoǉno k ∈ N i proizvoǉno a = (a1, a2, . . . , ak) ∈ Rk.

Dokaz.

D(a1(Xt − µ) + a2(Xt−1 − µ) + · · ·+ ak(Xt−k+1 − µ)) ≥ 0

D(a1(Xt − µ) + a2(Xt−1 − µ) + · · ·+ ak(Xt−k+1 − µ)) = E

(
k∑

i=1

ai(Xt−i+1 − µ)

)2

=
k∑

i=1

k∑
j=1

aiajE(Xt−i+1 − µ)(Xt−j+1 − µ)

=
k∑

i=1

k∑
j=1

aiajγi−j,

odakle sledi
k∑

i=1

k∑
j=1

aiajγi−j ≥ 0.

Qesto se koristi i matriqni zapis:

Γk =


γ0 γ1 γ2 . . . γk−1

γ1 γ0 γ1 . . . γk−2

. . .
γk−1 γk−2 γk−3 . . . γ0

 , Pk =
1

γ0
Γk =


1 ρ1 ρ2 . . . ρk−1

ρ1 1 ρ1 . . . ρk−2

. . .
ρk−1 ρk−2 ρk−3 . . . 1

 .
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3.3 Ergodiqnost vremenskih serija
Da bi se na osnovu jedne realizacije sluqajnog procesa (vremenske serije)

doxlo do zakǉuqka o karakteristikama tog procesa potrebno je uvesti dodatni
uslov koji se odnosi na memoriju tog procesa - ergodiqnost.

Definicija 3.4. Slabo stacionarna vremenska serija je ergodiqna u odnosu na
sredǌu vrednost ako

1

T

T∑
t=1

Xt

konvergira u verovatno�i (u sredǌe kvadratnom smislu) ka E(Xt), kad T → +∞.

Mo�e se pokazati da je dovoǉan uslov za ergodiqnost slabo stacionarne se-
rije:

+∞∑
k=0

|γk| < +∞.

Ergodiqnost, zapravo, znaqi da memorija procesa (merena sa γk) slabi sa upro-
seqavaǌem tokom vremena. Ona omogu�ava modeliraǌe vremenske serije modelom
sa konaqno mnogo parametara.

U literaturi se pojavǉuje i uslov ergodiqnosti zapisan na slede�i naqin:

lim
N→∞

(
1

N

N∑
k=1

γk

)
= 0.

Ergodiqnost je, uglavnom, ispuǌena za vremenske serije koje se pojavǉuju u prak-
si. Nadaǉe �emo je podrazumevati.

Primer 3.2. Sad �emo videti primer serije koja je slabo stacionarna, ali nije
ergodiqna. Neka je

X
(i)
t = µ(i) + et,

gde je {et} Gausov beli xum, a µ(i) sredǌa vrednost u i-toj realizaciji serije, iz
N (0, λ2) raspodele, nezavisna od et.

Serija jeste slabo stacionarna:

E(X
(i)
t ) = E(µ(i)) + E(et) = 0

cov(X
(i)
t , X(i)

s ) = E(X
(i)
t X(i)

s )

= E((µ(i) + et)(µ
(i) + es))

=

{
λ2, t ̸= s;

λ2 + σ2, t = s.

Serija nije ergodiqna:

1

T

T∑
t=1

Xt =
1

T

T∑
t=1

(µ(i) + et)

= µ(i) +
1

T

T∑
t=1

et

→ µ(i), T → +∞.

Vidimo da je posledǌa graniqna vrednost razliqita od E(Xt) = 0, pa ova serija nije
ergodiqna.
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3.4 Ocene sredǌe vrednosti, autokovarijacione i autokorela-
cione funkcije na osnovu realizovane serije

Pretpostavǉamo da radimo sa serijom koja je slabo stacionarna:

E(Xt) = µ, t = 1, 2, . . .

E(Xt − µ)(Xt−k − µ) = γk, t = 1, 2, . . . , k = 0, 1, 2, . . .

Tako�e pretpostavǉamo da je serija ergodiqna, tj. da va�i uslov

+∞∑
k=0

|γk| < +∞.

1. ocena sredǌe vrednosti serije, µ:

X =
1

T

T∑
t=1

Xt

• ocena je nepristrasna:

E(X) =
1

T

T∑
t=1

E(Xt) =
1

T
· T · µ = µ;

• ocena je konzistentna:

|D(X)| =

∣∣∣∣∣ 1T 2

T∑
t=1

T∑
s=1

E(Xt − µ)(Xs − µ)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1T 2

T∑
t=1

T∑
s=1

γt−s

∣∣∣∣∣
=

2

T 2
|Tγ0/2 + (T − 1)γ1 + · · ·+ γT−1|

≤ 2

T 2
· T · (|γ0|/2 + |γ1|+ · · ·+ |γT−1|)

→ 0, T → +∞.

2. ocena autokovarijacione funkcije:

γ̂
(1)
k =

1

T

T∑
t=k+1

(Xt −X)(Xt−k −X),

γ̂
(2)
k =

1

T − k

T∑
t=k+1

(Xt −X)(Xt−k −X)
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• obe ocene su pristrasne, ali asimptotski nepristrasne:

E(γ̂
(1)
k ) =

1

T
E

(
T∑

t=k+1

(Xt −X)(Xt−k −X)

)
,

=
1

T
E

(
T∑

t=k+1

((Xt − µ)− (X − µ))((Xt−k − µ)− (X − µ))

)
,

≈ 1

T
E

(
T∑

t=k+1

((Xt − µ)(Xt−k − µ)− (T − k)(X − µ)2
)
,

=
T − k
T

γk −
T − k
T

D(X).

E(γ̂
(2)
k ) =

1

T − k
E

(
T∑

t=k+1

(Xt −X)(Xt−k −X)

)
,

=
T

T − k
E(γ̂

(1)
k )

= γk −D(X).

• prva ocena ima maǌu sredǌe kvadratnu grexku.

3. ocena autokorelacione funkcije:

ρ̂k =
γ̂k
γ̂0

=

T∑
t=k+1

(Xt −X)(Xt−k −X)

T∑
t=1

(Xt −X)2

• ocena je pristrasna (pristrasnost reda 1
T
);

• ako su qlanovi serije nezavisne sluqajne veliqine sa istom raspodelom
i konaqnom disperzijom, onda je

ρ̂k → N
(
0,

1

T

)
, T → +∞, k > 0.

Grafiqki prikaz niza ρ̂1, ρ̂2, . . . zove se uzoraqki korelogram.
Dokazi navedenih osobina mogu se na�i u kǌizi Mladenovi�, Nojkovi� ,,Pri-

meǌena analiza vremenskih serija”.

5.5 Linearni proces
Linearni proces je najopxtiji model za stacionarne vremenske serije. Defi-

nisa�emo ga u sklopu naredne teoreme.

Teorema 5.1. (Voldova teorema razlagaǌa)
Svaka slabo stacionarna vremenska serija mo�e se prikazati kao zbir dva me�u-
sobno nekorelisana procesa, od kojih je jedan potpuno deterministiqki (potpuno
precizno se mo�e predvideti na osnovu informacija iz proxlosti), a drugi potpu-
no nedeterministiqki (ne mo�e se predvideti na osnovu informacija iz proxlo-
sti).
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Nedeterministiqka komponenta {Xt−µ, t = 1, 2 . . . } se mo�e predstaviti u obli-
ku linearnog procesa:

Xt − µ = et + ψ1et−1 + ψ2et−2 + . . .

=
+∞∑
i=0

ψiet−i, ψ0 = 1,

gde je µ = E(Xt), a {et} beli xum.
Pretpostavǉa se da va�i uslov

+∞∑
i=0

|ψi| < +∞

(koji obezbe�uje da rede kojim je proces zadat konvergira u L2- smislu).

Primer 5.3. Primer potpuno deterministiqkog procesa je

Xt = A cos t+B sin t,

gde je t ∈ N, a A,B ∼ N (0, 1) nezavisne sluqajne veliqine.
Zaxto ovaj sluqajni niz mo�e potpuno taqno da se predvidi na osnovu proxlo-

sti?
Uz pomo� jednostavnih trigonometrijskih transformacija dobijamo:

Xt = A(cos(t− 1) cos 1− sin(t− 1) sin 1) +B(sin(t− 1) cos 1 + cos(t− 1) sin 1)

= A

(
cos(t− 1) cos 1− 1

2
(cos(t− 2)− cos t)

)
+B

(
sin(t− 1) cos 1 +

1

2
(sin t− sin(t− 2)

)
= cos 1 ·Xt−1 −

1

2
Xt−2 +

1

2
Xt.

Vidimo da smo dobili deterministiqku vezu izme�u qlanova niza:

Xt = 2 cos 1 ·Xt−1 −Xt−2,

iz koje, ako zadamo vrednosti X1 i X2, mo�emo dobiti sve naredne qlanove niza.

Napomena 5.1. Linearni proces se mo�e zapisati i uz pomo� operatora L:

Xt − µ = (1 + ψ1L+ ψ2L
2 + ψ3L

3 + . . . )et.

Napomena 5.2. Iz uslova
∑+∞

i=0 |ψi| < +∞ sledi
∑+∞

i=0 ψ
2
i < +∞, a obrnuto ne va�i.

Dokaz. Ako va�i
∑+∞

i=0 |ψi| < +∞, onda postoji n0 ∈ N, takvo da

|ψi| < 1, za i ≥ n0,

pa je
ψ2
i < |ψi|, za i ≥ n0.

Daǉe je
+∞∑
i=0

ψ2
i =

n0−1∑
i=0

ψ2
i +

+∞∑
i=n0

ψ2
i <

n0−1∑
i=0

ψ2
i +

+∞∑
i=n0

|ψi| < +∞.
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Primer da obrnuto ne va�i:

ψi =
1

i

1

i
>

1

x
za x > i,

pa je
1

i
>

∫ i+1

i

1

x
dx,

n∑
i=1

1

i
>

n∑
i=1

∫ i+1

i

1

x
dx =

∫ n+1

1

1

x
dx = ln(n+ 1)− ln 1→ +∞, n→ +∞.

S druge strane,
1

i2
<

1

x2
za x < i,

pa je
1

i2
<

∫ i

i−1

1

x2
dx,

n∑
i=1

1

i2
< 1 +

n∑
i=2

∫ i

i−1

1

x2
dx = 1 +

∫ n

1

1

x2
dx = 1 +

(
1− 1

n

)
→ 2, n→ +∞.

5.5.1 Osobine linearnog procesa

1.

D(Xt) = E(Xt − µ)2

= E(et + ψ1et−1 + ψ2et−2 + . . . )2

= σ2(1 + ψ2
1 + ψ2

2 + . . . )

= σ2

+∞∑
i=0

ψ2
i < +∞

2. autokovarijaciona funkcija:

γk = E(Xt − µ)(Xt−k − µ)
= E(et + ψ1et−1 + ψ2et−2 + . . . )(et−k + ψ1et−k−1 + ψ2et−k−2 + . . . )

= ψkE(e
2
t−k) + ψk+1ψ1E(e

2
t−k−1) + ψk+2ψ2E(e

2
t−k−2) + . . .

= σ2(ψk + ψk+1ψ1 + ψk+2ψ2 + . . . )

= σ2

+∞∑
i=0

ψiψk+i, k = 0, 1, . . .

3. autokorelaciona funkcija:

ρk =
γk
γ0

=

∑+∞
i=0 ψiψk+i∑+∞

i=0 ψ
2
i

, k = 0, 1, . . .
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4. Red kojim je definisan linearni proces je L2 - konvergentan:

E

∣∣∣∣∣
T∑
i=0

ψiet−i − Yt

∣∣∣∣∣
2

→ 0, T → +∞,

za neku sluqajnu veliqinu Yt.

Dokaz. Primeǌujemo Koxijev kriterijum za L2 - konvergenciju. Treba doka-
zati da

E

∣∣∣∣∣
M∑
i=0

ψiet−i −
N∑
j=0

ψjet−j

∣∣∣∣∣
2

< ϵ,

za svako fiksirano ϵ > 0, neko N ∈ N i sve M > N . Sre�ivaǌem izraza sa
leve strane dobijamo:

E

∣∣∣∣∣
M∑
i=0

ψiet−i −
N∑
j=0

ψjet−j

∣∣∣∣∣
2

= E

∣∣∣∣∣
M∑

i=N+1

ψiet−i

∣∣∣∣∣
2

= E

(
M∑

i=N+1

ψiet−i ·
M∑

j=N+1

ψjet−j

)

=
M∑

i=N+1

ψ2
iE(e

2
t−i)

= σ2

M∑
i=N+1

ψ2
i < ϵ.

Posledǌa nejednakost va�i zbog toga xto je red kvadratno sumabilan, pa
se qlan

∑M
i=N+1 ψ

2
i mo�e napraviti dovoǉno malim (tj. prona�i odgovaraju�e

N). To je Koxijev kriterijum primeǌen u obrnutom smeru.

5. Linearni proces je ergodiqan u odnosu na sredǌu vrednost.

Dokaz.
+∞∑
j=0

|γj| = σ2

+∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=0

ψiψj+i

∣∣∣∣∣
≤ σ2

+∞∑
j=0

+∞∑
i=0

|ψiψj+i|

= σ2

+∞∑
j=0

+∞∑
i=0

|ψi| · |ψj+i|

= σ2

+∞∑
i=0

|ψi|
+∞∑
j=0

|ψj+i|

≤ σ2

+∞∑
i=0

|ψi|
+∞∑
j=0

|ψj|

< +∞.
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5.5.2 Modeli za slabo stacionarne vremenske serije

Pretpostavǉamo da je {Xt} slabo stacionarna serija i da je E(Xt) = 0. {et} je
beli xum.

1. autoregresioni modeli (AR):

Xt = ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + · · ·+ ϕpXt−p + et.

Ovde je zapisan model reda p (AR(p)).

2. modeli pokretnih proseka (MA):

Xt = et − θ1et−1 − · · · − θqet−q.

Ovde je zapisan model reda q (MA(q)).

3. autoregresioni modeli pokretnih proseka (ARMA):

Xt − ϕ1Xt−1 − ϕ2Xt−2 − · · · − ϕpXt−p = et − θ1et−1 − · · · − θqet−q.

Ovde je zapisan model reda (p, q) (ARMA(p, q)).

Svi ovi modeli predstavǉaju kra�i zapis linearnog procesa. Sam linearni
proces se mo�e oznaqitii kao MA(∞).

Napomena 5.3. Modeli se mogu prilagoditi sluqaju E(Xt) = µ ̸= 0, tako xto se
svako Xt zameni sa Xt − µ, t = 1, 2, . . .

5.6 Autoregresioni modeli
Sad �emo detaǉnije razmotriti autoregresione modele. Model reda p, AR(p)

je:
Xt = ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + · · ·+ ϕpXt−p + et,

ili, drugaqije zapisano:

(1− ϕ1L− · · · − ϕpL
p)Xt = et.

ϕ1, . . . , ϕp su autoregresioni parametri.
Svakom ovakvom modelu mo�emo dodeliti karakteristiqnu jednaqinu (jed-

naqina stepena p po promenǉivoj g):

gp − ϕ1g
p−1 − · · · − ϕp = 0.

5.6.1 Autoregresioni model prvog reda (AR(1))

Model je:
Xt = ϕ1Xt−1 + et,

ili, drugaqije zapisano
(1− ϕ1L)Xt = et.

Karakteristiqna jednaqina je:
g − ϕ1 = 0.

Sad �emo izvesti osnovne osobine ovog modela.
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1. uslov stacionarnosti:
Uslov stacionarnosti znaqi da je disperzija serije konaqna, tj. serija slabo
stacionarna.

Raspisivaǌem modela ,,po dubini” dobijamo:

Xt = ϕ1Xt−1 + et

= ϕ1(ϕ1Xt−2 + et−1) + et = ϕ2
1Xt−2 + ϕ1et−1 + et

= ϕ2
1(ϕ1Xt−3 + et−2) + ϕ1et−1 + et = ϕ3

1Xt−3 + ϕ2
1et−2 + ϕ1et−1 + et

= . . .

= et + ϕ1et−1 + ϕ2
1et−2 + ϕ3

1et−3 + . . .

D(Xt) = D(et + ϕ1et−1 + ϕ2
1et−2 + ϕ3

1et−3 + . . . )

= σ2(1 + ϕ2
1 + ϕ4

1 + ϕ6
1 + . . . )

= σ2

+∞∑
k=0

ϕ2k
1 .

Posledǌi red konvergira, tj. disperzija je konaqna za

|ϕ1| < 1 (uslov stacionarnosti)

Tada je

D(Xt) =
σ2

1− ϕ2
1

.

2. zapis u obliku linearnog procesa (ako va�i uslov stacionarnosti):
Iz

(1− ϕ1L)Xt = et,

dobijamo

Xt = (1− ϕ1L)
−1et

= (1 + ϕ1L+ ϕ2
1L

2 + ϕ3
1L

3 + . . . )et

= et + ϕ1et−1 + ϕ2
1et−2 + ϕ3

1et−3 + ...

Dakle, odgovaraju�i koeficijenti linearnog procesa su

ψj = ϕj
1, j = 1, 2, . . .

Iz zapisa u obliku linearnog procesa sledi i

E(Xt) = 0.

3. autokovarijaciona funkcija:
1. naqin:

γk = E(XtXt−k)

= E(et + ϕ1et−1 + ϕ2
1et−2 + · · ·+ ϕk

1et−k + . . . ) · (et−k + ϕ1et−k−1 + ϕ2
1et−k−2 + . . . )

= ϕk
1E(e

2
t−k) + ϕk+2

1 E(e2t−k−1) + ϕk+4
1 E(e2t−k−2) + . . .

= σ2(ϕk
1 + ϕk+2

1 + ϕk+4
1 + . . . )
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Ako va�i uslov |ϕ1| < 1, onda se posledǌi izraz mo�e prikazati kao

γk = σ2 · ϕk
1

1− ϕ2
1

, k = 1, 2, . . .

2. naqin: Kad se jednaqina modela pomno�i sa Xt−k i ,,napadne” oqekivaǌem,
dobija se:

E(XtXt−k) = E(ϕ1Xt−1Xt−k) + E(etXt−k),

tj.

γk = ϕ1γk−1 +

{
σ2, k = 0

0, k ̸= 0.

Dakle,

γk =

{
ϕ1γk−1 + σ2, k = 0

ϕ1γk−1, k ̸= 0.

Odatle se, rexavaǌem sistema za k = 0 i k = 1 dobijaju γ0 i γ1, a daǉe raquna
po rekurzivnoj formuli.

4. autokorelaciona funkcija:

ρk =
γk
γ0

=
σ2 · ϕk

1

1−ϕ2
1

σ2

1−ϕ2
1

= ϕk
1, k = 0, 1, 2, . . .

5. korelogram: U zavisnosti od znaka parametra ϕ1, korelogram mo�e da iz-
gleda kao na Slici 1 (ϕ1 > 0) ili Slici 2 (ϕ1 < 0).

Slika 4:

Vidimo da, u oba sluqaja, autokorelacionih koeficijenata razliqitih od
nule ima beskonaqno mnogo i da eksponencijalno opadaju po modulu.

5.6.2 Primeri nestacionarnih AR(1) serija

Sad �emo razmotriti nekoliko primera AR(1) modela za koje ne va�i uslov
stacionarnosti.

Primer 5.4. (sluqajno lutaǌe)
Model je

Xt = Xt−1 + et, X0 = 0.

ovo je ,,graniqni” sluqaj, jer je ϕ1 = 1.
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Slika 5:

Raspisivaǌem serije se dobija:

Xt = Xt−1 + et = Xt−2 + et−1 + et = Xt−3 + et−2 + et−1 + et = · · · =
t∑

i=1

ei.

Ovde je

cov(Xt, Xs) = E

(
t∑

i=1

ei ·
s∑

j=1

ej

)
= σ2 ·min{s, t}.

Kovarijacija zavisi od t i s pojedinaqno (a ne samo od ǌihove razlike), pa serija nije
stacionarna.

Me�utim, prime�ujemo da iz

Xt −Xt−1 = et, tj. ∆Xt = et

sledi da je diferencirana serija stacionarna.

Primer 5.5. Jox jedan graniqni sluqaj dobijamo za ϕ1 = −1. Model je

Xt = −Xt−1 + et, X0 = 0.

Raspisivaǌem serije se dobija:

Xt = −Xt−1 + et = Xt−2 − et−1 + et = −Xt−3 + et−2 − et−1 + et = · · · =
t∑

i=1

(−1)t−iei.

Ovde je

cov(Xt, Xs) = E

(
t∑

i=1

(−1)t−iei ·
s∑

j=1

(−1)s−jej

)
= σ2 ·

min{s,t}∑
i=1

(−1)t+s−2i.

Ovo je ,,jox gori” sluqaj i opet serija nije stacionarna.
Me�utim, ,,sezonskim” diferenciraǌem sa korakom 2 dobijamo:

∆2Xt = Xt −Xt−2 = Xt−2 − et−1 + et −Xt−2 = ∆et,

tj. ovako diferencirana serija je stacionarna.
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Primer 5.6. (eksplozivna serija)
Model je:

Xt = ϕ1Xt−1 + et, |ϕ1| > 1.

Ovaj model je, oqigledno, nestacionaran (ka�emo eksplozivan), xto se mo�e pro-
veriti ispisivaǌem vrednosti serije X1, X2, . . . pri qemu se beli xum zanemaruje.
Primetili bismo da vrednosti ,,divǉaju” i da se ne mo�e utvrditi nikakva pra-
vilnost u ǌihovoj promeni.

Kod ove serije ne�e pomo�i nikakvo diferenciraǌe, tj. u svakom pokuxaju �e se
dobijati jox komplikovaniji model. Proverite!

Me�utim, kad primenimo ,,trik” - iz jednaqine modela izrazimo Xt−1 preko Xt,
dobijamo novi model:

Xt−1 =
1

ϕ1

Xt −
1

ϕ1

et.

koji nismo ,,pokvarili” (niz { 1
ϕ1
et} je ponovo beli xum, ali sa drugom disperzijom),

ali koji je stacionaran (|1/ϕ1| < 1). Ono xto je neuobiqajeno kod ovakvog modela (i
xto ga qini neupotrebǉivim u praksi) je ǌegova nekauzalnost, tj. qiǌenica da smo
proxle vrednosti izrazili preko budu�ih, pa �e po formuli serija ,,i�i u proxlost”.
Sa teorijske taqke gledixta, ovakvi modeli su ravnopravni sa kauzalnim modelima.

5.6.3 Autoregresioni model reda p (AR(p))

Model reda p, AR(p) je:

Xt = ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + · · ·+ ϕpXt−p + et,

ili:
(1− ϕ1L− · · · − ϕpL

p)Xt = et.

ϕ1, . . . , ϕp su autoregresioni parametri.
Karakteristiqna jednaqina:

gp − ϕ1g
p−1 − · · · − ϕp = 0

Osobine modela:

1. uslov stacionarnosti: Iz zapisa:

(1− ϕ1L− · · · − ϕpL
p)Xt = et (5)

sledi
(1− g1L)(1− g2L) . . . (1− gpL)Xt = et, (6)

gde su g1, g2, . . . , gp rexeǌa odgovaraju�e karakteristiqne jednaqine.

Dokaz. Operatori na levoj strani jednakosti (5) i (6) moraju davati isti
rezultat kada se primene na bilo koje Xt, pa koeficijenti uz svaki stepen
L u jednom i drugom izrazu moraju biti jednaki. Kad se ,,izmno�i” leva
strana izraza (6) i izjednaqe koeficijenti uz svaki stepen L, dobijaju se
Vijetove formule za polinom stepena p, a to su, zapravo, veze izme�u rexeǌa
odgovaraju�e jednaqine reda p (a to je karakteristiqna jednaqina modela).
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Zapis u obliku linearnog procesa je mogu� (xto, zapravo, znaqi da je serija
stacionarna) ako je mogu�e invertovati svaki qlan sa leve strane izraza
(6), tj.

∃(1− g1L)−1, ∃(1− g2L)−1, . . . ,∃(1− gpL)−1,

a to je ispuǌeno za
|g1| < 1, |g2| < 1, . . . , |gp| < 1.

Dokaz. Ovde �emo detaǉnije analizirati kada i kako postoji inverz opera-
tora 1− gL.
Polazimo od izraza

(1− gL)Xt = Yt.

Kada se leva i desna strana pomno�e sa 1+ gL+ g2L2+ · · ·+ gt−1Lt−1, dobija se(
1 + gL+ g2L2 + · · ·+ gt−1Lt−1

)
(1− gL)Xt =

(
1 + gL+ g2L2 + · · ·+ gt−1Lt−1

)
Yt,

tj. (
1− gtLt

)
Xt =

(
1 + gL+ g2L2 + · · ·+ gt−1Lt−1

)
Yt,

odnosno, zapisano na drugi naqin,

Xt − gtX0 =
(
1 + gL+ g2L2 + · · ·+ gt−1Lt−1

)
Yt,

Ako je X0 ograniqeno, a |g| < 1, onda za veliko t qlan gtX0 postaje zanemarǉiv,
pa dobijamo:

Xt ≈
(
1 + gL+ g2L2 + · · ·+ gt−1Lt−1

)
Yt,

tj.
Xt ≈

(
1 + gL+ g2L2 + · · ·+ gt−1Lt−1

)
(1− gL)Xt.

Dakle, izraz 1 + gL + g2L2 + · · · + gt−1Lt−1 je ,,pribli�ni” inverz operatora
1− gL:

(1− gL)−1 = lim
j→+∞

(
1 + gL+ g2L2 + · · ·+ gjLj

)
i va�i

(1− gL)−1(1− gL) = 1.

Ako je {Xt} slabo stacionarna vremenska serija, onda je uslov ograniqenosti
zadovoǉen, pa je dovoǉan uslov za postojaǌe inverza:

|g| < 1.

2. zapis u obliku linearnog procesa: Ako va�i uslov stacionarnosti, onda
se zapis u obliku linearnog procesa dobija iz:

(1− ϕ1L− · · · − ϕpL
p)Xt = et,

kad se Xt zameni sa (1 + ψ1L+ ψ2L
2 + . . . ) et:

(1− ϕ1L− · · · − ϕpL
p)
(
1 + ψ1L+ ψ2L

2 + . . .
)
et = et,

pa se uporede koeficijenti uz svaki stepen L sa leve i desne strane. Odatle
se koefeicijenti odgovaraju�eg linearnog procesa ψi mogu izraziti preko
autoregresionih parametara ϕj.

Prelaskom na oqekivaǌe, dobijamo da va�i i:

E(Xt) = 0.
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3. autokovarijaciona funkcija: Iz izraza:

E(XtXt−k) = E(ϕ1Xt−1Xt−k) + E(ϕ2Xt−2Xt−k) + · · ·+ E(ϕpXt−pXt−k) + E(etXt−k)

sledi

γk = ϕ1γk−1 + ϕ2γk−2 + · · ·+ ϕpγk−p +

{
σ2, k = 0

0, k ̸= 0.
(7)

4. autokorelaciona funkcija: Autokorelaciona funkcija se dobija iz (7), kad
se iskoristi ρk =

γk
γ0
:

ρk = ϕ1ρk−1 + ϕ2ρk−2 + · · ·+ ϕpρk−p, k > 0. (8)

Autokorelacioni koeficijenti se mogu izraziti i na slede�i naqin:

ρk = b1g
k
1 + b2g

k
2 + · · ·+ bpg

k
p , k ≥ 0,

gde su g1, g2, . . . , gp rexeǌa karakteristiqne jednaqine modela, a b1, b2, . . . , bp
konstante.

Kad se rekurzivna veza (8) ispixe za vrednosti k = 1, 2, . . . , p dobija se tako-
zvani Y ule−Walker sistem jednaqina:

1 ρ1 ρ2 . . . ρp−1

ρ1 1 ρ1 . . . ρp−2

. . .
ρp−1 ρp−2 ρp−3 . . . 1

 ·

ϕ1

ϕ2

. . .
ϕp

 =


ρ1
ρ2
. . .
ρp

 , (9)

tj.
Pp · Φp = ρp,

odakle se dobija
Φp = P−1

p · ρp.

Zakǉuqujemo da kod autoregresionih modela skup autoregresionih koefici-
jenata jednoznaqno odre�uje parametre modela.

5. korelogram: Na osnovu rekurzivne jednaqine (8) zakǉuqujemo da �e korelo-
gram ovog modela imati beskonaqno mnogo ,,crtica” (tj. autokorelacionih
koeficijenata razliqitih od nule), a mo�e se pokazati i da �e one (ako va�i
uslov stacionarnosti) opadati po modulu.

Primer 5.7. (AR(2) model) Za model drugog reda:

Xt = ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + et,

karakteristiqna jednaqina je

g2 − ϕ1g − ϕ2 = 0.

Autokorelaciona funkcija se dobija iz rekurzivne veze:

ρk = ϕ1ρk−1 + ϕ2ρk−2, k > 0.
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Za autokorelacione koeficijente va�i:

ρk = b1g
k
1 + b2g

k
2 , k ≥ 0.

gde su g1 i g2 rexeǌa karakteristiqne jednaqine.
Za k = 0 dobija se

ρ0 = 1 = b1 + b2,

a za k = 1:
ρ1 =

ϕ1

1− ϕ2

= b1g1 + b2g2.

Iz ovog sistema se mogu izraqunati konstante b1 i b2. S druge strane, za rexeǌa g1
i g2 va�i:

g1 + g2 = ϕ1,

g1g2 = −ϕ2.

U zavisnosti od znaka parametara ϕ1 i ϕ2 mo�emo videti kog znaka je rexeǌe ka-
rakteristiqne jednaqine koje je ve�e po modulu. Tako�e, bitno je da li su rexeǌa
karakteristiqne jednaqine realna ili konjugovano - kompleksna.

Na osnovu svega toga, dobijamo kako u nekim sluqajevima izgleda korelogram ovog
modela (Slika 1).

Slika 6:
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5.6.4 Priroda autoregresionog modela u zavisnosti od rexeǌa karakteri-
stiqne jednaqine

U dosadaxǌim razmatraǌima i primerima iz prethodne lekcije mogli smo da
zakǉuqimo slede�e stvari o vezi izme�u stacionarnosti autoregresionih modela
i rexeǌa karakteristiqne jednaqine tog modela:

• model AR(1) je stacionaran ako je |ϕ1| = |g1| < 1;

• ako je |ϕ1| = |g1| = 1, model AR(1) nije stacionaran, ali se, pogodno izabranim
diferenciraǌem, mo�e svesti na stacionarni model;

• ako je |ϕ1| = |g1| > 1, model AR(1) nije stacionaran, niti se diferenciraǌem
mo�e svesti na stacionaran.

Tako�e smo zakǉuqili da je AR(p) model stacionaran ako je |g1|, |g2|, . . . , |gp| < 1.
Ove osobine nastavǉaju da va�e i za model AR(p), proizvoǉnog reda p ∈ N, xto

�emo sada preciznije formulisati.

Teorema 5.2. Za rexeǌa g1, g2, . . . , gp karakteristiqne jednaqine AR(p) modela:

gp − ϕ1g
p−1 − · · · − ϕp = 0

i odgovaraju�i AR(p) model va�i:

1. Ako je
|g1|, |g2|, . . . , |gp| < 1

odgovaraju�i model je stacionaran.

2. Ako je
|g1|, |g2|, . . . , |gp| ≤ 1, (∃gi)|gi| = 1

odgovaraju�i model je nestacionaran (ka�e se i serija sa jediniqnim kore-
nom). Ta vrsta nestacionarnosti se mo�e otkloniti diferenciraǌem:

(a) U sluqaju
(∃gi)gi = 1, g1, g2, . . . , gp ≤ 1

treba primeniti obiqno diferenciraǌe, onoliko puta koliko ima rexeǌa
karakteristiqne jednaqine koja su jednaka 1.

(b) U sluqaju
(∃gi)gi = −1,

u pitaǌu je sezonski jediniqni koren i treba primeniti sezonsko dife-
renciraǌe sa korakom 2. Diferenciraǌe treba ga primeniti onoliko puta
koliko ima ovakvih korena.

3. Ako
(∃gi)|gi| > 1,

onda je u pitaǌu nestacionarna (eksplozivna) serija, koja se ne mo�e diferen-
ciraǌem svesti na stacionarnu. Za takvu seriju ka�emo i da je pod uticajem
aditivnog dejstva rastu�ih sluqajnih xokova.
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Primer 5.8. Serija
Xt =

1

6
Xt−1 +

1

6
Xt−2 + et

je stacionarna, jer je ǌena karakteristiqna jednaqina

6g2 − g − 1 = 0,

a oba rexeǌa su po modulu maǌa od 1.
Serija

Xt = 2Xt−1 −Xt−2 + et

je serija sa (dvostrukim) jediniqnim korenom, jer je ǌena karakteristiqna jednaqina

g2 − 2g + 1 = 0,

qija su rexeǌa g1 = g2 = 1.
Serija

Xt = 5Xt−1 − 7Xt−2 + 3Xt−3 + et

je eksplozivna, jer je ǌena karakteristiqna jednaqina

g3 − 5g2 + 7g − 3 = 0,

qija su rexeǌa g1 = g2 = 1, g3 = 3.

Primer 5.9. Model AR(p) kod koga je taqno s rexeǌa karakteristiqne jednaqine
jednako 1 mo�e se prikazati u obliku(

1− α1L− α2L
2 − · · · − αp−sL

p−s
)
(1− L)sXt = et,

gde su α1, . . . , αp−s nekakvi koeficijenti, a u polinomu 1− α1L− α2L
2 − · · · − αp−sL

p−s

nema jediniqnih korena.
Vidimo da se model mo�e zapisati i na slede�i naqin:(

1− α1L− α2L
2 − · · · − αp−sL

p−s
)
∆sXt = et,

xto znaqi da je Yt = ∆sXt stacionarna serija.

Primer 5.10. Model AR(p) kod koga je taqno jedno rexeǌe karakteristiqne jed-
naqine jednako -1, a preostala rexeǌa po modulu maǌa od 1 mo�e se prikazati u
obliku (

1− α1L− α2L
2 − · · · − αp−1L

p−1
)
(1 + L)Xt = et,

gde su α1, . . . , αp−1 nekakvi koeficijenti, a u polinomu 1− α1L− α2L
2 − · · · − αp−1L

p−1

nema jediniqnih korena.
Mno�eǌem jednaqine modela sa (1− L) dobija se:(

1− α1L− α2L
2 − · · · − αp−1L

p−1
)
(1 + L)(1− L)Xt = (1− L)et,(

1− α1L− α2L
2 − · · · − αp−1L

p−1
)
(1− L2)Xt = (1− L)et,(

1− α1L− α2L
2 − · · · − αp−1L

p−1
)
∆2Xt = (1− L)et.

pa zakǉuqujemo da je sezonski diferencirana serija stacionarna.
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5.7 Modeli pokretnih proseka
Sad �emo detaǉnije razmotriti modele pokretnih proseka. Model reda q,

MA(q) je:
Xt = et − θ1et−1 − θ2et−2 − · · · − θqet−q,

ili, drugaqije zapisano:

Xt =
(
1− θ1L− θ2L2 − · · · − θqLq

)
et.

θ1, . . . , θq su parametri pokretnih proseka.
Sliqno kao kod autoregresionih modela, modelima pokretnih proseka mo�emo

dodeliti karakteristiqnu jednaqinu:

gq − θ1gq−1 − · · · − θq = 0.

Direktno iz jednaqine modela mo�emo da vidimo slede�e osobine modela po-
kretnih proseka:

1. E(Xt) = 0

2. model MA(q) je specijalni sluqaj linearnog procesa (sa konaqno mnogo koe-
ficijenata razliqitih od nule);

3. Xt je uvek slabo stacionarna serija, xto se vidi iz

D(Xt) = E(X2
t ) = σ2(1 + θ21 + · · ·+ θ2q) < +∞.

5.7.1 Model pokretnih proseka prvog reda (MA(1))

Model je:
Xt = et − θ1et−1,

ili, drugaqije zapisano
Xt = (1− θ1L)et.

Sad �emo izvesti osnovne osobine ovog modela.

1. uslov invertibilnosti:
Uslov invertibilnosti znaqi da je seriju mogu�e prikazati kao AR(∞) mo-
del. Ovaj uslov mo�emo izvesti na dva naqina.

1. naqin: Iz jednaqine modela dobijamo

et = Xt + θ1et−1.

Raspisivaǌem modela ,,po dubini” dobijamo:

Xt = et − θ1et−1

= et − θ1(Xt−1 + θ1et−2) = et − θ21et−2 − θ1Xt−1

= et − θ21(Xt−2 + θ1et−3)− θ1Xt−1 = et − θ1Xt−1 − θ21Xt−2 − θ31et−3

= . . .

= et − θ1Xt−1 − θ21Xt−2 − θ31Xt−3 − . . .
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Posledǌi red konvergira ka nekoj sluqajnoj veliqini ako je

|θ1| < 1 (uslov invertibilnosti)

2. naqin:
Iz zapisa

Xt = (1− θ1L)et
zakǉuqujemo da je model invertibilan ako postoji (1− θ1L)−1, a uslov za to
je |θ1| < 1.

2. zapis u obliku AR(∞) modela (ako va�i uslov invertibilnosti):
Iz

Xt = (1− θ1L)et
dobijamo

et = (1− θ1L)−1Xt =
(
1 + θ1L+ θ21L

2 + . . .
)
Xt = Xt + θ1Xt−1 + θ21Xt−2 + . . .

Dakle, odgovaraju�i AR(∞) proces je:

Xt + θ1Xt−1 + θ21Xt−2 + · · · = et.

3. autokovarijaciona funkcija:

γk = E(XtXt−k)

= E(et − θ1et−1) · (et−k − θ1et−k−1)

=


E(et − θ1et−1)

2, k = 0

E(et − θ1et−1)(et−1 − θ1et−2), k = 1

E(et − θ1et−1)(et−k − θ1et−k−1), k > 1

=


(1 + θ21)σ

2, k = 0

−θ1σ2, k = 1

0, k > 1.

4. autokorelaciona funkcija:

ρk =
γk
γ0

=


1, k = 0

− θ1
1+θ21

, k = 1

0, k > 1.

Mo�emo da primetimo da ρ1 = − θ1
1+θ21
∈
[
−1

2
, 1
2

]
, kao i da autokorelacioni koe-

ficijenti ne odre�uju jednoznaqno MA(1) model (jer se dobija ista vrednost
ρ1 za modele sa parametrima θ1 i 1

θ1
).

5. korelogram: U zavisnosti od znaka parametra θ1, korelogram mo�e da izgle-
da na dva naqina (nacrtati!).

Vidimo da, u oba sluqaja, postoji taqno jedan autokorelacioni koeficijent
razliqit od nule (za k > 0) i da se na osnovu toga mo�e prepoznati red
modela (xto je vrlo bitno kod prepoznavaǌa modela u praksi!).

43



5.7.2 Model pokretnih proseka reda q (MA(q))

Model:
Xt = et − θ1et−1 − θ2et−2 − · · · − θqet−q,

Sad �emo detaǉnije razmotriti osobine modela:

1. uslov invertibilnosti: Iz zapisa

Xt =
(
1− θ1L− θ2L2 − · · · − θqLq

)
et,

tj.
Xt = (1− g1L)(1− g2L) . . . (1− gqL)et,

gde su g1, . . . , gq rexeǌa odgovaraju�e karakteristiqne jednaqine, mo�emo da
vidimo da �e ovaj model biti invertibilan ako:

(∃)(1− g1L)−1, (∃)(1− g2L)−1, . . . , (∃)(1− gqL)−1,

a uslov za to je

|g1|, |g2|, . . . , |gq| < 1 (uslov invertibilnosti)

2. autokovarijaciona funkcija: Sliqno kao kod MA(1) modela, dobijamo:

γk = E(XtXt−k)

= E(et − θ1et−1 − θ2et−2 − · · · − θqet−q)(et−k − θ1et−k−1 − θ2et−k−2 − · · · − θqet−k−q)

=



(1 + θ21 + · · ·+ θ2q)σ
2, k = 0

(−θ1 + θ1θ2 + θ2θ3 · · ·+ θq−1θq)σ
2, k = 1

(−θ2 + θ1θ3 + θ2θ3 · · ·+ θq−2θq)σ
2, k = 2

. . . ,

(−θq−1 + θ1θq)σ
2, k = q − 1

−θqσ2, k = q

3. autokorelaciona funkcija:

ρk =


1, k = 0
−θk+θ1θk+1+···+θq−kθq

1+θ21+···+θ2q
, k = 1, 2, . . . , q

0, k > q

4. korelogram: Korelogram (osim ρ0 = 1) ima jox taqno q ,,crtica” razliqitih
od nule, na osnovu qega se mo�e prepoznati red ovog modela.

Modeli pokretnih proseka imaju jox jednu zanimǉivu osobinu, koju �emo for-
mulisati kao teoremu.

Teorema 5.3. Ako je {Xt} slabo stacionarna, q - korelisana vremenska serija, za koju
va�i E(Xt) = 0, onda je {Xt} bax MA(q) proces.

Ovo je specijalan sluqaj Voldove teoreme o razlagaǌu.
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5.8 Autoregresioni modeli pokretnih proseka (ARMA)
Autoregresioni modeli pokretnih proseka, na neki naqin, predstavǉaju kom-

binaciju AR i MA modela (imaju obe komponente).

5.8.1 Autoregresioni model pokretnih proseka prvog reda
(ARMA(1, 1))

Model je:
Xt − ϕ1Xt−1 = et − θ1et−1,

ili
(1− ϕ1L)Xt = (1− θ1L)et.

Osobine modela:

1. uslovi stacionarnosti i invertibilnosti: Kod ARMA modela uslov sta-
cionarnosti zavisi od AR komponente, a uslov invertibilnosti od MA kom-
ponente. To u ovom sluqaju znaqi:

• uslov stacionarnosti: treba da postoji operator (1− ϕ1L)
−1, a uslov za

to je |ϕ1| < 1;

• uslov invertibilnosti: treba da postoji operator (1−θ1L)−1, a uslov za
to je |θ1| < 1.

2. zapis kao AR(∞) (ako va�i uslov invertibilnosti):

et = (1− θ1L)−1(1− ϕ1L)Xt

= (1− ϕ1L)(1 + θ1L+ θ21L
2 + θ31L

3 + . . . )Xt

= (1 + (θ1 − ϕ1)L+ θ1(θ1 − ϕ1)L
2 + θ21(θ1 − ϕ1)L

3 + . . . )Xt

Dakle, koeficijenti odgovaraju�eg AR(∞) modela su:

ψk = θk−1
1 (θ1 − ϕ1), k = 1, 2, . . .

3. zapis kao MA(∞) (ako va�i uslov stacionarnosti):

Xt = (1− ϕ1L)
−1(1− θ1L)et

= (1− θ1L)(1 + ϕ1L+ ϕ2
1L

2 + ϕ3
1L

3 + . . . )et

= (1 + (ϕ1 − θ1)L+ ϕ1(ϕ1 − θ1)L2 + ϕ2
1(ϕ1 − θ1)L3 + . . . )et

Dakle, koeficijenti odgovaraju�eg MA(∞) modela su:

ψk = ϕk−1
1 (ϕ1 − θ1), k = 1, 2, . . .

4. autokovarijaciona funkcija: Iz jednakosti

E(XtXt−k) = E(ϕ1Xt−1Xt−k) + E(etXt−k)− E(θ1et−1Xt−k)

dobija se

γk = ϕ1γk−1 +

{
σ2, k = 0

0, k ̸= 0
−


σ2θ1(ϕ1 − θ1), k = 0

θ1σ
2, k = 1

0, k > 1
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5. autokorelaciona funkcija:

ρk =


1, k = 0
(ϕ1−θ1)(1−ϕ1θ1)

1−2ϕ1θ1+θ21
, k = 1

ϕ1ρk−1, k > 1

5.8.2 Autoregresioni model pokretnih proseka reda (p, q)
(ARMA(p, q))

Model:
Xt − ϕ1Xt−1 − · · · − ϕpXt−p = et − θ1et−1 − · · · − θqet−q,

ili
(1− ϕ1L− · · · − ϕpL

p)Xt = (1− θ1L− · · · − θqLq)et.

Pretpostavǉa se da polinomi

Φ(L) = 1− ϕ1L− · · · − ϕpL
p i Θ(L) = 1− θ1L− · · · − θqLq

nemaju zajedniqkih faktora (jer bi se u suprotnom dobio jednostavniji model,
ni�eg reda).

Osobine modela:

1. AR i MA su specijalni sluqajevi ARMA modela:

AR(p) = ARMA(p, 0), MA(q) = ARMA(0, q)

2. uslovi stacionarnosti i invertibilnosti: Model je stacionaran ako po-
stoji operator Φ(L)−1, a invertibilan ako postoji operator Θ(L)−1.

3. autokovarijaciona funkcija: Iz jednakosti

E(XtXt−k) = E(ϕ1Xt−1Xt−k)+· · ·+E(ϕpXt−pXt−k)+E(etXt−k)−E(θ1et−1Xt−k)−· · ·−E(θqet−qXt−k)

dobija se

γk = ϕ1γk−1+· · ·+ϕpγk−p+

{
σ2, k = 0

0, k ̸= 0
−


σ2θ1(ϕ1 − θ1), k = 0

θ1σ
2, k = 1

0, k > 1

−· · ·−

{
nexto , k ≤ q

0, k > q

Za k > q:
γk = ϕ1γk−1 + · · ·+ ϕpγk−p

4. autokorelaciona funkcija:

ρk = ϕ1ρk−1 + · · ·+ ϕpρk−p, k > q

Prvih q autokorelacionih koeficijenata zavisi od parametara obe kompo-
nente (AR i MA), a za k > q autokorelaciona funkcija zavisi samo od para-
metara AR komponente i ponaxa se kao kod AR modela.
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Primer 5.11. Za ARMA(2, 1) model:

Xt − ϕ1Xt−1 − ϕ2Xt−2 = et − θ1et−1

se dobija rekurzivna veza

γk = ϕ1γk−1 + ϕ2γk−2 +

{
σ2, k = 0

0, k ̸= 0
−


σ2θ1(ϕ1 − θ1), k = 0

θ1σ
2, k = 1

0, k > 1

.

Kad zamenimo k = 0, 1, 2 u prethodnu relaciju i iskoristimo γ−k = γk, dobijamo
sistem jednaqina

γ0 = ϕ1γ1 + ϕ2γ2 + σ2(1− θ1(ϕ1 − θ1)
γ1 = ϕ1γ0 + ϕ2γ1 − σ2θ1

γ2 = ϕ1γ1 + ϕ2γ0.

Dobija se: ϕ1 ϕ2 − 1 0
−1 ϕ1 ϕ2

ϕ2 ϕ1 −1

 ·
γ0γ1
γ2

 = σ2 ·

 θ1
θ1(ϕ1 − θ1)− 1

0

 .

Za ϕ2 ̸= −1, ϕ2 ± ϕ1 ̸= 1 se dobija:γ0γ1
γ2

 =
σ2

(1 + ϕ2)(1− ϕ1 − ϕ2)(1 + ϕ1 − ϕ2)
·

−θ1ϕ1(2− ϕ2
2 + ϕ2) + θ21(1− ϕ2

2) + 1− ϕ2
2

θ1(ϕ2 − ϕ2
1 − 1) + ϕ1(θ

2
1 + 1)

ϕ2θ1(ϕ2 − ϕ2
1 − 1) + ϕ2ϕ1(θ

2
1 + 1)

 .

Daǉe je ρ0ρ1
ρ2

 =

 1
θ1(ϕ2−ϕ2

1−1)+ϕ1(θ21+1)

−θ1ϕ1(2−ϕ2
2+ϕ2)+θ21(1−ϕ2

2)+1−ϕ2
2

ϕ2θ1(ϕ2−ϕ2
1−1)+ϕ2ϕ1(θ21+1)

−θ1ϕ1(2−ϕ2
2+ϕ2)+θ21(1−ϕ2

2)+1−ϕ2
2

 ,

a vrednosti ρ3, ρ4, . . . se dobijaju iz rekurentne veze ρk = ϕ1ρk−1 + ϕ2ρk−2, tj. mnoz-
heǌem prethodnih vrednosti sa ϕ1 i ϕ2 i ǌihovim sabiraǌem. Vidimo da autokore-
laciona funkcija nadaǉe zavisi od θ1 samo kroz poqetnu vrednost ρ1, tj. nadaǉe se
ponaxa kao kod AR modela.

5.9 Parcijalna autokorelaciona funkcija
U prethodnim lekcijama smo videli da je na osnovu vrednosti autokorelacio-

nih koeficijenata (tj. nacrtanog korelograma) mogu�e odrediti red MA modela,
ali ne i AR modela. Zato se uvodi parcijalna autokorelaciona funkcija, na
osnovu koje je mogu�e odrediti red AR modela.

Parcijalni autokorelacioni koeficijent sa kaxǌeǌem k, ϕkk, meri stepen
korelacije izme�u qlanova Xt i Xt−k, pri qemu je eliminisan uticaj qlanova
Xt−1, Xt−2, . . . , Xt−k+1.

To se mo�e formalno definisati na dva naqina:
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1. pristup regresione analize: Formiraju se linearni modeli

Xt = α1Xt−1 + α2Xt−2 + · · ·+ αk−1Xt−k+1 + ϵ(1)

i
Xt−k = β1Xt−1 + β2Xt−2 + · · ·+ βk−1Xt−k+1 + ϵ(2)

Kada se parametri α i β ocene metodom najmaǌih kvadrata, dobijaju se X̂t i
X̂t−k. Tada razlike

Xt − X̂t i Xt−k − X̂t−k

predstavǉaju ,,delove” Xt i Xt−k iz kojih su eliminisani uticaji qlanova
Xt−1, Xt−2, . . . , Xt−k+1. Tada je

ϕkk
def
=

cov(Xt − X̂t, Xt−k − X̂t−k)√
D(Xt − X̂t) ·

√
D(Xt−k − X̂t−k)

, k = 2, 3, . . .

2. pristup analize vremenskih serija:

ϕkk se definixe kao k-ti autoregresioni parametar u AR modelu

Xt = ϕ0 + ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + · · ·+ ϕkXt−k + et,

tj.
ϕkk

def
= ϕk.

U praksi, ϕkk se raquna iz Y ule−Walker-ovog sistema jednaqina:
1 ρ1 ρ2 . . . ρk−2 ρk−1

ρ1 1 ρ1 . . . ρk−3 ρk−2

. . .
ρk−1 ρk−2 ρk−3 . . . ρ1 1

 ·

ϕ1

ϕ2

. . .
ϕk

 =


ρ1
ρ2
. . .
ρk

 .
Dobija se:

ϕkk =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ2 . . . ρk−2 ρ1
ρ1 1 ρ1 . . . ρk−3 ρ2

. . .
ρk−1 ρk−2 ρk−3 . . . ρ1 ρk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ2 . . . ρk−2 ρk−1

ρ1 1 ρ1 . . . ρk−3 ρk−2

. . .
ρk−1 ρk−2 ρk−3 . . . ρ1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Za k = 1 se dobija:

ϕ11 = ρ1,

za k = 2:

ϕ22 =

∣∣∣∣ 1 ρ1
ρ1 ρ2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 ρ1
ρ1 1

∣∣∣∣ =
ρ2 − ρ21
1− ρ21

,
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a za k = 3:

ϕ33 =

∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ1
ρ1 1 ρ2
ρ2 ρ1 ρ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ2
ρ1 1 ρ1
ρ2 ρ1 1

∣∣∣∣∣∣
= . . .

Niz ϕ11, ϕ22, ϕ33, . . . se zove parcijalna autokorelaciona funkcija, a ǌen grafiq-
ki prikaz je parcijalni korelogram.

Ako se ϕ̂11, ϕ̂22, ϕ̂33, . . . izraqunaju na osnovu oceǌenih vrednosti ρ̂1, ρ̂2, ρ̂3, . . . do-
bija se uzoraqki parcijalni korelogram.

5.9.1 Parcijalna autokorelaciona funkcija AR modela

• AR(1) model:
Xt = ϕ1Xt−1 + et,

ρk = ϕk
1, k = 1, 2, . . .

Za k = 1:
ϕ11 = ρ1 = ϕ1,

za k = 2:

ϕ22 =

∣∣∣∣ 1 ρ1
ρ1 ρ2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 ρ1
ρ1 1

∣∣∣∣ =
ρ2 − ρ21
1− ρ21

=
ϕ2
1 − ϕ2

1

1− ϕ2
1

= 0,

a za k = 3:

ϕ33 =

∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ1
ρ1 1 ρ2
ρ2 ρ1 ρ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ2
ρ1 1 ρ1
ρ2 ρ1 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1 ϕ1 ϕ1

ϕ1 1 ϕ2
1

ϕ2
1 ϕ1 ϕ3

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ϕ1 ϕ2

1

ϕ1 1 ϕ1

ϕ2
1 ϕ1 1

∣∣∣∣∣∣
= 0

Ako se ovaj postupak nastavi, dobija se da va�i

ϕkk = 0, k > 1.

• AR(2) model:
Xt = ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + et,

ρk = ϕ1ρk−1 + ϕ2ρk−2, k = 1, 2, . . .

ρ1 =
ϕ1

1− ϕ2

, ρ2 =
ϕ2
1

1− ϕ2

+ ϕ2

Za k = 1:
ϕ11 = ρ1 =

ϕ1

1− ϕ2

,
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za k = 2:

ϕ22 =

∣∣∣∣ 1 ρ1
ρ1 ρ2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 ρ1
ρ1 1

∣∣∣∣ =
ϕ2
1

1−ϕ2
+ ϕ2 − ϕ2

1

(1−ϕ2)2

1− ϕ2
1

(1−ϕ2)2

= · · · = ϕ2,

a za k = 3:

ϕ33 =

∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ1
ρ1 1 ρ2
ρ2 ρ1 ρ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ2
ρ1 1 ρ1
ρ2 ρ1 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ϕ1 · 1 + ϕ2 · ρ1
ρ1 1 ϕ1 · ρ1 + ϕ2 · 1
ρ2 ρ1 ϕ1 · ρ2 + ϕ2 · ρ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ2
ρ1 1 ρ1
ρ2 ρ1 1

∣∣∣∣∣∣
= 0

Ako se ovaj postupak nastavi, dobija se da va�i

ϕkk = 0, k > 2.

• AR(p) model:
Xt = ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p + et,

ρk = ϕ1ρk−1 + · · ·+ ϕpρk−p, k = 1, 2, . . .

Zakǉuqujemo da u ovom sluqaju va�i

ϕkk ̸= 0 za k = 1, 2, . . . , p, ϕpp = ϕp, ϕkk = 0 za k > p.

Dakle, za AR modele va�i da su parcijalni autokorelacioni koeficijenti
razliqiti od nule smo za kaxǌeǌa maǌa ili jednaka redu modela, pa se na osnovu
izgleda parcijalnog korelograma mo�e odrediti red modela.

5.9.2 Parcijalna autokorelaciona funkcija MA modela

MA(1) model:
Xt = et − θ1et−1

ρk =


1, k = 0

− θ1
1+θ21

, k = 1

0, k > 1

Za k = 1:

ϕ11 = ρ1 = −
θ1

1 + θ21
= −θ1(1− θ

2
1)

1− θ41
,

za k = 2:

ϕ22 =
ρ2 − ρ21
1− ρ21

=
0− θ21

(1+θ21)
2

1− θ21
(1+θ21)

2

= · · · = −θ
2
1(1− θ21)
1− θ61

Daǉe se mo�e pokazati (indukcijom) da za proizvoǉno k > 0 va�i

ϕkk = −
θk1(1− θ21)
1− θ2(k+1)

1

Zakǉuqujemo da kod MA modela ima beskonaqno mnogo parcijalnih autokorela-
cionih koeficijenata razliqitih od nule (xto nije qudno, jer MA modelima od-
govara beskonaqna AR reprezentacija).
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5.9.3 Parcijalna autokorelaciona funkcija ARMA modela

Mo�e se pokazati da za ARMA(p, q) model va�i:

• Prvih p parcijalnih autokorelacionih koeficijenata zavise od parametara
obe komponente (AR i MA).

• Za k > p ϕkk zavisi samo od parametara MA komponente i ponaxa se kao kod
MA modela.

6 Prognoziraǌe stacionarnih vremenskih serija
Jedan od najva�nijih ciǉeva analize vremenskih serija je prognoziraǌe bu-

du�ih vrednosti serije na osnovu jedne ǌene realizacije, koja, naravno, u praksi
ima konaqan broj opservacija.

6.1 Prognoza sa minimalnom sredǌe kvadratnom grexkom
Ovo je opxta priqa, koja se odnosi na bilo kakve vremenske serije (a ne samo

na stacionarne).
Neka je {Xt, t = 1, 2, . . . } vremenska serija, S = {1, 2, . . . , n} skup indeksa i t /∈ S.

Ciǉ je odrediti prognozu nivoa serije u trenutku t na osnovu vrednosti serije
u intervalu S, tj.

X̂t = f(Xs, s ∈ S).

Ono xto ne mo�emo da odredimo, ali qesto mo�emo da procenimo, je grexka
prognoze u trenutku t:

êt = Xt − X̂t.

Kad se odre�uje prognoza, zapravo treba odrediti xta je u tom sluqaju funkcija
f , a to mo�e da se radi na razliqite naqine. Mi �emo ovde razmatrati prognozu
odre�enu po principu minimalne sredǌe kvadratne grexke. U tom sluqaju, ciǉ
je odrediti funkciju f , takvu da izraz

E(Xt − f(Xs, s ∈ S))2

bude minimalan.

Teorema 6.1. Neka je FS σ-algebra generisana sluqajnim veliqinama Xs, s ∈ S. Tada
va�i

X̂t = f(Xs, s ∈ S) = E(Xt|FS).

Dokaz. Neka je f = f(Xs, s ∈ S). Pretpostavǉa se da je f merǉivo u odnosu na
FS, a s druge strane, i E(Xt|FS) je merǉivo u odnosu na FS (osobina uslovnog
matematiqkog oqekivaǌa). Daǉe, va�i

E(Xt − f)2 = E(Xt − E(Xt|FS) + E(Xt|FS)− f)2

= E(Xt − E(Xt|FS))
2 + E(E(Xt|FS)− f)2

+2E((Xt − E(Xt|FS))(E(Xt|FS)− f))
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S druge strane, za mexoviti qlan va�i

E((Xt − E(Xt|FS))(E(Xt|FS)− f)) = E(E((Xt − E(Xt|FS))(E(Xt|FS)− f))|FS))

= E(E(Xt|FS)− f)E(Xt − E(Xt|FS)|FS)

= E(E(Xt|FS)− f)(E(Xt|FS)− E(Xt|FS)))

= E((E(Xt|FS)− f) · 0) = 0

Iz toga se dobija

E(Xt − f)2 = E(Xt − E(Xt|FS))
2 + E(E(Xt|FS)− f)2.

Oba qlana su nenegativna,pa da bi zbir bio minimalan mora da va�i

f = E(Xt|FS).

Napomena 6.1. Pri prognoziraǌu serija metodom najmaǌe sredǌe kvadratne grexke
qesto se koriste slede�e osobine uslovnog matematiqkog oqekivaǌa (X je proizvoǉ-
na sluqajna veliqina, a F proizvoǉna σ-algebra):

1. E(X|F) je sluqajna veliqina koja je merǉiva u odnosu na σ-algebru F .

2. E(E(X|F)) = E(X)

3. Ako je X merǉivo u odnosu na F , onda je E(X|F) = X.

4. Ako je X nezavisno od F , onda je E(X|F) = E(X).

Teorema 6.2. Za prognozu sa minimalnom sredǌe kvadratnom grexkom,
X̂t = f(Xs, s ∈ S) = E(Xt|FS), va�i:

1. X̂t je nepristrasna ocena nivoa Xt.

2. Za grexku prognoze, êt, va�i E(êt) = 0.

3. êt je nekorelisano sa svakim Xs, s ∈ S.

Dokaz. 1. E(X̂t) = E(E(Xt|FS)) = E(Xt)

2. Sledi iz 1.

3.

cov(êt, Xs) = E(êt · (Xs − E(Xs))

= E(êt ·Xs)− E(Xs) · E(êt)
= E(êt ·Xs)

= E((Xt − E(Xt|FS)) ·Xs)

= E(E((Xt − E(Xt|FS)) ·Xs|FS))

= E(Xs · (E(Xt|FS)− E(Xt|FS)))

= E(0) = 0
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Qesto se σ-algebra FS oznaqava sa Fn (indeks je broj qlanova realizovane
serije, tj. posledǌi registrovani vremenski trenutak). Tako�e, i sama prognoza
(na osnovu realizovane serije do trenutka n) se mo�e oznaqiti malo drugaqije :

X̂n+1 = X̂n(1)

X̂n+2 = X̂n(2)

. . .

X̂n+h = X̂n(h)

. . .

U tom sluqaju se h zove horizont predvi�aǌa. Doǌi indeks kod prognoze oznac-
hava du�inu realizovane serije. Mi �emo nadaǉe koristiti ovakve oznake.

6.2 Prognoza za linearni proces
Sad prelazimo na praktiqno izraqunavaǌe prognoze za stacionarne vremenske

serije. Prvi sluqaj koji �emo razmatrati je linearni proces, koji, kao xto znamo,
obuhvata sve mogu�e modele stacionarnih serija.

Pri prognoziraǌu, koristimo qiǌenicu da za qlan belog xuma en va�i

E(en|Fm) =

{
en, m ≥ n

E(en) = 0, m < n.

,,Narodski reqeno”, qlan belog xuma se mo�e izraziti kao linearna kombinacija
nekakvih X-ova, pa zato pripada σ-algebri qiji su generatori ti X-ovi. S druge
strane, poxto su qlanovi belog xuma nekorelisane sluqajne veliqine, onda je en
nezavisno od σ-algebre generisane ,,ranijim” X-ovima.

X̂n(h) = E(en+h + ψ1en+h−1 + · · ·+ ψh−1en+1 + ψhen + ψh+1en−1 + . . . |Fn)

= E(en+h|Fn) + ψ1E(en+h−1|Fn) + ψ2E(en+h−2|Fn) +

· · ·+ ψh−1E(en+1|Fn) + ψhE(en|Fn) + ψh+1E(en−1|Fn) + . . .

= E(en+h) + ψ1E(en+h−1) + ψ2E(en+h−2) +

· · ·+ ψh−1E(en+1) + ψhen + ψh+1en−1 + . . .

= 0 + ψ1 · 0 + ψ2 · 0 + · · ·+ ψh−1 · 0 + ψhen + ψh+1en−1 + . . .

= ψhen + ψh+1en−1 + . . .

Dakle, prognoza za linearni proces za h koraka unapred, na osnovu realizacije
do trenutka n je

X̂n(h) =
∞∑
j=0

ψh+jen−j.

Odgovaraju�a grexka prognoze je

ên(h) = Xn+h − X̂n(h) = en+h + ψ1en+h−1 + · · ·+ ψh−1en+1 =
h−1∑
j=0

ψjen+h−j.
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6.2.1 Zakǉuqak

Kada je prognoza dobra i kako to da procenimo? Mo�emo da odredimo disper-
ziju grexke prognoze. U ovom sluqaju:

D(ên(h)) = E

(
h−1∑
j=0

ψjen+h−j

)2

= σ2 ·
h−1∑
j=0

ψ2
j < D(Xt) = D(Xn+h)

Dobili smo da je disperzija grexke prognoze maǌa od disperzije same serije, xto
znaqi da je prognozom ,,opisan” jedan deo varijacija koje se pojavǉuju u seriji. To
znaqi da prognoza ima smisla. Dakle, prognoziraǌe je uspexno ako je disper-
zija grexke prognoze maǌa od disperzije serije. Koliko maǌa? U literaturi
se pojavǉuje preporuka da se prognoza prihvati kao uspexna ako va�i

D(ên(h)

D(Xn+h)
≤ 0.8,

ali istra�ivaq mo�e, u konkretnom sluqaju, postupiti i drugaqije.
U sluqaju linearnog procesa, iako je prognoza, formalno, dobra, prognozira-

ǌe ipak nema nikakav praktiqni znaqaj. To je zato xto u praksi nikad nemamo
realizaciju serije beskonaqne du�ine (“od minus beskonaqno do nekog momenta”).
Ovaj primer smo razmatrali iz qisto teorijskih razloga. Sada �emo odrediti
prognozu za AR, MA i ARMA modele, koja, naprotiv, ima praktiqnu primenu.

6.3 Prognoza za MA modele
6.3.1 Prognoza za MA(1) model

Model sa kojim se radi je

Xt = et − θ1et−1,

gde je {et} beli xum. Pretpostavǉamo da va�i uslov invertibilnosti, a za ovaj
model to znaqi |θ1| < 1.

Napomena 6.2. U ostatku teksta podrazumeva se da za sve modele va�e uslovi
invertibilnosti (ili stacionarnosti) i to ne�e biti posebno naglaxavano. Ovi
uslovi nam omogu�avaju da odredimo kvalitet dobijene prognoze.

Raqunamo prognozu serije za h koraka unapred (horizont predvi�aǌa je h), na
osnovu realizacije serije do trenutka n (S = {1, 2, . . . , n}). U tom sluqaju je

FS = Fn = σ{X1, . . . , Xn}.

Prognoza za jedan korak unapred je

X̂n(1) = E(Xn+1|Fn)

= E(en+1 − θ1en|Fn)

= E(en+1)− θ1en
= −θ1en

Odgovaraju�a grexka prognoze je

ên(1) = Xn+1 − X̂n(1) = en+1
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(grexka je ono xto je ,,ispalo” iz prognoze). Prognoza za dva koraka unapred je,
po istom principu:

X̂n(2) = E(Xn+2|Fn)

= E(en+2 − θ1en+1|Fn)

= E(en+2)− θ1E(en+1)

= 0

Sad mo�emo da zakǉuqimo da va�i

X̂n(h) = 0, za h > 1,

jer �e qlanovi belog xuma koji se pojavǉuju u izrazu ,,i�i sve daǉe u budu�nost”
kad h raste. Odgovaraju�a grexka prognoze je

ên(h) = Xn+h − X̂n(h) = Xn+h, za h > 1,

a ǌena disperzija je
D(ên(h)) = D(Xn+h)

Dakle, ova prognoza nije prihvatǉiva.

6.3.2 Prognoza za MA(q) model, q > 1

Model sa kojim se radi je

Xt = et − θ1et−1 − · · · − θqet−q.

Prognoza za jedan korak unapred je

X̂n(1) = E(Xn+1|Fn)

= E(en+1 − θ1en − · · · − θqen−q+1|Fn)

= E(en+1)− θ1en − · · · − θqen−q+1

= −θ1en − · · · − θqen−q+1

Mo�e se primetiti da, kad se raquna prognoza za svaki slede�i korak, sve vixe
qlanova belog xuma ,,odlazi u budu�nost”, tj. ,,ispada” iz prognoze. Zbog toga
�e va�iti

X̂n(h) = 0, za h > q

i tada ova prognoza nema smisla.

6.3.3 Zakǉuqak

Prognoza zaMA(q) model ima smisla ako je h ≤ q. U suprotnom sluqaju, progno-
za je jednaka nuli (prognoza ,,ne predvi�a nixta”, ve� je jednaka sredǌoj vredno-
sti serije), grexka prognoze je jednaka prognoziranom qlanu serije, a disperzija
grexke prognoze je jednaka disperziji serije (prognoza ,,ni malo ne opisuje vari-
jacije u seriji”). Znaqi,MA modele ne treba prognozirati ,,daleko u budu�nost”.
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6.4 Prognoza za AR modele
6.4.1 Prognoza za AR(1) model

Model sa kojim se radi je

Xt = ϕ1Xt−1 + et, |ϕ1| < 1

Prognoza za jedan korak unapred je

X̂n(1) = E(Xn+1|Fn)

= E(ϕ1Xn + en+1|Fn)

= ϕ1Xn + E(en+1)

= ϕ1Xn,

a odgovaraju�a grexka prognoze je

ên(1) = Xn+1 − X̂n(1) = en+1.

Za dva koraka unapred prognoza je

X̂n(2) = E(Xn+2|Fn)

= E(ϕ1Xn+1 + en+2|Fn)

= ϕ1X̂n(1) + E(en+2)

= ϕ1X̂n(1)

= ϕ2
1Xn

Odgovaraju�a grexka prognoze je

ên(2) = Xn+2 − X̂n(2)

= ϕ1Xn+1 + en+2 − ϕ2
1Xn

= ϕ1(ϕ1Xn + en+1) + en+2 − ϕ2
1Xn

= ϕ1en+1 + en+2

Sad ve� mo�emo da ,,pogodimo” (i, ako �elimo, proverimo indukcijom) da va�i:

X̂n(h) = ϕh
1Xn

ên(h) = en+h + ϕ1en+h−1 + · · ·+ ϕh−1
1 en+1 =

h−1∑
j=0

ϕj
1en+h−j

6.4.2 Zakǉuqak

Za prognozu za h koraka unapred za AR(1) model va�i

X̂n(h) = ϕh
1Xn → 0 = E(Xt), h→ +∞,

a za disperziju grexke prognoze va�i

D(ên(h)) = D

(
h−1∑
j=0

ϕj
1en+h−j

)
= σ2

h−1∑
j=0

ϕ2j
1 = σ2 1−ϕ2h

1

1−ϕ2
1
→ 1

1−ϕ2
1
= D(Xt), h→ +∞.
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Tako�e mo�emo da primetimo da je disperzija grexke prognoze rastu�a funkcija
od h. To znaqi da, kako horizont predvi�aǌa h raste, prognoza opisuje sve maǌe
i maǌe varijacija u seriji (pa zato disperzija grexke raste). Za veliko h pro-
gnoza se pribli�ava sredǌoj vrednosti serije (tj. ,,ne govori nam nixta novo,
ni pametno”), a disperzija se pribli�ava disperziji serije, tj. prognoza ima sve
maǌe smisla.

Potpuno isti zakǉuqak va�i za AR(p) model, koji je samo raqunski kompliko-
vaniji.

Po vrlo sliqnom principu se ponaxa i vremenska prognoza: kratkoroqna pro-
gnoza (za par dana unapred) se smatra pouzdanom, a dugoroqnoj prognozi (npr. za
tri meseca unapred) ve�ina nas ne veruje bax mnogo.

6.5 Prognoza za ARMA modele
Kod ARMA modela situacija je sliqna kao kod AR modela, samo je prognozi-

raǌe raqunski komplikovanije.

6.5.1 Prognoza za ARMA(1, 1) model

Model sa kojim se radi je

Xt = ϕ1Xt−1 + et − θ1et−1, |ϕ1|, |θ1| < 1

Prognoza za jedan korak unapred je

X̂n(1) = E(Xn+1|Fn)

= E(ϕ1Xn + en+1 − θ1en|Fn)

= ϕ1Xn + E(en+1)− θ1en
= ϕ1Xn − θ1en,

a odgovaraju�a grexka prognoze je

ên(1) = Xn+1 − X̂n(1) = en+1.

Za dva koraka unapred prognoza je

X̂n(2) = E(Xn+2|Fn)

= E(ϕ1Xn+1 + en+2 − θ1en+1|Fn)

= ϕ1X̂n(1) + E(en+2)− θ1E(en+1)

= ϕ1X̂n(1)

= ϕ1(ϕ1Xn − θ1en)

Odgovaraju�a grexka prognoze je

ên(2) = Xn+2 − X̂n(2)

= ϕ1Xn+1 + en+2 − θ1en+1 − ϕ1(ϕ1Xn − θ1en)
= ϕ1(ϕ1Xn + en+1 − θ1en) + en+2 − θ1en+1 − ϕ1(ϕ1Xn − θ1en)
= (ϕ1 − θ1)en+1 + en+2
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Sad ve� mo�emo da ,,pogodimo” da va�i:

X̂n(h) = ϕh−1
1 (ϕ1Xn − θ1en)

ên(h) = en+h + (ϕ1 − θ1)en+h−1 + · · ·+ ϕh−2
1 (ϕ1 − θ1)en+1 = en+h +

h−2∑
j=0

ϕj
1(ϕ1 − θ1)en+h−1−j.

Proveriti, za ve�baǌe, sluqaj h = 3!

6.5.2 Zakǉuqak

Za prognozu za h koraka unapred za ARMA(1, 1) model va�i

X̂n(h) = ϕh−1
1 (ϕ1Xn − θ1en)→ 0 = E(Xt), h→ +∞,

a za disperziju grexke prognoze va�i

D(ên(h)) = σ2

(
1 + (ϕ1 − θ1)2

1− ϕ2(h−1)
1

1− ϕ2
1

)
→ D(Xt), h→ +∞.

Proveriti!
Mo�emo da primetimo da se iz rezultata za ARMA(1, 1) model dobijaju rezul-

tati za AR(1) ako je θ1 = 0, a rezultati za MA(1) model ako je ϕ1 = 0. Sliqno va�i
i za ostale ARMA modele. Zakǉuqak o prognozi je isti kao za AR modele.

6.6 Revizija prognoze
Pretpostavimo da je na osnovu realizovane serije du�ine n ura�ena prognoza

za k ∈ {1, 2, . . . , h+1} koraka unapred. Ako je, u me�uvremenu, postala poznata taqna
vrednost serije u trenutku n+ 1, onda mo�e da se uradi revizija prognoze.

Na primer, za linearni proces imamo:

X̂n(h) =
+∞∑
j=0

ψh+jen−j

X̂n+1(h) =
+∞∑
j=0

ψh+jen+1−j

X̂n(h+ 1) =
+∞∑
j=0

ψh+1+jen−j

Oduzimaǌem druge i tre�e jednakosti dobija se jednaqina revizije prognoze:

X̂n+1(h)− X̂n(h+ 1) = ψhen+1 = ψh(Xn+1 − X̂n(1)).

Odavde se mo�e brzo dobiti vrednost X̂n+1(h) (ocena na osnovu realizacije ve�e
du�ine).

Jednaqina se mo�e iskoristiti i na drugi naqin. Sad imamo dve mogu�e pro-
gnoze nepoznate vrednosti Xn+1+h (X̂n+1(h) i X̂n(h+ 1)), pa se za konaqnu prognozu
mo�e uzeti jedna ili druga (na osnovu procene istra�ivaqa ili neke dodatne
informacije o posmatranoj seriji), ili, na primer, neka ǌihova linearna kom-
binacija.

Znaqi, jednom odre�ena prognoza nije ,,uklesana u kamen”, ve� se mo�e prepra-
vǉati i poboǉxavati, uz pomo� novih informacija koje tokom vremena postaju
dostupne.
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Naravouqenije iz ove lekcije

1. Kod MA modela, prognoziraǌe ima smisla za horizont predvi�aǌa h maǌi
ili jednak redu modela.

2. Kod AR i ARMA modela prognoziraǌe ima smisla za proizvoǉnu vrednost
h, ali kako h raste, kvalitet prognoze opada.

3. Prognoza se mo�e meǌati i poboǉxavati, uz pomo� novih informacija o
posmatranoj seriji koje postaju dostupne tokom vremena.

7 Oceǌivaǌe parametara ARMA modela
Do sada smo razmatrali ARMA modele, kao i ǌihove specijalne sluqajeve, AR

i MA. Zakǉuqili smo da se red AR modela mo�e odrediti uz pomo� parcijalne
autokorelacione funkcije, a red MA modela uz pomo� (obiqne) autokorelacione
funkcije. Za ARMA model potrebno je iskoristiti oba pristupa.

Kad smo odredili red modela, potrebno je oceniti nepoznate parametre.
Pretpostavimo da imamo realizovanu seriju obima n, qiji su qlanovi x1, x2, . . . , xn.

Ciǉ nam je da na osnovu te realizacije ocenimo parametre odabranog ARMA mo-
dela. Razmotri�emo qetiri metode koje se qesto koriste:

1. metoda momenata

2. metoda (obiqnih) najmaǌih kvadrata

3. metoda nelinearnih najmaǌih kvadrata

4. metoda maksimalne verodostojnosti

7.1 Metoda momenata
Osnovna ideja metode momenata je da se izjednaqe teorijski momenti modela

(koji zavise od nepoznatih parametara) sa odgovaraju�im uzoraqkim momentima,
dobijenim na osnovu realizovane serije.

Primenu metode �emo videti na primerima.

7.1.1 AR(p) model

Xt = ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p + et

Kao xto znamo, veza izme�u ϕ-ova i ρ-ova data je Y ule−Walker jednaqinama:

P · ϕ = ρ,

gde je

P =


1 ρ1 ρ2 . . . ρp−1

ρ1 1 ρ1 . . . ρp−2

. . .
ρp−1 ρp−2 . . . ρ1 1

 , ϕ =


ϕ1

ϕ2

. . .
ϕp

 , ρ =


ρ1
ρ2
. . .
ρp


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Kad se svaki autokorelacioni koeficijent ρi zameni svojom ocenom na osnovu re-
alizovane serije:

ρ̂i =

n∑
t=i+1

(xt − x)(xt−i − x)
n∑

t=1

(xt − x)2
, i = 1, 2, . . .

dobijaju se matrice ρ̂ i P̂. Odatle se i dobija i ocena matrice nepoznatih para-
metara:

ϕ̂ = P̂−1 · ρ̂
Treba oceniti i disperziju belog xuma, σ2, koja je, u opxtem sluqaju, nepoznata.
Kad pomno�imo jednaqinu modela sa Xt i ,,napadnemo oqekivaǌem”, dobijamo:

γ0 = ϕ1γ1 + · · ·+ ϕpγp + σ2,

xto je isto xto i
γ0(1− ϕ1ρ1 − · · · − ϕpρp) = σ2.

Kad se ubace prethodno dobijene ocene ρ̂ i ϕ̂, dobija se ocena σ̂2:

σ̂2 = γ̂0(1− ϕ̂1ρ̂1 − · · · − ϕ̂pρ̂p).

7.1.2 MA(1) model

Xt = et − θ1et−1

Za ovaj model imamo

ρk =


1, k = 0

− θ1
1+θ21

, k = 1

0, k > 1

Kad se ρ1 zameni sa svojom ocenom ρ̂1, dobija se

ρ̂1 = −
θ1

1 + θ21
,

koja je ekvivalentna kvadratnoj jednaqini

θ21ρ̂1 + θ1 + ρ̂1 = 0, (10)

qija su rexeǌa

θ
(1,2)
1 =

−1±
√

1− 4ρ̂21
2ρ̂1

.

Od dva dobijena rexeǌa, biramo ono koje je invertibilno, tj. za koje u ovom
sluqaju, va�i |θ1| < 1. U ovom sluqaju mo�e da nastane jox jedan problem. Iz
teorijskog modela sledi |ρ1| ≤ 1

2
, a iz realizovane serije se mo�e dobiti |ρ̂1| > 1

2
,

xto dovodi u pitaǌe specifikaciju modela. Tada jednaqina (10) nema realnih
rexeǌa.

Nepoznatu disperziju belog xuma raqunamo direktno iz jednaqine modela:

γ0 = D(Xt) = D(et − θ1et−1) = (1 + θ21)σ
2,

odakle se dobija

σ̂2 =
γ̂0

1 + θ̂21
.
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7.1.3 ARMA(1, 1) model

Xt − ϕ1Xt−1 = et − θ1et−1

Za ovaj model va�i

ρ1 =
(ϕ1 − θ1)(1− ϕ1θ1)

1− 2ϕ1θ1 + θ21
, ϕ1 =

ρ2
ρ1
.

Proveriti! Odatle se dobija

ϕ̂1 =
ρ̂2
ρ̂1
,

pa se zamenom u prvu jednakost dobija

ρ̂1 =
(ϕ̂1 − θ1)(1− ϕ̂1θ1)

1− 2ϕ̂1θ1 + θ21
,

xto se svodi na kvadratnu jednaqinu po θ1. Od dva rexeǌa ponovo treba odabrati
ono koje je invertibilno, tj. va�i |θ1| < 1. Jox treba odrediti disperziju belog
xuma. Za ovaj model va�i

γ0 =
σ2(1− 2ϕ1θ1 + θ21)

1− ϕ2
1

.

Proveriti! Odatle se dobija

σ̂2 =
γ̂0(1− ϕ̂2

1)

1− 2ϕ̂1θ̂1 + θ̂21
.

Metoda momenata se sliqno primeǌuje i kod ostalih modela vremenskih serija.

7.2 Metoda najmaǌih kvadrata
Primenu metode najmaǌih kvadrata u kontekstu vremenskih serija �emo razja-

sniti kroz primere.

7.2.1 AR(1) model

Xt = ϕ1Xt−1 + et, |ϕ1| < 1 (11)

Za ocenu parametra ϕ1 se uzima ona vrednost za koju je

S(ϕ1) =
n∑

t=2

e2t =
n∑

t=2

(xt − ϕ1xt−1)
2

minimalno. Znaqi, mora da va�i

∂S

∂ϕ1

= 0.

Dobija se:
∂S

∂ϕ1

=
n∑

t=2

2(xt − ϕ1xt−1) · (−xt−1) = 0,
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tj.
n∑

t=2

xtxt−1 = ϕ1

n∑
t=2

x2t−1.

Onda je odgovaraju�a ocena:

ϕ̂1 =

n∑
t=2

xtxt−1

n∑
t=2

x2t−1

. (12)

Ovo je, zaista, minimum, jer va�i

∂2S

∂ϕ2
1

= 2
n∑

t=2

x2t−1 ≥ 0.

Napomena 7.1. Primetimo da su qlanovi realizovane serije, x1, x2, . . . , xn konstan-
te, a odgovaraju�i qlanovi belog xuma, e2, e3, . . . , en su neopa�eni, tj. sluqajne ve-
liqine. Ova razlika �e biti va�na pri odre�ivaǌu osobina ocene.

7.2.2 Osobine ocene ϕ̂1

1. ϕ̂1 je nepristrasna ocena parametra ϕ1:

ϕ̂1 =

n∑
t=2

xtxt−1

n∑
t=2

x2t−1

=

n∑
t=2

(ϕ1xt−1 + et)xt−1

n∑
t=2

x2t−1

= ϕ1 +

n∑
t=2

etxt−1

n∑
t=2

x2t−1

,

pa je

E(ϕ̂1) = ϕ1 + E

( n∑
t=2

etxt−1

n∑
t=2

x2t−1

)
= ϕ1.

2. ϕ̂1 je konzistentna ocena parametra ϕ1:

D(ϕ̂1) = E(ϕ̂1 − ϕ1)
2 = E

( n∑
t=2

etxt−1

n∑
t=2

x2t−1

)2

=
σ2

n∑
t=2

x2t−1

=
σ2

n−1

1
n−1

n∑
t=2

x2t−1

→ 0, n→∞

3. Pod pretpostavkom da je {et} Gausov beli xum, ϕ̂1 ima asimptotski normalnu
raspodelu: √

n(ϕ̂1 − ϕ1)→ N (0, 1− ϕ2
1), n→∞.

Sliqno va�i za proizvoǉni AR(p) model.
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7.2.3 MA(1) model

Xt = et − θ1et−1, |θ1| < 1

U ovom sluqaju ne mo�emo direktno da primenimo metodu najmaǌih kvadrata, jer
ne mo�emo da ,,izrazimo” qlanove belog xuma preko X-ova. Jedan naqin da se to
prevazi�e bi bio da se MA(1) model predstavi kao AR(∞) model:

Xt = et − θ1Xt−1 − θ21Xt−2 − θ31Xt−3 − . . .

Tu, me�utim, nastaje jox problema. Gorǌi izraz je nelinearan po parametru θ1,
a u zapisu jox postoji beskonaqan broj qlanova, pa ako ga ,,skratimo” na konaqan
broj, to �e biti dodatni izvor grexke. Dakle, ovde nije mogu�e uspexno prime-
niti metodu najmaǌih kvadrata.

Isto va�i za proizvoǉan MA(q) model.

7.2.4 ARMA(1, 1) model

Xt − ϕ1Xt−1 = et − θ1et−1, |ϕ1|, |θ1| < 1

Ni ovde nije mogu�e direktno primeniti metodu najmaǌih kvadrata, iz istog
razloga kao kod MA modela. Ipak, mo�emo da napravimo malu modifikaciju. Neka
je

ft = et − θ1et−1, t = 1, 2, . . .

Tada niz {ft} ,,igra ulogu” belog xuma, ali se razlikuje po tome xto ǌegovi
qlanovi nisu uvek nekorelisani:

cov(ft, ft−1) = E((et − θ1et−1)(et−1 − θ1et−2)) = −θ1σ2 ̸= 0.

Poqetni model se svodi na:
Xt − ϕ1Xt−1 = ft

Kad se primeni metoda najmaǌih kvadrata, na isti naqin kao kod AR modela,
dobija se ocena ϕ̂1 za koju va�i:

ϕ̂1 =

n∑
t=2

xtxt−1

n∑
t=2

x2t−1

= ϕ1 +

n∑
t=2

ftxt−1

n∑
t=2

x2t−1

= ϕ1 +

n∑
t=2

(et − θ1et−1)xt−1

n∑
t=2

x2t−1

= ϕ1 +

n∑
t=2

etxt−1

n∑
t=2

x2t−1

− θ1

n∑
t=2

et−1xt−1

n∑
t=2

x2t−1

Odatle imamo, kad n→∞:

E(ϕ̂1) = ϕ1 − θ1
n−1
n
σ2

1
n

n∑
t=2

x2t−1

→ ϕ1 − θ1 ·
σ2

γ0
̸= ϕ1.

Znaqi, ocena ϕ̂1 nije nepristrasna, qak ni asimptotski.
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7.3 Metoda nelinearnih najmaǌih kvadrata
Videli smo da na MA modele ne mo�e da se primeni metoda najmaǌih kvadrata.

Metoda nelinearnih najmaǌih kvadrata je ǌena modifikacija, koja koristi
tehnike numeriqke optimizacije i omogu�ava da dobijemo ocene parametara zaMA
modele Sad �emo videti ideju ove metode na primeru MA(1) modela. Iz jednaqine
modela se dobija

et = Xt + θ1et−1. (13)

Ako qlan e0 zamenimo sa 0 (oqekivaǌe belog xuma), onda iz jednakosti (13), za
t = 1, 2, 3, ... dobijamo:

ê1 = x1 + θ1 · 0 = x1

ê2 = x2 + θ1 · ê1 = x2 + θ1x1

ê3 = x3 + θ1 · ê2 = x3 + θ1x2 + θ21x1

. . .

Ako nepoznatom parametru θ1 dodelimo vrednost θ∗1, onda, prethodnim postupkom,
mo�emo da izraqunamo zbir

S(θ∗1) =
n∑

t=1

ê2t . (14)

Ceo postupak ponavǉamo, uz dodelu razliqitih vrednosti (iz dozvoǉenog para-
metarskog skupa) nepoznatom parametru θ, a za ocenu biramo onu vrednost θ∗1 za
koju izraz (14) ima najmaǌu vrednost. Tu se postavǉa nekoliko pitaǌa:

1. Kako oceniti za koju vrednost θ se dobija minimum izraza (14)? Mo�e se
iskoristiti, na primer, Newton−Raphson procedura.

Ako funkcija f(x) ima minimum u taqki x0 i ako postoji f
′
(x0), onda mora

biti f
′
(x0) = 0. Kad se funkcija f

′
(x) razvije u Tejlorov red u okolini taqke

x0, dobija se:
f

′
(x) ≈ f

′
(x0) + (x− x0)f “(x0),

tj.
f

′
(x) ≈ (x− x0)f “(x0).

Odatle sledi

x0 ≈ x− f
′
(x)

f “(x0)
,

xto vodi do iterativne procedure za dobijaǌe slede�eg ,,kandidata” za mi-
nimum funkcije:

xn+1 = xn −
f

′
(xn)

f “(xn)
.

U naxem sluqaju, xn je ocena parametra θ dobijena u n-toj iteraciji.

2. Kada smo ,,dovoǉno blizu” minimuma i treba da prekinemo proceduru? Kri-
terijum konvergencije je da je razlika uzastopnih vrednosti izraza (14) ma-
ǌa od unapred zadatog ϵ > 0.

3. Xta odabrati kao poqetnu vrednost θ∗1? Kao poqetna ocena parametra θ1 se
mo�e uzeti, na primer, ocena dobijena metodom momenata.

Naravno, ovaj problem se, u praksi, mo�e rexavati primenom razliqitih nu-
meriqkih tehnika.
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7.4 Metoda maksimalne verodostojnosti
Neka je L(θ) funkcija verodostojnosti datog uzorka, koja zavisi od nepoznatog

parametra θ. Osnovna ideja metode maksimalne verodostojnosti je da se za ocenu
nepoznatog parametra uzme ona vrednost θ za koju funkcija L dosti�e maksimum.
Zbog jednostavnosti raquna, umesto L mo�e da se koristi lnL (xto je opravdano
jer logaritam quva monotoniju).

Da bi se koristila metoda maksimalne verodostojnosti, potrebno je pretpo-
staviti neku raspodelu. U naxem kontekstu, to znaqi da �emo pretpostaviti da je
sluqajni niz {et} Gausov beli xum, tj. ima N (0, σ2) raspodelu. Tako �emo mo�i
da ocenimo i disperziju belog xuma, σ2.

Metodu �emo ponovo razmotriti na primeru AR(1) modela (11).

Napomena 7.2. Taqna metoda maksimalne verodostojnosti koristila bi uzorak
(x1, e2, . . . , en), koji potpuno odre�uje seriju. Me�utim, zbog problema sa raqunaǌem
maksimuma funkcije lnL, prelazi se na uslovnu metodu maksimalne verodostoj-
nosti, koja koristi uzorak (e2, . . . , en).

L = L(ϕ1, σ
2|e2, . . . , en) =

n∏
i=2

1

σ
√
2π
e−

e2i
2σ2

=
n∏

i=2

1

σ
√
2π
e−

(xi−ϕ1xi−1)
2

2σ2

= σ−(n−1) · (2π)−
n−1
2

n∏
i=2

e−
(xi−ϕ1xi−1)

2

2σ2

lnL = −n− 1

2
ln(σ2)− n− 1

2
ln(2π)− 1

2σ2

n∑
i=2

(xi − ϕ1xi−1)
2

Maksimum funkcije lnL odre�ujemo iz uslova:

∂(lnL)

∂ϕ1

= 0,
∂(lnL)

∂(σ2)
= 0.

Dobijamo:

∂(lnL)

∂ϕ1

= − 1

2σ2

n∑
i=2

2(xi − ϕ1xi−1)(−xi−1)

=
1

σ2

n∑
i=2

(xi−1xi − ϕ1x
2
i−1) = 0,

tj.
n∑

i=2

xi−1xi = ϕ1

n∑
i=2

x2i−1,

odakle sledi ocena

ϕ̂1 =

n∑
i=2

xi−1xi

n∑
i=2

x2i−1

.
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Sliqno, iz jednakosti

∂(lnL)

∂(σ2)
= −n− 1

2
· 1
σ2

+
1

2
· −1
σ4
·

n∑
i=2

(xi − ϕ1xi−1)
2 = 0

se dobija

(n− 1)σ2 =
n∑

i=2

(xi − ϕ1xi−1)
2,

odakle sledi ocena

σ̂2 =

n∑
i=2

(xi − ϕ̂1xi−1)
2

n− 1
.

Vidimo da je ocena parametra ϕ ista kao ona dobijena metodom najmaǌih kvadrata.
Metod maksimalne verodostojnosti se mo�e primeniti i na model za koji va�i

E(Xt) = µ:
Xt − µ = ϕ1(Xt−1 − µ) + et,

tj.
Xt = λ+ ϕ1Xt−1 + et, λ = µ(1− ϕ1).

U tom sluqaju je

lnL(λ, ϕ1, σ
2|e2, . . . , en) = −

n− 1

2
ln(σ2)− n− 1

2
ln(2π)− 1

2σ2

n∑
i=2

(xi − ϕ1xi−1 − λ)2.

Ovde se ocene parametara dobijaju kao rexeǌe sistema jednaqina:

∂(lnL)

∂ϕ1

= 0,
∂(lnL)

∂(σ2)
= 0,

∂(lnL)

∂λ
= 0.

Metoda se sliqno primeǌuje i na ostale AR modele.

Naravouqenije iz ove lekcije

• Metoda momenata se obiqno koristi za dobijaǌe poqetnih ocena parameta-
ra, koje se kasnije ,,popravǉaju” drugim metodama. Najpouzdanija je za AR
modele, a kod MA i ARMA modela mo�e se pojaviti problem sa izborom
odgovaraju�e ocene (vixe mogu�ih ili nedostatak prihvatǉive ocene).

• Metoda najmaǌih kvadrata dobro radi za AR modele (ocena je nepristrasna
i konzistentna). Na MA modele se ne mo�e primeniti, a kod ARMA modela
daje malo loxije rezultate (ocena je pristrasna, qak i asimptotski).

• Metoda nelinearnih najmaǌih kvadrata, uz pomo� tehnika optimizacije,
omogu�ava da se dobije ocena nepoznatih parametara kod MA modela.

• Za metodu maksimalne verodostojnosti va�i isti zakǉuqak kao za metodu
najmaǌih kvadrata.

• U praksi se oceǌivaǌe nepoznatih parametara modela odavno vixe ne radi
,,pexaqki”, ve� se za to koriste razni programski paketi. Ipak, potrebno je
znati koju metodu taj paket koristi, na kakve modele mo�e da se primeni i
koliko je kvalitetna ocena koja se na taj naqin mo�e dobiti.
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8 Nestacionarne vremenske serije
Do sada smo se bavili iskǉuqivo stacionarnim vremenskim serijama i mode-

lima za ǌih. Sad prelazimo na razmatraǌe raznih tipova nestacionarnih vre-
menskih serija.

8.1 Deterministiqki i stohastiqki trend
Sad �emo da uporedimo dve klase nestacionarnih modela koje se qesto koriste.

8.1.1 Trend - stacionarna klasa modela

Opxti model iz trend - stacionarne klase ima oblik

Xt = β0 + β1t+ Zt,

gde su β0, β1 konstante, a {Zt} prozvoǉna stacionarna serija (u najopxtijem slu-
qaju, to je ARMA(p, q) model).

Za β1 > 0 u pitaǌu je rastu�i trend, a za β1 < 0 opadaju�i trend.
U specijalnom sluqaju, kad Zt zamenimo najjednostavnijom mogu�om stacionar-

nom serijom (a to je beli xum), dobijamo model:

Xt = β0 + β1t+ et,

qije su osobine:

1. E(Xt) = β0 + β1t

2. D(Xt) = E(e2t ) = σ2

3. γk = cov(Xt, Xt−k) = E(etet−k) = 0, k > 0

Dakle, ova serija je ,,skoro pa stacionarna” (razlikuje se od stacionarne samo
po tome xto ima nekonstantnu sredǌu vrednost).

U ovom sluqaju, i trend i sama serija se mogu prognozirati. Parametri line-
arnog trenda se mogu oceniti regresionim metodama, a serija (iz koje je prethodno
eliminisan trend) se mo�e prognozirati kao i svaki ARMA model.

Model se, naravno, mo�e uopxtiti tako da se pojavǉuje trend u obliku poli-
noma proizvoǉnog stepena.

8.1.2 Diferencno - stacionarna klasa modela

Opxti model iz diferencno - stacionarne klase ima oblik

(1− L)Xt = β + Zt,

gde je β konstanta, a {Zt} prozvoǉna stacionarna serija (u najopxtijem sluqaju,
to je ARMA(p, q) model).

Ovaj model se mo�e zapisati i kao

∆Xt = β + Zt ili Xt = Xt−1 + β + Zt.

Model se mo�e uopxtiti tako da se pojavǉuje vixi red diferenciraǌa.
U najjednostvnijem sluqaju, kad je Zt = et dobija se model

(1− L)Xt = β + et,

qije �emo osobine detaǉnije ispitati.
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1. Rekurzivnom zamenom se dobija:

Xt = β +Xt−1 + et

= β + (β +Xt−2 + et−1) + et

= β + (β + (β +Xt−3 + et−2) + et−1) + et

= X0 + βt+ et + et−1 + · · ·+ e1

= X0 + βt+
t∑

j=1

ej

Znaqi, dobili smo seriju qija je deterministiqka komponenta X0+βt, a sluc-

hajna komponenta
t∑

j=1

ej.

Uprkos tome xto se, na prvi pogled, qini da u ovoj seriji postoji samo
linearni trend, trend je, zapravo, stohastiqki, a kretaǌe serije je nepre-
dvidivo. Izvor stohastiqkog trenda je kumulativno dejstvo (,,nakupǉaǌe”)
qlanova belog xuma.

2. E(Xt) = X0 + βt

3. D(Xt) = D

(
X0 + βt+

t∑
j=1

ej

)
= E

(
t∑

j=1

ej

)2

= tσ2

4. cov(Xt, Xt−k) = E((et + et−1 + · · ·+ e1)(et−k + · · ·+ e1)) = (t− k)σ2

Odavde vidimo da serija nije stacionarna, jer ima nekonstantnu sredǌu
vrednost i disperziju, a kovarijacija razliqitih qlanova serije ne zavi-
si iskǉuqivo od rastojaǌa izme�u ǌih.

5. Serija ima jediniqni koren. Broj jediniqnih korena pokazuje koliko pu-
ta seriju treba diferencirati da bi postala stacionarna (za seriju sa d
jediniqnih korena ∆dXt je stacionarna serija).

6. Za prognozu serije va�i:

X̂n(h) = E(Xn+h|Fn) = X0 + β(n+ h) +
n∑

j=1

ej,

ên(h) =
n+h∑

j=n+1

ej,

D(ên(h)) = hσ2 → +∞, h→ +∞.

Dakle, mo�emo da zakǉuqimo da kvalitet prognoze opada kad horizont pred-
vi�aǌa raste, xto je jox jedna od osobina nestacionarnih serija.

Primer 8.1. Razmatramo model:

Xt − 3Xt−1 + 3Xt−2 −Xt−3 = et.

Karakteristiqna jednaqina ovog modela je

g3 − 3g2 + 3g − 1 = 0,
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koja ima trostruko rexeǌe g = 1.
Proveri�emo da li je ∆3Xt stacionarna serija.

∆3Xt = ∆(∆2Xt) = ∆2Xt −∆2Xt−1 = ∆(∆Xt)−∆(∆Xt−1)

= ∆(Xt −Xt−1)−∆(Xt−1 −Xt−2)

= (Xt −Xt−1)− (Xt−1 −Xt−2)− (Xt−1 −Xt−2) + (Xt−2 −Xt−3)

= Xt − 3Xt−1 + 3Xt−2 −Xt−3

Odavde sledi da je ∆3Xt = et, tj. stacionarna serija.
Da vidimo xta se dobija kad se model ,,raspixe”.

Xt = 3Xt−1 − 3Xt−2 +Xt−3 + et

= 3(3Xt−2 − 3Xt−3 +Xt−4 + et−1)

−3(3Xt−3 − 3Xt−4 +Xt−5 + et−2)

+(3Xt−4 − 3Xt−5 +Xt−6 + et−3) + et

. . .

Kad se ovaj postupak ponovi mnogo puta (tj. model ,,raspixe” do ,,daleko u pros-
hlost”), dobija se izraz oblika ∑

i

∑
j

∑
k

ei,j,k,

tj. ,,trostruka” suma qlanova belog xuma.
Xta, zapravo, radi diferenciraǌe? Svako diferenciraǌe ,,brixe” jednu sumu, i

tako dok ne ostane stacionarna serija.

8.1.3 Mexoviti model

Sada �emo razmotriti opxtiji, mexoviti model, koji obuhvata oba prethodno
razmatrana modela, da bismo jasnije videli kako ukǉuqivaǌe deterministiqkog
trenda u model utiqe na promenu ǌegovih osobina.

Mexoviti model je:

Xt − ϕXt−1 = β + et, |ϕ| ≤ 1.

Prime�ujemo da se za ϕ = 0 dobija model iz trend - stacionarne klase, a za ϕ = 1
model iz diferencno - stacionarne klase. Ako je β = 0 mexoviti model se svodi
na AR(1) model.

Sada �emo izvesti osobine mexovitog modela za |ϕ| < 1.

1. Raspisivaǌem ,,po dubini” se dobija:

Xt = ϕXt−1 + β + et

= ϕ(ϕXt−2 + β + et−1) + β + et

= ϕ2Xt−2 + ϕβ + β + ϕet−1 + et

= . . .

= ϕtX0 + β + ϕβ + · · ·+ ϕt−1β + et + ϕet−1 + · · ·+ ϕt−1e1

= ϕtX0 + β
1− ϕt

1− ϕ
+

t∑
j=1

ϕt−jej.
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Odatle sledi:

E(Xt) = ϕtX0 + β
1− ϕt

1− ϕ
→ β

1− ϕ
, t→ +∞,

D(Xt) = σ2

t∑
j=1

= σ21− ϕ2t

1− ϕ2
→ σ2 1

1− ϕ2
= D(AR(1)), t→ +∞,

cov(Xt, Xt−k) = E
(
(et + ϕet−1 + · · ·+ ϕt−1e1)(et−k + ϕet−1−k + · · ·+ ϕt−1−ke1)

)
= σ2

(
ϕk + ϕk+2 + · · ·+ ϕ2(t−k−1)+k

)
= σ2ϕk

(
1 + ϕ2 + · · ·+ ϕ2(t−k−1)

)
= σ2ϕk 1− ϕ2t

1− ϕ2
→ σ2 ϕk

1− ϕ2
= γk(AR(1)), t→ +∞.

2. Za prognozu serije va�i:

X̂n(h) = E(Xn+h|Fn) = ϕn+hX0 + β
1− ϕn+h

1− ϕ
+

n∑
j=1

ϕn+h−1ej,

ên(h) =
n+h∑

j=n+1

ϕn+h−1ej,

D(ên(h)) = σ2

n+h∑
j=n+1

ϕ2(n+h−1) = σ21− ϕ2h

1− ϕ2
→ σ2 1

1− ϕ2
= D(AR(1)), h→ +∞.

Iz prethodno izvedenih osobina mo�emo da zakǉuqimo da ukǉuqivaǌe trend
komponente (u ovom sluqaju koeficijenta β) u model meǌa sredǌu vrednost
serije i vrednost prognoze za proizvoǉni horizont predvi�aǌa.

Xto se tiqe varijabilnosti serije, korelacione povezanosti qlanova i kva-
liteta prognoze, dugoroqno (za veliko t, odnosno za veliko h) trend kompo-
nenta gubi na znaqaju u odnosu na AR komponentu i mexoviti model dobija
osobine AR(1) modela.

8.2 Testovi jediniqnog korena
Do sada smo videli da za AR model vremenske serije mo�emo na osnovu rexe-

ǌa karakteristiqne jednaqine da odredimo da li je u pitaǌu stacionarna, serija
sa jediniqnim korenom, ili eksplozivna serija. Ako radimo sa realizovanom se-
rijom, moramo da koristimo testove jediniqnog korena da bismo razlikovali
seriju koja je stacionarna, od one u kojoj postoji bar jedan jediniqni koren.

Postoje razliqiti testovi jediniqnog korena, a mi �emo detaǉnije razmatrati
Dickey-Fuller test.

8.2.1 Dickey-Fuller test za AR(1) model

Model:
Xt = ϕXt−1 + et, E(Xt) = 0

Od ranije znamo da priroda serije zavisi od vrednosti parametra ϕ (jer je ϕ
ujedno rexeǌe karakteristiqne jednaqine. Postoje tri sluqaja:
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• |ϕ| < 1: serija je stacionarna;

• |ϕ| = 1: serija ima jediniqni koren;

• |ϕ| > 1: serija je eksplozivna.

Parametar ϕ mo�emo oceniti, na primer, metodom najmaǌih kvadrata:

ϕ̂ =

n∑
t=2

xtxt−1

n∑
t=2

x2t−1

Va�i:

ϕ̂ = ϕ+

n∑
t=2

xt−1et

n∑
t=2

x2t−1

,

odakle sledi E(ϕ̂) = ϕ.
Ideja Dickey-Fuller testa sastoji se u tome da se ispita hipoteza

H0: serija ima (obiqan) jediniqni koren (ϕ = 1)

protiv alternativne:

H1: serija je stacionarna (|ϕ| < 1)

Ako va�i hipoteza H0, onda je EH0(ϕ̂) = 1.
Za ocenu ϕ̂ va�i:

D(ϕ̂) = E(ϕ̂− ϕ)2 = E


n∑

t=2

xt−1et

n∑
t=2

x2t−1


2

=
σ2

n∑
t=2

x2t−1

,

pa je standardna devijacija ocene:

s(ϕ̂) =

√√√√√ σ2

n∑
t=2

x2t−1

.

Ocena σ2 na osnovu uzorka je:

σ̂2 =

n∑
t=2

(xt − ϕ̂xt−1)
2

(n− 1)− 1

(meǌa se broj stepeni slobode zato xto je ϕ̂ oceǌeno na osnovu istog uzorka).
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Daǉim transformacijama se dobija;

σ̂2 =

n∑
t=2

(
xt −

n∑
t=2

xtxt−1

n∑
t=2

x2t−1

xt−1

)2

n− 2

=

n∑
t=2

x2t − 2

n∑
t=2

xtxt−1

n∑
t=2

x2t−1

n∑
t=2

xtxt−1 +

( n∑
t=2

xtxt−1

n∑
t=2

x2t−1

)2 n∑
t=2

x2t−1

n− 2

=

n∑
t=2

x2t −
(

n∑
t=2

xtxt−1)
2

n∑
t=2

x2t−1

n− 2

=

n∑
t=2

x2t − ϕ̂
n∑

t=2

xtxt−1

n− 2

Odatle se dobija standardna grexka:

ŝ(ϕ̂) =

√√√√√√√
n∑

t=2

x2t − ϕ̂
n∑

t=2

xtxt−1

(n− 2)
n∑

t=2

x2t−1

.

i oblik test-statistike koji se standardno pojavǉuje u literaturi:

τ =
ϕ̂− 1

ŝ(ϕ̂)
=

ϕ̂− 1√√√√√√
n∑

t=2

x2t − ϕ̂
n∑

t=2

xtxt−1

(n−2)

n∑
t=2

x2t−1

(15)

Pri va�eǌu hipoteze H0, test statistika (15) ima nestandardnu raspodelu
odre�enu simulacijama (τ-raspodela). Na primer, kritiqna vrednost za nivo
znaqajnosti 5% je:

τ (k) = −1.9393− 0.398

n
.

Za τ < τ (k) odbacuje se hipoteza H0, a za τ > τ (k) prihvata se hipoteza H0, tj.
zakǉuqak da u seriji postoji jediniqni koren.

8.2.2 Modifikacije Dickey-Fuller testa

Dickey-Fuller test se, uz modifikacije, mo�e primeniti i na neke druge modele.
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1. serija za koju va�i E(Xt) = µ ̸= 0:

Xt − µ = ϕ(Xt−1 − µ) + et

Model se mo�e zapisati i kao:

Xt = µ(1− ϕ) + ϕXt−1 + et

Test se, u ovom sluqaju, svodi na testiraǌe hipoteze

H0 : ϕ = 1 (serija ima jediniqni koren)

protiv alternativne hipoteze

H1 : ϕ < 1 (stacionarna serija qija je sredǌa vrednost ̸= 0)

2. serija za koju va�i E(Xt) = µ+ βt:

Xt − µ− βt = ϕ(Xt−1 − µ− β(t− 1)) + et

Model se mo�e zapisati i kao:

Xt = µ(1− ϕ) + ϕβ + β(1− ϕ)t+ ϕXt−1 + et

Test se, u ovom sluqaju, svodi na testiraǌe hipoteze

H0 : ϕ = 1 (serija ima jediniqni koren)

protiv alternativne hipoteze

H1 : ϕ < 1 (serija ima stacionarne oscilacije oko linearnog trenda)

3. AR(p) model: Proizvoǉni AR(p) model:

(1− ϕ1L− · · · − ϕpL
p)Xt = et

se mo�e prikazati kao

(1− α1L)(1− α2L− · · · − αp−1L
p−1)Xt = et,

tj.
Yt = α1Yt−1 + et, gde je Yt = (1− α2L− · · · − αp−1L

p−1)Xt.

Tada se na seriju Yt mo�e primeniti Dickey- Fuller test. Ako se prihvati hipo-
teza o postojaǌu jediniqnog korena, onda se postupak ponavǉa, tj. testira se
serija ∆Yt, pa ako i ona ima jediniqni koren, testira se ∆2Yt, itd. Postupak
se nastavǉa sve dok se prihvata hipoteza H0.

U svakom od ovih sluqajeva test statistika ima malo drugaqiju raspodelu, a
meǌaju se i kritiqne oblasti.

73



8.3 Autoregresioni modeli pokretnih proseka za integrisane
vremenske serije (ARIMA)

ARIMA modeli slu�e za opisivaǌe vremenskih serija koje je mogu�e svesti
na ARMA modele putem odre�enog broja diferenciraǌa (∆dXt se dobro opisuje
ARMA modelom).

ARIMA(p, d, q) model ima oblik:

(1− ϕ1L− · · · − ϕpL
p)(1− L)dXt = θ0 + (1− θ1L− · · · − θqLq)et,

gde je p red AR komponente, q red MA komponente, d nivo integrisanosti serije,
a θ0 dodatni parametar koji se odnosi na trend. Sluqajni niz {et} je beli xum.

Za d = 0 dobija se ARMA model, tj. stacionarna serija.
Kra�i zapis ARIMA(p, d, q) modela je

Φ(L)∆dXt = θ0 +Θ(L)et,

gde je
Φ(L) = 1− ϕ1L− · · · − ϕpL

p, Θ(L) = 1− θ1L− · · · − θqLq

Sad �emo videti smisao parametra θ0. Ako je E(∆dXt) = µ, onda je

E

(
Φ(L)∆dXt

)
= (1− ϕ1 − · · · − ϕp)µ,

odakle se dobija
θ0 = (1− ϕ1 − · · · − ϕp)µ.

Ako je d = 0, onda parametar θ0 govori o sredǌoj vrednosti serije, a ako je d > 0,
onda θ0 govori o postojaǌu deterministiqkog trenda. Ako se ne pretpostavǉa da
u seriji postoji deterministiqki trend, parametar θ0 mo�e da se izostavi.

ARIMA model se koristi uz dve pretpostavke:

1. Polinomi Φ(L) i Θ(L) nemaju zajedniqkih faktora. Razlog je xto je, ako
postoji zajedniqki faktor, u pitaǌu ,,maskirani” ARIMA model ni�eg reda,
tj. nepotrebno se komplikuje rad.

2. Ispuǌeni su uslovi stacionarnosti i invertibilnosti (da bi model bio
upotrebǉiv).

8.3.1 Primeri ARIMA modela

Ovde su nevedeni neki jednostavni ARIMA modeli koji se qesto koriste. Pre-
poruquje se da se, u praksi, model ne ,,komplikuje” preterano, tj. da red dife-
renciraǌa d ne bude ve�i od 2.

1. ARIMA(0, 1, 0): Ovo je model

(1− L)Xt = θ0 + et,

Za θ0 = 0 model je poznat kao sluqajno lutaǌe, a za θ0 ̸= 0 to je sluqajno
lutaǌe sa driftom.

U oba sluqaja, u pitaǌu je nestacionarna serija (ima jediniqni koren!), pa
ne mo�emo da odredimo autokovarijacionu i parcijalnu autokovarijacionu
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funkciju na uobiqajeni naqin. ,,Pribli�ne” osobine koeficijenata ρk i ϕkk

mo�emo odrediti tako xto izraqunamo ǌihove vrednosti za AR(1) model

Xt = ϕXt−1 + et,

pa odredimo ǌihove graniqne vrednosti kad ϕ→ 1. Dobijamo:

ρk = ϕk → 1,

ϕ11 = ϕ→ 1, ϕkk → 0, k > 1.

Na osnovu toga se mo�e zakǉuqiti kako ,,otprilike” izgledaju korelogram i
parcijalni korelogram ovog modela. Sve ovo va�i za obe varijante sluqajnog
lutaǌa (sa i bez drifta), i one se na osnovu korelograma i parcijalnog kore-
lograma ne mogu razlikovati. Ono po qemu se znaqajno razlikuju je grafiqki
prikaz, koji je dat na Slici 1. Kako prepoznati da je u pitaǌu jedan od ovih
modela? U oba sluqaja, serija ∆Xt bi trebalo da izgleda kao stacionarna.

Slika 7:

2. ARIMA(0, 2, 0): Ovo je model

(1− L)2Xt = et
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Model je nestacionaran (ima dva jediniqna korena) i pogodan je za one serije
za koje ∆2Xt deluje stacionarno.

3. ARIMA(0, 1, 1): Ovo je model

(1− L)Xt = et − θ1et−1, |θ1| < 1

Opet je u pitaǌu nestacionarni model, qije osobine se mogu dobiti razma-
traǌem ǌemu srodnog ARMA modela. Proveriti!

8.3.2 Izgradǌa ARIMA modela

U literaturi se navode po�eǉne osobine bilo kog matematiqkog modela:

1. ekonomiqnost: Dobro je xto jednostavnijim modelom (sa xto maǌe para-
metara) opisati posmatranu pojavu. Taj model treba da istakne suxtinske
karakteristike posmatrane pojave. Mo�e se po�i od jednostavnog modela,
koji se, korak po korak ,,komplikuje”, ili se mo�e po�i od komplikovanog
modela, koji se postupno pojednostavǉuje.

2. saglasnost sa podacima: Jedan od naqina da se ispita saglasnost sa poda-
cima je da se proveri da li su reziduali (ono xto nije objaxǌeno modelom)
relativno mali i da li predstavǉaju prost sluqajan uzorak.

3. identifikabilnost: Model je neidentifikabilan ako postoje dva skupa
vrednosti parametara koji su u saglasnosti sa podacima. Po�eǉno je da
to nije tako.

4. saglasnost sa teorijom

5. prihvatǉivost podataka: Model ne sme da predvi�a vrednosti koje ne zado-
voǉavaju definiciona ograniqeǌa modela (na primer da predvi�a negativne
vrednosti za veliqine koje, po logici stvari, moraju biti nenegativne).

6. uspexnost prognoziraǌa

7. obuhvatnost: Model obuhvata neki drugi model ako mo�e da objasni re-
zultate dobijene tim drugim modelom. Na primer, ARIMA model obuhvata
ARMA model, a ARMA model obuhvata AR i MA modele.

Specijalno, za ARIMA modele koristi se Box-Jenkins strategija modeliraǌa,
koja se sastoji iz slede�ih koraka:

1. identifikacija modela: Ispituje se stacionarnost serije (postojaǌe jed-
nog ili vixe jediniqnih korena), sezonalnost (postojaǌe sezonskog jediniq-
nog korena), odre�uje se red modela, na osnovu korelograma i parcijalnog
korelograma, ili uz pomo� informacionih kriterijuma. Informacioni kri-
terijumi su funkcije qijom minimizacijom se uspostavǉa ravnote�a izme�u
kvaliteta modela i ǌegove kompleksnosti.

2. oceǌivaǌe parametara modela

3. provera adekvatnosti modela: Analiziraju se reziduali modela. Ako su
oni relativno mali i predstavǉaju prost sluqajan uzorak (po�eǉno je da je
iz normalne raspodele), model se prihvata kao adekvatan. U suprotnom se
treba vratiti na korak 1 i modifikovati model.
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8.4 Modeli za sezonske vremenske serije
Kao i trend, sezonska komponenta vremenske serije mo�e biti deterministiq-

ka (na poqetku smo videli kako se izdvaja ili eliminixe iz serije) ili stoha-
stiqka. Stohastiqka sezonska komponenta se mo�e modelovati sezonskim ARIMA
modelima, koje �emo kasnije razmatrati.

Sezonska komponenta tako�e mo�e biti aditivna (sabira se sa ostalim kom-
ponentama modela) ili multiplikativna (mno�i se sa ostalim komponentama).
Razliku izme�u ova dva sluqaja �emo boǉe videti na slede�em primeru.

Primer 8.2. Razmatramo dva sliqna modela:

1. aditivni model

Xt = (1− θL−ΘLs)et = et − θet−1 −Θet−s

2. multiplikativni model

Xt = (1− θL)(1−ΘLs)et = et − θet−1 −Θet−s + θΘet−s−1

Odre�ujemo autokovarijacionu funkciju za oba modela:

1.

γk =



(1 + θ2 +Θ2)σ2, k = 0

−θσ2, k = 1

θΘσ2, k = s− 1

−Θσ2, k = s

0, u ostalim sluqajevima

2.

γk =



(1 + θ2 +Θ2)σ2, k = 0

−θ(1 + Θ2)σ2, k = 1

θΘσ2, k = s− 1

−Θ(1 + θ2)σ2, k = s

θΘσ2, k = s+ 1

0, u ostalim sluqajevima

Mo�emo da zakǉuqimo da se postojaǌe dodatnog qlana θΘet−s−1 u multiplikativ-
nom modelu mo�e prepoznati na korelogramu, kao nenula koeficijent za kaxǌeǌe
k = s+ 1.

8.4.1 Sezonski ARIMA modeli (SARIMA)

Sezonski autoregresioni model pokretnih proseka za integrisane vremen-
ske serije (kra�e, sezonski ARIMA ili SARIMA model) slu�i za modelovaǌe
stohastiqke sezonske komponente. Model

ARIMA(p, d, q)× (P,D,Q)s

ima oblik

(1− Φ1L
s − Φ2L

2s − · · · − ΦPL
Ps)(1− ϕ1L− · · · − ϕpL

p)(1− Ls)D(1− L)dXt

= (1− θ1L− · · · − θqLq)(1−Θ1L
s −Θ2L

2s − · · · −ΘQL
Qs)et,

gde je:
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• s period sezone (4 za kvartalne, 12 za meseqne podatke)

• Φ1, . . . ,ΦP parametri sezonske AR komponente

• Θ1, . . . ,ΘQ parametri sezonske MA komponente

• D nivo sezonske integrisanosti serije

Mo�e se, na sliqan naqin, definisati i aditivni SARIMA model (kod koga
se ,,obiqne” i sezonske komponente sabiraju, a ne mno�e).

8.4.2 Primeri SARIMA modela

Ovde su navedeni neki od SARIMA modela koji se qesto koriste.

1. sezonski AR(1)s model (ARIMA(0, 0, 0)× (1, 0, 0)s):

(1− Φ1L
s)Xt = et, |Φ1| < 1

Ovo je stacionarna serija, qiju autokovarijacionu funkciju mo�emo da odre-
dimo na uobiqajeni naqin. Dobija se:

γk =

{
Φ1γk−s + σ2, k = 0

Φ1γk−s, k > 0

Raspisivaǌem ovih jednakosti za razliqite vrednosti k dobija se

γks =
Φk

1σ
2

1− Φ2
1

, k = 0, 1, 2, . . . i γl = 0, l ̸= ks,

tj.
ρks = Φk

1, k = 0, 1, 2, . . . i ρl = 0, l ̸= ks,

Znaqi, na korelogramu se pojavǉuju nenula vrednosti koeficijenata samo za
kaxǌeǌa s, 2s, 3s, . . . , i opadaju po modulu (sliqno kao kod AR(1) modela).

2. sezonski sluqajni hod (ARIMA(0, 0, 0)× (0, 1, 0)s):

(1− Ls)Xt = et

Ovo je nestacionarni model, qija autokorelaciona funkcija se ne mo�e odre-
diti direktno. Za autokorelacione koeficijente va�i

ρks → 1, k = 0, 1, 2, . . . i ρl = 0, l ̸= ks,

xto se dobija iz rezultata za prethodni model kad Φ1 → 1.

3. ,,vazduhoplovni” model (ARIMA(0, 1, 1)× (0, 1, 1)s:

(1− Ls)(1− L)Xt = (1− θ1L)(1−Θ1L
s)et, |θ1|, |Θ1| < 1

Naziv ovog modela potiqe od toga xto se model koristio za opisivaǌe kra-
taǌa putnika u vazduxnom saobra�aju. Ovo je nestacionarna serija (ima i
obiqan i sezonski jediniqni koren). Neka je

Yt = (1− Ls)(1− L)Xt.
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Tada je {Yt} stacionarna serija za koju va�i (proveriti!):

ρk =



1, k = 0

− θ1
1+θ21

, k = 1
θ1Θ1

(1+θ21)(1+Θ2
1)
, k = s− 1, k = s+ 1

− Θ1

1+Θ2
1
, k = s

0, u ostalim sluqajevima

Odatle se mo�e zakǉuqiti kako izgleda korelogram serije, koja je prethodno
jednom obiqno i jednom sezonski diferencirana. Jedan od sluqajeva nacrtan
je na Slici 2.

Slika 8:

8.5 Prognoziraǌe ARIMA i SARIMA modela
ARIMA i SARIMA modeli su, u opxtem sluqaju, nestacionarne serije, pa se i

osobine prognoze meǌaju. Osnovna ideja prognoziraǌa bi�e prikazana za ARIMA
modele, a sliqno va�i i za SARIMA modele.

ARIMA(p, d, q) model
Φ(L)(1− L)dXt = Θ(L)et,
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za koji pretpostavǉamo da je invertibilan, mo�emo da zapixemo kao:

(Θ(L))−1Φ(L)(1− L)dXt = et,

tj. mo�emo da odredimo koeficijente π0, π1, π2, . . . tako da va�i

(1 + π1L+ π2L
2 + . . . )Xt = et,

tj.
Xt = −(π1L+ π2L

2 + . . . )Xt + et.

Sad mo�emo da prognoziramo AR(∞) model koji smo dobili (za h koraka unapred):

X̂n(h) = E(Xn+h|Fn) = E(−(π1L+ π2L
2 + . . . )Xn+h + en+h|Fn)

i
ên(h) = Xn+h − X̂n(h).

Sad �emo metod ilustrovati na jednom primeru.
Dat je model ARIMA(0, 1, 1):

(1− L)Xt = (1− θ1L)et, |θ1| < 1

Ovde se dobija:
(1− L)(1− θ1L)−1Xt = et,

(1− L)(1 + θ1L+ θ21L
2 + θ31L

3 + . . . )Xt = et,

(1 + (θ1 − 1)L+ θ1(θ1 − 1)L2 + θ21(θ1 − 1)L3 + . . . )Xt = et.

Odatle se dobija prognoza:

X̂n(1) = E(Xn+1|Fn)

= E(en+1 + (1− θ1)Xn + θ1(1− θ1)Xn−1 + θ21(1− θ1)Xn−2 + . . . |Fn)

= (1− θ1)Xn + θ1(1− θ1)Xn−1 + θ21(1− θ1)Xn−2 + . . .

i
ên(1) = en+1.

Ponavǉaǌem ovog postupka, dobija se prognoza za h koraka unapred (izraqunati!)
i odgovaraju�a grexka prognoze (proveriti!):

ên(h) = en+h + (1− θ1)(en+h−1 + en+h−2 + · · ·+ en+1).

Za grexku prognoze va�i

D(ên(h)) = σ2(1 + (h− 1)(1− θ1)2)→ +∞, h→ +∞
Ovde se vidi suxtinska razlika izme�u prognoziraǌa stacionarnih i nesta-

cionarnih modela. Generalno va�i:

• za ARIMA model:
D(ên(h))→ +∞, h→ +∞,

• za ARMA model:
D(ên(h))→ D(Xn+h), h→ +∞.

Dakle, prognoziraǌe nestacionarnih modela na ovaj naqin je maǌe uspexno
od prognoziraǌa stacionarnih serija.

U ovoj lekciji detaǉnije razmatramo jox dve vrste nestacionarnosti (posto-
jaǌe strukturnog loma i uslovnu heteroskedastiqnost), koje se vrlo qesto poja-
vǉuju u finansijskim vremenskim serijama, a nisu opisane da sada razmatranim
modelima.
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8.7 Modelovaǌe strukturnog loma
Na poqetku kursa smo definisali strukturni lom kao skup opservacija koji

nije saglasan sa prethodnim tokom vremenske serije. Strukturni lom se qe-
sto pojavǉuje u finansijskim vremenskim serijama i obiqno je posledica nekakve
intervencije.

Prema posledicama ima na kretaǌe vremenske serije, mo�emo razlikovati dve
vrste strukturnog loma:

1. jednokratni: ako se pojavi nekoliko nestandardnih opservacija, a onda se
serija vra�a na svoj uobiqajeni tok;

2. trajni: izaziva trajnu promenu u kretaǌu vremenske serije (promenu sredǌe
vrednosti i/ili trenda).

Razliqite vrste strukturnog loma nacrtane su na Slici 1.

Za modelovaǌe strukturnog loma postoje specijalni modeli, koji se mogu ,,ugra-
diti” u neki drugi model vremenske serije. Na primer, ako �elimo da ukǉuqimo
mogu�nost pojave strukturnog loma u ARMA(p, q) model, to izgleda ovako:

(1− ϕ1L− · · · − ϕpL
p)(Xt − µ(L)It) = (1− θ1L− · · · − θqLq)et, (16)
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ili, drugaqije zapisano,

Xt = µ(L)It +
1− θ1L− · · · − θqLq

1− ϕ1L− · · · − ϕpLp
et.

Sad �emo razjasniti xta su veliqine koje se pojavǉuju u modelu (16).
It je vextaqka promenǉiva, koja mo�e biti jedna od dve vrste:

• impulsna vextaqka promenǉiva:

It = IMt =

{
1, t = TL;

0, t ̸= TL,

• stepenik vextaqka promenǉiva:

It = St =

{
1, t ≥ TL;

0, t < TL.

Veza izme�u stepenik i impulsne vextaqke promenǉive je:

IMt = St − St−1 = (1− L)St.

Daǉe,

µ(L) =
ω(L)

λ(L)
Lk,

gde je
ω(L) = ω0 − ω1L− · · · − ωmL

m,

λ(L) = 1− λ1L− · · · − λrLr.

Polinom ω(L) odnosi se na jednokratni efekat intervencije, a λ(L) slu�i da
modeluje trajni efekat intervencije. To je zbog toga xto polinom u imeniocu,
kad se ,,prebaci u brojilac” razlomka postaje beskonaqni red.

Parametar k predstavǉa vreme koje treba da protekne da bi se dejstvo in-
tervencije osetilo u seriji. Na primer, ako je k = 0, lom se primeti u seriji
u trenutku kad se dexava, a ako je k = 5, onda se lom primeti 5 koraka daǉe u
budu�nosti.

Primer 8.3. Sad �emo detaǉnije razmotriti primer, najjednostavniju stacionar-
nu seriju (beli xum), u koju je ukǉuqen qlan:

µ(L) =
ω0

1− λL
L, |λ| ≤ 1.

Znaqi, model za tu vremensku seriju je:

Xt = µ(L)It + et.

Svi mogu�i sluqajevi koji tu mogu da nastanu su objaxǌeni i nacrtani na slikama
2, 3 i 4.

U praksi, qesto nije poznat trenutak strukturnog loma, TL, pa se i on mora
oceniti/proceniti (na primer, na osnovu grafiqkog prikaza serije).

Tako�e, ako u seriji postoji strukturni lom, meǌaju se osobine serije (na
primer, pove�ava se koeficijent spǉoxtenosti). Testovi jediniqnog korena, se
tako�e, moraju prilagoditi toj situaciji.
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8.8 Modelovaǌe uslovne heteroskedastiqnosti
Kad je u pitaǌu disperzija serije, mo�emo da razlikujemo slede�e pojmove:

1. homoskedastiqnost:

D(Xt) = σ2 (disperzija serije je konstantna)

2. heteroskedastiqnost:

D(Xt) = σ2
t (disperzija serije zavisi od t)
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3. uslovna heteroskedastiqnost: (Ft−1 = σ{X1, . . . , Xt−1})

D(Xt|Ft−1) = σ2
t (uslovna disperzija serije zavisi od t)

Ovde �emo detaǉnije razmotriti tre�i sluqaj, uslovnu heteroskedastiqnost.
Drugaqije reqeno, to je osobina da je uslovna disperzija (uslovna u odnosu na
prethodni tok serije) promenǉiva. Ova pojava se qesto naziva i volatilnost.
Postoje posebne vrste modela, ARCH i GARCH modeli, kojima se opisuje ova
promenǉivost, tj. promena D(Xt|Ft−1) kroz vreme.

8.8.1 ARCH(p) modeli

Pretpostavǉamo da je {Xt} slabo stacionarna vremenska serija.
ARCH je skra�enica za Autoregressive Conditional Heteroskedasticity.
Model reda p je definisan sa:

Xt = σtet,

σ2
t = α0 +

p∑
i=1

αiX
2
t−i,

gde je {et} Gausov beli xum, a α0 > 0 i α1, . . . , αp ≥ 0 parametri modela.
Za ovu seriju va�i:

E(Xt) = E(E(Xt|Ft−1)) = E(σtE(et)) = 0.

Specijalno, detaǉnije �emo razmotriti ARCH(1) model:

Xt = σtet,

σ2
t = α0 + α1X

2
t−1,

gde je α0 > 0 i α1 ≥ 0.
Kad kvadriramo prvu jednaqinu modela i iskoristimo drugu jednaqinu, dobi-

jamo:
X2

t = (α0 + α1X
2
t−1)e

2
t . (17)

Odatle sledi:

E(X2
t ) = E((α0 + α1X

2
t−1)e

2
t )

= α0σ
2 + E(E(X2

t−1e
2
t |Ft−1))

= α0σ
2 + E(X2

t−1E(e
2
t |Ft−1))

= α0σ
2 + E(X2

t−1E(e
2
t ))

= α0σ
2 + α1σ

2E(X2
t−1),

pa se to svodi na
D(Xt) = α0σ

2 + α1σ
2D(Xt),

odakle se dobija

E(X2
t ) = D(Xt) =

α0σ
2

1− α1σ2
.
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Ako disperziju belog xuma, σ2, smatramo poznatom (ili mo�emo da je ocenimo),
onda mo�emo da izvedemo uslov stacionarnosti koji se ovde svodi na to da di-
sperzija serije bude konaqna. Jednostavnosti radi, pretpostavi�emo da je σ2 = 1
(analogno i za ostale vrednosti σ2). Dobijamo:

E(X2
t ) =

α0

1− α1

, (18)

xto je konaqno za α1 < 1.
Sada �emo da izraqunamo E(X4

t ).
Za momente vixeg reda k Gausovog belog xuma va�i

E(ekt ) =

{
σ2m

∏m
j=1(2j − 1), k = 2m,m ∈ N;

0, k = 2m+ 1.

Kvadriraǌem jednakosti (17) i primenom (18) dobijamo

E(X4
t ) = E(E(X4

t |Ft−1))

= E(E((α0 + α1X
2
t−1)

2e4t |Ft−1))

= E((α0 + α1X
2
t−1)

2E(e4t ))

= (α2
0 + 2α0α1 ·

α0

1− α1

+ α2
1E(X

4
t−1)) · 3

=
3α2

0 + 3α2
0α1

1− α1

+ 3α2
1E(X

4
t−1),

pa je

(1− 3α2
1)E(X

4
t ) = 3

α2
0(1 + α1)

1− α1

,

tj.

E(X4
t ) =

3α2
0(1 + α1)

(1− 3α2
1)(1− α1)

.

Da bi bilo E(X4
t ) ≥ 0 (kao xto mora da bude), treba da va�i 0 ≤ α2

1 <
1
3
, tj.

dobili smo uslov koji je malo stro�iji od uslova stacionarnosti modela.
Ovo pravilo va�i i u opxtem sluqaju. Da bi postojali momenti vixeg reda,

uslovi koje treba da zadovoǉavaju parametri modela postaju sve stro�iji.
Daǉe, za seriju {Xt} va�i

E(X4
t )

E(X2
t )

2
=

3(1− α2
1)

1− 3α2
1

> 3.

Mo�e se zakǉuqiti da ova serija ima raspodelu qiji rep je te�i od repa normalne
raspodele. To mo�e da olakxa prepoznavaǌe ovog modela.

Da vidimo kako se mo�e prognozirati disperzija serije na osnovu ARCH(p)
modela.

σ̂2
n(1) = α0 + α1X

2
n + α2X

2
n−1 + · · ·+ αpX

2
n−p+1

σ̂2
n(2) = α0 + α1σ̂

2
n(1) + α2X

2
n + · · ·+ αpX

2
n−p+2

. . .

σ̂2
n(h) = α0 +

p∑
i=1

αiσ̂
2
n(h− i)

. . .

Iskoristili smo:
σ̂2
n(h− i) = X2

n+h−i, h− i ≤ 0
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8.8.2 Prednosti i mane ARCH modela

Ova vrsta modela ima i prednosti i mane. Prednost, osim jednostavnosti sa-
mog modela, je xto model predvi�a klastere velikih xokova (ako se desi nagli
skok disperzije u seriji, serija se ne�e odmah ,,smiriti”), xto i jeste realni
sluqaj. Osnovne mane modela bi bile to xto ne pravi razliku izma�u pozitivnih
i negativnih xokova (xto mo�e da bude od znaqaja u praksi) i xto qesto predvidi
ve�u volatilnost nego xto je to realno sluqaj.

8.8.3 GARCH(p, q) model

GARCH(p, q) model (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) je di-
rektno uopxteǌa ARCH(p) modela i ima oblik

Xt = σtet,

σ2
t = α0 +

p∑
i=1

αiX
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j,

gde je α0 > 0, α1, . . . , αp ≥ 0, β1, . . . , βq ≥ 0.
Kako prepoznati za koju seriju bi ovaj model mogao biti adekvatan?
Ako se uvede smena:

τt = X2
t − σ2

t ,

dobija se

X2
t = α0 +

p∑
i=1

αiX
2
t−i +

q∑
j=1

βjX
2
t−j + τt −

q∑
j=1

βjτt−j

Mo�e se pokazati da za niz {τt} va�i

E(τt) = 0, γk = E(τtτk) = 0, za k > 0, (19)

xto znaqi da se ovaj niz ponaxa ,,otprilike” kao beli xum. Zaista, qlanovi niza
su nekorelisani, jer za t > k va�i

E(τtτk) = E(E((X2
t − σ2

t )(X
2
k − σ2

k)|Fk))

= E((X2
k − σ2

k)E(X
2
t − σ2

t |Fk))

= E((X2
k − σ2

k)(E(X
2
t |Fk)− σ2

t ))

= 0.

Zbog toga, kad se uvede smena Yt = X2
t , model (19) se ponaxa ,,pribli�no” kao

ARMA(max{p, q}, q) model za seriju Yt.
Ostale osobine GARCH modela se mogu izvesti sliqno kao u sluqaju ARCH

modela.

Napomena 8.1. Na osnovu onoga xto smo ranije nauqili o ARMA modelima, i sada o
GARCH modelima, mo�emo da zakǉuqimo da ARMA modeluje E(Xt|Ft−1), a GARCH
modeluje E(σ2

t |Ft−1). To se mo�e iskombinovati na jednom modelu, na primer:

Xt = ϕ0 +

p∑
j=1

ϕjXt−j +

q∑
k=1

θkωt−k + ωt,

gde je
E(ωt|Ft−1) = 0
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i

σ2
t = E(ω2

t |Ft−1) = α0 +
a∑

m=1

αmω
2
t−m +

b∑
n=1

βnσ
2
t−n.

9 Vixedimenzione vremenske serije
Do sada smo razmatrali iskǉuqivo jednodimenzione vremenske serije, a sada

prelazimo na prouqavaǌe me�usobne zavisnosti dve ili vixe jednodimenzionih
serija i odre�ivaǌe modela koji opisuju tu zavisnost. Motivacija za to je qiǌe-
nica da trenutna vrednost posmatrane serije qesto ne zavisi samo od prethodnih
vrednosti iste serije, ve� i od prethodnih vrednosti vixe srodnih serija (ko-
je opisuju neke druge osobine posmatrane pojave). To je naroqito oqigledno u
vremenskim serijama koje opisuju razliqite finansijske ili ekonomske veliqine.
Ciǉ je konstruisati vixedimenzioni model koji �e opisati kretaǌe i me�usobne
uticaje ovih serija.

9.1 Vektorske vremenske serije
Definicija 9.1. Vektorska vremenska serija Xt data je sa:

Xt =


X1t

X2t

. . .
Xmt

 , t = 1, 2, . . . ,

gde su X1t, X2t, . . . , Xmt jednodimenzione vremenske serije, a m je dimenzija serije.

Definicija 9.2. Vektorska vremenska serija Xt je slabo stacionarna ako va�e
uslovi:

1.

E(Xt) =


µ1

µ2

. . .
µm

 = µ = const., t = 1, 2, . . .

2.
cov(Xit, Xjs) = g(t− s), i, j = 1, . . . ,m, t, s = 1, 2, . . .

Napomena 9.1. Iz stacionarnosti komponenti X1t, X2t, . . . , Xmt ne sledi stacio-
narnost serije Xt. Objasnite!

Definicija 9.3. Funkcija autokovarijacione matrice vektorske serije Xt je:

Γk = E(Xt − µ)(Xt−k − µ)T =


γ11(k) γ12(k) . . . γ1m(k)
γ21(k) γ22(k) . . . γ2m(k)

. . .
γm1(k) γm2(k) . . . γmm(k)

 ,
gde je

γii(k) = E(Xit − µi)(Xi,t−k − µi), i = 1, . . . ,m, k = 0, 1, 2, . . .

87



autokovarijacioni koeficijent sa kaxǌeǌem k i-te komponente, a

γij(k) = E(Xit − µi)(Xj,t−k − µj), i, j = 1, . . . ,m, i ̸= j, k = 0, 1, 2, . . .

unakrsni (cross-) kovarijacioni koeficijent sa kaxǌeǌem k za komponente i i j.

Napomena 9.2. Za k = 0 dobija se kovarijaciona matrica vektora Xt.

Definicija 9.4. Funkcija autokorelacione matrice vektorske serije Xt je:

ρk =


ρ11(k) ρ12(k) . . . ρ1m(k)
ρ21(k) ρ22(k) . . . ρ2m(k)

. . .
ρm1(k) ρm2(k) . . . ρmm(k)

 ,
gde je

ρij(k) =
γij(k)√

γii(0) · γjj(0)
, i, j = 1, . . . ,m, k = 0, 1, 2, . . .

Matrice ρk i Γk imaju slede�e osobine:

1. obe matrice su nenegativno definitne;

2. Γ−k = ΓT
k , ρ−k = ρ

T
k ;

3. ocene ovih matrica, na osnovu realizovane vremenske serije x1,x2, . . . ,xn se
mogu dobiti na slede�i naqin:

µ̂ = x =
1

n

n∑
t=1

xt,

Γ̂k =
1

n

n∑
t=k+1

(xt − x)(xt−k − x)T

ρ̂k =
1

n
D̂− 1

2 · Γ̂k · D̂− 1
2 ,

gde je D̂ dijagonalna matrica qiji su elementi ocene disperzija komponenti.

Definicija 9.5. m-dimenzioni vektor belog xuma ϵt je

ϵt =


ϵ1t
ϵ2t
. . .
ϵmt


gde je

E(ϵt) = 0, E(ϵtϵ
T
t−k) =

{
Σ, k = 0

0, k ̸= 0
,

gde je Σ simetriqna, pozitivno definitna matrica tipa m×m.

Ovde va�i uopxteǌe Voldove teoreme o razlagaǌu:
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Teorema 9.1. Svaka stacionarna m-dimenziona vremenska serija Xt se mo�e prika-
zati u obliku

Xt − µ = ϵt +ψ1ϵt−1 +ψ2ϵt−2 + . . . ,

gde su svi koeficijenti ψk matrice tipa m×m. To je vektorski model pokretnih
proseka beskonaqnog reda, skra�eno VMA(∞) model.

Napomena 9.3. Setimo se, uz (jednodimenzioni) linearni proces smo navodili uslov
da je red koji qine koeficijenti takvog procesa apsolutno sumabilan. Odgovaraju�i
uslov za VMA procese bi bio da je red koji qine elementi u i-toj vrsti i j-toj
koloni matrice

∞∑
k=0

|ψk|

apsolutno sumabilan, za sve 1 ≤ i, j ≤ m.

Definicija 9.6. m-dimenzioni ARMA(p, q) model (V ARMA(p, q) je:

(Im −Φ1L− . . .ΦpL
p)Xt = (Im −Θ1L− . . .ΘqL

q)ϵt,

gde su svi koeficijenti matrice tipa m×m, a Im je jediniqna matrica tipa m×m.

Napomena 9.4. Za izgradǌu V ARMA modela koristi se ista Box - Jenkins metodo-
logija (vixedimenzioni informacioni kriterijumi i testovi). Proces identifika-
cije modela je znatno slo�eniji nego u jednodimenzionom sluqaju, zbog velikog broja
parametara. Zato se V ARMA modeli qesto zameǌuju jednostavnijim V AR modeli-
ma.

Definicija 9.7. m-dimenzioni V AR(p) model je:

(Im −Φ1L− . . .ΦpL
p)Xt = ϵt.

Primer 9.1. Najjednostavniji primer V AR modela je V AR(1) model dimenzije 2:

Xt = Φ1Xt−1 + ϵt.

gde je

Φ1 =

[
ϕ11 ϕ12

ϕ21 ϕ22

]
, ϵt =

[
ϵ1t
ϵ2t

]
, Xt =

[
X1t

X2t

]
.

Ovde je

Σ =

[
E(ϵ21t) E(ϵ1tϵ2t)
E(ϵ2tϵ1t) E(ϵ22t)

]
Primer 9.2. V AR(2) model dimenzije 2 je:

Xt = Φ1Xt−1 +Φ2Xt−2 + ϵt.

gde je

Φ1 =

[
ϕ
(1)
11 ϕ

(1)
12

ϕ
(1)
21 ϕ

(1)
22

]
, Φ2 =

[
ϕ
(2)
11 ϕ

(2)
12

ϕ
(2)
21 ϕ

(2)
22

]
,

a ϵt je isto xto i u prethodnom primeru.
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9.2 Uslov stacionarnosti V AR modela
Treba odrediti pod kojim uslovima se V AR(p) proces mo�e prikazati u obliku

vektorskog linearnog procesa (stacionarnog VMA(∞) modela).
Prvo razmatramo sluqaj V AR(1) modela dimenzije m:

Xt = Φ1Xt−1 + ϵt.

,,Raspisivaǌem” modela se dobija:

Xt = Φ1(Φ1Xt−2 + ϵt−1) + ϵt

= Φ2
1Xt−2 +Φ1ϵt−1 + ϵt

= Φ2
1(Φ1Xt−3 + ϵt−2) +Φ1ϵt−1 + ϵt

= Φ3
1Xt−3 +Φ2

1ϵt−2 +Φ1ϵt−1 + ϵt

= . . .

= ϵt +Φ1ϵt−1 +Φ2
1ϵt−2 + . . .

Iz ovoga sledi da, ako ho�emo da ova vektorska serija bude stacionarna, mora da
va�i:

Φn
1 → 0, n→∞.

S druge strane, va�i
Φn

1 = A−1 ·Dn ·A,
gde je

D =


λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0

. . .
0 . . . 0 0 λm

 ,
λ1, λ2, . . . , λm sopstvene vrednosti matrice Φ1, a A matrica qije su vrste sopstveni
vektori matrice Φ1.

Vrednosti λ1, λ2, . . . , λm se dobijaju kao rexeǌa jednaqine

det(Φ1 − λIm) = 0.

serija �e biti stacionarna ako va�i

|λ1|, |λ2|, . . . , |λm| < 1

xto je uslov stacionarnosti za ovaj model.
Daǉe, izvodimo uslov stacionarnosti za V AR(p) model dimenzije m:

Xt = Φ1Xt−1 +Φ2Xt−2 + · · ·+ΦpXt−p + ϵt. (20)

Ovde je:

Φi =


ϕ
(i)
11 ϕ

(i)
12 . . . ϕ

(i)
1m

ϕ
(i)
21 ϕ

(i)
22 . . . ϕ

(i)
2m

. . .

ϕ
(i)
m1 ϕ

(i)
m2 . . . ϕ

(i)
mm

 , i = 1, 2, . . . , p.

Ovaj model se mo�e predstaviti kao V AR(1) model dimenzije mp:

X∗
t = Φ∗

1X
∗
t−1 + ϵ

∗
t , (21)
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gde je

Φ∗
1 =


0 Im 0 0 . . . 0
0 0 Im 0 . . . 0

. . .
0 0 0 . . . 0 Im
Φp Φp−1 . . . Φ3 Φ2 Φ1


mp×mp

X∗
t =


Xt−p+1

Xt−p+2

. . .
Xt−1

Xt


mp×1

ϵ∗t =


0
0
. . .
0
ϵt


mp×1

Ovo se jednostavno doka�e tako xto se matriqna jednaqina (21) zapixe kao sistem
jednaqina, pa se primeti da se u tom sistemu pojavǉuju sve jednaqine koje se
pojavǉuju u (20) i nekoliko jednakosti oblika ,,0 = 0”. Proverite!

Primer 9.3. V AR(2) model dimenzije 3:X1t

X2t

X3t

 =

ϕ
(1)
11 ϕ

(1)
12 ϕ

(1)
13

ϕ
(1)
21 ϕ

(1)
22 ϕ

(1)
23

ϕ
(1)
31 ϕ

(1)
32 ϕ

(1)
33

 ·
X1,t−1

X2,t−1

X3,t−1

+

ϕ
(2)
11 ϕ

(2)
12 ϕ

(2)
13

ϕ
(2)
21 ϕ

(2)
22 ϕ

(2)
23

ϕ
(2)
31 ϕ

(2)
32 ϕ

(2)
33

 ·
X1,t−2

X2,t−2

X3,t−2

+

ϵ1,tϵ2,t
ϵ3,t


se svodi na V AR(1) model dimenzije 6:

X1,t−1

X2,t−1

X3,t−1

X1,t

X2,t

X3,t

 =



0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

ϕ
(2)
11 ϕ

(2)
12 ϕ

(2)
13 ϕ

(1)
11 ϕ

(1)
12 ϕ

(1)
13

ϕ
(2)
21 ϕ

(2)
22 ϕ

(2)
23 ϕ

(1)
21 ϕ

(1)
22 ϕ

(1)
23

ϕ
(2)
31 ϕ

(2)
32 ϕ

(2)
33 ϕ

(1)
31 ϕ

(1)
32 ϕ

(1)
33


·


X1,t−2

X2,t−2

X3,t−2

X1,t−1

X2,t−1

X3,t−1

+


0
0
0
ϵ1t
ϵ2t
ϵ3t


Daǉe se na opisani naqin odre�uju λ1, . . . , λ6, matrice D i A.

Iz prethodnih razmatraǌa sledi uslov stacionarnosti V AR(p) modela i za-
kǉuqak:

1. Ako su sve sopstvene vrednosti matrice Φ∗
1 po modulu maǌe od 1, serija je

stacionarna.

2. Ako su neke sopstvene vrednosti matrice Φ∗
1 po modulu jednake 1, a ostale

po modulu maǌe od 1, serija je nestacionarna (ima jediniqni koren).

3. Ako postoji sopstvena vrednost matrice Φ∗
1 koja je po modulu ve�a od 1,

serija je eksplozivna.

Testovi jediniqnog korena, kao i tehnike oceǌivaǌa nepoznatih parametara
modela se prilago�avaju vixedimenzionom sluqaju i formulixu uz pomo� ma-
triqnog raquna. Vixe o tome se mo�e proqitati u kǌizi Mladenovi�, Nojkovi�
,,Primeǌena analiza vremenskih serija”.

9.3 Vixedimenzioni ARCH i GARCH modeli
Modeli kojima se opisuje uslovna heteroskedastiqnost u vremenskoj seriji

tako�e se mogu uopxiti na vixedimenzioni sluqaj.
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Na primer, ARCH(p) model dimenzije m se mo�e zadati na slede�i naqin:

Xt = Σ
1
2
t ϵt,

Σt = α0 +

p∑
j=1

αjvec
(
Xt−jX

T
t−j

)
,

gde je

• Xt: m-dimenziona vremenska serija,

• ϵt: m-dimenzioni beli xum,

• Σt: uslovna kovarijaciona matrica sluqajnog vektora Xt (u odnosu na σ-
algebru generisanu sa X1,X2, . . . ,Xt−1),

• α0 : . . . ,αp odgovaraju�e matrice koeficijenata,

• vec(·): nova operacija, koja ,,re�a”elemente kolona matrice ispod glavne di-
jagonale u jednu kolonu.

Na sliqan naqin se mogu uopxiti i GARCH modeli (dobijeni model se oznaqava
sa MGARCH). Zanimǉivo je da se i MGARCH modeli odgovaraju�om smenom mogu
svesti na V ARMA modele, kao i u jednodimenzionom sluqaju.

Napomena 9.5. O vixedimenzionim ARCH i GARCH modelima, kao i ostalim
aspektima modelovaǌa vixedimenzionih vremenskih serija, se mo�e detaǉnije proc-
hitati u kǌizi Helmut Lutkepohl ,,New introduction to multiple time series analysis”.

Do sada smo definisali razliqite vrste modela za vixedimenzione vremenske
serije (V AR, VMA i V ARMA modele). U ovoj lekciji razmatramo dva nova odnosa
u kojima se mogu na�i dve jednodimenzione serije, uzroqnost i kointegraciju.
Oba koncepta se mogu proxiriti na sluqaj kad imamo vixe od dve jednodimenzione
serije.

Koncepte koji �e ovde biti razmatrani uveli su matematiqari Robert Engle i
Clive Granger.

9.4 Uzroqnost vremenskih serija
Definicija 9.8. (Granger) Serija {Xt} uzrokuje seriju {Yt} ako se za seriju Yt dobija
taqnija (preciznija) prognoza kada se znaju vrednosti serije Xt u proxlosti.

Sada �emo videti xta to zapravo znaqi, na primeru V AR(2) modela dimenzije
2. [

Xt

Yt

]
=

[
ϕ
(1)
11 ϕ

(1)
12

ϕ
(1)
21 ϕ

(1)
22

]
·
[
Xt−1

Yt−1

]
+

[
ϕ
(2)
11 ϕ

(2)
12

ϕ
(2)
21 ϕ

(2)
22

]
·
[
Xt−2

Yt−2

]
+

[
ϵ1t
ϵ2t

]
ili, u raspisanom obliku:

Xt = ϕ
(1)
11Xt−1 + ϕ

(1)
12 Yt−1 + ϕ

(2)
11Xt−2 + ϕ

(2)
12 Yt−2 + ϵ1t

Yt = ϕ
(1)
21Xt−1 + ϕ

(1)
22 Yt−1 + ϕ

(2)
21Xt−2 + ϕ

(2)
22 Yt−2 + ϵ2t

Ako serija {Xt} ne uzrokuje {Yt}, onda u posledǌoj jednaqini qlanovi ϕ
(1)
21Xt−1 i

ϕ
(2)
21Xt−2 ne doprinose mnogo (ne utiqu mnogo na vrednost Yt).
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Uzroqnost se, u ovom sluqaju, proverava testiraǌem hipoteze:

H0 : Xt ne uzrokuje Yt

protiv
H1 : Xt uzrokuje Yt

tj.
H0 : ϕ

(1)
21 = ϕ

(2)
21 = 0

protiv
H1 : ϕ

(1)
21 ̸= 0, ili ϕ

(2)
21 ̸= 0

Postoje razliqiti testovi, koji koriste razliqite test statistike.
Na primer, Granger-ova test statistika se formira na slede�i naqin.
Neka je ω ,,maǌi” model (koji pri va�eǌu H0 ima dva parametra maǌe), a

model Ω ,,ve�i”. Efektivni uzorak, na osnovu realizovane serije obima n, ima
n− 2 qlanova (zato xto je u pitaǌu model drugog reda). Test statistika je:

F =
RSSω−RSSΩ

2
RSSΩ

(n−2)−4

∼ F2,n−6,

gde su sa RSS oznaqene rezidualne sume kvadrata za odgovaraju�e modele.
Hipoteza H0 se prihvata za male vrednosti F , a za velike vrednosti odbacuje.
Koncept se sliqno primeǌuje na bilo koji drugi model.

9.4.1 Znaqaj pojma uzroqnosti vremenskih serija

Testiraǌe uzroqnosti serija je znaqajno zato xto poma�e da se model pojedno-
stavi. Na ovaj naqin, ako se po�e od opxteg modela za vixedimenzione serije (u
opxtem sluqaju V ARMA) mogu�e je eliminisati vixak koeficijenata, koji samo
ote�avaju rad sa modelom, a ne doprinose ǌegovom kvalitetu.

9.5 Kointegracija vremenskih serija
Definicija 9.9. Kointegracija je pojava da linearna kombinacija dve ili vixe
nestacionarnih serija predstavǉa stacionarnu seriju.

Prvo �emo razmotriti nekoliko primera kointegrisanih serija.

Primer 9.4. Ako je Xt serija koja predstavǉa potroxǌu nekog proizvoda, a Yt zaradu
osobe u istom periodu, onda su ove serije ,,otprilike” u vezi Xt = k ·Yt, za neko k < 1
(jer je potroxǌa neki deo zarade). Znaqi, ove serije su kointegrisane.

Primer 9.5. Ako su Xt i Yt cene istog proizvoda u razliqitim dr�avama, a Zt devi-
zni kurs. Veza izme�u ovih serija je Xt = YtZt, koja nije linearna, ali logaritmovaǌem
se dobija lnXt = lnYt + lnZt, xto jeste linearna veza. Dakle, transformisane serije
lnXt, lnYt i lnZt jesu kointegrisane.
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Primer 9.6. Na Slici 1 nacrtan je primer dve serije koje jesu kointegrisane. Qini
se da imaju trend istog tipa (linearni) i putaǌe im se ,,ne odvajaju mnogo” jedna
od druge tokom vremena. Qini se da su istog reda integrisanosti, tj. potrebno je
po jedno diferenciraǌe da bi se obe ove serije svele na stacionarne.

Na Slici 2 dat je primer dve serije koje nisu kointegrisane. Putaǌe im se ,,odva-
jaju”, imaju razliqit tip trenda (jedna linearni, a druga, mo�da, stohastiqki).
Nemaju ni isti stepen integrisanosti. Jedna serija se jednim diferenciraǌem svo-
di na stacionarnu, a za drugu seriju nam se qini da to ne va�i.

Neka su date serije {Xt} i {Yt} za koje pretpostavǉamo da su u vezi oblika

Yt = β0 + β1Xt.

Tako�e, pretpostavǉamo da obe serije imaju nivo integrisanosti 1, tj. da su ∆Xt

i ∆Yt stacionarne serije. Onda mo�emo da formiramo model ovog tipa:

∆Yt = γ0(Yt−1 − β0 − β1Xt−1) +
k∑

j=1

γ1j∆Yt−j +
k∑

j=1

γ2j∆Xt−j + ϵt, (22)

gde su γ0, β0, β1, γ1j, γ2j nekakve konstante.
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Teorema 9.2. (Granger - Johanson) Ako su serije Xt i Yt kointegrisane, onda se ǌihova
veza mo�e predstaviti preko modela (22), i obrnuto.

Xta predstavǉaju qlanovi u modelu (22)?

• Qlan Yt−1 − β0 − β1Xt−1 se odnosi na dugoroqnu vezu izme�u kretaǌa jedne
i druge serije. Koeficijenti β0 i β1 se oceǌuju na osnovu realizacija obe
serije metodom najmaǌih kvadrata (formira se linearni regresioni model).

• γ0 je koeficijent prilago�avaǌa. On mora biti negativan, da bi se se-
rija, kada ,,ispadne” iz ravnote�e, u slede�em koraku ,,vratila” u okvir
pretpostavǉene relacije.

• Qlanovi
k∑

j=1

γ1j∆Yt−j i
k∑

j=1

γ2j∆Xt−j se odnose na kratkoroqnu dinamiku obe

vremenske serije. ǋihov broj je odre�en korelacionom strukturom serije
(izgledom parcijalnog korelograma kod realizovane serije). Koeficijenti
γ1j i γ2j (od kojih neki mogu biti jednaki nuli, ako ne postoji korelacija na
odgovaraju�em rastojaǌu) se oceǌuju metodom najmaǌih kvadrata.

• ϵt je sluqajna grexka (u najjednostavnijem sluqaju, beli xum).

9.5.1 Testiraǌe kointegracije na osnovu realizovanih serija

Pretpostavǉamo da serije Xt i Yt imaju po jedan jediniqni koren i �elimo da
proverimo da li izme�u ǌih postoji veza oblika Yt = β0 + β1Xt. Neka su x1, . . . , xn
i y1, . . . , yn realizacije tih serija.

Na osnovu realizacija, formira se linearni regresioni model

yt = β0 + β1xt + et, t = 1, . . . , n,

pa se mogu dobiti ocene β̂0 i β̂1.
Daǉe se formira serija reziduala:

rt = yt − ŷt, ŷt = β̂0 + β̂1xt, t = 1, . . . , n.

Testira se hipoteza:
H0 : Xt i Yt su kointegrisane

protiv alternative
H1 : Xt i Yt nisu kointegrisane,

xto se svodi na

H0 : serija rt nema jediniqni koren (stacionarna je)

protiv
H1 : serija rt ima jediniqni koren

Za testiraǌe ove hipoteze primeǌuju se modifikovani testovi jediniqnog korena.
Ako se hipoteza H0 prihvati, daǉe se oceǌuju ostali parametri modela.
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9.5.2 Opxtiji model kointegracije vremenskih serija

Pojam kointegracije se mo�e uopxtiti, na slede�i naqin.

Definicija 9.10. (Engle, Granger) Vremenske serije Xt i Yt su kointegrisane reda
(d, b), d ≥ b > 0 ako je red integrisanosti obe serije jednak d i postoji netrivijalna
linearna kombinacija ovih serija, Zt = α1Xt + α2Yt, qiji je red integrisanosti d− b.
Napomena 9.6. ,,Obiqna” kointegrisanost je reda (1, 0).

Sada se mo�e formirati malo opxtiji model koji uzima u obzir kointegraciju:

∆dYt = γ0(∆
d−bZt−1) +

k∑
j=1

γ1j∆
dYt−j +

k∑
j=1

γ2j∆
dXt−j + ϵt. (23)

Pojam kointegracije se, tako�e, mo�e uopxtiti tako da se odnosi na vixe
od dve serije, ili na serije razliqitog nivoa integrisanosti. Tako�e se mo�e
razmatrati i sezonska kointegrisanost serije.

9.5.3 Smisao razmatraǌa kointegracije vremenskih serija

Modeli za kointegrisane serije (koji, naravno, slu�e za prognoziraǌe budu�eg
kretaǌa posmatranih serija) su nekakav kompromis izme�u ,,klasiqnih” modela
(koji uzimaju u obzir korelacionu strukturu vixedimenzionih serija, ali ne go-
vore o dugoroqnoj uzajamnoj vezi ǌihovih komponenti) i linearnih modela kojima
bi se direktno opisala veza izme�u serija (koji, opet, imaju svoje mane, jer ne
uzimaju u obzir strukturu tih serija). Variraǌem koeficijenta prilago�avaǌa
(γ0) mo�e se davati ve�a ili maǌa va�nost nekom od ta dva pristupa.

10 Dopuna - modeli vremenskih serija koji nisu de-
taǉno razmatrani u toku kursa

10.1 Analiza vremenskih serija u vremenskom/frekventnom do-
menu

U ovom kursu detaǉno smo razmatrali stacionarne vremenske serije (ARMA
modeli), a zatim smo ih nadogradili do ARIMA modela i SARIMA modela. Po-
stupak opisivaǌa svih ovih modela bio je sliqan: posle raznih transformacija,
obiqnih ili sezonskih diferenciraǌa, serija se svodi na ARMA model, koji se
,,prepoznaje” na osnovu sliqnosti (teorijskog) korelograma, odnosno parcijalnog
korelograma sa ǌihovim uzoraqkim ekvivalentima. Dakle, mi smo uvek birali
model na osnovu tipa korelacione povezanosti qlanova serije na razliqitom ra-
stojaǌu. To je princip analize vremenskih serija u vremenskom domenu.

Postoji i drugaqiji pristup, koji se sastoji u tome da se analizira spektar
serije, odnosno osobine spektralne funkcije/gustine serije (sluqajnog proce-
sa). Tu se razmatraju modeli kao xto je, na primer:

Xt = µ+

∫ t

0

α(ω) cosωtdω +

∫ t

0

β(ω) sinωtdω,

gde su α(ω) i β(ω) na odre�eni naqin odabrane sluqajne veliqine.
To bi bila analiza vremenskih serija u frekventnom domenu, koja ima pri-

mene u razliqitim oblastima tehnike.

96



10.2 Nelinearni modeli vremenskih serija
Skoro svi modeli koje smo razmatrali u toku kursa bili su linearni, u smi-

slu da se trenutna vrednost serije izra�ava kao linearna kombinacija trenutne
i prethodnih vrednosti belog xuma (ili nekakvih drugih sluqajnih varijacija).
Postoji i mnogo vrste nelinearnih modela, kod koji je ta zavisnost oblika

Xt = f(et, et−1, . . . ),

gde je f nelinearna funkcija et, et−1, . . . .

10.2.1 Neke (jednostavne) vrste nelinearnih modela

1. bilinearni modeli, na primer:

Xt = µ+

p∑
i=1

ϕiXt−i −
q∑

j=1

θjet−j +
m∑
i=1

s∑
j=1

βi,jXt−iet−j + et;

2. modeli sa pragovima, kod kojih serija mo�e da se na�e u dva ili vixe
razliqitih re�ima; primer takvog modela, kod koga serija, u zavisnosti od
vrednosti u prethodnom trenutku, ulazi u jedan od dva mogu�a AR(1) re�ima
je:

Xt =

{
ϕ1Xt−1 + et, ako je Xt−1 < 0;

ϕ2Xt−1 + et, ako je Xt−1 ≥ 0,
ϕ1 ̸= ϕ2;

3. modeli sa glatkim prelazom (Smooth Transition AR (STAR) modeli); primer
takvog modela kod koga serija glatko prelazi iz jednog u drugi AR(p) re�im
je:

Xt = µ1 +

p∑
i=1

ϕiXt−i + F

(
Xt−d − α

β

)(
µ1 +

p∑
i=1

ψiXt−i

)
+ et,

gde je F neka neprekidna/glatka funkcija.

4. modeli vezani za lance Markova, kod kojih serija prelazi iz jednog u drugi
re�im u zavisnosti od staǌa u kome se nalazi pridru�eni lanac Markova;
primer takvog modela je:

Xt =

{
ϕ1Xt−1 + et, ako je st = 1;

ϕ2Xt−1 + et, ako je st = 2,

gde je {st} lanac Markova sa skupom staǌa {1, 2}.
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