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1 Uvod - kratka istorija oblasti verovatno�e
i sluqajnih procesa

Kao xto je poznato, oblast verovatno�e vodi poreklo od igara na sre�u. Sam
naziv, u romanskim jezicima, potiqe od latinskog probare (,,pokazati”) i ilis (,,bi-
ti sposoban”).

Neka va�na imena i datumi:

• Gerolamo Cardano (1501.-1576.) je bio lekar, zainteresovan i nadaren za mate-
matiku i mnoge druge oblasti, koji se, dok je studirao, izdr�avao kockaǌem.
1564. pixe kǌigu ,,Liber de ludo aleae” (,,Kǌiga o igrama na sre�u”), koja je,
zapravo, priruqnik za kockare (ima qak i poglavǉe o varaǌu), ali u kojoj
se primeǌuju i neki principi teorije verovatno�e (verovatno�a kao koliq-
nik uspexnih ishoda i ukupnog broja ishoda, verovatno�a unije disjunktnih
doga�aja).

• Blaise Pascal (1623.-1662.) je bio matematiqar, fiziqar, pronalazaq, teolog,
a ǌegov rad iz oblasti verovatno�e je inspirisan poznanstvom sa gospodi-
nom koji se zvao Antoine Gombaud Chevalier de Mere (1607.-1684.), koji je bio
filozof, pisac, savetnik na francuskom dvoru i strastveni kockar. Zainte-
resovan za kockarske probleme svog prijateǉa (na primer, kako raspodeliti
dobitak ako se partija prekine pre vremena) on je stupio u kontakt sa mate-
matiqarom Fermaom.

• Pierre de Fermat (1601.-1665.) je bio uspexan advokat, a matematika mu je bila
hobi i strast. Poznat je, izme�u ostalog, po tome xto je objavǉivao svoje
rezultate, ali ne i dokaze, i na taj naqin ,,muqio” svoje biografe (velika
Fermaova teorema, qije je tvr�eǌe prona�eno na marginama kǌige dokazana
je tek 1994.).

Od 1654. Paskal i Ferma se dopisuju u vezi problema podele dobitka u
igrama na sre�u, i ova prepiska, u kojoj se pojavǉuju i strogi matematiqki
dokazi, predstavǉa formalni poqetak razvoja oblasti verovatno�e.

• Christian Huygens (1629.-1695.) je bio astronom, fiziqar, matematiqar, vo-
de�i nauqnik tog vremena. Za razvoj oblasti verovatno�e je znaqajan zbog
kǌige ,,De ratiociniis in ludo aleae” (,,O xansama u igrama na sre�u”) iz 1657.,
u kojoj se, izme�u ostalog, pojavǉuje precizna definicija matematiqkog oc-
hekivaǌa.

• Jacob Bernoulli (1654.-1705.), prvi matematiqar iz te quvene porodice, pixe
kǌigu ,,Ars Conjectandi”(,,Umetnost pretpostavǉaǌa”) (objavǉena 1713.), u
kojoj se pojavǉuje prva verzija zakona velikih brojeva i tzv. Bernulijeva
xema.

• Abraham de Moivre (1667.-1754.) je za razvoj oblasti verovatno�e znaqajan
zbog kǌige ,,The doctrine of chances” iz 1718., u qijim kasnijim izdaǌima se
pojavǉuje normalna raspodela. (De Muavr je, inaqe, bio Francuz koji je
�iveo u Engleskoj, ali nikad nije uspeo da dobije formalno zaposleǌe, pa
je radio po kafanama. Postoji i anegdota da je uspeo taqno da predvidi
sopstvenu smrt, tako xto je primetio da svake no�i spava 15 minuta du�e i
izraqunao kad �e sastaviti 24 sata.)
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• Pierre-Simon marquis de Laplace (1749.-1827.) je bio uticajni matemati-qar,
fiziqar i astronom, a za razvoj oblasti verovatno�e je znaqajan zbog kǌige
,,Theorie analitique des probabilite” iz 1812., koja je prvi formalno zasnovani
rukopis iz te oblasti.

• Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903.-1987.) je u svojoj kǌizi ,,Foundations of
the theory of probability” (xtampana 1933., 1956.) aksiomatski zasnovao teori-
ju verovatno�e (na naqin sliqan Euklidovim elementima za geometriju) i
povezao oblast verovatno�e i teoriju mere.

Od 18. veka, sa razvojem astronomije, fizike i drugih nauka, poǉe intereso-
vaǌa se pomera od posmatraǌa pojedinaqnih ishoda nekog eksperimenta ka posma-
traǌu promene neke sluqajne pojave tokom vremena ili uz variraǌe nekog drugog
parametra sistema. Tako se, polako, stvara potreba za uvo�eǌem pojma sluqajnog
procesa.

• Andrey Andreyevich Markov (1856.-1922.) je bio jedan od zaqetnika oblasti
sluqajnih procesa, a jedna va�na vrsta procesa nosi ǌegovo ime.

• Norbert Wiener (1894.-1964.) je poznat kao ,,otac kibernetike”. U svom dokto-
ratu iz 1918. je dao najboǉi opis jednog od najva�nijih sluqajnih procesa,
Braunovog kretaǌa (Vinerovog procesa), xto je vodilo ka razvoju finansij-
ske matematike.

Jox neka va�na imena iz oblasti sluqajnih procesa: Joseph Doob (1910.-2004.),
razvio teoriju martingala, Kiyoshi Ito (1915.-2008.), zaqetnik oblasti stohastiqke
analize.
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2 Definicija sluqajnog procesa i osnovni pojmovi

2.1 Definicija sluqajnog procesa
Za sluqajni proces bi se moglo re�i da je to familija sluqajnih veliqina

{Xt}, gde t pripada nekom beskonaqnom skupu indeksa T . Ovde �emo ipak navesti
malo opxtiju definiciju.

Definicija 2.1. Neka je (Ω,A, P ) prostor verovatno�a i (S,F) merǉiv prostor.
Funkcija X : Ω → S, koja je merǉiva u odnosu na σ- algebre A i F (X−1(F ) ∈ A, za
F ∈ F) zove se sluqajni element u prostoru S. Ure�eni par (S,F) je fazni prostor
(prostor vrednosti) sluqajnog elementa X.

Primer 2.1. Neki primeri sluqajnih elemenata su:

• sluqajna veliqina: (S,F) = (R,B), gde je B Borelova σ- algebra na realnoj pravoj;

• kompleksna sluqajna veliqina: (S,F) = (C,B2), gde je B2 Borelova σ- algebra na
skupu C;

• n-dimenziona sluqajna veliqina: (S,F) = (Rn,Bn), gde je Bn Borelova σ- algebra
na skupu Rn;

Definicija 2.2. Raspodela verovatno�a sluqajnog elementa X je verovatnosna
mera PX : F → R, zadata sa:

PX(F ) = P (X−1(F )) = P {ω ∈ Ω|X(ω) ∈ F} , za F ∈ F .

Slika 1:

Definicija 2.3. Familija sluqajnih elemenata {Xt, t ∈ T}, definisanih na istom
prostoru verovatno�a (Ω,A, P ), pri qemu je T beskonaqan skup, zove se sluqajni
proces (sluqajna funkcija).

Ako svi sluqajni elementi imaju isti fazni prostor (S,F), onda je (S,F) fazni
prostor sluqajnog procesa.

T je parametarski (indeksni) skup.
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Napomena 2.1. Za sluqajni proces koriste se oznake:

{X(t, ω), t ∈ T}, {Xt(ω), t ∈ T}, {X(t), t ∈ T}, ili {Xt, t ∈ T}.

Ako se podrazumeva xta je indeksni skup, T se mo�e izostaviti.

Neke vrste sluqajnih procesa su:

• Ako se za sluqajne elemente odaberu oni iz primera 2.1, dobijaju se, redom,
realni, kompleksni i n-dimenzioni sluqajni proces.

• Ako je indeksni skup vixedimenzionalan, na primer, T ⊂ Rn, onda je u pitaǌu
sluqajno poǉe.

Napomena 2.2. Ako nije drugaqije naglaxeno, daǉe izlagaǌe odnosi se na realne i
kompleksne sluqajne procese.

Osnovna podela sluqajnih procesa

Kod sluqajnih procesa parametarski skup (T ), isto kao i skup vrednosti (S),
mo�e biti diskretan ili neprekidan (obiqno konaqni ili beskonaqni interval).
Tako se pojavǉuju qetiri mogu�nosti:

1. T diskretan, S diskretan: primer su sluqajni nizovi i vektori, kod kojih
svaka komponenta uzima vrednosti iz diskretnog skupa;

2. T diskretan, S neprekidan: primer je temperatura na nekom mestu merena
svakog sata;

3. T neprekidan, S diskretan: primer je broj telefonskih poziva primǉenih
od trenutka 0 (poqetak registrovaǌa) do trenutka t;

4. T neprekidan, S neprekidan: primer je maksimalna temperatura izmerena
na nekom mestu od trenutka 0 (poqetak registrovaǌa) do trenutka t.

2.2 Trajektorije sluqajnog procesa
Realni sluqajni proces {X(t, ω), t ∈ T} se mo�e posmatrati kao preslikavaǌe

(t, ω) ∈ T × Ω→ X(t, ω) ∈ R.

• Za fiksirano t ∈ T : X(t, ·) : Ω→ R je (realna) sluqajna veliqina.

• Za fiksirano ω ∈ Ω: X(·, ω) : T → R je (realna) nesluqajna funkcija, koja se
zove trajektorija (realizacija) sluqajnog procesa.

Napomena 2.3. U daǉem tekstu trajektorija sluqajnog procesa {X(t), t ∈ T} �e biti
oznaqavana sa {X(t, ω), t ∈ T}.

Primer 2.2. Nacrtati trajektorije slede�ih sluqajnih procesa:

1. X(t) = tY, t ∈ [0, 1], ako Y ima diskretnu ravnomernu raspodelu na skupu {0, 1/2, 1}

2. X(t) = tY, t ∈ [0, 1], ako Y ∼ U [0, 1]
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3. X(t) = tY, t ∈ [0, 1], ako je Y sluqajna veliqina sa gustinom raspodele f(y) =
2y, y ∈ [0, 1]

4. X(t) = A+Bt, t ∈ R, ako A,B ∼ N (0, 1), nezavisne

5. X(t) = A cos t, t ∈ R, ako A ∼ U [0, 1]

6. X(t) = (A cos t, A sin t), t ∈ R, ako A ∼ U [0, 1]

7. X(t) = (A cos t, B sin t), t ∈ R, ako A,B ∼ N (0, 1), nezavisne

Rexeǌe:

1. Sluqajna veliqina Y mo�e uzeti vrednosti y ∈ {0, 1/2, 1}, pa se kao trajek-
torije dobijaju du�i: X(t, ω) = 0, X(t, ω) = 1

2
t, X(t, ω) = t, za t ∈ [0, 1] (crvene

du�i na Slici 2).

Slika 2:

2. Sluqajna veliqina Y mo�e uzeti vrednosti y ∈ [0, 1], pa se kao trajektorije
dobijaju sve du�i X(t, ω) = yt, za t ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1] (crveni trougao na Slici
2).

3. Isto kao 2.

4. Trajektorije ovog sluqajnog procesa su prave u ravni.

5. Uraditi samostalno!

6. Trajektorije ovog sluqajnog procesa su koncentriqne kru�nice sa centrom
u koordinatnom poqetku, koje, sve zajedno, qine krug polupreqnika 1.

7. Trajektorije ovog sluqajnog procesa su elipse sa centrom u koordinatnom
poqetku, koje, sve zajedno, qine celu ravan.

U posledǌa dva primera, u pitaǌu su komplesksni sluqajni procesi (ali,
trajektorije, ipak, mo�emo da zamislimo i nacrtamo, xto u ve�im dimenzi-
jama nije mogu�e).

Napomena 2.4. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} mo�e da se shvati i kao preslikavaǌe
X : Ω→ RT , gde je RT skup svih funkcija f : T → R, tj. kao ,,sluqajna veliqina” koja
svakom ω ∈ Ω dodeǉuje jednu trajektoriju sluqajnog procesa.
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2.3 Sredǌa vrednost (matematiqko oqekivaǌe)
sluqajnog procesa

Definicija 2.4. Sredǌa vrednost (matematiqko oqekivaǌe) sluqajnog procesa
{X(t), t ∈ T} je funkcija

mX(t) = EX(t), t ∈ T.

Napomena 2.5. Sredǌa vrednost (matematiqko oqekivaǌe) sluqajnog procesa pred-
stavǉa ,,sredǌu”trajektoriju oko koje se grupixu ostale (Slika 3). Ipak, ova tra-
jektorija nije ,,sredǌa”u geometrijskom smislu (proveriti, na primer, za prva tri
sluqaja Primera 2.2)!

Slika 3:

Definicija 2.5. Kovarijaciona funkcija sluqajnog procesa {X(t), t ∈ T} je funk-
cija

KX(t, s) = cov(X(t), X(s)) = E((X(t)−mX(t))(X(s)−mX(s)), t, s ∈ T.

2.4 Konaqnodimenzione raspodele sluqajnog procesa
Definicija 2.6. Neka je {X(t), t ∈ T} realni sluqajni proces.

Za date t1, . . . , tn ∈ T , n ∈ N, sluqajni vektor (X(t1), X(t2), . . . , X(tn)) je n-dimenzioni
zasek procesa {X(t)}.

Neka je Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) = P{X(t1) ≤ x1, X(t2) ≤ x2, . . . , X(tn) ≤ xn}. Tada je

{Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn), t1, t2, . . . , tn ∈ T}

familija n-dimenzionih funkcija raspodele procesa {X(t)}.
Familija svih konaqnodimenzionih funkcija raspodele procesa {X(t)} je

{Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn), t1, t2, . . . , tn ∈ T, n ∈ N}.

Napomena 2.6. Za jednodimenzioni zasek se qesto ka�e samo zasek.

Familija konaqnodimenzionih funkcija raspodele sluqajnog procesa mora da
zadovoǉava uslove:
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1. uslov simetrije: Za svaku permutaciju (j1, j2, . . . , jn) indeksa 1, 2, . . . , n va�i

Ftj1 ,tj2 ,...,tjn
(xj1 , xj2 , . . . , xjn) = Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn)

2. uslov saglasnosti:

Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn−1,+∞) = Ft1,t2,...,tn−1(x1, x2, . . . , xn−1)

Smisao ovih uslova je da se zadavaǌem svih n-dimenzionih funkcija raspodele,
n ≥ 2, zadaju i sve k-dimenzione funkcije raspodele, 1 ≤ k ≤ n− 1.

Teorema 2.1 (Daniell-Kolmogorov). Neka je T neprazan skup i

{Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn), t1, t2, . . . , tn ∈ T, n ∈ N}

familija funkcija raspodele koja zadovoǉava uslove simetrije i saglasnosti. Ta-
da postoji sluqajni proces {X(t), t ∈ T}, qija je to familija konaqnodimenzionih
funkcija raspodele.

Dokaz. (ideja) Tvr�eǌe je posledica Kolmogorovǉeve teoreme o egzistenciji.
Ideja je da se za prostor verovatno�a odabere (RT ,BT , P ), gde je P verovatnosna
mera qije je postojaǌe garantovano teoremom o egzistenciji. Pokazuje se da sluc-
hajni proces {πt, t ∈ T}, definisan sa πt(f) = f(t) za f ∈ RT zadovoǉava uslove
teoreme.

Napomena 2.7. Percy John Daniell (1889.-1946.) je britanski matematiqar koji je
dobio ovaj rezultat nezavisno od Kolmogorova.
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2.5 Neke klase sluqajnih procesa
Sad �emo definisati neke va�ne klase sluqajnih procesa, koje �emo ve�inu,

kasnije u toku kursa, detaǉnije razmatrati. Za sada je potrebno znati samo de-
finicije ovih procesa.

Definicija 2.7. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je:

1. proces sa nezavisnim vrednostima ako su sluqajne veliqine X(t1), X(t2), . . . ,
X(tn) nezavisne za svako n ∈ N i sve t1 < t2 < · · · < tn ∈ T ;

2. proces sa nekorelisanim vrednostima ako su sluqajne veliqine X(t) i X(s)
nekorelisane za sve t, s ∈ T, t ̸= s;

3. proces sa ortogonalnim vrednostima ako su sluqajne veliqine X(t) i X(s)
ortogonalne za sve t, s ∈ T, t ̸= s.

Ovo je jedina klasa sluqajnih procesa kojom se ne�emo detaǉnije baviti u toku
kursa. Razlog je xto su, ako je parametarski skup diskretan, sluqajni procesi sa
nezavisnim vrednostima, zapravo, nizovi nezavisnih sluqajnih veliqina, koji su
ve� razmatrani u prethodnim kursevima iz verovatno�e. S druge strane, ako je
parametarski skup neprekidan, onda sluqajni procesi sa nezavisnim vrednostima
nemaju mnogo praktiqnog znaqaja, jer nije prirodno da su dva zaseka procesa, X(t)
i X(s) nezavisne sluqajne veliqine ako se t i s malo razlikuju. Na primer, ako
je X(t) temperatura izmerena u trenutku t, a X(s) temperatura izmerena na istom
mestu 2 sekunde kasnije, jasno je da te vrednosti (u normalnim okolnostima u
svetu u kome mi �ivimo) nikako ne mogu biti nezavisne. Lako je smisliti jox
primera te vrste.

Isti zakǉuqak va�i i za sluqajne procese sa nekorelisanim i ortogonalnim
vrednostima.

Definicija 2.8. Sluqajni proces {X(t), t ≥ t0} je proces sa nezavisnim prirax-
tajima ako su sluqajne veliqine

X(t0), X(t1)−X(t0), X(t2)−X(t1), . . . , X(tn)−X(tn−1)

nezavisne za svaki izbor t0 < t1 < t2 < · · · < tn.

Definicija 2.9. Kompleksni sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je proces sa konaqnim
drugim momentima (L2 proces) ako je

E|X(t)|2 < +∞, za svako t ∈ T.

Definicija 2.10. Kompleksni sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je proces sa nekore-
lisanim priraxtajima ako je va�e uslovi:

1. E|X(t)−X(s)|2 < +∞ za t, s ∈ T ;

2. E(X(t4)−X(t3))(X(t2)−X(t1)) = E(X(t4)−X(t3))E(X(t2)−X(t1))
za t1 < t2 ≤ t3 < t4 iz T .

Definicija 2.11. Kompleksni sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je proces sa ortogo-
nalnim priraxtajima ako je va�e uslovi:
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1. E|X(t)−X(s)|2 < +∞ za t, s ∈ T ;

2. E(X(t4)−X(t3))(X(t2)−X(t1)) = 0 za t1 < t2 ≤ t3 < t4 iz T .

Definicija 2.12. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je strogo stacionaran ako za svako
n ∈ N i za sve t1, . . . , tn, t1 + h, . . . , tn + h ∈ T va�i da sluqajni vektori

(Xt1 , . . . , Xtn) i (Xt1+h, . . . , Xtn+h)

imaju istu raspodelu.

Definicija 2.13. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je slabo stacionaran ako je va�e
uslovi:

1. E|X(t)|2 < +∞ za t ∈ T ;

2. mX(t) = m = const. za t ∈ T ;

3. KX(t, s) = B(t− s), za t, s ∈ T .

Definicija 2.14. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je proces Markova ako za svako
n ∈ N i za svaki izbor t1 < t2 < · · · < tn iz T va�i

P{X(tn) = xn|X(tn−1) = xn−1, . . . , X(t1) = x1} = P{X(tn) = xn|X(tn−1) = xn−1}.

Definicija 2.15. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je gausovski sluqajni proces ako
mu je proizvoǉan n-dimenzioni zasek gausovska sluqajna veliqina, n ∈ N.

Definicija 2.16. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je:

1. martingal ako va�i E(X(tn)|X(t1), X(t2), . . . , X(tn−1)) = X(tn−1);

2. supermartingal ako va�i E(X(tn)|X(t1), X(t2), . . . , X(tn−1)) ≤ X(tn−1);

3. submartingal ako va�i E(X(tn)|X(t1), X(t2), . . . , X(tn−1)) ≥ X(tn−1),

skoro sigurno, za svaki izbor t1 < t2 < · · · < tn iz T .
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3 Jox neke osobine sluqajnih procesa

3.1 Stohastiqka ekvivalencija sluqajnih procesa
Osim podele u razliqite klase, sluqajni procesi se mogu grupisati i na drugi

naqin, na osnovu toga koliko im se razlikuju konaqnodimenzione raspodele.

Definicija 3.1. Neka su realni sluqajni procesi {X(t), t ∈ T} i {Y (t), t ∈ T} defi-
nisani na istom prostoru verovatno�a (Ω,A, P ). Procesi {X(t)} i {Y (t)}:

1. su stohastiqki ekvivalentni (ekvivalentni) ako je

(∀t ∈ T )P{X(t) = Y (t)} = 1. (1)

2. su stohastiqki ekvivalentni u xirem smislu ako je

P{X(t1) ∈ B1, X(t2) ∈ B2, . . . , X(tn) ∈ Bn} = P{Y (t1) ∈ B1, Y (t2) ∈ B2, . . . , Y (tn) ∈ Bn}
(2)

za svako n ∈ N i sve t1, . . . , tn ∈ T , B1, . . . , Bn ∈ B.

3. se ne razlikuju ako je

P{X(t) = Y (t), ∀t ∈ T} = 1. (3)

Napomena 3.1. Uslov (1) se mo�e ekvivalentno zapisati na slede�e naqine:

(∀t ∈ T )P{ω : X(t, ω) = Y (t, ω)} = 1.

ili
(∀t ∈ T )(∃At ∈ A, P (At) = 0)(∀ω /∈ At)X(t, ω) = Y (t, ω).

Uslov (2) znaqi da odgovaraju�i n-dimenzioni zaseci jednog i drugog procesa imaju
iste raspodele, a uslov (3) znaqi da se skoro sve trajektorije ovih procesa poklapaju.
Mo�e se pokazati da iz uslova (3) sledi uslov (1), a iz ǌega sledi uslov (2). U sluqaju
kada je parametarski skup T diskretan uslovi (1) i (3) su ekvivalentni, a ako je T
neprekidan, to ne mora da va�i. Pokazati!

Sluqajni procesi koji su stohastiqki ekvivalentni datom sluqajnom procesu
{X(t), t ∈ T} se zovu verzije (modifikacije, varijante) procesa {X(t)}. Razne
verzije sluqajnog procesa imaju iste konaqnodimenzione raspodele, ali se po
osobinama trajektorija mogu dosta razlikovati.

Primer 3.1. Neka je Ω = [0, 1], T = [0, 1],A = B[0,1] i P je Lebegova mera. Dati su
sluqajni procesi:

X(t, ω) = 0, t ∈ T, Y (t, ω) =

{
0, t ∈ T, ω ∈ Ω, t ̸= ω

1, t ∈ T, ω ∈ Ω, t = ω

Rexeǌe: Za svako fiksirano t ∈ T va�i

P{ω : X(t, ω) ̸= Y (t, ω)} = P{ω : t = ω} = P ({t}) = 0

(svojstvo Lebegove mere), pa su zato ovi procesi stohastiqki ekvivalentni, a tra-
jektorije su im razliqite (jedne imaju prekid, a druge ne).
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3.2 Neprekidnost sluqajnih procesa
Definicija 3.2. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je stohastiqki neprekidan (ne-
prekidan u verovatno�i) u taqki t0 ∈ T ako

X(t)
P−→ X(t0), t→ t0, t.j. (∀ϵ > 0)P{|X(t)−X(t0)| > ϵ} → 0, t→ t0. (4)

Stohastiqka neprekidnost je lokalno svojstvo (va�i u odre�enoj taqki), ali se
mo�e proxiriti na proizvoǉan zatvoreni skup S ∈ T ako se zahteva stohastiqka
neprekidnost u svakoj taqki tog skupa.

Napomena 3.2. Stohastiqka neprekidnost je jednoznaqno odre�ena dvodimenzionim
raspodelama sluqajnog procesa. To je zato xto, ako su poznate raspodele svih dvo-
dimenzionih zaseka (X(t), X(t0)), t ∈ T , onda je mogu�e proveriti da li va�i uslov
(4).

Napomena 3.3. Ako je proces {X(t), t ∈ T} stohastiqki neprekidan, onda je i proces
{f(X(t)), t ∈ T}, gde je f neprekidna funkcija, stohastiqki neprekidan, xto sledi iz
slede�eg razmatraǌa: ako je

Aδ = {ω : |X(t, ω)−X((t0, ω)| > δ}, i Bϵ = {ω : |f(X(t, ω))− f(X((t0, ω))| > ϵ},

onda P (Aδ) → 0, t → t0, a iz neprekidnosti funkcije f imamo da ω /∈ Aδ povlaqi
ω /∈ Bϵ, pa je Bϵ ⊂ Aδ, odakle sledi P (Bϵ) → 0, t → t0. U tom sluqaju je, tako�e,
E(f(X(t))) neprekidna funkcija od t. Posledǌi uslov sam nije dovoǉan za stohastiqku
neprekidnost, jer je odre�en raspodelama jednodimenzionih zaseka procesa.

Definicija 3.3. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je skoro sigurno neprekidan (ne-
prekidan sa verovatno�om 1) na skupu S ⊂ T ako su skoro sve ǌegove trajektorije
neprekidne na skupu S, tj.

P{ω : X(t, ω) prekidna na S} = 0. (5)

Skoro sigurna neprekidnost je svojstvo koje nije lako proveriti direktno, pa
se u tu svrhu koristi slede�i kriterijum Kolmogorova.

Teorema 3.1. (Kriterijum Kolmogorova) Neka je {X(t), t ∈ T} sluqajni proces i
[a, b] ⊂ T zatvoreni interval. Ako postoje p, q,K > 0, takvi da

(∀t1, t2 ∈ [a, b])E|X(t2)−X(t1)|p ≤ K|t2 − t1|q+1 (6)

onda je sluqajni proces {X(t), t ∈ T} skoro sigurno neprekidan na [a, b].

Dokaz. Dokaz se mo�e na�i u kǌizi [7].

Definicija 3.4. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je neprekidan u sredǌem reda p u
taqki t0 ∈ T ako

E|X(t)−X(t0)|p → 0, t→ t0. (7)

I neprekidnost u sredǌem je lokalno svojstvo koje se mo�e proxiriti na ve�i
skup. Za p = 2 zove se sredǌe kvadratna neprekidnost.
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Napomena 3.4. Odnos izme�u raznih tipova neprekidnosti sluqajnih procesa (na
istom skupu S) isti je kao i odnos izme�u raznih tipova konvergencije: iz skoro
sigurne neprekidnosti, kao i iz neprekidnosti u sredǌem sledi stohastiqka ne-
prekidnost (u prvom sluqaju trivijalno sledi, a u drugom se primeni nejednakost
Qebixeva), a skoro sigurna neprekidnost i neprekidnost u sredǌem su neuporedive.

Primer 3.2. Neka je Ω = [0, 1], T = [0, 1],A = B[0,1] i P je Lebegova mera. Dat je
sluqajni proces:

X(t, ω) =

{
0, t ∈ T, ω ∈ Ω, t ≤ ω

1, t ∈ T, ω ∈ Ω, t > ω

Rexeǌe: Proces je stohastiqki neprekidan: ako su ϵ ∈ (0, 1) i t0 ∈ [0, 1], fiksirani:

P{|X(t)−X(t0)| > ϵ}
= P{|X(t)−X(t0)| = 1}
= P{(X(t) = 0, X(t0) = 1) ili (X(t) = 1, X(t0) = 0)}
= P{ω : (t ≤ ω, t0 > ω) ili (t > ω, t0 ≤ ω)}
= P{ω : t ≤ ω < t0 ili t0 ≤ ω < t}
= |t− t0| → 0, t→ t0.

Proces nije skoro sigurno neprekidan, jer sve trajektorije, osim one za ω = 1 imaju
prekid. Proces je sredǌe kvadratno neprekidan, jer

E|X(t)−X(t0)|2 = 1 · |t− t0| → 0, t→ t0.
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3.3 Separabilnost sluqajnih procesa
Neka je {X(t), t ∈ T} realni sluqajni proces, definisan na prostoru verovat-

no�a (Ω,A, P ). Posmatramo doga�aje oblika

D = {ω : X(t, ω) ∈ B, t ∈ T}, B ∈ B.

Verovatno�a doga�aja D se mo�e odrediti u sluqaju da je skup T prebrojiv (u
tom sluqaju je D presek prebrojivo mnogo doga�aja iz A, pa i on pripada A), a
ako T nije prebrojiv, to u opxtem sluqaju nije mogu�e. Klasi takvih doga�aja
qija se verovatno�a ne mo�e izraqunati mogu da pripadaju, na primer, doga�aji
oblika

{ω : X(t, ω) merǉiva funkcija t},
(osobina meǉivosti se mo�e zameniti osobinama ograniqenosti, monotonije, ne-
prekidnosti, integrabilnosti...) koji mogu biti va�ni iz teorijskih ili prak-
tiqnih razloga. Zato se uvodi dodatno ograniqeǌe za sluqajni proces - separa-
bilnost.

Definicija 3.5. Neka je {X(t), t ∈ T} sluqajni proces definisan na prostoru ve-
rovatno�a (Ω,A, P ), sa neprekidnim parametrom, gde je T ⊂ R interval. Sluqajni
proces {X(t)} je separabilan ako postoji prebrojiv skup T0 ⊂ T , gust u T i doga�aj
A ∈ A, P (A) = 0, takvi da va�i:

(∀ω /∈ A) (∀t ∈ T ) (∃(tn)n∈N, tn ∈ T0) lim
n→∞

tn = t, lim
n→∞

X(tn, ω) = X(t, ω). (8)

T0 se zove separiraju�i skup, a A je zanemarǉivi doga�aj.

Da li je separiraju�i skup jednoznaqno odre�en? Pokazuje se da za odre�ene
klase sluqajnih procesa to nije tako.

Teorema 3.2. Ako je sluqajni proces {X(t), t ∈ T} separabilan i stohastiqki nepre-
kidan, onda separiraju�i skup T0 mo�e biti bilo koji prebrojiv skup, gust u T .

Dokaz. Neka je T0 separiraju�i skup, a U0 proizvoǉan prebrojivi skup koji je gust
u T . Neka je A zanemarǉivi doga�aj. Daǉe, neka je t ∈ T0, a (un)n∈N niz taqaka iz
U0, un → t, n → +∞. Tada X(un) → X(t) u verovatno�i, pa postoji podniz (nk),
takav da X(unk

)→ X(t) skoro sigurno. To znaqi:

(∃At) (P (At) = 0) (∀ω /∈ At)X(unk
, ω)→ X(t, ω).

Neka je B = A ∪
⋃

t∈T0
At, ω /∈ B i t∗ ∈ T . Tada, zbog separabilnosti, postoji niz

(tn) taqaka iz T0, takav da tn → t∗ i X(tn, ω)→ X(t∗ ω).
Poxto ω /∈ Atn, a skup U0 je gust u T , onda postoji niz taqaka (vn) iz U0, takav

da za svako n va�i |tn − vn| < 1/n i |X(vn, ω)−X(tn, ω)| < 1/n.
Prema tome, vn → t∗ i X(vn, ω)→ X(t∗, ω).

Napomena 3.5. Ako je sluqajni proces jox i skoro sigurno neprekidan, onda se tvr-
�eǌe 3.2 jednostavnije dokazuje, odnosno, sledi iz qiǌenice da za limn→∞ tn = t,
limn→∞X(tn, ω) = X(t, ω) skoro uvek va�i, zbog neprekidnosti trajektorija.

Izme�u ostalog, za separabilne procese se mo�e odrediti verovatno�a da im
trajektorije le�e izme�u dve date krive (Slika 1).

Va�i i slede�a teorema:
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Slika 4:

Teorema 3.3 (Doob). Za svaki stohastiqki neprekidni sluqajni proces {X(t), t ∈ T}
postoji sluqajni proces {Y (t), t ∈ T}, koji je definisan na istom prostoru verovat-
no�a, koji je separabilan i stohastiqki ekvivalentan procesu {X(t)}.

Napomena 3.6. Proces qije postojaǌe je garantovano prethodnom teoremom se zove
separabilna modifikacija procesa {X(t)}.
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4 Sluqajni procesi sa nezavisnim priraxtajima
Definicija 4.1. Sluqajni proces {X(t), t ≥ t0} je proces sa nezavisnim prirax-
tajima ako su sluqajne veliqine

X(t0), X(t1)−X(t0), X(t2)−X(t1), . . . , X(tn)−X(tn−1)

nezavisne za svaki izbor t0 < t1 < t2 < · · · < tn. X(t0) je poqetno staǌe procesa, a
raspodela te sluqajne veliqine je poqetna raspodela procesa.

Ako raspodela priraxtaja X(t) − X(s), t > s zavisi samo od razlike t − s, a ne
od t i s pojedinaqno, proces {X(t), t ≥ t0} je homogen (proces sa stacionarnim
priraxtajima).

Napomena 4.1. Iz definicije sledi i da su isluqajne veliqine

X(s) i X(t)−X(q)

nezavisne za svaki izbor to ≤ s ≤ q < t.

Procesi sa nezavisnim priraxtajima imaju slede�e osobine:

1. Ako je {X(t), t ∈ T} proces sa nezavisnim priraxtajima, a f nesluqajna funk-
cija definisana na T , onda je i {X(t) − f(t), t ∈ T} proces sa nezavisnim
priraxtajima.

2. Proces sa nezavisnim priraxtajima je, skoro sigurno, proces Markova. Ovo
sledi iz:

X(t) = X(s) + (X(t)−X(s)), s < t

i qiǌenice da X(t)−X(s) ne zavisi od X(u), u < s. Tvr�eǌe u obrnutom smeru
ne mora da va�i (primer je prost proces granaǌa, koji �e biti razmatran
kasnije).

Neki primeri ovih procesa, sa diskretnim parametrom, su nam ve� poznati.

Primer 4.1. (bacaǌe novqi�a) Baca se novqi� i kao rezultat tog eksperimenta
bele�i 1 ako je palo pismo i 0 ako je pala glava. Dakle, rezultat k-tog bacaǌa je:

Xk =

{
1, palo P;
0, palo G.

Sluqajni niz {Sn, n ∈ N0}, definisan sa:

S0 = 0, Sn = X1 + · · ·+Xn, n ≥ 1

je niz sa nezavisnim priraxtajima, koji je i homogen.

Primer 4.2. (sluqajno lutaǌe po pravoj (jednodimenziono sluqajno lutaǌe)) Qesti-
ca se kre�e po pravoj, polazi iz taqke 0 i pravi jediniqni korak u pozitivnom smeru
sa verovatno�om p, a jediniqni korak u negativnom smeru sa verovatno�om 1 − p.
Koraci u lutaǌu su dati nizom nezavisnih sluqajnih veliqina {Xk, k ∈ N}, za koji
va�i:

P{Xk = 1} = p, P{Xk = −1} = 1− p.
Sluqajni niz {Sn, n ∈ N0}, qiji je opxti qlan definisan sa:

S0 = 0, Sn = X1 + · · ·+Xn, n ≥ 1

predstavǉa polo�aj qestice posle n koraka. To je niz sa nezavisnim priraxtajima,
koji je i homogen.
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Va�ni primeri procesa sa nezavisnim priraxtajima su Puasonov i Vinerov
proces, koji �e biti detaǉnije razmatrani u nastavku kursa.

4.1 Puasonov proces
4.1.1 Definicija i osnovne osobine Puasonovog procesa

Definicija 4.2. Sluqajni proces {N(t), t ≥ 0} je Puasonov proces ako ima slede�e
osobine:

1. N(0) = 0 skoro sigurno;

2. proces ima nezavisne priraxtaje;

3. postoji neopadaju�a funkcija µ : [0,+∞) → [0,+∞), koja je neprekidna s desne
strane, µ(0) = 0 i za proizvoǉne 0 < s < t:

N(t)−N(s) ∈ P(µ(t)− µ(s));

4. trajektorije procesa {N(t), t ≥ 0} su skoro sigurno neprekidne s desne strane za
t ≥ 0 i skoro sigurno imaju levu graniqnu vrednost za t > 0 ( cadlag svojstvo).

µ je funkcija sredǌe vrednosti Puasonovog procesa.
Specijalno, ako je µ(t) − µ(s) =

∫ t

s
λ(u)du za neku funkciju λ(u) ≥ 0, onda je λ

funkcija intenziteta procesa {N(t)}.
Ako je µ(t) = λt za neko λ ≥ 0, onda je {N(t)} homogeni Puasonov proces sa

intenzitetom λ. Za λ = 1, u pitaǌu je standardni homogeni Puasonov proces.

Osnovne osobine Puasonovog procesa su:

1. jednodimenzione raspodele: N(t) ∈ P(µ(t)), pa je E(N(t)) = D(N(t)) = µ(t)

2. kovarijaciona funkcija Puasonovog procesa:
za 0 ≤ s < t < +∞ dobijamo

KN(t, s) = E(N(t)− EN(t))(N(s)− EN(s))

= E(N(t) ·N(s))− EN(t) · EN(s)

= E((N(t)−N(s) +N(s)) · (N(s)−N(0)))− EN(t) · EN(s)

= E((N(t)−N(s)) · (N(s)−N(0))) + EN(s)2 − EN(t) · EN(s)

= E((N(t)−N(s)) · E(N(s)−N(0)) + EN(s)2 − EN(t) · EN(s)

= (µ(t)− µ(s))(µ(s)− µ(0)) + µ(s) + µ(s)2 − µ(t)µ(s)
= µ(s)

= µ(min{s, t})

3. raspodela n-dimenzionog zaseka (N(t1), N(t2), . . . , N(tn)), 0 < t1 < · · · < tn < ∞
Puasonovog procesa lako se izvodi na osnovu nezavisnosti priraxtaja:

P{N(t1) = k1, N(t2) = k1 + k2, . . . , N(tn) = k1 + k + 2 + · · ·+ kn}
= P{N(t1) = k1, N(t2)−N(t1) = k2, . . . , N(tn)−N(tn−1) = kn}
= P{N(t1) = k1} · P{N(t2)−N(t1) = k2} · · · · · P{N(tn)−N(tn−1) = kn}
= . . .
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4. Puasonov proces je proces Markova: za proizvoǉne 0 < t1 < · · · < tn < ∞ i
nenegativne cele k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kn va�i

P{N(tn) = kn|N(t1) = k1, . . . , N(tn−1) = kn−1}

=
P{N(t1) = k1, N(t2) = k2, . . . , N(tn) = kn}

P{N(t1) = k1, . . . , N(tn−1) = kn−1}

=
P{N(t1) = k1, N(t2)−N(t1) = k2 − k1, . . . , N(tn)−N(tn−1) = kn − kn−1}

P{N(t1) = k1, N(t2)−N(t1) = k2 − k1, . . . , N(tn−1)−N(tn−2) = kn−1 − kn−2}

=
P{N(t1) = k1}P{N(t2)−N(t1) = k2 − k1} . . . P{N(tn)−N(tn−1) = kn − kn−1}

P{N(t1) = k1}P{N(t2)−N(t1) = k2 − k1} . . . P{N(tn−1)−N(tn−2) = kn−1 − kn−2}
= P{N(tn)−N(tn−1) = kn − kn−1}

=
P{N(tn)−N(tn−1) = kn − kn−1}P{N(tn−1) = kn−1}

P{N(tn−1) = kn−1}

=
P{N(tn)−N(tn−1) = kn − kn−1, N(tn−1) = kn−1}

P{N(tn−1) = kn−1}

=
P{N(tn) = kn, N(tn−1) = kn−1}

P{N(tn−1) = kn−1}
= P{N(tn) = kn|N(tn−1) = kn−1}

5. Trajektorije Puasonovog procesa su, skoro sigurno, neopadaju�e, stepena-
ste funkcije, sa skokovima veliqine 1. Dokaz za homogeni Puasonov proces
(µ(t) = λt):

P{N(s+ h)−N(s) = 0} =
(λh)0e−λh

0!
= e−λh = 1− λh+

λ2h2

2
+ o

(
h2
)
, h→ 0

P{N(s+ h)−N(s) = 1} =
(λh)1e−λh

1!
= λhe−λh = λh− λ2h2 + o

(
h2
)
, h→ 0

P{N(s+ h)−N(s) > 1} = 1− e−λh − λhe−λh =
λ2h2

2
+ o

(
h2
)
, h→ 0

Za 0 ≤ s < t < +∞:

P

{
max
1≤k≤n

(
N

(
s+

k

n
(t− s)

)
−N

(
s+

k − 1

n
(t− s)

))
> 1

}
≤

n∑
k=1

P

{(
N

(
s+

k

n
(t− s)

)
−N

(
s+

k − 1

n
(t− s)

))
> 1

}
=

n∑
k=1

(
λ2

(t− s)2

2n2
+ o

(
1

n2

))
= n

(
λ2

(t− s)2

2n2
+ o

(
1

n2

))
= λ2

(t− s)2

2n
+ o

(
1

n

)
→ 0, n→ +∞

6. Ako je {N(t), t ≥ 0} standardni homogeni Puasonov proces i µ funkcija koja
ispuǌava uslove za funkciju sredǌe vrednosti Puasonovog procesa, onda je
{N(µ(t)), t ≥ 0} Puasonov proces sa funkcijom sredǌe vrednosti µ. I obrnuto,
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ako je {N(t), t ≥ 0} Puasonov proces sa funkcijom sredǌe vrednosti µ, i po-
stoji inverzna funkcija µ−1 funkcije µ, onda je {N(µ−1(t)), t ≥ 0} standardni
homogeni Puasonov proces.

4.1.2 Puasonov potok doga�aja - znaqaj Puasonovog procesa

Zaxto je Puasonov proces qesto pogodan model za doga�aje koji se dexavaju
na maǌe ili vixe sluqajan naqin (broj telefonskih poziva u nekom intervalu,
broj poseta internet sajtovima, dolazak korisnika na xalter, raspad qestica...)?
Svim navedenim primerima su zajedniqke slede�e osobine:

1. Verovatno�a pn(t) da se u intervalu du�ine t ostvari n takvih doga�aja
zavisi od t i n, ali ne zavisi od polo�aja tog intervala na vremenskoj osi
(homogenost u vremenu).

2. Brojevi doga�aja koji se ostvaruju u disjunktnim vremenskim intervalima
su nezavisne veliqine (nezavisnost priraxtaja).

3. Verovatno�a da se u malom intervalu du�ine ∆t ostvari jedan doga�aj je
λ∆t + o(∆t),∆t → 0, a vixe od jednog doga�aja o(∆t) (ordinarnost potoka
doga�aja).

Iz ovih uslova se dobija sistem jednaqina

p0(t+∆t) = p0(t)p0(∆t)

pn(t+∆t) = pn−1(t)p1(∆t) + pn(t)p0(∆t) + o(∆t), n ≥ 1

qijim rexavaǌem se dobija

pn(t) =
(λt)n

n!
e−λt, n = 0, 1, 2, . . .

xto znaqi da je u pitaǌu Puasonov proces.

Napomena 4.2. Matematiqka disciplina koja se detaǉnije bavi ovim problemima
je teorija masovnog opslu�ivaǌa.

4.1.3 Puasonov Proces kao proces brojaǌa

Definixemo klasu procesa brojaǌa, kojoj pripada i Puasonov proces.

Definicija 4.3. Sluqajni proces {X(t), t ≥ 0} je proces brojaǌa (brojaqki pro-
ces) ako X(t) predstavǉa broj doga�aja istog tipa koji se na sluqajan naqin reali-
zuju u intervalu [0, t]. Sluqajna veliqina X(t)−X(s) za s < t predstavǉa broj takvih
doga�aja koji se realizuju u intervalu (s, t]. Sluqajni niz (Tn)n≥0 definisan sa

T0 = 0, Tn = inf{t ≥ 0, X(t) = n}, n ∈ N

se zove niz vremena dospe�a (dolazaka), a sluqajni niz

(τn)n≥1, τn = Tn − Tn−1

se zove niz vremena qekaǌa.
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Slika 5:

Zajedniqko za sve procese brojaǌa je da su im trajektorije neopadaju�e, ste-
penaste funkcije, sa prekidima u taqkama T1, T2, . . . , neprekidne sa desne strane.
Primer je dat na Slici 2.

O raspodelama sluqajnih veliqina Tn i τn u sluqaju Puasonovog procesa go-
vori slede�a teorema.

Teorema 4.1. Neka je {N(t), t ≥ 0} homogeni Puasonov proces sa intenzitetom λ. Za
ǌega va�i:

1. Vremena qekaǌa τn, n ∈ N su nezavisne sluqajne veliqine.

2. Sluqajna veliqina τn ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom λ (E(λ)).

3. Sluqajna veliqina Tn ima Erlangovu raspodelu (gama raspodelu sa parametrima
n i λ, Γ(n, λ)).

Dokaz. 1.

P{τn1 > t1, τn2 > t2, . . . , τnk
> tk}

= P{N(Tn1−1 + t1)−N(Tn1−1) = 0, . . . , N(Tnk−1 + tk)−N(Tnk−1) = 0}
= P{N(Tn1−1 + t1)−N(Tn1−1) = 0} . . . P{N(Tnk−1 + tk)−N(Tnk−1) = 0}
= P{τn1 > t1}P{τn2 > t2} . . . P{τnk

> tk}

Pogledati Sliku 3!

Slika 6:
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2.

P{τn > t} = P{N(Tn−1 + t)−N(Tn−1) = 0}
= P{N(t)−N(0) = 0}
= P{N(t) = 0}
= e−λt, t ≥ 0

3.

FTn(t) = P{Tn ≤ t} = P{N(t) ≥ n} =
+∞∑
k=n

(λt)k

k!
e−λt

fTn(t) =
+∞∑
k=n

kλ(λt)k−1 − λ(λt)k

k!
e−λt

= λ
+∞∑
k=n

(λt)k−1

(k − 1)!
e−λt − λ

+∞∑
k=n

(λt)k

k!
e−λt

=
λe−λt(λt)n−1

(n− 1)!

Primer 4.3. (Autostoperov paradoks) Prolazak automobila na jednom delu puta
opisuje se homogenim Puasonovim procesom. Proseqno vreme koje protekne izme�u
prolazaka automobila na tom mestu je 15 minuta. Autostoper sti�e na to me-
sto u sluqajno odabranom trenutku. Koliko je sredǌe vreme qakaǌa autostopera?
Pretpostavǉa se da je svaki vozaq raspolo�en da ga poveze. Ponu�eni odgovori:

1. 10 minuta;

2. 15 minuta;

3. 7,5 minuta;

4. 5 minuta.

4.2 Konstrukcija homogenog Puasonovog procesa
Potrebno je pokazati da sluqajni proces koji ispuǌava sva qetiri uslova iz

definicije Puasonovog procesa zaista postoji, tj. konstruisati ga.

Teorema 4.2. Neka je (Yn)n∈N niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa E(λ) raspodelom,
λ > 0 i

T0 = 0, Tn = Y1 + Y2 + · · ·+ Yn, n ∈ N, (9)

i {N(t), t ≥ 0} sluqajni proces definisan sa

N(t) = |{k ≥ 1, Tk ≤ t}|, t ≥ 0. (10)

Tada je {N(t), t ≥ 0} homogeni Puasonov proces sa intenzitetom λ.

Napomena 4.3. Ako se E(λ) raspodela zameni proizvoǉnom raspodelom, dobija se xi-
ra klasa procesa poznata kao procesi obnavǉaǌa.
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Dokaz. Ispitujemo da li va�e osobine iz definicije Puasonovog procesa.

• N(0) = |{k ≥ 1 : Tk ≤ 0}| = 0 skoro sigurno, xto sledi iz osobina eksponenci-
jalne raspodele (uzima pozitivne vrednosti skoro sigurno).

• Priraxtaji procesa imaju P(λ(t− s)) raspodelu:

1. N(t) ∈ P(λt): sluqajna veliqina Tn, koja je zbir n nezavisnih sluqaj-
nih veliqina sa E(λ) raspodelom, ima Γ(n, λ) raspodelu, xto se dokazuje
indukcijom. Gustina ove raspodele je

fn(x) =
λn

(n− 1)!
xn−1e−λx, x ≥ 0.

Odgovaraju�a funkcija raspodele je

Fn(x) = P{Tn ≤ x} = 1− e−λx

n−1∑
k=0

(λx)k

k!
.

U tom sluqaju va�i:

P{N(t) = n} = P{Tn ≤ t < Tn+1}
= P{Tn ≤ t} − P{Tn+1 ≤ t}

= 1− e−λt

n−1∑
k=0

(λt)k

k!
−

(
1− e−λt

n∑
k=0

(λt)k

k!

)

= e−λt (λt)
n

n!
.

2. Za 0 < s < t va�i

P{N(s) = k,N(t)−N(s) = l} = e−λs (λs)
k

k!
e−λ(t−s) (λ(t− s))l

l!
, (11)

za k, l ∈ Z+.

Dokaz. Za k = l = 0:

P{N(s) = 0, N(t)−N(s) = 0} = P{s < T1, t < T1}
= P{t < T1}
= e−λt

= e−λs · (λs)
0

0!
· e−λ(t−s) · (λ(t− s))

0

0!

Za k > 0, l = 0:

P{N(s) = k,N(t)−N(s) = 0} = P{Tk ≤ s < Tk+1, Tk ≤ t < Tk+1}
= P{Tk ≤ s < Tk + Yk+1, Tk ≤ t < Tk + Yk+1}

=

∫ ∫
D1

f1(yk+1)fk(tk)dyk+1dtk

=

∫ s

0

λ(λtk)
k−1

(k − 1)!
e−λtk

∫ +∞

t−tk

λe−λyk+1dyk+1dtk

= . . .

= e−λt (λs)
k

k!

= e−λs · (λs)
k

k!
· e−λ(t−s) · (λ(t− s))

0

0!
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Slika 7:

Za k > 0, l > 0:

P{N(s) = k,N(t)−N(s) = l} = P{Tk ≤ s < Tk+1, Tk+l ≤ t < Tk+l+1}
= P{Tk ≤ s < Tk+1, Tk+l − Tk+1 ≤ t− Tk+1 < Tk+l+1 − Tk+1, t− Tk+1 ≥ 0}
= P{Tk ≤ s < Tk+1 ≤ t, Tk+l − Tk+1 ≤ t− Tk+1 < Tk+l+1 − Tk+1}
= E

(
I{Tk≤s<Tk+1≤t} · P{Tk+l − Tk+1 ≤ t− Tk+1 < Tk+l+1 − Tk+1|Tk, Tk+1}

)
= E

(
I{Tk≤s<Tk+1≤t} · P{Tk+l − Tk+1 ≤ t− Tk+1 < Tk+l+1 − Tk+1|Tk+1}

)
= E

(
I{Tk≤s<Tk+1≤t} · P{Tl−1 ≤ t− Tk+1 < Tl|Tk+1}

)
= E

(
I{Tk≤s<Tk+1≤t} · P{N∗(t− Tk+1) = l − 1|Tk+1}

)
=

∫ ∫
D2

f1(yk+1)fk(tk)P{N∗(t− tk − yk+1) = l − 1}dyk+1dtk

=

∫ s

0

∫ t−tk

s−tk

f1(yk+1)fk(tk)P{N∗(t− tk − yk+1) = l − 1}dyk+1dtk

=

∫ s

0

λ(λtk)
k−1

(k − 1)!
e−λtk

∫ t−tk

s−tk

λe−λyk+1
(λ(t− tk − yk+1)

l−1e−λ(t−tk−yk+1)

(l − 1)!
dyk+1dtk

= . . .

= e−λt · (λs)
k

k!
· (λ(t− s))

l

l!

= e−λs · (λs)
k

k!
· e−λ(t−s) · (λ(t− s))

l

l!

Ovde je {N∗(t), t ≥ 0} sluqajni proces sa istom raspodelom kao proces
{N(t)}, ali od ǌega nezavisan. Oblasti D1 i D2 po kojima se vrxi inte-
graǉeǌe nacrtane su na Slikama 1 i 2.
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Slika 8:

3. Odre�ivaǌe raspodele priraxtaja procesa:

P{N(t)−N(s) = l} =
+∞∑
k=0

P{N(s) = k,N(t)−N(s) = l}

=
+∞∑
k=0

(λs)k

k!
e−λs (λ(t− s))l

l!
e−λ(t−s)

= e−λt (λ(t− s))l

l!

+∞∑
k=0

(λs)k

k!

= e−λt (λ(t− s))l

l!
eλs

= e−λ(t−s) (λ(t− s))l

l!
.

• Nezavisnost priraxtaja procesa: sledi iz (11).

• Trajektorije procesa {N(t)} su neprekidne s desne strane za t ≥ 0 i imaju
levu graniqnu vrednost za t > 0: sledi iz qiǌenice da N(t, ω) uzima vrednost
k na intervalu [Tk(ω), Tk+1(ω)), a onda ima skok do k + 1 u taqki Tk+1(ω).

26



4.3 Vinerov proces
4.3.1 Poreklo Vinerovog procesa (Braunovog kretaǌa)

U leto 1827. xkotski botaniqar Robert Braun (Robert Brown) je, vrxe�i neke
eksperimente, primetio da kad sitne qestice polena upadnu u posudu sa teqnox�u,
one vrxe neprekidno, haotiqno kretaǌe. Ova pojava je potvr�ena za bilo kakve
(mikroskopski) sitne qestice. Tako�e je primetio da se sitnije qestice kre�u
br�e od krupnijih, da je kretaǌe br�e na ve�oj temperaturi, kao i u teqnosti
maǌe viskoznosti. Preciznije nauqno objaxǌeǌe ove pojave (koja je posle nazvana
Braunovo kretaǌe) dao je Albert Ajnxtajn (Albert Einstein (1879. - 1955.)), zakǉuc-
hivxi da kretaǌe potiqe od sudara qestica polena sa molekulima teqnosti. Time
je, izme�u ostalog, ubedio mnoge istaknute nauqnike tog vremena u postojaǌe ato-
ma - bila je u pitaǌu pojava lako proveriva u praksi. Mnoge od osobina Braunovog
kretaǌa izvedene su na heuristiqki naqin u doktorskoj disertaciji Luja Baxe-
ǉea (Louis Bachelier (1870. -1946.)) iz 1900. godine, sa nazivom ,,Slu-qajni karakter
cena akcija na finansijskom tr�ixtu”. On je, izme�u ostalog, predlo�io da se
Braunovo kretaǌe iskoristi kao model kretaǌa cena akcija na francuskoj berzi,
xto je prva primena ,,ozbiǉne” matematike u oblasti finansija. Najprecizniji
matematiqki opis Braunovog kretaǌa dao je Norbert Viner u svojoj doktorskoj
disertaciji iz 1918. godine i kasnijim radovima. ǋemu u qast, Braunovo kretaǌe
se drugaqije zove Vinerov proces.

4.4 Braunovo kretaǌe i jednodimenziono sluqajno lutaǌe
U ovom odeǉku se razmatra Braunovo kretaǌe samo po jednoj koordinati (jed-

nodimenziono Braunovo kretaǌe). Kakav je to proces? On mo�e da se zamisli kao
,,jako ubrazano” jednodimenziono sluqajno lutaǌe sa ,,jako usitǌenim” koraci-
ma. Kada se koraci ,,usitǌavaju” i ,,ubrzavaju”, dobija se neprekidni sluqajni
proces - Braunovo kretaǌe. Daǉe, izvodimo osobine ovog procesa iz osobina jed-
nodimenzionog sluqajnog lutaǌa.

Posmatra se simetriqno jednodimenziono sluqajno lutaǌe: koraci du�ine h
se dexavaju u intervalima ∆t, a verovatno�a koraka u jednom ili drugom smeru
je 1/2. Znaqi, za korake u lutaǌu va�i:

P{Xk = h} = P{Xk = −h} =
1

2
, k ∈ N,

a za polo�aj qestice u datom trenutku va�i:

Y (0) = 0, skoro sigurno, Y (tn) = X1 +X2 + · · ·+Xn, tn = n∆t.

Ako se pretpostavi da ∆t → 0 i h → 0, dobija se neprekidan proces {Y (t), t ≥ 0},
za koji va�i:

• Y (0) = 0 skoro sigurno, kao i kod sluqajnog lutaǌa.

• Sluqajni proces {Y (t)} ima nezavisne priraxtaje, xto je tako�e osobina
,,nasle�ena” od sluqajnog lutaǌa.

• Odre�ujemo raspodelu priraxtaja procesa {Y (t)}:
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1. Za disperziju procesa {Y (t)} u taqki t+ s za 0 < s < t va�i:

D(Y (t+ s)) = D(Y (t+ s)− Y (0))

= D((Y (t+ s)− Y (s)) + (Y (s)− Y (0)))

= D(Y (t+ s)− Y (s)) +D(Y (s)− Y (0))

= D(Y (t)− Y (0)) +D(Y (s)− Y (0))

= D(Y (t)) +D(Y (s)).

Znaqi, ako je f(t) = D(Y (t)), onda je f neprekidne, nenegativna funkcija,
definisana na intervalu [0,+∞) za koju va�i

f(x+ y) = f(x) + f(y), x, y ≥ 0. (12)

Ova funkcionalna jednaqina se rexava na slede�i naqin:

(a) f(0 + 0) = f(0), odakle sledi f(0) = 0;
(b) f(nx) = nf(x), n ∈ N (proverava se indukcijom);
(c) f(x) = f

(
n · x

n

)
= nf

(
x
n

)
, odakle se dobija f

(
x
n

)
= 1

n
f(x), n ∈ N;

(d) f
(
mx
n

)
= mf

(
x
n

)
= m

n
f (x).

Iz svega pokazanog sledi

f(rx) = rf(x), r ∈ Q, r ≥ 0.

Neka je f(1) = c > 0 (mora biti c > 0, jer ako bi bilo c = 0, onda bi bilo
f(x) = 0 za sve x ∈ Q+ xto je nemogu�e).
Skup Q+ je gust u R+, pa je(

∀x ∈ R+
) (
∃(rn) ∈ Q+

)
lim
n→∞

rn = x.

Tada je:

f(x) = f
(
lim
n→∞

rn

)
= lim

n→∞
f(rn) = lim

n→∞
(rn · c) = c lim

n→∞
rn = cx, x ∈ R+.

Zakǉuqak:
D(Y (t)) = σ2t, t > 0, za neko σ2 > 0.

σ2 se zove koeficijent difuzije, a fiziqki smisao te konstante je da
je to brzina promene disperzije.

• Za sluqajnu veliqinu Y (t) va�i:

E(Y (t)) = 0, D(Y (t)) = σ2t,
Y (t)

σ
√
t
∈ N (0, 1),

zato xto za ∆t → 0 broj koraka u lutaǌu neograniqeno raste, pa va�i cen-
tralna graniqna teorema. Dobija se i Y (t) ∈ N (0, σ2t), a zbog homogenosti
priraxtaja va�i i

Y (t+ s)− Y (s) ∈ N (0, σ2t). (13)
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4.5 Definicija i osnovne osobine Vinerovog procesa
Definicija 4.4. Sluqajni proces {W (t), t ≥ 0} je Vinerov proces ako ima slede�e
osobine:

1. W (0) = 0 skoro sigurno;

2. proces {W (t)} ima nezavisne priraxtaje;

3. za sve 0 ≤ s < t < +∞:
W (t)−W (s) ∈ N (0, t− s).

Vidimo da, osim xto pripada klasi procesa sa nezavisnim proraxtajima, Vi-
nerov proces pripada i klasi gausovskih procesa.

Vinerov proces ima slede�e osobine:

1. W (t) ∈ N (0, t)⇒ E(W (t)) = 0, D(W (t)) = t;

2. kovarijaciona funkcija Vinerovog procesa: za 0 ≤ s < t < +∞:

KW (t, s) = E(W (t)− EW (t))(W (s)− EW (s))

= E(W (t)W (s))

= E(W (t)−W (s) +W (s))W (s)

= E(W (t)−W (s))(W (s)−W (0)) + EW (s)2

= E(W (t)−W (s))E(W (s)−W (0)) +DW (s)

= 0 · 0 + s

= min{s, t}

3. raspodela n-dimenzionog zaseka za 0 = t0 < t1 < · · · < tn:

ft1,t2−t1,...,tn−tn−1(x1, x2 − x1, . . . , xn − xn−1) =
n∏

k=1

1√
2π(tk − tk−1)

e
−

(xk−xk−1)
2

2(tk−tk−1) , x0 = 0;

4. Vinerov proces je L2 - neprekidan:

E|W (t0 + h)−W (t0)|2 = D(W (t0 + h)−W (t0)) = h→ 0, za h→ 0.

U slede�oj teoremi pokazano je kojim sve transformacijama Vinerovog procesa
se ponovo dobija Vinerov proces.

Teorema 4.3. Neka je {W (t), t ≥ 0} Vinerov proces. Tada va�i:

1. {W (t+ a)−W (a), t ≥ 0} je Vinerov proces za a > 0.

2. {1
c
W (c2t), t ≥ 0} je Vinerov proces za c ̸= 0.

3. {−W (t), t ≥ 0} je Vinerov proces.

4. Sluqajni procesi {W (t), t > 0} i {W1(t), t > 0} = {tW
(
1
t

)
, t > 0} imaju iste

familije konaqnodimenzionih raspodela verovatno�a.

Dokaz. Prva tri dela se jednostavno pokazuju, direktnom proverom sve tri oso-
bine Vinerovog procesa. Posledǌe tvr�eǌe sledi iz slede�ih qiǌenica:
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1. Svaki priraxtaj, pa i svaki n-dimenzioni zasek prvog procesa je gausovski
sluqajni vektor, sa oqekivaǌem 0 i kovarijacionom matricom koja je odre-
�ena kovarijacionom funkcijom procesa.

2. Svaki priraxtaj, pa i svaki n-dimenzioni zasek drugog procesa je gausovski
sluqajni vektor, kao linarna kombinacija komponenti normalno raspodeǉe-
nog sluqajnog vektora. Dokaz za n = 2 i 0 < t2 < t1:

t2W

(
1

t2

)
− t1W

(
1

t1

)
= t2

(
W

(
1

t2

)
−W

(
1

t1

))
+ (t2 − t1)W

(
1

t1

)
.

3. Raspodela gausovskog sluqajnog vektora sa oqekivaǌem 0 je jedinstveno odre-
�ena kovarijacionom matricom, odnosno kovarijacionom funkcijom procesa.

4. Sluqajni procesi imaju iste kovarijacione funkcije. Za 0 ≤ s < t < +∞:

KW1(t, s) = E(W1(t)W1(s))

= E

(
tW

(
1

t

)
sW

(
1

s

))
= tsE

(
W

(
1

t

)
W

(
1

s

))
= tsKW

(
1

t
,
1

s

)
= tsmin

{
1

t
,
1

s

}
= ts · 1

t
= s

= KW (t, s).

4.6 Trajektorije Vinerovog procesa
U ovoj lekciji detaǉno razmatramo trajektorije Vinerovog procesa.

4.6.1 Skoro sigurna neprekidnost i diferencijabilnost

Teorema 4.4. Vinerov proces je skoro sigurno neprekidan na svakom konaqnom in-
tervalu.

Dokaz. Za proizvoǉne 0 ≤ s < t < +∞ va�i:

E|W (t)−W (s)|4 =
∫ +∞

−∞

x4√
2π(t− s)

e−
x2

2(t−s)dx = · · · = 3(t− s)2.

Kada se primeni kriterijum Kolmogorova za p = 4, q = 1, K ≥ 3 dobija se da je
Vinerov proces skoro sigurno neprekidan na svakom intervalu [0, a], a > 0.

Teorema 4.5. Trajektorije Vinerovog procesa skoro sigurno nisu diferencijabilne
ni u jednoj taqki.
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Dokaz. Ovo je ideja dokaza da ne mo�e postojati izvod trajektorije Vinerovog
procesa ni u jednoj fiksiranoj taqki t0.

Neka je:
W (t0 + h)−W (t0)

h
∈ N

(
0,

1

h

)
. (14)

Sluqajna veliqina sa oznakom W ′(t0) je izvod sluqajne veliqine (14) u smislu
neke vrste konvergencije (stohastiqke, skoro sigurne ili u sredǌem), ako (14)
konvergira ka W ′(t0) kad h→ 0, u smislu te konvergencije.

U konkretnom sluqaju, sluqajna veliqina koja bi predstavǉala izvod (u smislu
bilo koje konvergencije) bi morala da ima N (0,+∞) raspodelu, a takva raspodela
ne postoji.

Dakle, ne postoji izvod W ′(t0) ni u jednom smislu, pa ni u smislu skoro sigurne
konvergencije. To znaqi da trajektorije Vinerovog procesa skoro sigurno nisu
diferencijabilne u taqki t0.

Napomena 4.4. Tvr�eǌe je poznato kao teorema Peli-Viner-Zigmunda, a detaǉan
dokaz je dat u kǌizi [7].

4.6.2 Varijacija i kvadratna varijacija

Teorema 4.6. Neka je 0 ≤ a < b < +∞, a = t0 < t1 < · · · < tn = b,

Sn =
n∑

i=1

|W (ti)−W (ti−1)|, A > 0.

Ako je δ = max1≤i≤n(ti − ti−1)→ 0, n→∞, onda

P{Sn > A} → 1, n→∞.

Napomena 4.5. Tvr�eǌe teoreme znaqi da Vinerov proces ima neograniqenu varija-
ciju na bilo kom intervalu [a, b], 0 ≤ a < b < +∞.
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Dokaz.

E(Sn) = E

n∑
i=1

|W (ti)−W (ti−1)|

=
n∑

i=1

E|W (ti)−W (ti−1)|

=
n∑

i=1

∫ +∞

−∞

|x|√
2π(ti − ti−1)

e
− x2

2(ti−ti−1)dx

=
n∑

i=1

2

∫ +∞

0

x√
2π(ti − ti−1)

e
− x2

2(ti−ti−1)dx

= · · · =
√

2

π

n∑
i=1

√
ti − ti−1

=

√
2

π

n∑
i=1

ti − ti−1√
ti − ti−1

≥
√

2

π

n∑
i=1

ti − ti−1√
δ

=

√
2

π

b− a√
δ
→ +∞, n→∞.

D(Sn) = D
n∑

i=1

|W (ti)−W (ti−1)|

=
n∑

i=1

D|W (ti)−W (ti−1)|

=
n∑

i=1

(
E(W (ti)−W (ti−1))

2 − (E|W (ti)−W (ti−1)|)2
)

=
n∑

i=1

(
D(W (ti)−W (ti−1)) + (E(W (ti)−W (ti−1))

2 − (E|W (ti)−W (ti−1)|)2
)

=
n∑

i=1

(
ti − ti−1 −

2

π
(ti − ti−1)

)
=

(
1− 2

π

) n∑
i=1

(ti − ti−1)

=

(
1− 2

π

)
(b− a).

Za dovoǉno veliko n je E(Sn)− A > 0 i va�i

{|Sn − E(Sn)| < E(Sn)− A}
= {Sn − E(Sn) < E(Sn)− A,E(Sn)− Sn < E(Sn)− A}
= {Sn − E(Sn) < E(Sn)− A, Sn > A}
⊂ {Sn > A},
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odakle sledi

P{Sn ≤ A} = 1− P{Sn > A}
≤ 1− P{|Sn − E(Sn)| < E(Sn)− A}
= P{|Sn − E(Sn)| ≥ E(Sn)− A}.

Na osnovu nejednakosti Qebixeva, dobija se:

P{Sn ≤ A} ≤ E|Sn − E(Sn)|2

(E(Sn)− A)2
=

D(Sn)

(E(Sn)− A)2
=

(
1− 2

π

)
(b− a)

(E(Sn)− A)2
→ 0, n→∞.

Teorema 4.7. Neka je 0 ≤ a < b < +∞, a = t0 < t1 < · · · < tn = b,

Sn =
n∑

i=1

(W (ti)−W (ti−1))
2 .

Ako je δ = max1≤i≤n(ti − ti−1)→ 0, n→∞, onda

Sn → b− a, n→∞, u sredǌe kvadratnom smislu

Napomena 4.6. Tvr�eǌe teoreme znaqi da Vinerov proces ima ograniqenu kvadratnu
varijaciju na bilo kom intervalu [a, b], 0 ≤ a < b < +∞.

Dokaz. Treba dokazati da

E

(
n∑

i=1

(W (ti)−W (ti−1))
2 − (b− a)

)2

→ 0, n→∞.

E(Sn) =
n∑

i=1

E(W (ti)−W (ti−1))
2 =

n∑
i=1

(ti − ti−1) = b− a.

D(Sn) =
n∑

i=1

D(W (ti)−W (ti−1))
2

=
n∑

i=1

(
E(W (ti)−W (ti−1))

4 −
(
E(W (ti)−W (ti−1))

2
)2)

=
n∑

i=1

(
3(ti − ti−1)

2 − (ti − ti−1)
2
)

= 2
n∑

i=1

(ti − ti−1)
2

≤ 2 max
1≤i≤n

(ti − ti−1)
n∑

i=1

(ti − ti−1)→ 0, n→∞.

Iz svega pokazanog sledi

E

(
n∑

i=1

(W (ti)−W (ti−1))
2 − (b− a)

)2

= D(Sn)→ 0, n→∞.
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Prethodna qetiri tvr�eǌa govorila su o lokalnom ponaxaǌu trajektorija Vi-
nerovog procesa, tj. o tome xta bismo videli kad bismo ,,zumirali” proizvoǉan
deo trajektorije: neprekidnu liniju koja se mo�e ,,nacrtati jednim potezom”, ali
punu sitnih ,,pikova”. Naredna tvr�eǌa govore o globalnom ponaxaǌu trajekto-
rija, tj. daju ,,recept” kako nacrtati tipiqnu trajektoriju ovog procesa.

4.6.3 Hinqinov zakon ponovǉenog logaritma

Teorema 4.8. (Hinqinov zakon ponovǉenog logaritma)
Za Vinerov proces {W (t), t ≥ 0} va�i:

1. lim sup
t→+∞

W (t)√
2t ln ln t

= 1 skoro sigurno;

2. lim inf
t→+∞

W (t)√
2t ln ln t

= −1 skoro sigurno;

3. lim sup
t→0+

W (t)√
2t ln ln 1

t

= 1 skoro sigurno;

4. lim inf
t→0+

W (t)√
2t ln ln 1

t

= −1 skoro sigurno;

Dokaz. (ideja)
Dokaz tvr�eǌa (1) je netrivijalan i izlazi iz okvira kursa, ali ovde mo�emo
videti kako iz (1) slede ostala tvr�eǌa teoreme.

Iz (1) sledi (2), zbog qiǌenice da je {−W (t), t ≥ 0} Vinerov proces:

lim sup
t→+∞

−W (t)√
2t ln ln t

= 1, skoro sigurno;

− lim inf
t→+∞

W (t)√
2t ln ln t

= 1, skoro sigurno;

lim inf
t→+∞

W (t)√
2t ln ln t

= −1, skoro sigurno.

Na isti naqin iz (3) sledi (4).
Iz (1) sledi (3), zbog qiǌenice da procesi {W (t)} i {tW

(
1
t

)
} imaju iste ras-

podele verovatno�a:

lim sup
t→+∞

tW
(
1
t

)
√
2t ln ln t

= 1, skoro sigurno;

lim sup
s→0+

1
s
W (s)√
21
s
ln ln 1

s

= 1, skoro sigurno;

lim sup
s→0+

W (s)√
2s ln ln 1

s

= 1, skoro sigurno.
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Napomena 4.7. Neka je h(t) =
√
2t ln ln 1

t
. Tvr�eǌe teoreme se mo�e interpretirati

i ovako: za svako ϵ > 0 postoji δ > 0, takvo da deo trajektorije procesa {W (t)} za
t ∈ [0, δ] skoro sigurno beskonaqno mnogo puta pripada ,,traci” [(1− ϵ)h(t), (1 + ϵ)h(t)]
i skoro sigurno beskonaqno mnogo puta pripada ,,traci” [(−1 − ϵ)h(t), (−1 + ϵ)h(t)].
Posledica ovoga je da za t ∈ [0, δ] proces skoro sigurno beskonaqno mnogo puta uzima
vrednost 0. Ovo je nacrtano na Slici 1.

Slika 9:

Teorema 4.9.

lim
t→+∞

W (t)

t
= 0, skoro sigurno.

Napomena 4.8. Ovo znaqi da trajektorije Vinerovog procesa rastu sporije od t kad
t→ +∞.

4.6.4 Princip refleksije

Teorema 4.10 (Princip refleksije). Neka je {W (t), t ≥ 0} Vinerov proces, a > 0 i

Ta = inf{t ≥ 0 : W (t) = a}

trenutak dostizaǌa nivoa a. Tada je sluqajni proces {W1(t), t ≥ 0}, definisan sa:

W1(t) =

{
W (t), t ≤ Ta

2a−W (t), t > Ta

tako�e Vinerov proces.

Dokaz. (ideja)
Sluqajni proces {W (t+ Ta), t ≥ 0} je isti proces kao

{W (Ta) + (W (t+ Ta)−W (Ta)), t ≥ 0}
= {a+ (W (t+ Ta)− a), t ≥ 0},

a to je isto xto i proces

{a+ (a−W (t+ Ta)), t ≥ 0}
= {2a−W (t), t ≥ Ta}.
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Princip refleksije zapravo znaqi da, ako je proces {W (t)} ve� dostigao nivo
a, onda su verovatno�e da u trenutku t > Ta proces uzme vrednosti ve�e i maǌe
od a jednake. To je ilustrovano na Slici 2: plavi deo trajektorije je jednako
verovatan kao ǌemu simetriqan deo crvene trajektorije.

Slika 10:

4.6.5 Raspodela sluqajne veliqine Ta i maksimuma procesa

Iz prethodnih razmatraǌa se dobija raspodela sluqajne veliqine Ta i raspo-
dela maksimuma procesa.

1. Raspodela sluqajne veliqine Ta (za a > 0):

P{W (t) ≥ a} = P{W (t) ≥ a, t ≥ Ta}+ P{W (t) ≥ a, t < Ta}
= P{W (t) ≥ a|t ≥ Ta}P{t ≥ Ta}+ P{W (t) ≥ a|t < Ta}P{t < Ta}

=
1

2
P{Ta ≤ t},

odakle se dobija

FTa(t) = P{Ta ≤ t}
= 2P{W (t) ≥ a}

= 2

∫ +∞

a

1√
2πt

e−
x2

2t dx

= 2

∫ +∞

a√
t

1√
2π
e−

x2

2 dx

= 2

(
1− Φ

(
a√
t

))
, t > 0.

Odavde se vidi da je

P{Ta < +∞} = lim
t→+∞

FTa(t) = 2

(
1− 1

2

)
= 1.

Odgovaraju�a gustina raspodele je

fTa(t) =
a√
2πt3

e−
a2

2t .

Poxto Ta i T−a imaju istu raspodelu, mo�e se svuda staviti |a|.
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2. Raspodela maksimuma procesa (za a > 0):

M(t) = max
0≤s≤t

W (s).

FM(t)(a) = P{M(t) ≤ a} = P{Ta ≥ t} = 1− 2

(
1− Φ

(
a√
t

))
= 2Φ

(
a√
t

)
− 1.

Odatle se dobija odgovaraju�a gustina:

fM(t)(a) =
2√
2πt

e−
a2

2t .

Za minimum procesa:
m(t) = min

0≤s≤t
W (s),

rezultati se jednostavno dobijaju iz jednakosti

m(t) = min
0≤s≤t

W (s) = − max
0≤s≤t

(−W (s)) = − max
0≤s≤t

W (s) = −M(t).

Iz prethodnih razmatraǌa se dobija da se princip refleksije mo�e zapisati
na jox (bar) dva naqina:

P{W (t) > a|M(t) > a} = P{W (t) < a|M(t) > a} i

P{W (t) > a|Ta ≤ t} = P{W (t) < a|Ta ≤ t}.

Teorema 4.11.

P

{
max

0≤t≤+∞
W (t) = +∞

}
= P

{
min

0≤t≤+∞
W (t) = −∞

}
= 1.

Dokaz.

P

{
max

0≤t≤+∞
W (t) > k

}
≥ P

{
max
0≤s≤t

W (s) > k

}
= P{M(t) > k} = 2

(
1− Φ

(
k√
t

))
→ 1, t→ +∞

P

{
max

0≤t≤+∞
W (t) = +∞

}
= P

{
∩+∞

k=1

{
max

0≤t≤+∞
W (t) > k

}}
= 1

P

{
min

0≤t≤+∞
W (t) = −∞

}
= P

{
− max

0≤t≤+∞
(−W (t)) = −∞

}
= P

{
max

0≤t≤+∞
W (t) = +∞

}
= 1

4.6.6 Modifikacije Vinerovog procesa

• Braunovo kretaǌe sa poqetkom u x:

{x+W (t), t ≥ 0};

• Braunovo kretaǌe sa pomeraǌem (driftom) α:

{αt+W (t), t ≥ 0};
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• Braunov most:
{W (t)− tW (1), t ∈ [0, 1]};

• geometrijsko Braunovo kretaǌe:

{eW (t), t ≥ 0}

(koristi se, na primer, u finansijama, za modelovaǌe kretaǌa cena raznih
proizvoda, jer one moraju biti nenegativne);

• reflektovano Braunovo kretaǌe:

{|W (t)|, t ≥ 0}

(mo�e da poslu�i za modelovaǌe kretaǌa qestica u homogenoj teqnosti u
blizini zida posude);

• apsorbovano Braunovo kretaǌe:

X(t) =

{
W (t), t ≤ t0;

0, t > t0.

(mo�e da poslu�i za modelovaǌe cena akcija kompanije koja bankrotira u
trenutku t0 ili za modelovaǌe kretaǌa lepǉive qestice u blizini zida po-
sude);

• radijalno Braunovo kretaǌe:

{W 2
1 (t) +W 2

2 (t) + · · ·+W 2
k (t), t ≥ 0}

• vixedimenziono Braunovo kretaǌe:

{(W1(t),W2(t), . . . ,Wk(t)), t ≥ 0}

(koristi se, na primer, u finansijama, za opisivaǌe istovremenih promena
na vixe bankovnih raquna)

• . . .
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5 Sluqajni procesi drugog reda (L2 - procesi)

5.1 Definicija i osnovna svojstva
Definicija 5.1. Kompleksni sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je proces sa konaqnim
drugim momentima (L2 - proces, proces drugog reda) ako je

E|X(t)|2 < +∞, za svako t ∈ T.

Napomena 5.1. Kompleksni sluqajni proces se mo�e prikazati kao

X(t) = X1(t) + iX2(t), t ∈ T,

gde su {X1(t), t ∈ T} i {X2(t), t ∈ T}, realni sluqajni procesi, i2 = −1.

Sredǌa vrednost i kovarijaciona funkcija sluqajnih procesa drugog reda su
konaqne, xto sledi iz nejednakosti Koxi-Xvarca:

mX(t) = EX(t), t ∈ T, |mX(t)| = |EX(t)| ≤
√
E|X(t)|2 < +∞,

KX(t, s) = E(X(t)− EX(t))(X(s)− EX(s)),

|KX(t, s)|2 ≤ E|X(t)−mX(t)|2E|X(s)−mX(s)|2 < +∞.

5.1.1 Osobine kovarijacione funkcije procesa drugog reda

1. Ako je Y (t) = a(t)X(t) + b(t), gde su a i b nesluqajne funkcije, onda je:

KY (t, s) = a(t)a(s)KX(t, s).

Ovo se jednostavno dokazuje sre�ivaǌem kovarijacione funkcije procesa {Y (t)}.
Posledica je da proces {X∗(t)}, X∗(t) = X(t)−mX(t) ima istu kovarijacionu
funkciju kao proces {X(t)}. U tom sluqaju je

KX(t, s) = E(X∗(t)X∗(s)).

2. Disperzija je D(X(t)) = KX(t, t) ≥ 0, i konaqna je.

3. Hermitska simetrija:
KX(t, s) = KX(s, t)

Ovo se za realne procese svodi na obiqnu simetriju.

4. Iz nejednakosti Koxi-Xvarca:

|KX(t, s)|2 ≤ KX(t, t) ·KX(s, s)

5. Nenegativna definitnost:

(∀n ∈ N)(∀t1, t2, . . . , tn ∈ T )(∀z1, z2, . . . , zn ∈ C)
n∑

i=1

n∑
j=1

zizjKX(ti, tj) ≥ 0

Kovarijaciona funkcija govori o jaqini korelacione povezanosti izme�u dva
zaseka istog procesa. Da bi se ispitala me�usobna povezanost zaseka dva razlic-
hita procesa, definixe se uzajamno kovarijaciona funkcija za ta dva procesa.
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Definicija 5.2. Neka su {X(t), t ∈ T} i {Y (t), t ∈ T} dva L2- procesa. Uzajamno
kovarijaciona (kros kovarijaciona) funkcija za ova dva procesa je definisana
sa

KX,Y (t, s) = E(X(t)−mX(t))(Y (s)−mY (s)), t, s ∈ T.
Uzajamno kovarijaciona funkcija dva procesa ima sliqne osobine kao (obiqna)

kovarijaciona funkcija.

Teorema 5.1. Funkcija K(t, s), t, s ∈ T je kovarijaciona funkcija nekog sluqajnog pro-
cesa akko je nenegativno definitna.

Dokaz. 1. Smer →: Pretpostavimo da je K(t, s) kovarijaciona funkcija procesa
{X(t), t ∈ T}. Tada, za sve n ∈ N, t1, . . . , tn ∈ T i z1, . . . , zn ∈ C va�i

n∑
i=1

n∑
j=1

zizjK(ti, tj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

zizjE(X
∗(ti)X∗(tj))

=
n∑

i=1

n∑
j=1

E(ziX
∗(ti)zjX∗(tj))

= E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ziX
∗(ti)

∣∣∣∣∣
2

≥ 0,

xto znaqi da je funkcija K nenegativno definitna.
2. Smer ←, dokaz za realne sluqajne procese:
Pretpostavimo da je K nenegativno definitna funkcija. Ako je

f(z1, z2, . . . , zn) = e−
1
2

∑n
i=1

∑n
i=1 zizjqij = e−

1
2
zTQz, (15)

gde je Q = [qij]n×n, qij = K(ti, tj), simetriqna, nenegativno definitna matrica, onda
je (15) karakteristiqna funkcija n-dimenzione normalne raspodele sa vektorom
oqekivaǌa 0.

U pitaǌu je familija raspodela koja zadovoǉava uslove simetrije i sagla-
snosti, pa iz teoreme Danijel - Kolmogorova sledi da postoji sluqajni proces
(gausovski) qija je kovarijaciona funkcija bax K.

Dokaz za kompleksni sluqaj postoji u kǌizi Jovan Malixi� ,,Sluqajni pro-
cesi - teorija i primene”.

Teorema 5.2. Klasa kovarijacionih funkcija je zatvorena u odnosu na sabiraǌe, mno-
�eǌe i graniqnu vrednost.

Dokaz. Neka su K1(t, s) i K2(t, s) kovarijacione funkcije, a {X∗
1 (t)} i {X∗

2 (t)} odgo-
varaju�i sluqajni procesi. Kovarijaciona funkcija sluqajnog procesa govori o
jaqini korelacione veze izme�u razliqitih zaseka ISTOG procesa, pa zato moz-
hemo pretpostaviti pogodne oblike povezanosti izme�u zaseka RAZLIQITIH
procesa. 1. sabiraǌe: Procesi se mogu odabrati tako da budu nekorelisani, tj.

E(X∗
1 (t)X

∗
2 (s)) = 0, t ̸= s.

Tada va�i

KX1+X2(t, s) = E(X∗
1 (t) +X∗

2 (t))(X
∗
1 (s) +X∗

2 (s))

= E(X∗
1 (t)X

∗
1 (s)) + E(X∗

1 (t)X
∗
2 (s)) + E(X∗

2 (t)X
∗
1 (s)) + E(X∗

2 (t)X
∗
2 (s))

= E(X∗
1 (t)X

∗
1 (s)) + E(X∗

2 (t)X
∗
2 (s))

= KX1(t, s) +KX2(t, s).
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2. mno�eǌe: Procesi se mogu odabrati tako da budu nezavisni. Tada va�i

KX1·X2(t, s) = E(X∗
1 (t)X

∗
2 (t))(X

∗
1 (s)X

∗
2 (s))

= E(X∗
1 (t)X

∗
1 (s)) · E(X∗

2 (t)X
∗
2 (s))

= KX1(t, s) ·KX2(t, s).

3. graniqna vrednost: Neka je Km(t, s)m∈N niz kovarijacionih funkcija zadatih na
T × T i limm→+∞Km(t, s) = K(t, s). Tada za sve n ∈ N, t1, . . . , tn ∈ T i z1, . . . , zn ∈ C
va�i

lim
m→+∞

n∑
i=1

n∑
j=1

zizjKm(ti, tj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

zizjK(ti, tj).

Svi qlanovi na levoj strani jednakosti su nenegativni, pa i qlan na desnoj strani
mora biti nenegativan, a to znaqi da je funkcija K nenegativno definitna.

Napomena 5.2. Kombinovaǌem tvr�eǌa teoreme i prethodno navedenih osobina ko-
varijacione funkcije dobija se da je

α1K1(t, s) + α2K2(t, s), α1, α2 > 0

tako�e kovarijaciona funkcija. Ovo se mo�e daǉe uopxtavati.

5.2 Neprekidnost u sredǌe kvadratnom smislu
Definicija 5.3. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je neprekidan u sredǌe kvadrat-
nom smislu (L2 - neprekidan) u taqki t0 ∈ T ako

E|X(t)−X(t0)|2 → 0, t→ t0. (16)

Naredno tvr�eǌe govori o tome da se L2 - neprekidnost procesa drugog reda
mo�e proveriti ispitivaǌem ,,obiqne” neprekidnosti funkcije sredǌe vredno-
sti procesa i kovarijacione funkcije. Sliqna tvr�eǌa �e biti dokazana za L2

- diferencijabilnost i L2 - integrabilnost. Poenta svega toga (i razlog zaxto
se ova vrsta procesa detaǉno izuqava u toku kursa) je da se poka�e da za pro-
cese drugog reda sredǌa vrednost i kovarijaciona funkcija veoma dobro opisuju
va�ne osobine procesa.

Teorema 5.3. Neka je {X(t), t ∈ T} L2 - sluqajni proces qija je sredǌa vrednost mX i
kovarijaciona funkcija KX . Proces {X(t)} je L2 - neprekidan u taqki t0 ∈ T akko je
mX neprekidna funkcija u taqki t0 i KX neprekidna funkcija u taqki (t0, t0).

Dokaz.

E|X(t)−X(t0)|2 = E(X(t)−X(t0))(X(t)−X(t0))

= E(X(t)X(t))− E(X(t0)X(t))− E(X(t)X(t0)) + E(X(t0)X(t0))

= KX(t, t) +mX(t)mX(t)−KX(t0, t)−mX(t0)mX(t)

−KX(t, t0)−mX(t)mX(t0) +KX(t0, t0) +mX(t0)mX(t0)

= A+B,

gde je

A = KX(t, t)−KX(t0, t)−KX(t, t0) +KX(t0, t0), B = |mX(t)−mX(t0)|2.
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1. Smer ←: Pretpostavimo da je mX neprekidna funkcija u taqki t0 i KX nepre-
kidna funkcija u taqki (t0, t0). Tada A→ 0 i B → 0 kad t→ t0, pa va�i

E|X(t)−X(t0)|2 = A+B → 0, t→ t0.

2. Smer →: Pretpostavimo da je proces {X(t)} je L2 - neprekidan u taqki t0 ∈ T ,
tj. E|X(t)−X(t0)|2 → 0, t→ t0. Tada va�i

E|X∗(t)−X∗(t0)|2 = A,A ≥ 0

E|X(t)−X(t0)|2 = A+B ≥ B = |mX(t)−mX(t0)|2,

odakle se dobija

|mX(t)−mX(t0)|2 → 0, t→ t0, tj. mX(t)→ mX(t0), t→ t0.

Odatle sledi i
E|X∗(t)−X∗(t0)|2 → 0, t→ t0.

Za kovarijacionu funkciju va�i

|KX(t, s)−KX(t0, t0)| = |E(X∗(t)X∗(s))− E(X∗(t0)X∗(t0))|
= |E(X∗(t)X∗(s)−X∗(t0)X∗(t0))|
= |E(X∗(t)X∗(s)−X∗(t)X∗(t0) +X∗(t)X∗(t0)−X∗(t0)X∗(t0))|
= |E(X∗(t)(X∗(s)−X∗(t0)) +X∗(t0)(X

∗(t)−X∗(t0)))|
≤ |E(X∗(t)(X∗(s)−X∗(t0)))|+ |E(X∗(t0)(X

∗(t)−X∗(t0)))|
≤

√
E|X∗(t)|2E|X∗(s)−X∗(t0)|2 +

√
E|X∗(t0)|2E|X∗(t)−X∗(t0)|2

→ 0, t, s→ t0,

na osnovu nejednakosti Koxi-Xvarca. Prvi qlanovi pod oba korena su konaqni
(zato xto je u pitaǌu proces drugog reda), a druga dva qlana te�e 0 (prethodno
pokazano), pa va�i

KX(t, s)→ KX(t0, t0), t, s→ t0.

Na redu je pomo�no tvr�eǌe, koje �e se koristiti u daǉem radu.

Teorema 5.4. Neka je {X(t), t ∈ T} L2 proces i t0 ∈ T . Tada va�i

(∃X0)E|X0|2 < +∞, E|X(t)−X0|2 → 0, t→ t0

akko

(∃C ∈ C) (∀(tn), (sn) : tn, sn → t0, n→∞)E(X(tn)X(sn))→ C, n,m→∞.

Dokaz. 1. Smer →: Pretpostavimo E|X(t) − X0|2 → 0, t → t0. Neka je E(X0X0) = C.
Tada za sve nizove (tn), (sm), tn, sm → t0, n,m→∞ va�i

|E(X(tn)X(sm))− C| = |E(X(tn)X(sm))− E(X0X0)|
= |E(X(tn)X(sm))− E(X(tn)X0) + E(X(tn)X0)− E(X0X0)|
≤ |E(X(tn)(X(sm)−X0))|+ |E(X0(X(tn)−X0))|
≤

√
E|X(tn)|2E|X(sm)−X0|2 +

√
E|X0|2E|X(tn)−X0|2

→ 0, tn, sm → t0, (17)
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na osnovu nejednakosti Koxi - Xvarca, qiǌenice da su prvi qlanovi pod korenom
konaqni po pretpostavci teoreme, a preostali qlanovi te�e nuli.
2. Smer ←: Pretpostavimo da E(X(tn)X(sm))→ C,m, n→ +∞. Za niz (X(tn)) va�i

E|X(tn)−X(tk)|2 = E(X(tn)X(tn))− E(X(tn)X(tk))− E(X(tk)X(tn)) + E(X(tk)X(tk))

→ C − C − C + C = 0, k, n→ +∞,

a odatle sledi da je (X(tn)) Koxijev niz, pa je konvergentan, tj.

(∃X0)E|X(tn)−X0|2 → 0, n→∞.

Za neki drugi niz (sm), sm → t0,m→∞ va�i

E|X(tn)−X(sm)|2 = E(X(tn)X(tn))− E(X(tn)X(sm))− E(X(sm)X(tn)) + E(X(sm)X(sm))

→ C − C − C + C = 0, n,m→ +∞,

E|X(sm)−X0|2 = E|(X(sm)−X(tn)) + (X(tn)−X0)|2

≤ 2E|X(sm)−X(tn)|2 + 2E|X(tn)−X0|2

→ 0, m, n→∞.

Napomena 5.3. Tehnika (17) za dokazivaǌe da jedno oqekivaǌe te�i drugom koja se
svodi na nejednakost Koxi - Xvarca se qesto koristi kod izvo�eǌa osobina procesa
drugog reda.

Slede�e tvr�eǌe nam trenutno nije naroqito bitno, ali �e se pokazati kao
znaqajno kad se budemo bavili stacionarnim procesima. U dokazu se koristi Te-
orema 5.4.

Teorema 5.5. Ako je kovarijaciona funkcija K neprekidna u svakoj dijagonalnoj taq-
ki (t0, t0) ∈ T × T , onda je ona neprekidna u svakoj taqki (t, s) ∈ T × T .

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija K neprekidna u taqkama (t, t), (s, s) ∈ T × T .
Tada va�i:

E|X∗(t+ h1)−X∗(t)|2 = E(X∗(t+ h1)X∗(t+ h1))− E(X∗(t+ h1)X∗(t))

−E(X∗(t)X∗(t+ h1)) + E(X∗(t)X∗(t))

= K(t+ h1, t+ h1)−K(t+ h1, t)−K(t, t+ h1) +K(t, t)

→ 0, h1 → 0,

a na isti naqin, E|X∗(s+ h2)−X∗(s)|2 → 0, h2 → 0. Odatle sledi:

E(X∗(t+ h1)X∗(s+ h2))→ E(X∗(t)X∗(s)), (h1, h2)→ (0, 0),

a to znaqi
K(t+ h1, s+ h2)→ K(t, s), (t+ h1, s+ h2)→ (t, s).
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5.3 Diferencijabilnost u sredǌe kvadratnom smislu
U vezi sa sluqajnim procesima mogu se razmatrati razne vrste diferenci-

jabilnosti: diferencijabilnost u smislu stohastiqke konvergencije, u smislu
skoro sigurne konvergencije i u smislu sredǌe kvadratne konvergencije. Izvod
u smislu stohastiqke konvergencije ima neke ,,qudne” osobine, koje od izvoda ne
oqekujemo. Na primer, Puasonov proces ima izvod na celom parametarskom skupu
i izvod je uvek jednak nuli! Ova vrsta izvoda onda nije naroqito znaqajna jer ne
odre�uje taj sluqajni proces (u smislu da na osnovu poznatog izvoda ne mo�emo,
do na neku konstantu, odrediti polaznu funkciju (proces), kao xto to mo�emo u
,,obiqnoj” analizi). S druge strane, izvod u smislu skoro sigurne konvergencije
je, zapravo, obiqan izvod realne funkcije, pa tu nema nixta novo. Ostaje da se
detaǉnije analizira izvod u smislu sredǌe kvadratne konvergencije.

Definicija 5.4. L2 proces {X(t), t ∈ T} je sredǌe kvadratno diferencijabilan
(L2 - diferencijabilan) u taqki t0 ∈ T ako postoji sluqajna veliqina X ′(t0), takva
da va�i

E

∣∣∣∣X(t0 + h)−X(t0)

h
−X ′(t0)

∣∣∣∣2 → 0, h→ 0.

Tada je X ′(t0) sredǌe kvadratni izvod (L2 - izvod) procesa {X(t)} u taqki t0.

Pre odre�ivaǌa potrebnog i dovoǉnog uslova za sredǌe kvadratnu diferen-
cijabilnost dokaza�emo jox jedno pomo�no tvr�eǌe.

Teorema 5.6. Neka je L2 - proces {X(t), t ∈ T} L2 - diferencijabilan. Tada va�i:

1. Postoji (mX(t))
′ i va�i

(mX(t))
′ = mX′(t)

(izvod sredǌe vrednosti je sredǌa vrednost izvoda);

2. ako je EX(t) = 0, t ∈ T , onda je E(X ′(t)X(s)) = ∂KX(t,s)
∂t

;

3. ako je EX(t) = 0, t ∈ T , onda je E(X ′(t)X ′(s)) = ∂2KX(t,s)
∂t∂s

.

Dokaz. 1.∣∣∣∣EX(t+ h)− EX(t)

h
− EX ′(t)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣E (X(t+ h)−X(t)

h
−X ′(t)

)∣∣∣∣2
≤ E

∣∣∣∣X(t+ h)−X(t)

h
−X ′(t)

∣∣∣∣2 → 0, h→ 0

2.

E(X ′(t)X(s)) = lim
h→0

E

(
X(t+ h)−X(t)

h
X(s)

)
= lim

h→0

KX(t+ h, s)−KX(t, s)

h

=
∂KX(t, s)

∂t
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3.

E(X ′(t)X ′(s)) = lim
h1,h2→0

E

(
X(t+ h1)−X(t)

h1
· X(s+ h2)−X(s)

h2

)

= lim
h1,h2→0

KX(t+ h1, s+ h2)−KX(t, s+ h2)−KX(t+ h1, s) +KX(t, s)

h1h2

=
∂2KX(t, s)

∂t∂s

Napomena 5.4. U delu 2 i 3 prethodne teoreme ponovo se koristi nejednoakost
Koxi - Xvarca da bi se pokazalo da je graniqna vrednost jednog oqekivaǌa drugo
oqekivaǌe. Probajte da za ve�baǌe detaǉno zaspixete te dokaze.

Teorema 5.7. Neka je {X(t), t ∈ T} L2 proces qija je sredǌa vrednost mX i kovari-
jaciona funkcija KX . Proces {X(t)} je L2 - diferencijabilan u taqki t0 ∈ T akko
postoji m′

X(t0) i postoji uopxteni drugi izvod ∂2KX(t,s)
∂t∂s

u taqki (t0, t0).

Dokaz. Na osnovu ranije dokazanog pomo�nog tvr�eǌa, L2-izvod u taqki t0 postoji
akko postoji konaqna graniqna vrednost

M = lim
h1,h2→0

E

(
X(t0 + h1)−X(t0)

h1
· X(t0 + h2)−X(t0)

h2

)
.

Daǉe ,,raspisujemo” izraz sa desne strane:

E

(
X(t0 + h1)−X(t0)

h1
· X(t0 + h2)−X(t0)

h2

)
=

1

h1h2

(
E(X(t0 + h1)X(t0 + h2))− E(X(t0)X(t0 + h2))− E(X(t0 + h1)X(t0)) + E(X(t0)X(t0))

)
=

1

h1h2
(KX(t0 + h1, t0 + h2)−KX(t0, t0 + h2)−KX(t0 + h1, t0) +KX(t0, t0))

+
1

h1h2

(
mX(t0 + h1)mX(t0 + h2)−mX(t0)mX(t0 + h2)−mX(t0 + h1)mX(t0) +mX(t0)mX(t0)

)
=

1

h1h2
(KX(t0 + h1, t0 + h2)−KX(t0, t0 + h2)−KX(t0 + h1, t0) +KX(t0, t0))

+
mX(t0 + h1)−mX(t0)

h1

mX(t0 + h2)−mX(t0)

h2
= A+BC

1. Smer ←: Ako postoje limh1,h2→0A, limh1→0B i limh2→0C, onda postoji graniqna
vrednost M , pa i L2 - izvod.
2. Smer →: Ako postoji L2 - izvod, onda osnovu dela 1 prethodne teoreme sledi
da postoji graniqna vrednost izraza BC, pa zbog toga mora da postoji i graniqna
vrednost izraza A.

Napomena 5.5. Iz teoreme 5.7 se dobija (kad se pre�e na graniqnu vrednost izraza
A+BC) :

E|X ′(t0)|2 =
∂2KX(t, s)

∂t∂s
|(t0,t0) + |m′

X(t0)|2, odakle sledi E|X ′(t0)|2 < +∞,

tj. L2 - izvod sluqajnog procesa drugog reda, ako postoji, je ponovo sluqajni proces
drugog reda.
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5.4 Stohastiqki integrali u sredǌe kvadratnom smislu
Ako se razmatra sredǌe kvadratna diferencijabilnost (a ve� je objaxǌena

motivacija za to), onda je prirodno definisati i prouqavati i sredǌe kvadratnu
integrabilnost. Stohastiqki integrali u sredǌe kvadratnom smislu (Rimanov i
Riman-Stiltjesov) se definixu na sliqan naqin kao u ,,obiqnoj” analizi, samo
xto se umesto ,,obiqne” konvergencije koristi sredǌe kvadratna konvergencija.

Definicija 5.5. Neka je {X(t), t ∈ T} L2 - proces, [a, b] ⊂ T ,

a = t0 < t1 < · · · < tn = b

proizvoǉno razbijaǌe intervala [a, b], ϕk ∈ (tk−1, tk) i max1≤k≤n(tk−tk−1)→ 0, n→ +∞.
Neka je

Sn =
n∑

k=1

X(ϕk)(tk − tk−1)

integralna suma. Ako za niz (Sn)n∈N va�i E|Sn − S|2 → 0, n→∞, tada je S sredǌe
kvadratni Rimanov integral (L2 - integral) procesa {X(t)} i oznaqava se sa
S =

∫ b

a
X(t)dt. Za proces {X(t)} se tada ka�e da je sredǌe kvadratno integrabilan

(L2 - integrabilan).

Napomena 5.6. Mo�e se pokazati da je ovako definisan integral dobro definisan,
tj. ne zavisi od izbora razbijaǌa.

Napomena 5.7. Integrali oblika
∫ d

c
X(t)dt gde je c = −∞ ili d = +∞ se definixu

kao sredǌe kvadratne graniqne vrednosti ve� definisanih integrala, kada a→ −∞
i b→ +∞.

Osobine integrala ovako definisanog integrala date su u slede�oj teoremi.

Teorema 5.8. Ako su {X(t), t ∈ T}, {X1(t), t ∈ T} i {X2(t), t ∈ T} L2 - procesi za koje
postoje sredǌe kvadratni Rimanovi integrali na konaqnom intervalu [a, b]. Tada
va�i:

1. ∫ b

a

X(t)dt =

∫ c

a

X(t)dt+

∫ b

c

X(t)dt, a < c < b;

2. ∫ b

a

(α1X1(t) + α2X2(t))dt = α1

∫ b

a

X1(t)dt+ α2

∫ b

a

X2(t)dt,

za proizvoǉne konstante α1 i α2;

3.

E

(∫ b

a

X1(t)dt ·
∫ b

a

X2(t)dt

)
=

∫ b

a

∫ b

a

E(X1(t)X2(s))dtds.

Specijalno, za X2(t) = 1/(b− a) dobija se:

E

(∫ b

a

X1(t)dt

)
=

∫ b

a

EX1(t)dt

(sredǌa vrednost integrala je integral sredǌe vrednosti).
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Dokaz. (Ideja) Prvi i drugi deo tvr�eǌa se dokazuju na isti naqin kao u ,,obiq-
noj” analizi, raspisivaǌem odgovaraju�ih integralnih suma i prelaskom na gra-
niqnu vrednost. Tre�i deo tvr�eǌa se dokazuje tako xto se, uz pomo� nejednakosti
Koxi-Xvarca poka�e da va�i |E(A)−B| → 0, gde je A proizvod integrala sa leve
strane, a B integralna suma za integral sa desne strane jednakosti. Probajte, za
ve�baǌe, ovo detaǉno da ispixete!

Teorema 5.9. Rimanov integral
∫ b

a
X(t)dt postoji akko postoje integrali

∫ b

a
mX(t)dt

i
∫ b

a

∫ b

a
KX(t, s)dtds.

Dokaz. Posmatraju se dve podele intervala [a, b]:

a = t0 < t1 < · · · < tn = b, max
1≤k≤n

(tk − tk−1)→ 0, n→ +∞, ϕk ∈ (tk−1, tk);

a = s0 < s1 < · · · < sm = b, max
1≤j≤m

(sj − sj−1)→ 0,m→ +∞, ψj ∈ (sj−1, sj);

i dobijaju nizovi integralnih suma (Tn)n∈N, (Sm)m∈N Niz (Tn)n∈N ima L2 - graniqnu
vrednost akko postoji konaqna graniqna vrednost limn,m→∞E(TnSm)

E(TnSm) = E

(
n∑

k=1

X(ϕk)(tk − tk−1)
m∑
j=1

X(ψj)(sj − sj−1)

)

=
n∑

k=1

m∑
j=1

(tk − tk−1)(sj − sj−1)E
(
X(ϕk)X(ψj)

)
=

n∑
k=1

m∑
j=1

(tk − tk−1)(sj − sj−1)
(
KX(ϕk, ψj) +mX(ϕk)mX(ψj)

)
=

n∑
k=1

m∑
j=1

(tk − tk−1)(sj − sj−1)KX(ϕk, ψj)

+
n∑

k=1

m∑
j=1

(tk − tk−1)(sj − sj−1)mX(ϕk)mX(ψj) = A+B

A je integralna suma za
∫ b

a

∫ b

a
KX(t, s)dtds, a B je ,,kvadrirana” integralna suma za∫ b

a
mX(t)dt.

1. Smer←: Ako postoje graniqne vrednosti izraza A i B, onda postoji graniqna
vrednost izraza E(TnSm), pa postoji i L2 - integral.

2. Smer →: Ako postoji L2 - integral, onda osnovu dela 3 prethodne teoreme
sledi da postoji graniqna vrednost izraza B, pa zbog toga mora da postoji
i graniqna vrednost izraza A.

Napomena 5.8. Iz dokaza teoreme 5.9 sledi da va�i

E|S|2 =
∣∣∣∣∫ b

a

mX(t)dt

∣∣∣∣2 + ∫ b

a

∫ b

a

KX(t, s)dtds < +∞.

To znaqi da je sredǌe kvadratni Rimanov integral sluqajnog procesa drugog reda, ako
postoji, ponovo sluqajni proces drugog reda.
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Definicija 5.6. Neka je {X(t), t ∈ T} L2 proces, [a, b] ⊂ T , mX(t) = 0,

a = t0 < t1 < · · · < tn = b

proizvoǉno razbijaǌe intervala [a, b], f nesluqajna funkcija definisana na [a, b],
ϕk ∈ (tk−1, tk) proizvoǉna taqka i max1≤k≤n(tk − tk−1)→ 0, n→ +∞. Neka je

Sn =
n∑

k=1

f(ϕk)(X(tk)−X(tk−1))

integralna suma. Ako za niz (Sn)n∈N va�i E|Sn − S|2 → 0, n→∞, tada je S sredǌe
kvadratni Riman-Stiltjesov integral procesa {X(t)} i oznaqava se sa

S =

∫ b

a

f(t)dX(t).

Napomena 5.9. Mo�e se pokazati da je ovako definisan integral dobro definisan,
tj. ne zavisi od izbora razbijaǌa. I za ǌega se mo�e formulisati potreban i dovoǉan
uslov za egzistenciju, izra�en preko osobina kovarijacione funkcije.

5.4.1 Naravouqenije iz ove lekcije

Sluqajni procesi drugog reda imaju nekoliko zgodnih osobina:

• L2 - neprekidnost, L2 - diferencijabilnost i L2 - integrabilnost ovih proce-
sa se izra�avaju preko ,,obiqne” neprekidnosti, diferencijabilnosti i in-
tegrabilnosti funkcije sredǌe vrednosti i kovarijacione funkcije procesa,
xto znaqi da je ove osobine lako proveriti u praksi. Dovoǉno je poznavati
raspodele dvodimenzionih zaseka procesa.

• L2 - izvod i L2 - integral sluqajnog procesa drugog reda su, ako postoje,
ponovo procesi drugog reda. Time se otvara mogu�nost za komplikovanije
transformacije procesa, pri qemu se ǌegove najva�nije osobine ne meǌaju.
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6 Lanci Markova

6.1 Definicija i osnovna svojstva lanca Markova
u diskretnom vremenu

Na poqetku kursa smo definisali procese Markova, tako xto smo zahtevali
da va�i svojstvo Markova, koje smo, neformalno, qitali kao:

,,Budu�nost procesa zavisi samo od sadaxǌosti, a ne i od proxlosti.”
Sad �emo precizno definisati ovu vrstu procesa i detaǉnije razmotriti ǌi-

hove osobine.
Procesi Markova mogu imati diskretan i neprekidan parametarski skup, tj.

mogu biti ,,u diskretnom vremenu” ili ,,u neprekidnom vremenu”. Za sada �emo
razmatrati procese Markova u diskretnom vremenu.

Zaxto ,,lanac” Markova? Pojam ,,lanac” odnosi se na procese (sa diskretnim
ili neprekidnim parametarskim skupom) koji mogu da uzimaju najvixe prebrojivo
mnogo vrednosti, tj. fazni prostor im je prebrojiv skup. Mi �emo ovde razmatrati
samo takve procese.

6.1.1 Definicija lanca Markova u diskretnom vremenu

Zamislimo da posmatramo nekakav (prirodni ili vextaqki napravǉeni) si-
stem, koji u diskretnim vremenskim trenucima prelazi iz jednog staǌa u drugo.
Pretpostavimo i da za taj sistem va�e slede�e osobine:

1. skup staǌa je prebrojiv i mo�e se pretpostaviti da je to skup Z;

2. va�i svojstvo Markova, koje, u diskretnom sluqaju, glasi:

P{Xt+1 = j|X0 = i0, . . . , Xt−1 = it−1, Xt = i} = P{Xt+1 = j|Xt = i},

gde su i, j, i0, . . . , it−1 neka od staǌa sistema;

3. verovatno�a prelaska iz staǌa i u staǌe j,

pij = P{Xt+1 = j|Xt = i}

ne zavisi od vremenskog trenutka t.

Za takav sistem ka�emo da je homogeni lanac Markova sa skupom staǌa Z i mo-
�emo ga zgodno prikazati na slici (Slika 1). Na ovom prikazu kru�i�i predsta-
vǉaju staǌa u kojima se sistem mo�e na�i, a strelice predstavǉaju verovatno�e
prelaska iz jednog staǌa u drugo. To je uobiqajeni naqin da se prika�e lanac
Markova.

Napomena 6.1. Na Slici 1 su nacrtane samo neke od strelica. Obiqno se ne crtaju
one strelice koje se odnose na verovatno�u prelaska koja je jednaka nuli.

Sad �emo ono xto smo upravo opisali ,,spakovati” u formalnu definiciju.

Definicija 6.1. Sluqajni niz {Xt, t ∈ N0} je homogeni lanac Markova sa skupom
staǌa Z ako mu je fazni prostor prebrojiv (mo�e se numerisati skupom Z) i za sve
t ∈ N0, i, j, i0, . . . , it−1 ∈ Z va�i svojstvo Markova:

P{Xt+1 = j|X0 = i0, . . . , Xt−1 = it−1, Xt = i} = P{Xt+1 = j|Xt = i} = pij.

Broj pij je verovatno�a prelaska iz staǌa i u staǌe j.
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Napomena 6.2. Lanac je nehomogen ako verovatno�a prelaska zavisi od t (i tada
se oznaqava sa pij(t)). U ovom kursu �emo razmatrati samo homogene lance Markova.

6.1.2 Matrice verovatno�a prelaska u jednom i vixe koraka

Definicija 6.2. Matrica P = [pij]|Z|×|Z| je matrica verovatno�a prelaska.

Ova matrica je stohastiqka, tj.

pij ≥ 0,
∑
j

pij = 1

(jer iz svakog staǌa sistem odlazi u neko drugo staǌe, ili ostaje u istom). Ta-
ko�e, ako je

p
(0)
i = P{X0 = i}, i ∈ Z

poqetna raspodela lanca, onda va�i i∑
i

p
(0)
i = 1

(jer na poqetku sistem mora biti u nekom od staǌa).

Definicija 6.3. Neka je pij(n) = P{Xt+n = j|Xt = i}, za i, j ∈ Z, n ∈ N. Matrica
Pn = [pij(n)]|Z|×|Z| je matrica verovatno�a prelaska u n koraka.

Napomena 6.3. P1 = P.

Kod lanaca Markova, raspodelu proizvoǉnog n-dimenzionog zaseka mo�emo da
izrazimo preko verovatno�a prelaska i poqetne raspodele lanca. Preciznije:

P{X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in} = p
(0)
i0
pi0i1pi1i2 . . . pin−1in .

Ovo se jednostavno pokazuje indukcijom, proverite! Praktiqni smisao je da je
lanac Markova potpuno odre�en poqetnom raspodelom i verovatno�ama prelaska.

6.1.3 Primeri lanaca Markova

Kad proveravamo da li je u pitaǌu lanac Markova, zapravo samo treba da
proverimo da li va�i svojstvo Markova. Sad �emo navesti neke karakteristiqne
primere, a neke od ǌih �emo kasnije dodatno analizirati.

Primer 6.1. (sistem sa dva staǌa) Ovo je najjednostavniji primer lanca Mar-
kova. Sistem ima dva mogu�a staǌa (staǌe 1 i staǌe 2). Sa datom verovatno�om
p sistem prelazi iz staǌa 1 u staǌe 2, a sa verovatno�om q prelazi iz staǌa 2 u
staǌe 1. Ako je Xn staǌe u kome se sistem nalazi u trenutku n, onda je {Xn, n ∈ N}
lanac Markova sa skupom staǌa {1, 2}. Prelasci iz jednog staǌa u drugo su nacrtani
na Slici 2. Matrica verovatno�a prelaska je:

P =

[
1− p p
q 1− q

]
Primer iz realnog �ivota bi mogao biti: upaǉeno/ugaxeno svetlo. Sistem sa dva
staǌa je, istovremeno, prvi primer lanca Markova koji je opisan u matematiqkoj
literaturi. Vixe o tome mo�ete proqitati na kraju ovog materijala i u dodatnoj
literaturi koja ide uz ovu lekciju.
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Napomena 6.4. Nije bitno kako �emo oznaqavati staǌa za dati sistem (1 i 2, ON i
OFF, A i B...), va�no je samo da znamo da odredimo verovatno�e prelaska iz jednog
staǌa u drugo.

Primer 6.2. (mix u lavirintu) Mix se nalazi u lavirintu koji se sastoji od
devet prostorija (Slika 3). On se kre�e iz jedne prostorije u drugu, tako xto iz
svake od prostorija prelazi u jednu od k susednih sa verovatno�om 1

k
. Ako je Xn broj

(oznaka) prostorije u kojoj se mix nalazi u trenutku n, onda je {Xn, n ∈ N} lanac
Markova sa skupom staǌa {1, 2, . . . , 9}.

Da li ovde va�i svojstvo Markova? Da, zato xto verovatno�a prelaska mixa
u narednu prostoriju zavisi samo od ǌegovog trenutnog polo�aja, a ne od toga kroz
koje je sve prostorije prethodno proxao.
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Za ve�baǌe nacrtati prelaske iz jednog staǌa u drugo i napisati matricu ve-
rovatno�a prelaska! Opisati sluqaj kada se mix nalazi u sliqnom lavirintu od 4
prostorije!

Primer 6.3. (razmno�avaǌe graxka) Ovo je primer inspirisan Mendelovim ekspe-
rimentima iz genetike. Gen koji odre�uje oblik semena graxka (glatko ili naborano
seme) se sastoji od dva alela: A - dominantni i a - recesivni. Biǉka se ukrxta sa
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istim takvim primerkom, tako xto se sluqajno bira po jedan alel od svakog od ǌih.
Dobijena kombinacija alela (AA, Aa ili aa) predstavǉa genotip potomka. Ukrxta-
ǌe se tako nastavǉa kroz generacije. Ako je Xn genotip potomka u n-toj generaciji,
onda je {Xn, n ∈ N0} lanac Markova sa skupom staǌa {AA,Aa, aa}.

Da li ovde va�i svojstvo Markova? Da, zato xto genotip potomka zavisi samo
od genotipa roditeǉa, a ne i od genotipa ranijih predaka.

Kako odrediti verovatno�e prelaska za ovaj lanac? Na primer, za prelazak iz
staǌa (genotipa) Aa u ostala staǌa imamo slede�a razmatraǌa. Verovatno�a da
se dobije genotip koji se sastoji od dva recesivna alela (naborano seme ili aa) je
jednaka proizvodu verovatno�a da se od oba primerka odabere recesivni alel a, tj.
1
2
· 1
2
= 1

4
. Isto tako, verovatno�a da se dobije genotip koji se sastoji od dva do-

minantna alela (glatko seme, genotip AA) je jednaka proizvodu verovatno�a da se
od oba primerka odabere dominantni alel A, tj. 1

2
· 1
2
= 1

4
. Verovatno�a da se dobi-

je genotip koji se sastoji od jednog dominantnog i jednog recesivnog alela (glatko
seme, genotip Aa) je onda dopuna zbira verovatno�a do 1, tj. 1

2
.

Prelasci iz jednog staǌa u drugo su nacrtani na Slici 4. Matrica verovatno�a
prelaska je

P =

 1 0 0
1/4 1/2 1/4
0 0 1


Primer 6.4. (sluqajno lutaǌe po pravoj) Qestica polazi iz nule skoro sigurno
i u jedinici vremena pravi jediniqni korak u pozitivnom smeru sa verovatno�om p,
u negativnom smeru sa verovatno�om q, a ostaje u istoj taqki sa verovatno�om r,
p + q + r = 1. Ako je Xn polo�aj qestice posle n koraka, onda je {Xn, n ∈ N0} lanac
Markova sa skupom staǌa Z. Prelasci iz jednog staǌa u drugo i matrica verovatno�a
prelaska su dati na Slici 5. Ve� znamo da je svaki sluqajni proces sa nezavisnim
priraxtajima (a tu spada i sluqajno lutaǌe) ujedno i proces Markova. Ovaj primer
je raqunski malo komplikovaniji, pa �emo ga kasnije detaǉno razmatrati.

Primer 6.5. (niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom raspodelom) Neka
je {Xn, n ∈ N} niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom raspodelom i vrednostima
u skupu N0. I ovo je lanac Markova! Da proverimo:

pij = P{Xn+1 = j|Xn = i} = P{Xn+1 = j} = pj.

Dakle, ovde va�i svojstvo Markova, i to u jox stro�ijoj formi: verovatno�a pre-
laska zavisi samo od staǌa u koje sistem sti�e! Prelasci iz jednog staǌa u drugo
i matrica verovatno�a prelaska su dati na Slici 6.

Primer 6.6. (najdu�i neprekinuti niz kod bacaǌa novqi�a) Baca se fer novqi�
i registruje da li je palo pismo (P) ili glava (G). Neka je Xn najdu�i neprekinuti
niz G u trenutku n. Tada je {Xn, n ∈ N} lanac Markova sa skupom staǌa N0. Prove-
riti zaxto va�i svojstvo Markova! Prelasci iz jednog staǌa u drugo i matrica
verovatno�a prelaska su dati na Slici 7.

Napomena 6.5. Primetimo da u posledǌa tri primera imamo matrice verovatno�a
prelaska beskonaqnog reda. U tom sluqaju ne mo�emo direktno dobiti rezultate
za koje, inaqe, koristimo matriqni raqun, ve� moramo malo da se ,,snalazimo”. To
�e biti jasnije kad budemo detaǉno razmatrali sluqajno lutaǌe kao lanac Markova.
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6.1.4 Jednaqine Kolmogorov - Qepmena i ǌihove posledice

Teorema 6.1. Za proizvoǉne m,n ∈ N va�e jednaqine Kologorov-Qepmena:

pij(m+ n) =
∑
k

pik(m)pkj(n). (18)

Dokaz. Za proizvoǉne doga�aje A,B,C, P (C) > 0 va�i

P (AB|C) = P (ABC)

P (C)
=
P (A|BC)P (BC)

P (C)
=
P (A|BC)P (B|C)P (C)

P (C)
= P (A|BC)P (B|C).

Iz posledǌe jednakosti i svojstva Markova sledi:

pij(m+ n) = P{Xm+n = j|X0 = i}
=

∑
k

P{Xm+n = j,Xm = k|X0 = i}

=
∑
k

P{Xm+n = j|Xm = k,X0 = i}P{Xm = k|X0 = i}

=
∑
k

P{Xm+n = j|Xm = k}P{Xm = k|X0 = i}

=
∑
k

pkj(n)pik(m).

Mo�emo da primetimo da izraz (18) zapravo predstavǉa ,,raspisano” matriqno
mno�eǌe. Iz toga sledi slede�a posledica.

Posledica 6.1.
Pm+n = PmPn, Pn = Pn, m, n ∈ N.

Napomena 6.6. Sydney Chapman (1888.-1970.) je bio britanski matematiqar i geofi-
ziqar koji je dobio ovaj rezultat nezavisno od Kolmogorova.

Primer 6.7. (razmno�avaǌe graxka)

P =

 1 0 0
1/4 1/2 1/4
0 0 1



P2 = P2 =

 1 0 0
3/8 1/4 3/8
0 0 1


P3 = P3 =

 1 0 0
7/16 1/8 7/16
0 0 1


Sad mo�emo da ,,pogodimo” (pa, ako �elimo, doka�emo indukcijom) da va�i

Pn = Pn =

 1 0 0
(1− 1/2n)/2 1/2n (1− 1/2n)/2

0 0 1


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Xta se dexava sa ovom matricom kad n→ +∞? Vidimo da va�i

lim
n→+∞

Pn = P∗,

gde je

P∗ =

 1 0 0
1/2 0 1/2
0 0 1

 .
Xta ovo znaqi za ceo sistem, tj. nasle�ivaǌe osobina kod graxka? To znaqi da �e,
posle velikog broja generacija, genotip Aa skoro sigurno nestati. Objasniti!

Primer 6.8. (sistem sa dva staǌa)

P =

[
1− p p
q 1− q

]
Za ve�baǌe, proveriti da li va�i:

Pn =
1

p+ q

[
q p
q p

]
+

(1− p− q)n

p+ q

[
p −p
−q p

]
.

6.1.5 Istorija oblasti lanaca Markova

Prvi rad iz ove oblasti je objavio sam Markov 1913. godine. Naveo je zanimǉiv
primer lanca sa dva staǌa. Posmatrao je prvih 20000 slova Puxkinove poeme
,,Evgenije Oǌegin” (poxto je, prethodno, izbacio sve interpunkcijske znake) kao
niz suglasnika i samoglasnika. Znaqi, staǌa u tom lancu su bila ,,suglasnik” i
,,samoglasnik”. Odredio je verovatno�e prelaska i dobio mogu�nost da uporedi
,,jezik poezije” i ,,svakodnevni jezik”. Vixe o ovom eksperimentu, �ivotu Markova
i prilikama u ruskoj nauci u to doba se mo�e proqitati u radu [2] i literaturi
koja se u tom radu navodi.

6.2 Staǌa kod lanaca Markova
U ovoj lekciji �emo detaǉnije razmotriti skup mogu�ih staǌa u kojima mo�e

da se na�e lanac Markova i pokuxati da napravimo nekakvu ,,hijerarhiju” me�u
ǌima.

6.2.1 Povratna i prolazna staǌa

Definicija 6.4. Neka je {Xt, t ∈ N0} lanac Markova. Staǌe i je povratno ako

P{Xn = i za neko n ≥ 1|X0 = i} = 1,

a prolazno ako je
P{Xn = i za neko n ≥ 1|X0 = i} < 1.

Definicija 6.5.

vij(n) = P{X1 ̸= j,X2 ̸= j, . . . , Xn−1 ̸= j,Xn = j|X0 = i}
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je verovatno�a doga�aja da sistem prvi put do�e u staǌe j u trenutku n, ako
je u poqetnom trenutku bio u staǌu i.

vij =
+∞∑
n=1

vij(n)

je verovatno�a dolaska sistema u staǌe j, ako je u poqetnom trenutku bio u
staǌu i.

Napomena 6.7. vij(0) = 0 (dopuna definicije), za povratno staǌe i je vii = 1, a za
prolazno vii < 1.

Teorema 6.2. Staǌe i je povratno ako i samo ako
+∞∑
n=1

pii(n) = +∞.

Dokaz. Definixemo generatorne funkcije:

Pij(s) =
+∞∑
n=0

pij(n)s
n, Vij(s) =

+∞∑
n=1

vij(n)s
n,

gde je

pij(0) =

{
1, i = j

0, i ̸= j
.

Oba reda konvergiraju za |s| < 1.
Dokazujemo da va�e jednakosti:

Pii(s) = 1 + Vii(s)Pii(s) i Pij(s) = Vij(s)Pjj(s). (19)

Neka su i i j fiksirana staǌa. Neka su doga�aji An i Bn definisani na slede�i
naqin:

An = {Xn = j}, Bn = {X1 ̸= j,X2 ̸= j, . . . , Xn−1 ̸= j,Xn = j}.
Tada va�i:

An = AnB1 ∪ AnB2 ∪ · · · ∪ AnBn.

pij(n) = P{Xn = j|X0 = i}

=
n∑

k=1

P{AnBk|X0 = i}

=
n∑

k=1

P{An|Bk}P{Bk|X0 = i}

=
n∑

k=1

pjj(n− k)vij(k).

Odatle se dobija:

Vij(s)Pjj(s) =
+∞∑
n=1

vij(n)s
n

+∞∑
m=o

pjj(m)sm

=
+∞∑
n=1

(vij(1)pjj(n− 1) + · · ·+ vij(n)pjj(0))s
n

=
+∞∑
n=1

pij(n)s
n

=

{
Pij(s), i ̸= j

Pii(s)− 1, i = j.
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Prva od jednakosti (19) mo�e da se zapixe na slede�i naqin:

Pii(s)(1− Vii(s)) = 1.

1. Smer ⇒: Ako je i povratno staǌe, onda je vii =
+∞∑
n=1

vii(n) = 1, pa je

Vii(1) = lim
s→1

Vii(s) =
+∞∑
n=1

vii(n) = 1.

Koristi se Abelova teorema: ako je an ≥ 0, n ∈ N, G(s) =
+∞∑
n=0

ans
n < +∞ za

|s| < 1, onda je lims→1G(s) =
+∞∑
n=0

an. Dobija se:

lim
s→1

Pii(s) =∞,

pa je
+∞∑
n=1

pii(n) = +∞.

2. Smer ⇐: Ako je
+∞∑
n=1

pii(n) = +∞, onda je

lim
s→1

Pii(s) = +∞,

pa je
lim
s→1

Vii(s) = 1.

Dobija se vii =
+∞∑
n=1

vii(n) = 1, xto znaqi da je i povratno staǌe.

Primer 6.9. (razmno�avaǌe graxka) U ovom sluqaju, staǌa 1 = AA i 3 = aa su
povratna, jer va�i:

∞∑
n=1

p11(n) =
∞∑
n=1

p33(n) =
∞∑
n=1

1 = +∞.

Staǌe 2 = Aa je prolazno, jer va�i:

∞∑
n=1

p22(n) =
∞∑
n=1

1
2n

= 1 < +∞.

Primer 6.10. (sistem sa dva staǌa) Ovde va�i:

∞∑
n=1

p11(n) =
∞∑
n=1

(
q

p+q
+ p

p+q
(1− p− q)n

)
= +∞,

∞∑
n=1

p22(n) =
∞∑
n=1

(
p

p+q
+ q

p+q
(1− p− q)n

)
= +∞.

Proveriti! Odatle sledi da su u ovom sluqaju oba staǌa povratna.
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6.2.2 Razlagaǌe skupa staǌa

Definicija 6.6. Neka je {Xt, t ∈ N0} lanac Markova sa skupom staǌa Z. Staǌe j ∈ Z
je dosti�no iz staǌa i ∈ Z (i komunicira sa j) ako je vij > 0. Ako je vij > 0, vji > 0
onda staǌa i i j me�usobno komuniciraju.

Definicija 6.7. Neka je E podskup skupa svih staǌa. Skup E je zatvoren ako je za
svako i ∈ E, j /∈ E pij = 0. Ako zatvoreni skup sadr�i samo jedno staǌe, onda su to
staǌe i taj skup apsorbuju�i. Skup je nerazlo�iv ako proizvoǉna dva staǌa iz
tog skupa me�usobno komuniciraju.

Definicija 6.8. Period staǌa i je

d(i) = NZD{n : pii(n) > 0}.

Staǌe i je periodiqno ako je d(i) > 1, a neperiodiqno ako je d(i) = 1.

Naredno tvr�eǌe govori o tome u kakvoj vezi mogu biti staǌa koja me�usobno
komuniciraju.

Teorema 6.3. Neka su i i j staǌa koja me�usobno komuniciraju. Staǌe i je prolazno
(povratno) akko je staǌe j prolazno (povratno).

Dokaz. Pretpostavimo da i i j me�usobno komuniciraju. Tada se u nekom broju
koraka mo�e sti�i iz i u j, i u nekom (ne obavezno istom) broju koraka se mo�e
sti�i iz j u i. Dakle,

(∃m,n ∈ N) pij(m) = a > 0, pji(n) = b > 0.

Na osnovu jednaqina Qepmen-Kolmogorova se dobija:

pii(m+ k + n) =
∑
s

pis(m)psi(k + n) =
∑
s

pis(m)
∑
r

psr(k)pri(n).

Za s = r = j se dobija

pii(m+ k + n) ≥ pij(m)pjj(k)pji(n) = abpjj(k),

a kad staǌa i i j zamene mesta:

pjj(n+ k +m) ≥ pji(n)pii(k)pij(m) = abpii(k).

Kad se sumiraju leve i desne strane posledǌe dve nejednakosti dobija se da re-
dovi

∑
k

pii(k) i
∑
k

pjj(k) istovremeno konvergiraju i divergiraju, qime je tvr�eǌe

dokazano.

Teorema 6.4. Skup staǌa se mo�e na jedinstven naqin predstaviti u obliku

E0 ∪ E1 ∪ E2 ∪ . . .

gde je E0 skup prolaznih staǌa, a E1, E2, . . . nerazlo�ivi, zatvoreni skupovi povrat-
nih staǌa.

Dokaz. Definixemo relaciju ∼ na skupu svih povratnih staǌa, na slede�i naqin:
i ∼ j ako staǌa i i j me�usobno komuniciraju (vij > 0, vji > 0). Pokazujemo da je ∼
relacija ekvivalencije:
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1. refleksivnost je oqigledna jer vii > 0 za povratno staǌe i

2. simetriqnost je oqigledna

3. tranzitivnost: iz i ∼ j, j ∼ k znaqi da vij > 0, vji > 0, vjk > 0, vkj > 0, a iz toga
sledi i vik > 0, vki > 0, tj. i ∼ k.

Dakle, ∼ je relacija ekvivalencije, pa ona razbija skup svih povratnih staǌa na
disjunktne klase ekvivalencije.

Dokazujemo da su klase ekvivalencije zatvoreni skupovi. Pretpostavimo su-
protno, tj. da za neko k Ek nije zatvoren skup. To znaqi da (∃i ∈ Ek, j /∈ Ek) pij > 0.
Poxto i i j nisu u istoj klasi ekvivalencije, oni me�usobno ne komunicira-
ju, tj. mora biti vij = 0 ili vji = 0. Poxto je vij > pij > 0, onda mora biti
vji = 0. Dokazujemo da, u tom sluqaju, staǌe i ne mo�e biti povratno. Va�i
P{X1 = i|X0 = i} = pii < 1, jer pij > 0. Za n ≥ 2 va�i:

P{Xn = i za neko n ≥ 2|X0 = i}
= P{Xn = i za neko n ≥ 2, Xk = j za neko k, 1 ≤ k < n|X0 = i}
+P{Xn = i za neko n ≥ 2, Xk ̸= j za svako k, 1 ≤ k < n|X0 = i}
= P{Xn = i za neko n ≥ 2|Xk = j za neko k, 1 ≤ k < n,X0 = i}
·P{Xk = j za neko k, 1 ≤ k < n|X0 = i}
+P{Xn = i za neko n ≥ 2|Xk ̸= j za svako k, 1 ≤ k < n,X0 = i}
·P{Xk ̸= j za svako k, 1 ≤ k < n|X0 = i}
≤ vjiP{Xk = j za neko k, 1 ≤ k < n|X0 = i}
+P{Xn = i za neko n ≥ 2|Xk ̸= j za svako k, 1 ≤ k < n}(1− pij) < 1.

Primer 6.11. (razmno�avaǌe graxka) Ovde je E0 = {Aa}, E1 = {AA}, E2 = {aa}. Sva
staǌa su neperiodiqna.

Primer 6.12. (mix u lavirintu) Ovde je E1 = {1, 2, . . . , 9}. Period svih staǌa je 2,
jer mix mo�e da se vrati u prostoriju iz koje je upravo izaxao.

6.3 Dugoroqna pravilnost u promeni staǌa kod lanaca Marko-
va

U ovoj lekciji razmatra�emo dve vrste pravilnosti u ponaxaǌu lanaca Mar-
kova: postojaǌe stacionarne raspodele i ergodiqnost.

6.3.1 Stacionarne raspodele

Definicija 6.9. Stacionarna raspodela za homogeni lanac Markova {Xt, t ∈ N0}
sa skupom staǌa Z je raspodela verovatno�a (πi), i ∈ Z,

∑
i∈Z

πi = 1 za koju va�i

p
(0)
i = P{X0 = i} = πi, i ∈ Z⇒ p

(n)
i = P{Xn = i} = πi, i ∈ Z, n ∈ N.

Napomena 6.8. (πi), i ∈ Z je stacionarna raspodela akko

πj =
∑
i∈Z

πipij(n), j ∈ Z, n ∈ N.
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Ovo daje praktiqan naqin da se odredi stacionarna raspodela: rexavaǌem matriqne
jednaqine π = π ·P.

Stacionarna raspodela daje proporciju vremena koju sistem provodi u poje-
dinaqnim staǌima do trenutka n, za veliko n. Stacionarna raspodela ne mora da
postoji, ni da bude jedinstvena.

Primer 6.13. (razmno�avaǌe graxka) Ovde je π = (π1, π2, π3). Jednakost π = π · P
ima raspisani oblik:

[
π1 π2 π3

]
=
[
π1 π2 π3

]
·

 1 0 0
1/4 1/2 1.4
0 0 1

 ,
odakle sledi

(π1, π2, π3) = (π1 + π2/4, π2/2, π2/4 + π3).

Uz uslov π1 + π2 + π3 = 1 dobija se da stacionarnih raspodela ima beskonaqno mnogo
i imaju oblik

(π1, π2, π3) = (α, 0, 1− α), α ∈ [0, 1].

Primer 6.14. (sistem sa dva staǌa) Proveriti da je u ovom sluqaju stacionarna
raspodela:

(π1, π2) =

(
q

p+ q
,

p

p+ q

)
.

Primer 6.15. (najdu�i neprekinuti niz kod bacaǌa novqi�a) Proveriti da je u
ovom sluqaju stacionarna raspodela jedinstvena i ima oblik

(π0, π1, π2, . . . ), πn =
1

2n+1
, n ∈ N0.

Primer 6.16. Probajte da smislite primer lanca Markova za koji ne postoji sta-
cionarna raspodela.

6.3.2 Ergodiqnost

U prethodnoj lekciji smo videli xta je stacionarna raspodela, a sada defi-
nixemo jedan novi pojam (ergodiqnost), a u vezi s ǌim i jox jednu vrstu graniqne
raspodele.

Definicija 6.10. Homogeni lanac Markova {Xt, t ∈ N0} sa skupom staǌa S je ergo-
diqan ako za proizvoǉna staǌa i, j ∈ S postoji

lim
n→∞

pij(n) = pj > 0,

gde pj ne zavisi od i i va�i
∑
j∈S

pj = 1.

Napomena 6.9. Ovo znaqi da ,,graniqna” matrica Pn, n→∞ ima sve vrste jednake
(xto znaqi da nije bitno iz kog staǌa se polazi, ve� samo u koje staǌe se sti�e).
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Napomena 6.10. Ako postoji ovakva graniqna raspodela (pj), j ∈ S, onda je to ujedno
i stacionarna raspodela. Zaista, ako po�emo od matriqne jednakosti

Pn+1 = Pn ·P,

onda kad n→∞ dobijamo 
v
v
...
v

 =


v
v
...
v

 ·P,
gde je v vektor koji se pojavǉuje kao ta ponovǉena vrsta graniqne matrice (tj. v =
(pj), j ∈ S je graniqna raspodela). Kad u dobijenoj matriqnoj jednakosti posmatramo
bilo koji vrstu, dobijamo da va�i

v = v ·P,

tj. da je v zaista stacionarna raspodela za taj lanac.

Sad �emo da odredimo dovoǉan uslov za ergodiqnost u sluqaju kad je skup
staǌa konaqan.

Teorema 6.5. Neka je {Xt, t ∈ N0} homogeni lanac Markova sa konaqnim skupom staǌa
S = {1, 2, . . . ,m}, za koji va�i pij ≥ δ, za neko δ > 0 i sve i, j ∈ S. Tada je lanac
{Xt, t ∈ N0} ergodiqan.

Dokaz. Iz jednaqina Kolmogorov - Qepmena sledi pozitivnost graniqnih verovat-
no�a:

pij(n) =
m∑
k=1

pik(n− 1)pkj(1) =
m∑
k=1

pik(n− 1)pkj ≥ δ
m∑
k=1

pik(n− 1) = δ

Neka je j fiksirano staǌe i

αn,j = min{p1j(n), p2j(n), . . . , pmj(n)},

βn,j = max{p1j(n), p2j(n), . . . , pmj(n)}.

Dokazujemo da va�i:

∃ lim
n→∞

αn,j = α, ∃ lim
n→∞

βn,j = β, α ≤ β

1. αn,j ≤ βn,j je oqigledno

2. Dokazujemo da je αn+1,j ≥ αn,j: opet se primeǌuju jednaqine Kolmogorov -
Qepmena, pa se dobija

pij(n+ 1) =
m∑
k=1

pikpkj(n) ≥ αn,j

m∑
k=1

pik = αn,j.

3. Dokazujemo da je βn+1,j ≤ βn,j: iz jednaqina Kolmogorov - Qepmena, pa se
dobija

pij(n+ 1) =
m∑
k=1

pikpkj(n) ≤ βn,j
m∑
k=1

pik = βn,j.

61



Dokazujemo da je α = β: pij(n + 1) =
m∑
k=1

pikpkj(n). Prvi qlan na desnoj strani je

≥ δ, a svaki od preostalih je ≥ αn,j, a bar jedan od ǌih je jednak βn,j (neka je
pk0j(n) = βn,j). Tada va�i

pij(n+ 1) ≥ αn,j

m∑
k=1

pik − αn,jpik0 + pik0βn,j

= αn,j

m∑
k=1

pik + pik0(βn,j − αn,j)

≥ αn,j

m∑
k=1

pik + δ(βn,j − αn,j)

S druge strane, svaki od qlanova pkj(n) ≤ βn,j, a bar jedan od ǌih je jednak αn,j

(neka je pk1j(n) = αn,j).

pij(n+ 1) ≤ βn,j
m∑
k=1

pik − βn,jpik1 + pik1αn,j

= βn,j
m∑
k=1

pik + pik1(αn,j − βn,j)

≤ βn,j
m∑
k=1

pik + δ(αn,j − βn,j)

Odatle sledi

βn+1,j − αn+1,j ≤ (βn,j − αn,j)(1− 2δ), n ∈ N
⇒ βn,j − αn,j → 0, n→∞
⇒ α = β = lim

n→∞
pij(n).

Sad dokazujemo jednu posledicu prethodne teoreme, koja �e malo da ,,olabavi”
dovoǉan uslov.

Teorema 6.6. Neka je {Xt, t ∈ N0} homogeni lanac Markova sa konaqnim skupom staǌa
S = {1, 2, . . . ,m}, za koji va�i pij(r) ≥ δ, za neke δ > 0 i r ∈ N i sve i, j ∈ S. Tada je
lanac {Xt, t ∈ N0} ergodiqan.

Dokaz. Neka je Yt = Xtr. Tada je, na osnovu prethodne teoreme, {Yt, t ∈ N0} ergodiqan
lanac. Dakle, ∃ limn→∞ pij(nr) = pj, pri qemu pj ne zavisi od i.

Opet koristimo jednaqine Kolmogorov - Qepmena:

pij(nr + 1) =
m∑
k=1

pikpkj(nr)→ pj
m∑
k=1

pik = pj, n→∞,

pij(nr + 2) =
m∑
k=1

pikpkj(nr + 1)→ pj
m∑
k=1

pik = pj, n→∞,

. . .

pij(nr + r − 1)→ pj, n→∞.

Odavde sledi da pij(n)→ pj, n→∞ za svako n, xto znaqi da je lanac {Xt, t ∈ N0}
ergodiqan.
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Primer 6.17. (primer ergodiqnog lanca) U prvoj kutiji nalaze se dve bele kuglice,
a u drugoj dve crne. Izvodi se slede�a operacija, koja se sastoji od dva koraka:

1. prvi korak: iz prve kutije se sluqajno bira jedna kuglica i prebacuje u drugu
kutiju;

2. drugi korak: iz druge kutije se sluqajno bira jedna kuglica i prebacuje u prvu
kutiju.

Neka je Xt broj belih kuglica u prvoj kutiji posle t operacija. Tada je {Xt, t ∈ N}
ergodiqan lanac Markova.

U ovom sluqaju, skup staǌa je S = {0, 1, 2}. Svi mogu�i prelazi iz jednog staǌa u
drugo nacrtani su na Slici 1.

Slika 11:
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Odatle se dobija da je matrica verovatno�a prelaska:

P =

1/3 2/3 0
1/6 2/3 1/6
0 2/3 1/3

 =
1

6

2 4 0
1 4 1
0 4 2


Prvo treba odrediti matricu

Pn =
1

6n

2 4 0
1 4 1
0 4 2

n

=
1

6n
Cn

Odre�ujemo karakteristiqne vrednosti matrice C:

det(C− λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 4 0
1 4− λ 1
0 4 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = λ(2− λ)(λ− 6)

Dakle, karakteristiqne vrednosti su λ1 = 0, λ2 = 2, λ3 = 6.
Sad za svaku od karakteristiqnih vrednosti odre�ujemo odgovaraju�i karakteri-

stiqni vektor.

1. za λ1 = 0: [
p q r

]
·

2 4 0
1 4 1
0 4 2

 = 0 ·
[
p q r

]
Rexeǌe ima oblik (p,−2p, p), pa je jedan karakteristiqni vektor v1 = (1,−2, 1).

2. za λ2 = 2: [
p q r

]
·

2 4 0
1 4 1
0 4 2

 = 2 ·
[
p q r

]
Rexeǌe ima oblik (p, 0,−p), pa je jedan karakteristiqni vektor v2 = (1, 0,−1).

3. za λ3 = 6: [
p q r

]
·

2 4 0
1 4 1
0 4 2

 = 6 ·
[
p q r

]
Rexeǌe ima oblik (p, 4p, p), pa je jedan karakteristiqni vektor
v3 = (1, 4, 1).

Dobija se:

Cn = B−1 ·

0 0 0
0 2n 0
0 0 6n

 ·B,
gde je

B =

1 −2 1
1 0 −1
1 4 1

 .
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Va�i:

B−1 =
1

12

 4 6 2
−2 0 2
4 −6 2

 =
1

6

 2 3 1
−1 0 1
2 −3 1


pa se dobija

Cn =
1

6

 2 3 1
−1 0 1
2 −3 1

 ·
0 0 0
0 2n 0
0 0 6n

 ·
1 −2 1
1 0 −1
1 4 1

 =
1

6

3 · 2n + 6n 4 · 6n 6n − 3 · 2n
6n 4 · 6n 6n

6n − 3 · 2n 4 · 6n 6n + 3 · 2n


Na kraju,

Pn =
1

6n
Cn =

1

6

 3/3n + 1 4 −3/3n + 1
1 4 1

−3/3n + 1 4 3/3n + 1

 =
1

6

 3/3n 0 −3/3n
0 0 0

−3/3n 0 3/3n

+
1

6

1 4 1
1 4 1
1 4 1


Kad n→∞, onda va�i:

Pn → 1

6

1 4 1
1 4 1
1 4 1


Dobili smo graniqnu matricu qije su sve vrste jednake, xto potvr�uje da je lanac
ergodiqan. Graniqna raspodela je:

(p1, p2, p3) =
1

6
(1, 4, 1) =

(
1

6
,
2

3
,
1

6

)
.

Primer 6.18. (primer lanca koji nije ergodiqan) Proveriti za razmno�avaǌe grax-
ka!

6.4 Sluqajno lutaǌe kao lanac Markova
Sad �emo detaǉnije razmotriti sluqajno lutaǌe kao lanac Markova i pokus-

hati da primenimo razliqita tvr�eǌa koja smo do sada formulisali. Ovaj sluqaj
specijalno izdvajamo jer je matrica verovatno�a prelaska beskonaqna, pa ne moz-
hemo da koristimo matriqni raqun.

Qestica kre�e iz nule skoro sigurno i pravi korak u pozitivnom smeru sa
verovatno�om p, a u negativnom sa verovatno�om 1 − p. Sn, za n ∈ N, predstavǉa
polo�aj qestice u trenutku n.

P{Xk = 1} = p, P{Xk = −1} = 1− p, k ∈ N

S0 = 0 s.s., Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn, n ∈ N

Tada je {Sn, n ∈ N} lanac Markova sa skupom staǌa Z. Daǉe odre�ujemo osobine
ovog lanca.

1. poqetna raspodela:
p
(0)
0 = 1, p

(0)
i = 0 za i ̸= 0

(sledi iz qiǌenice da qestica polazi iz nule skoro sigurno)
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2. verovatno�e prelaska:

pij =


p, j = i+ 1

1− p, j = i− 1

0, j ̸= i+ 1, i− 1

3. verovatno�e prelaska u n koraka: Ako je napravǉeno x koraka u pozitivnom
i y koraka u negativnom smeru, onda je

x+ y = n, x− y = j − i,

odakle se dobija

x =
n+ j − i

2
, y =

n− j + i

2

Kad iskoristimo qiǌenicu da broj koraka mora biti ceo, dobijamo:

pij(n) =

{
0, n+ j − i neparan broj(

n
n+j−i

2

)
p

n+j−i
2 (1− p)n−j+i

2 , n+ j − i paran broj

4. klasifikacija staǌa: Ovde �emo iskoristiti Stirlingovu aproksimaciju
faktorijela.

pii(2n) =

(
2n

n

)
pn(1− p)n

=
(2n)!

(n!)2
pn(1− p)n

∼ (2n)2ne−2n
√
4πn

n2ne−2n2πn
pn(1− p)n

=
(4p(1− p))n√

πn
, n→∞

Za svako n ∈ N0 va�i pii(2n+ 1) = 0. Imamo dva sluqaja.

(a) p = 1
2
: pii(2n) = 1√

πn
, pa odgovaraju�i red divergira, xto znaqi da je

i povratno staǌe; poxto to va�i za proizvoǉno staǌe i, sva staǌa su
povratna;

(b) p ̸= 1
2
: 4p(1 − p) < 1, pa odgovaraju�i red konvergira, xto znaqi da je

i prolazno staǌe; poxto to va�i za proizvoǉno staǌe i, sva staǌa su
prolazna.

5. odre�ivaǌe vij: Opet imamo dva sluqaja.

(a) i < j: Zbog nezavisnosti koraka u lutaǌu va�i

vij = vj−i
01 .

Korak u pozitivnom smeru se mo�e napraviti direktno ili kao korak u
negativnom, pa dva koraka u pozitivnom smeru. Odatle se dobija jednac-
hina

v01 = p+ (1− p)v201,
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qija su rexeǌa p/(1− p) i 1. Dakle,

v01 =

{
p

1−p
, 0 ≤ p ≤ 1

2

1, 1
2
≤ p ≤ 1

vij =


(

p
1−p

)j−i

, 0 ≤ p ≤ 1
2

1, 1
2
≤ p ≤ 1

(b) i > j: p i 1− p razmeǌuju mesta, pa se dobija

vij =


(

p
1−p

)j−i

, 1
2
≤ p ≤ 1

1, 0 ≤ p ≤ 1
2

Qestica mo�e da ostane u istom staǌu i tako xto napravi korak u po-
zitivnom smeru pa se vra�a iz staǌa i+ 1 u staǌe i, ili tako xto prvo
napravi korak u negativnom smeru, pa se onda vra�a iz staǌa i − 1 u
staǌe i. Zbog toga se dobija niz jednakosti:

vii = pvi+1,i + (1− p)vi−1,i

=

{
p · 1 + (1− p) p

1−p
, 0 ≤ 1

2
≤ 1

p · 1−p
p

+ (1− p) · 1, 1
2
≤ p ≤ 1

=

{
2p, 0 ≤ 1

2
≤ 1

2(1− p), 1
2
≤ p ≤ 1

= 1− |2p− 1|.

Odatle se na drugi naqin dobija klasifikacija staǌa.

6.5 Procesi granaǌa
Procesi granaǌa su vrsta lanaca Markova, koja ima zanimǉive primene u

raznim oblastima �ivota. Rad sa ovim procesima je malo drugaqiji od tehnika
koje smo do sada upoznali.

6.5.1 Prosti proces granaǌa

Prosti proces granaǌa se mo�e neformalno opisati na slede�i naqin:
Populacija poqiǌe od jedne jedinke, koja se u nekom trenutku raspada na (ra�a)

familiju jedinki iste vrste. To se daǉe nastavǉa kroz generacije. Vrednost procesa
u trenutku (generaciji) n se definixe kao broj jedinki ro�enih u n-toj generaciji.

Jedan primer evolucije procesa je nacrtan na Slici 1. Pretpostavke su:

1. veliqine familija (broj potomaka u familiji) su nezavisne sluqajne veli-
qine;

2. veliqine familija su jednako raspodeǉene sluqajne veliqine sa vrednostima
u skupu N0 = {0, 1, 2, . . . } i ta raspodela je poznata.

Formalni opis procesa dat je slede�om definicijom.
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Definicija 6.11. Neka je {Ynj, n, j ∈ N} familija nezavisnih sluqajnih veliqina sa
vrednostima u skupu N0 i istom raspodelom

pk = P{Yn,j = k}, k ∈ N0.

Sluqajni proces {Xn, n ∈ N0}, definisan sa:

X0 = 1,

X1 = Y1,1,

X2 = Y2,1 + Y2,2 + · · ·+ Y2,X1 ,

. . .

Xn = Yn,1 + Yn,2 + · · ·+ Yn,Xn−1 ,

. . .
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zove se prost proces granaǌa.

Sluqajna veliqina Yn,j predstavǉa broj jedinki u n-toj generaciji koje su po-
tomci j-te jedinke u n− 1-voj generaciji.

Neke karakteristiqne primene ovog procesa su:

• Istorijski prva primena ovog procesa odnosi se na odr�avaǌe porodiqnog
prezimena kroz generacije (broje se muxki potomci u porodici). Taj pro-
blem je opisan u radu Galtona (Francis Galton (1822.-1911.)) i Votsona (Henry
William Watson (1827.-1903.)). Iz prepiske Galtona i Votsona o problemu na-
sle�ivaǌa aristokratskih prezimena 1873. nastaje rad “On the probability of
extinction of families” iz 1874. Tre�e ime koje se pomiǌe je Iréné-Jules Bienaymé
(1796.-1878.). Proces granaǌa ima i razne druge (komplikovanije) primene
u genetici.

• Primena u fizici odnosi se na nuklearne reakcije (rani model za raspad
neutrona ). Preciznije, neutron se raspada na m drugih sa verovatno�om p,
a apsorbuje se sa verovatno�om 1− p, pa se u tom kontekstu pojavǉuje proces
granaǌa.

• Proces granaǌa se primeǌuje u teoriji masovnog opslu�ivaǌa. Ovde je nulta
generacija korisnik usluge koji dolazi pred prazan xalter, prva generacija
su korisnici koji pristignu dok se on ne uslu�i, itd.

Interesantna pitaǌa vezana za proces granaǌa su:

1. odre�ivaǌe verovatno�e doga�aja da posmatrana populacija opstane do n-te
generacije:

P{Xn ̸= 0}

2. odre�ivaǌe verovatno�e doga�aja da posmatrana populacija opstane kroz
beskonaqno mnogo generacija:

P

(+∞⋂
n=1

{Xn ̸= 0}
)

3. odre�ivaǌe verovatno�e doga�aja da posmatrana populacija izumre najka-
snije do n-te generacije:

P{Xn = 0}

4. odre�ivaǌe verovatno�e doga�aja da posmatrana populacija izumre nekad u
budu�nosti:

P

(
+∞⋃
n=1

{Xn = 0}

)

6.5.2 Generatorne funkcije (podsetnik)

Ovde su navedene najva�nije osobine generatornih funkcija, koje se koriste
pri izvo�eǌu osobina prostog procesa granaǌa.
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Teorema 6.7. Neka su X1, X2, . . . , Xn, n ∈ N nezavisne sluqajne veliqine sa istom
raspodelom i neka je GX1 generatorna funkcija svake od ǌih. Neka je N sluqajna ve-
liqina sa vrednostima u N0, nezavisna od X1, X2, . . . , Xn, sa generatornom funkcijom
GN , i

SN = X1 +X2 + · · ·+XN , S0 = 0.

Tada va�i:
GSN

(s) = GN (GX1(s)) .

Napomena 6.11. Ako je broj sabiraka 0, onda je sluqajna suma jednaka 0.

Dokaz.

GSN
(s) = E

(
sSN
)

= E
(
E
(
sSN |N

))
=

+∞∑
n=0

E
(
sSn
)
P{N = n}

=
+∞∑
n=0

E
(
sX1+X2+···+Xn

)
P{N = n}

=
+∞∑
n=0

(
E
(
sX1
)n)

P{N = n} (nezavisnost)

=
+∞∑
n=0

(GX1(s)
n)P{N = n}

= GN (GX1(s))

Posledica 6.2.
E(SN) = E(N)E(X1).

Dokaz.
E (SN) = G′

SN
(1)

G′
SN

(s) = (GN (GX1(s)))
′

= G′
N (GX1(s))G

′
X1
(s)

E (SN) = G′
N (GX1(1))G

′
X1
(1)

= G′
N(1)G

′
X1
(1)

= E(N)E(X1)

Primer 6.19. Patka snese N jaja, gde je N ∈ P(λ). Iz svakog jajeta se, nezavisno
od ostalih, izlegne paqe sa verovatno�om p ∈ (0, 1). Odrediti raspodelu i matema-
tiqko oqekivaǌe broja paqi�a. (rexeǌe:λp)
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6.5.3 Proces granaǌa kao lanac Markova

Prosti proces granaǌa {Xn, n ∈ N0} je lanac Markova sa skupom staǌa N0.
Prelasci iz jednog staǌa u drugo nacrtani su na Slici 2.

Verovatno�a prelaska iz staǌa i u staǌe j, i, j ∈ N0 se mogu dobiti na slede�i
naqin:

pij = P{Xn = j|Xn−1 = i}
= P{Yn,1 + Yn,2 + · · ·+ Yn,i = j}

=
1

j!

∂j((GY1,1(s))
i)

(∂s)j
|s=0

6.5.4 Verovatno�a izumiraǌa populacije

Odre�ujemo verovatno�u doga�aja da posmatrana populacija izumre nekad u
budu�nosti,

P

(+∞⋃
n=1

{Xn = 0}
)
.

Prvo dokazujemo jedno pomo�no tvr�eǌe.

Lema 6.1. Neka su G(s) i GXn(s) generatorne funkcije sluqajnih veliqina Y1,1 i Xn,
redom,

An = {Xn = 0}, A =
+∞⋃
n=1

{Xn = 0}.

Tada va�i:

1. GXn(s) = G(GXn−1(s))

2. E(Xn) = (G′(1))n

3.

lim
n→∞

E(Xn) =


0, G′(1) < 1

1, G′(1) = 1

+∞, G′(1) > 1

4. P (A) = limn→+∞ P (An)

Dokaz. 1. Iz Xn = Yn,1 + Yn,2 + · · · + Yn,Xn−1 i jedne od prethodnih teorema sledi
GXn(s) = GXn−1 (G(s)), a va�i i GX0(s) = s. Daǉe se dokazuje matematiqkom
indukcijom:

• n = 1: GX1(s) = G(s), po definiciji procesa;

• n = 2: GX2(s) = GX1(G(s)) = G(G(s)) = G(GX1(s));

• n− 1⇒ n: GXn(s) = GXn−1(G(s)) = G(GXn−2(G(s))) = G(GXn−1(s));

2. E(Xn) = E(Xn−1)E(Y1,1), daǉe indukcijom;

3. direktno iz (2);
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4. iz {Xn = 0} ⊂ {Xn+1 = 0} ⊂ . . . sledi da je (An) rastu�i niz doga�aja, odakle
se dobija

P (A) = P

(
+∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→+∞
P (An).

Teorema 6.8. Verovatno�a izumiraǌa populacije kod prostog procesa granaǌa je:

P (A) =

{
1, G′(1) ≤ 1,

p, G(p) = p, p ∈ [0, 1), G′(1) > 1.

Dokaz. Lako se proverava da je na intervalu [0, 1] funkcija G neprekidna, neopa-
daju�a i konveksna.

1. Dokazujemo da je a = P (A) rexeǌe jednaqine G(s) = s. Neka je an = P (An).
Tada va�i:

An ⊂ An+1 ⇒ an ≤ an+1.

Niz (an) je neopadaju�i, limn→+∞ an = a. Po prethodnoj lemi je

GXn+1(s) = G(GXn(s)),

pa se za s = 0 dobija GXn+1(0) = G(GXn(0)), tj. an+1 = G(an). Na osnovu pret-
hodnog i neprekidnosti funkcije G dobija se

a = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

G(an) = G
(
lim
n→∞

an

)
= G(a),

odakle sledi a = G(a).

2. Dokazujemo da je a najmaǌe od rexeǌa ove jednaqine. Ako je q, q ∈ [0, 1] pro-
izvoǉno rexeǌe, onda je

a1 = G(a0) = G(0) ≤ G(q) = q, ( jer je a0 = P{X0 = 0} = 0)

a2 = G(a1) ≤ G(q) = q,

. . .

an = G(an−1) ≤ G(q) = q

Znaqi, an ≤ q za svako n ∈ N, pa je a = limn→∞ an ≤ q.

3. G je konveksna funkcija na [0, 1], neprekidna, pa krive y = G(s) i y = s mogu
imati najvixe dve zajedniqke taqke, od kojih je jedna s = 1 (jer je G(1) = 1)
(Slika 3), odakle sledi tvr�eǌe teoreme.

Primer 6.20. Neka je {Xn, n ∈ N0} prosti proces granaǌa, takav da je

pk = P{Y1,1 = k} = p(1− p)k, k ∈ N0, p ∈ (0, 1), p ̸= 1

2
.

Odrediti verovatno�u izumiraǌa populacije. (Rexeǌe: 1 za p > 1/2 i p/(1 − p) za
p < 1

2
)
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6.6 Lanci Markova sa neprekidnim vremenom
Sad definixemo lance Markova u neprekidnom vremenu i navodimo osnovne

osobine.

6.6.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 6.12. Sluqajni proces {X(t), t ≥ 0} sa skupom staǌa Z za koji va�i
svojstvo Markova:

P{X(tn) = j|X(t1) = i1, X(t2) = i2, . . . , X(tn−1) = i} = P{X(tn) = j|X(tn−1) = i},

za sve n ∈ N, i, j, i1, i2, · · · ∈ Z i svaku podelu 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn je lanac Markova
u neprekidnom vremenu sa prebrojivim skupom staǌa.

Verovatno�e prelaska pij(s, t) definisane su za 0 ≤ s ≤ t i i, j ∈ Z:

pij(s, t) = P{X(t) = j|X(s) = i}.

Lanac je homogen ako je pij(s, t) = pij(0, t− s) = pij(t− s).
Raspodele proizvoǉnih zaseka lanaca Markova sa neprekidnim vremenom se

raqunaju isto kao i u diskretnom sluqaju.
Tako�e, na isti naqin kao u diskretnom sluqaju, pokazuje se da va�e jednaqine

Kolmogorov-Qepmena:

pij(s+ t) =
∑
k

pik(s)pkj(t), za sve s, t > 0, i, j ∈ Z.

Neki karakteristiqni primeri ovih procesa:

Primer 6.21. (homogeni Puasonov proces sa intenzitetom λ) Kad t→ 0:

pi,i+1(t) = λt+ o(t),

pi,i(t) = 1− λt+ o(t),

pi,i+k(t) = o(t), k ≥ 2,

pi,j(t) = 0, i > j

Primer 6.22. (proces granaǌa kod koga se promene broja jedinki dexavaju u proiz-
voǉnim vremenskim trenucima) Populacija poqiǌe od jedne jedinke, a k-ta jedinka
koje pripadaju populaciji u trenutku t u intervalu [t, t + s) ra�a Yk jedinki sa ve-
rovatno�om µs + o(s) gde je {Yn, n ∈ N} niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom
raspodelom i skupom vrednosti N0.

Primer 6.23. (procesi ra�aǌa i umiraǌa) Ovo je sliqno prethodnom primeru, sa-
mo xto se dodatno pretpostavi da svaka od jedinki koje pripadaju populaciji u
trenutku t u intervalu [t, t+ s) umire sa verovatno�om λs+ o(s).

Primer 6.24. (predatori i plen) Prethodni primer se mo�e jox vixe zakompli-
kovati tako xto se pretpostavi da postoje dve razliqite populacije: predatori
(koji se razmno�avaju u skladu sa jednom raspodelom) i plen (koji se razmno�ava
u skladu sa drugom raspodelom). Novi uslov je da predatori ubijaju plen (u skladu
sa tre�om raspodelom, koja zavisi od veliqine populacije predatora). Tako se cela
stvar jox vixe komplikuje.

Primer 6.25. (radioaktivni raspad qestica) O ovom primeru se mo�e detaǉnije
proqitati u kǌizi [5].
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6.6.2 Diferencijalne jednaqine Kolmogorova

Kad radimo sa neprekidnim procesima, dobijamo mogu�nost da koristimo re-
zultate dobijene diferencijalno - integralnim raqunom. Ovde �emo razmotriti
jedan rezultat tog tipa, koji ima znaqajnu primenu u razliqitim oblastima (iz-
me�u ostalog, u osiguraǌu i finansijskoj matematici).

Ako su verovatno�e prelaska pij(t), t ≥ 0 diferencijabilne po t, tada va�i:

λii = p′ii(0) = lim
h→0

pii(h)− pii(0)
h

= lim
h→0

pii(h)− 1

h
= −λi ≤ 0,

λij = p′ij(0) = lim
h→0

pij(h)− pij(0)
h

= lim
h→0

pij(h)

h
≥ 0, i ̸= j.

Teorema 6.9. Neka je {X(t), t ≥ 0} lanac Markova sa neprekidnim vremenom i ko-
naqnim skupom staǌa S, verovatno�e prelaska pij(t), t ≥ 0 diferencijabilne po t,
λij = p′ij(0) za i, j ∈ S. Tada va�i:

1. obrnuti sistem diferencijalnih jednaqina Kolmogorova:

p′ij(t) =
∑
k∈S

λikpkj(t), i, j ∈ S,

2. direktni sistem diferencijalnih jednaqina Kolmogorova:

p′ij(t) =
∑
k∈S

pik(t)λkj, i, j ∈ S,

Dokaz. Neka je S = {1, 2, . . . ,m}. Tada va�i, na osnovu jednaqina Kolmogorov-
Qepmena:

pij(t+ h) =
m∑
k=1

pik(h)pkj(t) =
m∑
k=1

pik(t)pkj(h).

Odatle sledi:

pij(t+ h)− pij(t)
h

=
m∑
k=1

pik(h)−pik(0)
h

pkj(t)

=
m∑
k=1

pik(t)
pkj(h)−pkj(0)

h
.

Postojaǌe graniqne vrednosti desne strane povlaqi postojaǌe graniqne vredno-
sti leve strane, pa sledi:

∃ lim
h→0

pij(t+ h)− pij(t)
h

= p′ij(t).

Napomena 6.12. Uz neke dodatne uslove tvr�eǌe va�i i za lanac sa prebrojivo
mnogo staǌa. Kompletan dokaz za opxti sluqaj se mo�e na�i u kǌizi [7].
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7 Sluqajni procesi sa ortogonalnim priraxtajima
U ovoj lekciji �emo detaǉnije razmotriti sluqajne procese sa ortogonalnim

priraxtajima, koje smo ve� definisali na poqetku kursa.

7.1 Definicija i osnovna svojstva
Definicija 7.1. Kompleksni sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je proces sa ortogonal-
nim priraxtajima ako je va�e uslovi:

1.
E|X(t)−X(s)|2 < +∞, za t, s ∈ T,

2.
E(X(t4)−X(t3))(X(t2)−X(t1)) = 0, za t1 < t2 ≤ t3 < t4.

Definicija 7.2. Kompleksni sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je proces sa nekoreli-
sanim priraxtajima ako je va�e uslovi:

1.
E|X(t)−X(s)|2 < +∞, za t, s ∈ T,

2.
E(X(t4)−X(t3))(X(t2)−X(t1)) = E(X(t4)−X(t3))E(X(t2)−X(t1)),

za t1 < t2 ≤ t3 < t4.

Primer 7.1. Vinerov proces ima ortogonalne i nekorelisane priraxtaje, a Puaso-
nov proces ima nekorelisane priraxtaje. Proveriti!

Osobine:

• Ako je {X(t)} sluqajni proces sa nekorelisanim priraxtajima, onda je

{X∗(t)}, X∗(t) = X(t)− EX(t)

sl. proces sa ortogonalnim i nekorelisanim priraxtajima. Nadaǉe �e se
qesto pretpostavǉati EX(t) = 0.

• Ako je {X(t)} L2-proces sa nezavisnim priraxtajima, onda on ima i nekore-
lisane priraxtaje.

7.2 Strukturna funkcija
Svakom sluqajnom procesu sa ortogonalnim priraxtajima mo�emo da dodelimo

jednu (nesluqajnu) funkciju, koju zovemo strukturna funkcija. Sad �emo videti
kako se funkcija definixe i koje su ǌene osnovne osobine. Znaqaj i uloga ove
funkcije �e se razjasniti u nastavku kursa.

Definicija 7.3. Neka je {X(t), t ∈ T} sluqajni proces sa ortogonalnim priraxtaji-
ma i t0 ∈ T , fiksirano. Strukturna funkcija procesa {X(t)} (u odnosu na poqetnu
taqku t0) je

Ft0(t) =

{
E|X(t)−X(t0)|2, t ≥ t0;

−E|X(t)−X(t0)|2, t < t0.
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Osobine strukturne funkcije:

•
Ft0(t)− Ft0(s) = Fs(t).

Dokaz. Neka je s ≤ t. Tada je

Ft0(t)− Ft0(s) =


E|X(t)−X(t0)|2 − E|X(s)−X(t0)|2, t0 ≤ s;

E|X(t)−X(t0)|2 + E|X(s)−X(t0)|2, s < t0 ≤ t;

−E|X(t)−X(t0)|2 + E|X(s)−X(t0)|2, t0 > t.

U prvom sluqaju se dobija (a sliqno i u preostala dva):

E|X(t)−X(t0)|2 − E|X(s)−X(t0)|2

= E|X(t)|2 − EX(t)X(t0)− EX(t)X(t0)− E|X(s)|2 + EX(s)X(t0) + EX(s)X(t0)

= E(X(t)−X(s))(X(s)−X(t0)) + E(X(t)−X(s))(X(s)−X(t0))

+E|X(s)|2 + E|X(t)|2 − EX(t)X(s)− EX(t)X(s)

= E|X(t)−X(s)|2 = Fs(t).

Poxto rezultat ne zavisi od poqetne taqke, koristi se i malo drugaqija
definicija:

F (t)− F (s) =

{
E|X(t)−X(s)|2, t ≥ s;

−E|X(t)−X(s)|2, t < s,
(20)

xto se kra�e oznaqava dF (t) = E|dX(t)|2.

• Strukturna funkcija je nesluqajna, ograniqena, neopadaju�a funkcija (sle-
di iz (20)), iz qega sledi da ima levu i desnu graniqnu vrednost u svakoj
taqki.

• L2-proces je L2-neprekidan u taqki t0 sa desne (leve) strane akko je struk-
turna funkcija F neprekidna u t0 sa desne (leve) strane.

Za L2-diferencijabilnost to ne va�i - primeri su Puasonov i Vinerov pro-
ces.

7.3 Hilbertovi prostori nekih sluqajnih procesa
U vezi sa L2- procesima i procesima sa ortogonalnim priraxtajima mo�e da

se definixe nekoliko Hilbertovih prostora, koji �e nam biti potrebni za daǉi
rad.

1. H: Hilbertov prostor sluqajnih veliqina za koje va�i

E|X|2 < +∞, EX = 0.

76



2. H(X): podprostor prostora H linearno generisan sluqajnim veliqinama
X(t), t ∈ T , gde je {X(t), t ∈ T} L2-proces. Ovaj prostor se sastoji od svih
linearnih kombinacija

α1X(t1) + α2X(t2) + · · ·+ αnX(tn), t1, t2, . . . , tn ∈ T

i ǌihovih sredǌe kvadratnih graniqnih vrednosti. Ako se sluqajni proces
{X(t)} shvati kao kriva u prostoru H, onda je H(X) najmaǌi podprostor od
H koji sadr�i tu krivu. U prostoru H (pa i u ǌegovim podprostorima) va�i

•
P{X = Y } = 1⇒ X i Y su identiqne

(predstavǉaju isti element prostora).

• Skalarni proizvod je
(X, Y ) = E(XY ),

norma je
||X|| =

√
E|X|2,

a odgovaraju�e rastojaǌe

d(X, Y ) = ||X − Y ||.

• Svaki Koxijev niz konvergira u L2-smislu (konvergencija po normi).

• Svojstva L2 - procesa se mogu izraziti preko norme:
L2-neprekidnost:

||X(t)−X(t0)|| → 0, t→ t0,

L2-diferencijabilnost:∣∣∣∣∣∣∣∣X(t)−X(t0)

h
−X ′(t0)

∣∣∣∣∣∣∣∣→ 0, h→ 0,

L2-integrabilnost:
||Sn − S|| → 0, n→∞.

• Ako je proces {X(t), t ∈ T} L2-neprekidan, onda je prostor H(X) separa-
bilan. Ovo va�i zbog toga xto sluqajne veliqine X(t), t ∈ Q∩T qine gust
skup u H(X), a zbog L2-neprekidnosti mo�emo, uz proizvoǉnu taqnost,
ǌima da aproksimiramo svaki element iz H(X).

3. L2(X): Hilbertov prostor koji se sastoji od sluqajnih veliqina oblika

X(bk)−X(ak), 1 ≤ k ≤ n, −∞ < a1 < b1 < a2 < b2 < · · · < bn < +∞

pri qemu va�i E(X(bk) − X(ak)) = 0 i {X(t)} je sluqajni proces sa ortogo-
nalnim priraxtajima, ǌihovih linearnih kombinacija i sredǌe kvadratnih
graniqnih vrednosti tih linearnih kombinacija. L2(X) je podprostor pro-
stora H, pa su skalarni proizvod, norma i rastojaǌe isti kao u tom prosto-
ru.
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4. L2(F ): Neka je {X(t), t ∈ T} proces sa ortogonalnim priraxtajima, neprekidan
sa leve (desne) strane, (a, b) ∈ T konaqni ili beskonaqni interval. Tada se
strukturnoj funkciji F procesa {X(t)} mo�e pridru�iti Hilbertov prostor
L2(F ), koji se sastoji od kompleksnih funkcija ϕ za koje va�i∫ b

a

|ϕ(t)|2dF (t) < +∞.

U ovom prostoru je:

• skalarni proizvod:

(ϕ, ψ)F =

∫ b

a

ϕ(t)ψ(t)dF (t),

• norma:

||ϕ||F =

√∫ b

a

|ϕ(t)|2dF (t),

• rastojaǌe:

dF (ϕ, ψ) =

√∫ b

a

|ϕ(t)− ψ(t)|2dF (t)

• Svaka funkcija ϕ ∈ L2(F ) mo�e se dobro aproksimirati nizom stepena-
stih funkcija (deo po deo konstantnim na konaqnom intervalu),
ϕn ∈ L2(F ):

||ϕn − ϕ||F → 0, n→∞.

7.4 Stohastiqki integral nesluqajne funkcije
Neka je {X(t), t ∈ T} sluqajni proces sa ortogonalnim priraxtajima, za koji

va�i EX(t) = 0, t ∈ T , [a, b] ⊂ T . Definixemo integral

J =

∫ b

a

ϕ(t)dX(t),

gde je ϕ nesluqajna funkcija iz L2(F ), definisana na [a, b].

Napomena 7.1. Posebno nas interesuje sluqaj kad proces nije sredǌe kvadratno di-
ferencijabilan (jer se to inaqe svodi na ve� definisani integral

∫ b

a
ϕ(t)X ′(t)dt).

Primer odgovaraju�eg procesa je Vinerov proces.

Stohastiqki integral nesluqajne funkcije ϕ (u odnosu na dati proces {X(t)})
se definixe na slede�i naqin:

1. Ako je ϕ stepenasta funkcija:

ϕ(t) =


C1, a = t0 ≤ t ≤ t1;

C2, t1 < t ≤ t2;

. . .

Cn, tn−1 < t ≤ tn = b,
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za neke C1, . . . , Cn ∈ C, a = t0 < t1 < · · · < tn = b. Integral J se definixe:

J(ϕ) =
n∑

k=1

Ck(X(tk)−X(tk−1)).

Osobine ovako definisanog integrala:

(a) EJ(ϕ) =
n∑

k=1

CkE(X(tk)−X(tk−1)) = 0;

(b)

E|J(ϕ)|2 = E

∣∣∣∣ n∑
k=1

Ck(X(tk)−X(tk−1))

∣∣∣∣2
= E

(
n∑

k=1

Ck(X(tk)−X(tk−1))
n∑

j=1

Cj(X(tj)−X(tj−1))

)

= E

(
n∑

k=1

CkCk(X(tk)−X(tk−1))(X(tk)−X(tk−1))

)
=

n∑
k=1

|Ck|2E|X(tk)−X(tk−1)|2

=
n∑

k=1

|Ck|2(F (tk)− F (tk−1))

=

∫ b

a

|ϕ(t)|2dF (t) < +∞;

(c) Ako su ϕ i ψ stepenaste funkcije definisane na istim intervalima i
podintervalima:

ϕ(t) =


C1, a = t0 ≤ t ≤ t1

C2, t1 < t ≤ t2

. . .

Cn, tn−1 < t ≤ tn = b,

ψ(t) =


D1, a = t0 ≤ t ≤ t1

D2, t1 < t ≤ t2

. . .

Dn, tn−1 < t ≤ tn = b,

onda se direktno proverava da va�i

J(αϕ+ βψ) = αJ(ϕ) + βJ(ψ), α, β ∈ C.

(d)

cov(J(ϕ), J(ψ)) = E
(
J(ϕ)J(ψ)

)
= E

(
n∑

k=1

Ck(X(tk)−X(tk−1))
n∑

j=1

Dj(X(tj)−X(tj−1))

)

= E

(
n∑

k=1

CkDk(X(tk)−X(tk−1))(X(tk)−X(tk−1))

)
=

n∑
k=1

CkDkE|X(tk)−X(tk−1)|2

=
n∑

k=1

CkDk(F (tk)− F (tk−1))

=

∫ b

a

ϕ(t)ψ(t)dF (t).
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2. Ako je ϕ proizvoǉna funkcija iz L2(F ): Svaka funkcija iz L2(F ) se mo�e
aproksimirati nizom stepenastih funkcija, tj.(

∀ϕ ∈ L2(F )
)
(∃(ϕn), n ∈ N, ϕn prosta funkcija) ||ϕn − ϕ||F → 0, n→∞.

Integral J(ϕ) se definixe kao graniqna vrednost u sredǌe kvadratnom smi-
slu niza (ϕn), odnosno kroz jednakost

E|J(ϕn)− J(ϕ)|2 =
∫ b

a

|ϕn(t)− ϕ(t)|2dF (t)→ 0, n→∞.

Graniqna vrednost J(ϕ) postoji jer je (J(ϕn)) Koxijev niz:

E |J(ϕn)− J(ϕm)|2 = E

∣∣∣∣∫ b

a

ϕn(t)dX(t)−
∫ b

a

ϕm(t)dX(t)

∣∣∣∣2
= E

∣∣∣∣∫ b

a

(ϕn(t)− ϕm(t))dX(t)

∣∣∣∣2
=

∫ b

a

|ϕn(t)− ϕm(t)|2dF (t)

= ||ϕn − ϕm||2F .

Mo�e se pokazati da ovako definisani integral ne zavisi od izbora niza
(ϕn) ve� samo od graniqne funkcije. Za integral va�e iste osobine kao u
sluqaju stepenastih funkcija.

Lema 7.1. Preslikavaǌe J : L2(F )→ L2(X) je izometrija ovih prostora.

Dokaz. Dovoǉno je pokazati da ovakvo preslikavaǌe quva skalarni proizvod.

(J(ϕ), J(ψ)) = E
(
J(ϕ)J(ψ)

)
=

∫ b

a

ϕ(t)ψ(t)dF (t) = (ϕ, ψ)F .

Napomena 7.2. Ako je proces {X(t)}, za koji definixemo stohastiqki integral, bax
Vinerov proces, onda se odgovaraju�i integral jox naziva i Vinerov integral.

7.5 Znaqaj stohastiqkih integrala
Kad smo definisali Vinerov proces (Braunovo kretaǌe), pomiǌali smo i ǌe-

govu primenu u finansijama, za modelovaǌe kretaǌa cena akcija na finansijskom
tr�ixtu. Rad francuskog nauqnika Luja Baxeǉea koji se odnosi na ovu temu
naveden je kao prva ozbiǉna primena matematike u oblasti finansija. U me�u-
vremenu se finansijska matematika, kao oblast, veoma razvila i zahteva primenu
sve komplikovanijih modela i sve komplikovanijeg raqunskog aparata. Tako se
pojavila potreba da se raqunaju stohastiqki integrali ovog tipa. Ovi integra-
li qesto nemaju ,,uobiqajene” osobine integrala na koje smo navikli u realnoj
analizi. Oblast matematike koja se detaǉnije bavi osobinama ovako dobijenog
diferencijalno - integralnog raquna zove se stohastiqka analiza.
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8 Stacionarni sluqajni procesi
Stacionarne procese smo definisali na poqetku kursa, a sada �emo detaǉnije

razmotriti ǌihove osobine i znaqaj.

8.1 Definicija i osnovna svojstva
Definicija 8.1. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je strogo stacionaran ako za svako
n ∈ N i za sve t1, . . . , tn, t1 + h, . . . , tn + h ∈ T va�i da sluqajni vektori

(Xt1 , . . . , Xtn) i (Xt1+h, . . . , Xtn+h)

imaju istu raspodelu.

Definicija 8.2. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je slabo stacionaran ako je va�e
uslovi:

1. E|X(t)|2 < +∞ za t ∈ T ;

2. mX(t) = m = const.;

3. cov(X(t), X(s)) = B(t− s), t, s ∈ T .

Iz stroge stacionarnosti ne sledi slaba (jer ne mora da va�i prvi uslov), a
ni iz slabe stacionarnosti ne sledi stroga, xto se vidi iz slede�eg primera.

Primer 8.1. (primer procesa koji jeste slabo stacionaran, a nije strogo stacio-
naran) Neka je

Xn = A cos

(
π

3
n

)
+B sin

(
π

3
n

)
, n ∈ N,

gde su A i B nezavisne sluqajne veliqine sa U [−1, 1] raspodelom. Ovde je:

E(Xn) = 0,

D(Xn) = cos2
π

3
n · E(A2) + sin2 π

3
n · E(B2) < +∞,

KX(m,n) = cos2
π

3
(n−m) · E(A2),

pa je niz slabo stacionaran.
Niz nije strogo stacionaran, na primer, zbog slede�ih razmatraǌa:

X0 = A,

X1 =
1

2
A+

√
3

2
B,

P{|X0| > 1} = 0,

P{|X1| > 1} ̸= 0.

8.1.1 Kovarijaciona funkcija slabo stacionarnog sluqajnog procesa

Za kovarijacionu funkciju slabo stacionarnog sluqajnog procesa {X(t), t ∈ T}
va�i:

KX(t, s) = KX(t− s, 0) = KX(t− s).
Ona ima slede�e osobine (koje znamo od ranije, samo ih sad malo drugaqije zapi-
sujemo):
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1. KX(0) ≥ 0;

2. KX(−h) = KX(h); (hermitska simetrija)

3. |KX(h)| ≤ KX(0);

4. nenegativna definitnost:

(∀n ∈ N)(∀t1, t2, . . . , tn ∈ T )(∀z1, z2, . . . , zn ∈ C)
n∑

i=1

n∑
j=1

zizjKX(ti − tj) ≥ 0

5. Ako je kovarijaciona funkcija neprekidna u nuli, onda je ona neprekidna u
svakoj taqki.

(Ovo tvr�eǌe je dokazano ranije, u okviru lekcije o L2 - procesima.)

8.1.2 Primeri stacionarnih procesa

Primer 8.2. (niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom raspodelom) Neka je {Xn, n ∈
N} niz nezavisnih sluqajnih veliqina, E(Xi) = m = const.,D(Xi) = σ2 < +∞. Tada je

KX(i, j) = E(XiXj)−m2 = E(Xi)E(Xj)−m2 = 0, i, j ∈ N.

Primer 8.3. (kopije iste sluqajne veliqine) Neka je {Yn, n ∈ N} niz sluqajnih ve-
liqina, definisan sa Yn = Y , gde je Y sluqajna veliqina takva da E(Y ) = m =
const.,D(Y ) = σ2 < +∞. Tada je

KY (i, j) = E(YiYj)−m2 = E(Y 2)−m2 = D(Y ), i, j ∈ N.

Napomena 8.1. Izme�u ova dva primera postoji suxtinska razlika: niz {Yn} mo�e
taqno da se predvidi, a {Xn} ne mo�e.

Primer 8.4. (trigonometrijski polinomi) Neka je

Xn = A cos(ωn) +B sin(ωn), n ∈ N,

gde su A i B nezavisne sluqajne veliqine sa E(A) = E(B) = 0, D(A) = D(B) = σ2 < +∞.
Tada je E(Xn) = 0, D(Xn) = σ2, KX(m,n) = σ2 cos(ω(m − n)), pa je u pitaǌu slabo
stacionaran proces.

Primer 8.5. (sluqajni proces definisan na krugu) Neka su U i V sluqajne veliqine
sa standardnom normalnom raspodelom, nezavisne, T = [0, 2π]. Neka je

Y (t) = U sin t+ V cos t, Z(t) = −U cos t+ V sin t, X(t) = (Y (t), Z(t)).

Tada je {X(t), t ∈ T} strogo stacionaran sluqajan proces.
Rexeǌe: X(t) je sluqajni vektor sa oqekivaǌem (0, 0) i kovarijacionom matricom[

1 0
0 1

]
.

Sluqajni vektori Y (t) i Z(t) imaju normalnu raspodelu, pa i X(t) ima normalnu
raspodelu koja je jedinstveno odre�ena vektorom oqekivaǌa i kovarijacionom ma-
tricom.
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Primer 8.6. (sluqajni proces telegrafskih signala) Neka je {X(t), t ≥ 0} sluqajni
proces za koji va�i P{X(0) = 0} = P{X(0) = 1} = 1

2
. Proces oscilira izme�u staǌa

0 i 1, a promene staǌa dexavaju se u skladu sa homogenim Puasonovim procesom
{N(t), t ≥ 0} sa intenzitetom λ, nezavisnim od X(0). Tada se proces {X(t)} mo�e
prikazati kao:

X(t) =
1

2

(
1− (−1)X(0)+N(t)

)
, t ≥ 0.

E(X(t)) =
1

2
− 1

2
E

(
(−1)X(0)+N(t)

)
=

1

2
− 1

2
E

(
(−1)X(0)

)
E

(
(−1)N(t)

)
=

1

2
− 1

2

(
1

2
(−1)0 + 1

2
(−1)1

)
+∞∑
k=0

(−1)k (λt)k

k!
e−λt

=
1

2
− 1

2
· 0 =

1

2
Za t > s > 0 va�i:

KX(t, s) = E(X(t)X(s))− 1

4

= 1 · P{X(t) = X(s) = 1} − 1

4

= P{X(s) = 1, X(t)−X(s) = 0} − 1

4

= P{X(s) = 1}P{N(t)−N(s) je parno } − 1

4

=
1

2

+∞∑
k=0

e−λ(t−s)(λ(t−s))2k

(2k)!
− 1

4

=
1

2
e−λ(t−s) e

−λ(t−s) + eλ(t−s)

2
− 1

4

=
1

4
e−2λ(t−s)

Za s > t > 0 se t− s zameǌuje sa s− t, pa je:

KX(t, s) =
1

4
e−2λ|t−s|.

Primer 8.7. Neka je sluqajni proces {X(t), t ≥ 0} definisan sa:

X(t) =
1

2
+

1

2
e−tW (e2t),

gde je {W (t), t ≥ 0} Vinerov proces. Tada va�i:

E(X(t)) =
1

2
+

1

2
e−tE(W (e2t)) =

1

2
,

KX(t, s) =
1

4
e−t−sKW (e2t, e2s) =

1

4
e−t−smin{e2t, e2s} =

{
1
4
e−(t−s), 0 < s < t

1
4
e−(s−t), 0 < t < s

,

odakle se dobija KX(t, s) =
1
4
e−|t−s|.

Napomena 8.2. Za λ = 1
2
procesi iz prethodna dva primera imaju iste sredǌe vredno-

sti i kovarijacione funkcije, a potpuno razliqite trajektorije, xto je prikazano
na Slici 1.
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Slika 12:

8.2 Ergodiqnost slabo stacionarnog sluqajnog procesa
U primenama sluqajnih procesa qesto je potrebno oceniti sredǌu vrednost

(ili disperziju, kovarijacionu funkciju ili neku drugu veliqinu) na osnovu jed-
ne realizacije procesa. Na primer, ako se vrxi neki eksperiment, qesto ga nije
mogu�e na isti naqin ponoviti mnogo puta, ili su ta ponavǉaǌa skupa i neprak-
tiqna...

Neka su realizovane vrednosti x(t), t ∈ [−T, T ]. Kod stacionarnih sluqajnih
procesa sredǌa vrednost je konstantna, pa je za ǌenu ocenu prirodno uzeti

m̂T =
1

2T

∫ T

−T

x(t)dt.

(U diskretnom sluqaju ovo se svodi na sumu m̂T = 1
2T

T∑
t=−T

xt.)

U mnogim sluqajevima predlo�ena ocena konvergira u sredǌe kvadratnom smi-
slu ka m = EXt, kad T → +∞. Ova pojava se zove ergodiqnost sluqajnog procesa
u odnosu na sredǌu vrednost (izraz potiqe iz statistiqke mehanike).

Ergodiqnost se mo�e definisati i u odnosu na neku drugu veliqinu (na pri-
mer, kovarijacionu funkciju) ili u smislu na neke druge vrste konvergencije.

Razlika izme�u trajektorija ergodiqnog i neergodiqnog procesa mo�e se za-
paziti na Slici 2.

Daǉa razmatraǌa se odnose na procese sa neprekidnim parametrom (a sliqan
postupak se mo�e izvesti i za sluqajne nizove).

Definicija 8.3. Slabo stacionarni sluqajni proces {X(t), t ∈ R} je ergodiqan u
odnosu na sredǌu vrednost ako

lim
T→+∞

E

∣∣∣∣ 12T
∫ T

−T

X(t)dt−m
∣∣∣∣2 = 0.

Napomena 8.3. mt =
1
2T

∫ T

−T
X(t)dt je sluqajna veliqina.

Potreban i dovoǉan uslov za ergodiqnost dat je u slede�oj teoremi.

Teorema 8.1. Slabo stacionarni sluqajni proces {X(t), t ∈ R} je ergodiqan u odnosu
na sredǌu vrednost akko za ǌegovu kovarijacionu funkciju va�i

lim
T→+∞

1

2T

∫ 2T

−2T

(
1− |t|

2T

)
KX(t)dt = 0.
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Dokaz. Iz osobina L2-integrala sledi

E(mT ) = E

(
1

2T

∫ T

−T

X(t)dt

)
=

1

2T

∫ T

−T

E(X(t))dt = m.

Daǉim sre�ivaǌem integrala (oblasti po kojima se integrali prikazane su na
Slici 3) dobija se:

E |mT −m|2 = E

∣∣∣∣ 12T
∫ T

−T

(X(t)−m)dt

∣∣∣∣2
=

1

4T 2

∫ T

−T

∫ T

−T

KX(s, t)dtds

=
1

4T 2

∫ T

−T

∫ T

−T

KX(t− s)dtds

=
1

4T 2

(∫ 2T

0

∫ 2T−a

−2T+a

KX(a)
1

2
dbda+

∫ 0

−2T

∫ 2T+a

−2T−a

KX(a)
1

2
dbda

)
=

1

8T 2

∫ 2T

−2T

∫ 2T−|a|

−2T+|a|
KX(a)dbda

=
1

8T 2

∫ 2T

−2T

(2T − |a|+ 2T − |a|)KX(a)da

=
1

2T

∫ 2T

−2T

(
1− |a|

2T

)
KX(a)da.
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Napomena 8.4. Ako je parametarski skup [0,+∞), onda je m̂T = 1
2T

∫ 2T

0
x(t)dt, a dobija

se isti uslov.

Iz uslova ∣∣∣∣(1− |t|2T
)
KX(t)

∣∣∣∣ ≤ |KX(t)|

dobija se dovoǉan uslov za ergodiqnost.

Teorema 8.2. Slabo stacionarni sluqajni proces {X(t), t ∈ R} za qiju kovarijacionu
funkciju va�i

lim
T→+∞

1

2T

∫ 2T

−2T

|KX(t)| dt = 0

je ergodiqan u odnosu na sredǌu vrednost.

Daǉe su dati analogni rezultati koji se odnose na ergodiqnost u odnosu na
kovarijacionu funkciju.

Definicija 8.4. Slabo stacionarni sluqajni proces {X(t), t ∈ R} je ergodiqan u
odnosu na kovarijacionu funkciju ako

lim
T→+∞

E

∣∣∣∣ 12T
∫ T

−T

X∗(t+ s)X∗(s)ds−KX(t)

∣∣∣∣2 = 0.

Teorema 8.3. Slabo stacionarni sluqajni proces {X(t), t ∈ R} je ergodiqan u odnosu
na kovarijacionu funkciju akko za ǌegovu kovarijacionu funkciju va�i

lim
T→+∞

1

2T

∫ 2T

−2T

(
1− |t|

2T

)
K∗(t)dt = 0,

gde je K∗(·) kovarijaciona funkcija procesa Ys(t) = X∗(t+ s)X∗(s), t ∈ R.

8.2.1 Primeri ergodiqnih i neergodiqnih procesa

Primer 8.8. (niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom raspodelom) Ovde je:

KX(h) =

{
0, h ̸= 0

σ2, h = 0,

pa je

E|mT −m|2 =
1

2T + 1

2T∑
a=−2T

(
1− |a|

2T

)
·KX(a) =

1
2T+1

σ2 → 0, T → +∞.

Dakle, ovaj sluqajni niz je ergodiqan.

Primer 8.9. (bacaǌe sluqajno odabrane kockice) Imamo kockicu za jamb (6 strana
na kojima su brojevi od 1 do 6) i ,,kockicu tetraedar” (4 strane na kojima su brojevi
od 1 do 4). Eksperiment se sastoji od ponovǉenih bacaǌa kockice, pri qemu se u
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svakom pokuxaju na sluqajan naqin (sa jednakom verovatno�om) bira kockica koja �e
se bacati. Xn, n ∈ N je broj dobijen u n-tom bacaǌu. Definixemo doga�aje:

A : izabran je broj x
B : koristi se obiqna kockica
C : koristi se kockica tetraedar

E(Xn)
(6) : oqekivaǌe broja dobijenog pri jednom bacaǌu obiqne kockice

E(Xn)
(4) : oqekivaǌe broja dobijenog pri jednom bacaǌu tetraedra

Tada va�i

P (A) = P (A|B) · P (B) + P (A|C) · P (C) = 1

2

(
P (A|B) + P (A|C)

)

E(Xn) =
1

2
(E(Xn)

(6) + E(Xn)
(4)) =

1

2

(
1

6
· 21 + 1

4
· 10
)

=
1

2

(
7

2
+

5

2

)
= 3

Sliqno se mo�e odrediti i D(Xn).

KX(m,n) = E(XnXm)− E(Xn)E(Xm) = · · · = 0

Dakle, u pitaǌu je slabo stacionaran niz. Niz nije ergodiqan, jer se sredǌa vrednost
razlikuje u zavisnosti od realizacije (od toga koja kockica se baca).

Primer 8.10. (sluqajni proces telegrafskih signala) Direktno se proverava da vaz-
hi

1

2T

∫ 2T

−2T

(
1− |a|

2T

)
·KX(a)da =

1

8T

∫ 2T

−2T

(
1− |a|

2T

)
·e−2λ|a|da→ 0, T →∞,

odakle sledi da je ovaj proces ergodiqan.

Primer 8.11. Smisliti primer neergodiqnog procesa sa neprekidnim parametrom!

8.3 Spektralna reprezentacija slabo stacionarnog procesa i
ǌegove kovarijacione funkcije

Spektralna reprezentacija (spektalno razlagaǌe) sluqajnog procesa (u naj-
opxtijem smislu) je predstavǉaǌe tog procesa kao linearne kombinacije sinusa
i kosinusa razliqitih uglova.

Na primer, jedna spektralna reprezentacija je:

X(t) = A cos(λt) +B sin(λt) =
√
A2 +B2 sin(λt+ ϕ), ϕ = arctg(A/B),

gde su A i B neke sluqajne veliqine. U tom sluqaju je
√
A2 +B2 sluqajna ampli-

tuda a λt+ ϕ sluqajna faza.
Pogodno je izabrati sluqajne veliqine A i B tako da budu nekorelisane, jer

je u tom sluqaju jednostavno izraqunati kovarijacionu funkciju tog sluqajnog
procesa:

EX(t) = cos(λt)EA+ sin(λt)EB = mX(t),

KX(t, s) = E(X(t)X(s))−mX(t)mX(s)

= cos(λt) cos(λs)E(A2) + sin(λt) sin(λs)E(B2)−mX(t)mX(s).
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Dakle, ako je u pitaǌu opxta suma takvih qlanova, za koeficijente je pogodno
odabrati skup ortogonalnih sluqajnih veliqina.

Sliqno razmatraǌe va�i i za kovarijacionu funkciju takvog procesa.
Ako se radi o kompleksnim sluqajnim procesima, odnosno ǌihovim kovarija-

cionim funkcijama, onda �e se u toj sumi pojavǉivati qlanovi oblika

Ceiλt = C cosλt+ iC sinλt.

Tako se za sluqaj slabo stacionarnih sluqajnih procesa i nizova dobijaju
naredni rezultati.

Teorema 8.4. (Hergloc) Funkcija K : Z → C je kovarijaciona funkcija nekog slabo
stacionarnog sluqajnog niza {Xn, n ∈ Z}, EXn = 0, akko postoji konaqna mera F na
B([−π, π]), takva da va�i:

K(n) =

∫ π

−π

einλdF (λ), n ∈ Z.

Dokaz. Smer ⇒: Pretpostavimo je je K kovarijaciona funkcija. Tada je ona nene-
gativno definitna, pa va�i:

(∀N ∈ N)(∀x ∈ R)GN(x) =
1

2πN

N∑
j=1

N∑
k=1

e−ijxe−ikxK(j − k) ≥ 0.

U posledǌoj sumi razlika m = j − k se pojavǉuje N − |m| puta, pa se dobija:

GN(x) =
1

2πN

∑
|m|<N

(N − |m|)e−imxK(m) ≥ 0.

Neka je FN mera na B([−π, π]) odre�ena sa:

FN((α, β]) =

∫ β

α

GN(x)dx, −π ≤ α ≤ β ≤ π.

Mera FN je konaqna jer va�i:

FN([−π, π]) =

∫ π

−π

1

2πN

∑
|m|<N

(N − |m|)e−imxK(m)dx

=
1

2πN

∑
|m|<N

(N − |m|)K(m)
∫ π

−π
e−imxdx

= K(0) < +∞,

xto sledi iz qiǌenice ∫ π

−π

e−imxdx =

{
2π, m = 0;

0, m ̸= 0
.

88



Za FN va�i i:∫ π

−π

einxdFN(x) =

∫ π

−π

einxGN(x)dx

=

∫ π

−π

einx
1

2πN

∑
|m|<N

(N − |m|)e−imxK(m)dx

=
1

2πN

∑
|m|<N

(N − |m|)K(m)
∫ π

−π
ei(n−m)xdx

=

{
1
N
(N − |n|)K(n), |n| < N

0, |n| > N

=


(
1− |n|

N

)
K(n), |n| < N

0, |n| > N
→ K(n), N → +∞

Odatle se dobija ∫ π

−π

einxdF (x) = K(n),

gde je F graniqna funkcija.
Smer ⇐: Pretpostavimo da je K(n) =

∫ π

−π
eiλndF (λ). Tada va�i:

N∑
j=1

N∑
k=1

zjzkK(j − k) =
N∑
j=1

N∑
k=1

zjzk
∫ π

−π
ei(j−k)λdF (λ)

=

∫ π

−π

∣∣∣∣ N∑
j=1

zje
ijλ

∣∣∣∣2dF (λ) ≥ 0.

Dakle, K je nenegativno definitna, pa je K kovarijaciona funkcija.

Primer 8.12. Neka je {Xn,∈ N} niz nezavisnih sluqajnih veliqina za koje va�i
EXn = 0, DXn = 1. Tada je kovarijaciona funkcija ovog sluqajnog niza:

KX(n) =

{
1, n = 0;

0, n ̸= 0.

Ova kovarijaciona funcija se mo�e prikazati i na slede�i naqin:

KX(n) =

∫ π

−π

eiλn · 1

2π
dλ.

To va�i zbog toga xto je∫ π

−π

eiλn · 1

2π
dλ =

{
1
2π

(
sinnλ

n
|π−π +

− cosnλ
n
|π−π

)
= 0, n ̸= 0;

1, n = 0.

Odgovaraju�e tvr�eǌe koje se odnosi na neprekidne sluqajne procese formu-
lisano je u slede�oj teoremi.

Teorema 8.5. (Bohner-Hinqin) Funkcija K : R → C, neprekidna u nuli, je kovarija-
ciona funkcija nekog slabo stacionarnog sluqajnog procesa {X(t), t ∈ R}, EX(t) = 0,
akko postoji konaqna mera F na B(R), takva da va�i:

K(t) =

∫ +∞

−∞
eitλdF (λ), t ∈ R.
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Napomena 8.5. U pitaǌu su: Aleksandr Yakovlevich Khinchin (1894. - 1959.), ruski ma-
tematiqar, Gustav Herglotz (1881. - 1953.), nemaqki fiziqar i Salomon Bochner (1899.
- 1982.), ameriqki matematiqar.

Definicija 8.5. Funkcija F iz prethodne dve teoreme se zove spektralna funkci-
ja (spektralna raspodela) odgovaraju�eg slabo stacionarnog procesa. Ako postoji
f(λ) = F ′(λ) onda je funkcija f spektralna gustina.

Napomena 8.6. Spektralna funkcija F ne mora da bude raspodela verovatno�a u
klasiqnom smislu, jer, na primer, za procese sa neprekidnim parametrom va�i:

F (−∞) = 0⇒ F (+∞) = K(0).

Za spektralnu gustinu, ako postoji, va�e slede�e osobine:

1.

F (λ) =

∫ λ

−π(−∞)

f(t)dt

2. Kovarijaciona funkcija je inverzna Furijeova transformacija spektralne
gustine.

K(t) =

∫ +π(+∞)

−π(−∞)

f(λ)eiλtdλ

(I obrnuto, spektralna gustina je Furijeova transformacija kovarijacione
funkcije.)

3. Spektralna gustina je, za realne procese, simetriqna.

f(−λ) = f(λ).

Daǉe �emo navesti rezultate koji se odnose na spektralnu reprezentaciju od-
govaraju�ih sluqajnih procesa.

Teorema 8.6. Slabo stacionarni sluqajni niz {Xn, n ∈ Z}, EXn = 0, sa spektralnom
funkcijom F ima spektralnu reprezentaciju

Xn =

∫ π

−π

einλdZ(λ), n ∈ Z,

gde je {Z(λ), λ ∈ [−π, π]} neki sluqajni proces sa ortogonalnim priraxtajima, za koji
va�i E |dZ(λ)|2 = dF (λ).

Napomena 8.7. {Z(λ)} je spektralni proces koji odgovara nizu {Xn}. On je odre�en
do na aditivnu sluqajnu veliqinu. Funkcija F je, osim xto je spektralna funkcija
niza {Xn}, jox i strukturna funkcija procesa {Z}.

Teorema 8.7. Ako je kovarijaciona funkcija slabo stacionarnog sluqajnog procesa
{X(t), t ∈ R}, EX(t) = 0, sa spektralnom funkcijom F , neprekidna u nuli, onda taj
proces ima spektralnu reprezentaciju

X(t) =

∫ +∞

−∞
eitλdZ(λ), t ∈ R, (21)

gde je {Z(λ), λ ∈ R} neki sluqajni proces sa ortogonalnim priraxtajima, za koji
va�i E |dZ(λ)|2 = dF (λ).
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Napomena 8.8. Neprekidnost kovarijacione funkcije u nuli zapravo znaqi da je sluc-
hajni proces {X(t)} sredǌe kvadratno neprekidan.

U ovom sluqaju, za kovarijacionu funkciju sluqajnog niza se dobija

KX(n,m) = E

(∫ +π

−π

einλdZ(λ)

∫ +π

−π

eimµdZ(µ)

)

=

∫ +π

−π

∫ +π

−π

einλeimµE(dZ(λ)dZ(µ))

=

∫ +π

−π

einλeimλE|dZ(λ)|2

=

∫ +π

−π

einλeimλdF (λ),

tj.

KX(n−m) =

∫ +π

−π

ei(n−m)λdF (λ).

Na isti naqin, za neprekidni sluqajni proces se dobija

KX(t− s) =
∫ +∞

−∞
ei(t−s)λdF (λ).

Spektralnoj gustini mo�emo dati i malo drugaqiju interpretaciju.
Za poqetak, zamislimo da sluqajni proces {X(t)} ima spektralnu reprezenta-

ciju u obliku konaqne sume:

X(t) =
n∑

j=1

eiλjtXj,

gde su qlanovi λ1, . . . , λn nesluqajni (nesluqajne uqestanosti (frekvencije)),
a qlanovi X1, . . . , Xn su sluqajne veliqine (amplitude), za koje pretpostavǉamo
EXj = 0 i DXj = σ2

j i da su me�usobno ortogonalne. Tada va�i

DX(t) =
n∑

j=1

n∑
k=1

eiλjte−iλktE(XjXk) =
n∑

j=1

|eiλjt|2σ2
j =

n∑
j=1

σ2
j .

Mo�emo da zakǉuqimo da frekvenciji λj odgovara disperzija D(eiλjtXj) = σ2
j .

Ako uvedemo koordinatni sistem takav da na apscisnoj osi λ obele�avamo vred-
nosti frekvencija, a na ordinatnoj osi σ2 obele�avamo vrednosti odgovaraju�ih
disperzija, dobijamo spektar sluqajnog procesa (koji se, u ovom sluqaju, sastoji
od n ,,xtapi�a”). Sliqno dobijamo i spektar za n = +∞.

Da vidimo xta se dexava ako se proces {X(t)} predstavǉa integralom oblika
(21). Tada promeni frekvencije od λs do λt odgovara priraxtaj disperzije od
F (λt)− F (λs).

Ako u istom koordinatnom sistemu intervalu (λs, λt) dodelimo vrednost

F (λt)− F (λs)
λt − λs

=
∆F (λ)

∆λ
,

onda �emo za ∆λ→ 0 dobiti upravo grafik spektralne gustine.
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8.4 Dodatni materijal - spektralna reprezentacija slabo sta-
cionarnog sluqajnog niza

Ovo je dokaz spektralne reprezentacije slabo stacionarnog sluqajnog niza,
koji je po�eǉno proqitati, ali nije potrebno uqiti za ispit.

Teorema 8.8. Slabo stacionarni sluqajni niz {Xn, n ∈ Z}, EXn = 0, sa spektralnom
funkcijom F ima spektralnu reprezentaciju

Xn =

∫ π

−π

einλdZ(λ), n ∈ Z,

gde je {Z(λ), λ ∈ [−π, π]} neki sluqajni proces sa ortogonalnim priraxtajima, za koji
va�i E |dZ(λ)|2 = dF (λ).

Dokaz. Pretpostavǉamo da je DXn = 1 (u suprotnom se rezultat mno�i konstan-
tom).

Neka je HX Hilbertov prostor koji se sastoji od svih linearnih kombinacija
qlanova niza {Xn}:

a1Xm1 + a2Xm2 + · · ·+ anXmn , n ∈ N, a1, . . . , an ∈ C, m1, . . . ,mn ∈ Z.

Znamo da je ovaj prostor podprostor prostora H koji se sastoji od sluqajnih
veliqina sa konaqnim drugim momentima, i da se u ǌemu skalarni proizvod de-
finixe sa:

(X, Y ) = E(XY ).

Daǉe, neka je HF Hilbertov prostor koji se sastoji od funkcija

ϕn : R→ C, ϕn(x) = einx = cosnx+ i sinnx, x ∈ R.

Va�i ∫ π

−π

|ϕn(λ)|2dF (λ) =
∫ π

−π

dF (λ) = F (π)− F (−π) < +∞,

pa je
HF ⊂ L2(F ),

gde je L2(F ) Hilbertov prostor svih kompleksnih funkcija kvadratno integra-
bilnih u odnosu na F na intervalu [−π, π]. Skalarni proizvod u prostoru L2(F )
(koji smo definisali ranije u toku kursa) je:

(ϕ, ψ)F =

∫ π

−π

ϕ(λ)ψ(λ)dF (λ).

Sa HF oznaqavamo prostor HF koji smo dopunili svim graniqnim vrednostima
linearnih kombinacija.

Sad definixemo preslikavaǌe

µ : HF → H(X), µ(ϕj) = Xj,

tako da bude linearno, tj.

µ

(
n∑

j=1

ajϕj

)
=

n∑
j=1

ajXj.
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Preslikavaǌe µ je ,,1-1” i quva rastojaǌe, jer va�i:

(µ(ϕn), µ(ϕm)) = (Xn, Xm) =

∫ π

−π

ei(n−m)λdF (λ) = (ϕn, ϕm)F ,

a zbog linearnosti va�i i

(µ(ϕ), µ(ψ)) = (ϕ, ψ)F , ϕ, ψ ∈ HF .

Sad �emo da proxirimo domen preslikavaǌa µ. Za

u ∈ HF , u = lim
n→∞

un, un ∈ HF

definixemo
µ(u) = lim

n→∞
µ(un),

gde se graniqne vrednosti odnose na konvergenciju u odgovaraju�em prostoru.
Mo�e se pokazati da je ovako dodefinisano preslikavaǌe µ tako�e linearno i
quva rastojaǌe.

Sada definixemo sluqajni proces {Z(λ),−π < λ ≤ π} na slede�i naqin:

Z(λ) = µ(Iλ), −π < λ ≤ π,

gde je Iλ : R→ {0, 1} indikator intervala (−π, λ] (uzima vrednost 1 na tom inter-
valu, a inaqe 0).

Mo�e se pokazati (rezultat iz oblasti Furijeove analize) da je Iλ ∈ HF , pa je
Z(λ) dobro definisano.

Neka je Jα,β = Iα − Iβ indikator intervala (α, β].
Za sluqajni proces {Z(λ),−π < λ ≤ π} va�i:

• E|Z(λ)|2 < +∞ (jer Z(λ) ∈ H(X));

• proces je L2-neprekidan:

E|Z(λ+h)−Z(λ)|2 = (Z(λ+h)−Z(λ), Z(λ+h)−Z(λ)) = (Jλ,λ+h, Jλ,λ+h)F → 0, h→ 0;

• proces ima ortogonalne priraxtaje:

E(Z(a)−Z(b))(Z(c)− Z(d)) = (Z(a)−Z(b), Z(c)−Z(d)) = (Jb,a, Jd,c)F = 0, d ≤ c ≤ b ≤ a;

•
E|Z(a)− Z(b)|2 = (Jb,a, Jb,a)F =

∫ a

b

dF (λ) = F (a)− F (b).

Sad jox treba da doka�emo samu spektralnu reprezentaciju. Stohastiqki in-
tegral

I(ϕ) =

∫ π

−π

ϕ(λ)dZ(λ)

je definisan za sve funkcije ϕ : (−π, π]→ C koje pripadaju L2(F ). Treba da pokaz-
hemo da je

I(ϕ) = µ(ϕ), skoro sigurno, za ϕ ∈ HF .
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Prvo pretpostavǉamo da je ϕ stepenasta funkcija:

ϕ(x) =

{
0, x < x0 ili x ≥ xn;

cj, xj−1 ≤ x < xj
, −π < x0 < x1 < · · · < xn ≤ π, c1, . . . , cn ∈ C.

I(ϕ) =
n∑

j=1

cj(Z(xj)− Z(xj−1))

=
n∑

j=1

cj(µ(Ixj
)− µ(Ixj−1

))

=
n∑

j=1

cjµ(Jxj−1,xj
)

= µ

(
n∑

j=1

cjJxj−1,xj

)
= µ(ϕ).

Za proizvoǉno ϕ ∈ L2(F ) znamo da postoji niz stepenastih funkcija (ψn)n∈N, takvih
da

ψn → ϕ, n→∞.

Za ǌih va�i µ(ψn)→ µ(ϕ), pa se dobija I(ψn)→ I(ϕ), odakle sledi

I(ϕ) = µ(ϕ), skoro sigurno, n→∞.

Konaqno, kad odaberemo ϕ = ϕn = einλ, dobijamo

I(ϕn) = µ(ϕn) = Xn,

odakle sledi naxa tra�ena reprezentacija:∫ π

−π

einλdZ(λ) = Xn.
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9 Martingali
Na poqetku kursa naveli smo najjednostavnije definicije martingala, submar-

tingala i supermartingala. Sada �emo malo opxtije definisati i malo preci-
znije razmotriti ove pojmove.

9.1 Definicija i osnovne osobine martingala
Pretpostavǉamo da je {X(t), t ∈ T} sluqajni proces sa diskretnim parametrom,

gde je T = N ili T = N0 (ili neki ǌihov podskup), ili proces sa neprekidnim
parametrom, gde je T = [0, a] ili T = [0,+∞). Neka je ovaj proces definisan na
prostoru verovatno�a (Ω,F , P ).

Definicija 9.1. Filtracija na prostoru (Ω,F) je familija σ-algebri {Ft, t ∈ T}
za koju va�i:

1.
(∀t1, t2 ∈ T, 0 ≤ t1 ≤ t2)Ft1 ⊆ Ft2

2.

σ

(⋃
t∈T

Ft

)
⊆ F

Definicija 9.2. Prirodna filtracija {Gt, t ∈ T} sluqajnog procesa {X(t), t ∈ T}
je familija σ- algebri definisana sa

Gt = σ{X(s), 0 ≤ s ≤ t, s, t ∈ T}.

Napomena 9.1. Za fiksirano t, Gt je minimalna σ-algebra na Ω koja sadr�i sve sku-
pove oblika

{ω|X(s) ≤ x}, 0 ≤ s ≤ t, s, t ∈ T, x ∈ R.

Izdvajaju se specijalni sluqajevi:

• trivijalna σ-algebra:
G0 = {⊘,Ω};

• za T = [0, a]:
Ga = F .

Definicija 9.3. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je adaptiran u odnosu na filtraciju
{Ft, t ∈ T} ako je za svako fiksirano t ∈ T sluqajna veliqina X(t) merǉiva u odnosu
na σ-algebru Ft.

Adaptiranost se na isti naqin definixe i za sluqajne nizove.

Napomena 9.2. Definicija adaptiranosti zapravo znaqi

Gt ⊆ Ft.

Mo�e se primetiti da je svaki proces adaptiran u odnosu na svoju prirodnu fil-
traciju.
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Definicija 9.4. Sluqajni proces {X(t), t ∈ T} je martingal u odnosu na filtraciju
{Ft, t ∈ T} ako va�e uslovi:

1. Proces {X(t), t ∈ T} je adaptiran u odnosu na filtraciju {Ft, t ∈ T}.

2. E|X(t)| < +∞ za t ∈ T .

3. E(X(t)|Fs) = X(s), skoro sigurno, za sve 0 ≤ s ≤ t, s, t ∈ T .
Ako se tre�i uslov zameni uslovom

E(X(t)|Fs) ≤ X(s), skoro sigurno, za sve 0 ≤ s ≤ t, s, t ∈ T

dobija se supermartingal. Ako se tre�i uslov zameni uslovom

E(X(t)|Fs) ≥ X(s), skoro sigurno, za sve 0 ≤ s ≤ t, s, t ∈ T

dobija se submartingal.

Za sluqajne nizove definicija dobija malo jednostavniji oblik.

Definicija 9.5. Sluqajni niz {Xn, n ∈ N0} je martingal u odnosu na filtraciju
{Fn, n ∈ N0} ako va�e uslovi:

1. Niz {Xn, n ∈ N0} je adaptiran u odnosu na filtraciju {Fn, n ∈ N0}.

2. E|Xn| < +∞ za n ∈ N0.

3. E(Xn|Fn−1) = Xn−1, skoro sigurno, za sve n ∈ N.

Ako se tre�i uslov zameni uslovom

E(Xn|Fn−1) ≤ Xn−1, skoro sigurno, za sve n ∈ N

dobija se supermartingal. Ako se tre�i uslov zameni uslovom

E(Xn|Fn−1) ≥ Xn−1, skoro sigurno, za sve n ∈ N

dobija se submartingal.

Napomena 9.3. Kad se proverava da li je neki proces martingal (supermartingal,
submartingal) qesto se koriste slede�e osobine uslovnog matematiqkog oqekivaǌa:

1. E(E(X|F)) = E(X), za proizvoǉnu sluqajnu veliqinu X i proizvoǉu σ-algebru
F ;

2. ako je X nezavisno od F , onda je E(X|F) = E(X);

3. ako je X merǉivo u odnosu na F , onda je E(X|F) = X.

Iz tre�eg uslova iz definicije martingala i osobine

E(E(X|F)) = E(X)

dobija se da va�i slede�e tvr�eǌe:

Posledica 9.1. 1. Ako je {X(t), t ∈ T} martingal, onda je E(X(t)) = const. za t ∈ T ,

2. Ako je {X(t), t ∈ T} supermartingal, onda je E(X(t)) opadaju�a funkcija od t ∈ T ,

3. Ako je {X(t), t ∈ T} submartingal, onda je E(X(t)) rastu�a funkcija od t ∈ T .
Napomena 9.4. Ako je {X(t), t ∈ T} submartingal, onda je {−X(t), t ∈ T} supermar-
tingal, i obrnuto.
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9.1.1 Primeri martingala

Primer 9.1. (niz nezavisnih sluqajnih veliqina) Neka je sluqajni niz {Xn, n ∈ N}
takav da je E|Xn| < +∞, E(Xn) = 0 za n ∈ N. Neka je

S0 = 0, Sn = X1 + · · ·+Xn, n ∈ N.

Tada je niz {Sn, n ∈ N0} martingal u odnosu na filtraciju {Fn}, zadatu sa

Fn = σ{X1, . . . , Xn},

xto sledi iz:

E(Sn|Fn−1) = E(Sn−1 +Xn|Fn−1) = Sn−1 + E(Xn) = Sn−1.

Primer 9.2. (sluqajno lutaǌe po pravoj) Posmatramo jednodimenziono sluqajno lu-
taǌe, kod koga su verovatno�e koraka u pozitivnom i negativnom smeru

P{Xn = 1} = p, P{Xn = −1} = 1− p, p ∈ [0, 1],

a polo�aj qestice u trenutku n:

S0 = 0, Sn = X1 + · · ·+Xn, n ∈ N.

Neka je
Fn = σ{S1, . . . , Sn}.

(Va�i Fn = Gn, tj. u pitaǌu je prirodna filtracija niza {Sn}.)
Treba ispitati da li je i kada niz {Sn} martingal u odnosu na filtraciju {Fn}.
Iz svojstva Markova sledi:

E(Sn|Fn−1) = E(Sn|S1, . . . , Sn−1)

= E(Sn|Sn−1).

E(Sn|Sn−1 = sn−1) = E(sn−1 +Xn|Sn−1 = sn−1)

= (sn−1 − 1)P{Xn = −1}+ (sn−1 + 1)P{Xn = 1}
= (sn−1 − 1)(1− p) + (sn−1 + 1)p

= sn−1 − 1 + 2p.

Dakle,
E(Sn|Sn−1) = Sn−1 + 2p− 1.

Iz ovoga sledi:

1. za p = 1
2
niz {Sn} je martingal;

2. za p < 1
2
niz {Sn} je supermartingal;

3. za p > 1
2
niz {Sn} je submartingal.

Napomena 9.5. Za sve navedene primere, lako se proverava da va�e uslovi 1 i 2 iz
definicije martingala, pa je taj deo izostavǉen.
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Primer 9.3. (Vinerov proces) Vinerov proces {W (t), t ∈ [0,+∞)} je martingal u
odnosu na svoju prirodnu filtraciju:

{Gt, t ∈ [0,+∞)}, Gt = σ{W (s), 0 ≤ s ≤ t}.

Pokazujemo da je ispuǌen uslov 3 iz definicije martingala. Za 0 ≤ s ≤ t va�i:

E(W (t)|Gs) = E((W (t)−W (s)) +W (s)|Gs)
= E(W (t)−W (s)|Gs) + E(W (s)|Gs)
= E(W (t)−W (s)) +W (s)

= W (s).

Primer 9.4. (problem kutije) U kutiji (urni) se u poqetnom trenutku nalaze jedna
crna i jedna bela kuglica. U slede�em trenutku se sluqajno bira jedna kuglica, vrati
u kutiju, pa se u kutiju ubaci jox jedna kuglica iste boje kao xto je bila odabrana
kuglica. Daǉe se, na isti naqin, ponavǉa ovaj eksperiment. Neka je Xn proporcija
belih kuglica u kutiji u trenutku n (posle n izvlaqeǌa i vra�aǌa). Tada je sluqajni
niz {Xn, n ∈ N} martingal u odnosu na svoju prirodnu filtraciju.

Pokazujemo da va�i uslov 3 iz definicije martingala. U pitaǌu je lanac Mar-
kova, pa iz svojstva Markova sledi:

E(Xn|Gn−1) = E(Xn|X0, . . . , Xn−1) = E(Xn|Xn−1).

Daǉe se dobija:

E(Xn|Xn−1 = xn−1) =
(n− 1 + 2)xn−1 + 1

n− 1 + 2 + 1
· P{izvuqena bela kuglica}

+
(n− 1 + 2)xn−1

n− 1 + 2 + 1
· P{izvuqena crna kuglica}

=
(n+ 1)xn−1 + 1

n+ 2
· xn−1 +

(n+ 1)xn−1

n+ 2
(1− xn−1)

=
(n+ 1)x2n−1 + xn−1 + (n+ 1)xn−1 − (n+ 1)x2n−1

n+ 2
= xn−1.

Dakle, va�i E(Xn|Xn−1) = Xn−1, pa sluqajni niz jeste martingal.
Ovaj problem je u literaturi poznat i kao ,,Poǉina urna”, u qast ma�arskog

matematiqara Poǉe (George Polya (1887. - 1985.)), koji se bavio raznovrsnim kombi-
natornim problemima. O tome se mo�e vixe proqitati u kǌizi [4].

Primer 9.5. (kockaǌe) Pretpostavimo da kockar ula�e jednu novqanu jedinicu u
svakoj partiji. Ako je

Yj =

{
1, ako je pobedio u j-toj partiji
−1, ako je izgubio u j-toj partiji,

onda je dobitak kockara posle n partija:

Xn = Y1 + · · ·+ Yn, n ∈ N.
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Ako je E(Yj) = 0, onda je niz {Xn} martingal (u ovom sluqaju fer igra), ako je
E(Yj) ≥ 0, onda je niz {Xn} submartingal, a ako je E(Yj) ≤ 0, onda je niz {Xn} super-
martingal. To sledi iz:

E(Xn|Fn−1) = E(Xn−1 + Yn|Fn−1) = Xn−1 + E(Yn),

gde je Fn = σ{Y1, Y2, . . . , Yn}.
U ovom sluqaju, σ-algebra Fn−1 mo�e da se zamisli kao: svi mogu�i ishodi pret-

hodnih partija (koji su, naravno, poznati).
Sada �emo malo da uopxtimo problem. Pretpostavimo da kockar u j-toj partiji

ula�e iznos kj. Onda je ǌegov dobitak posle n partija jednak

Zn = k1Y1 + · · ·+ knYn, n ∈ N.

Tada va�i
E(Zn|Fn−1) = E(Zn−1 + knYn|Fn−1) = Zn−1 + knE(Yn).

Posledǌa jednakost va�i zato xto je kn merǉivo u odnosu na Fn−1 (tj. ulog za
narednu partiju je poznat qim se prethodna partija zavrxi).

Odatle sledi da je sluqajni niz {Zn} martingal (submartingal, supermartingal)
u istim sluqajevima kad i {Xn}.

Zakǉuqak je da veliqina uloga ne meǌa prirodu igre (fer ili nefer)!

9.1.2 Poreklo naziva i znaqaj martingala

Za poqetak, odakle potiqe naziv ,,martingal”? Postoje (bar) dva objaxǌeǌa.
Prva verzija tvrdi da ime potiqe od dela koǌske opreme, koji spreqava da

koǌ, pri preskakaǌu prepona, suvixe zabacuje glavu. Ovo objaxǌeǌe nam je ne-
kako intuitivno jasno, jer niz koji je martingal ,,nema gde da pobegne” od svoje
vrednosti u prethodnom registrovanom trenutku.

Prema drugoj verziji, req potiqe od naziva kockarske strategije u kojoj se
posle svakog gubitka duplira ulog (na francuskom ,,le grand martingale”).

Martingali (sumbartingali, supermartingali) imaju veliku primenu u raz-
liqitim granama matematike, kao xto su, na primer, stohastiqka analiza i fi-
nansijska matematika. Mi �emo pokazati samo najosnovnije osobine, a mogu se
izvesti i mnogo komplikovaniji rezultati, kao xto su razliqite nejednakosti i
zakoni velikih brojeva.

9.2 Jox neke osobine martingala sa diskretnim parametrom
Slede�e tvr�eǌe se jednostavno izvodi iz definicije martingala.

Posledica 9.2. Neka je sluqajni niz {Xn, n ∈ N0} martingal u odnosu na filtraciju
{Fn, n ∈ N0}. Tada va�e slede�e osobine:

1. E(Xn(Xm −Xn)) = 0 za m ≥ n,

2. E(X2
n) je rastu�a funkcija od n.

Dokaz. 1.

E(Xn(Xm −Xn)) = E(E(Xn(Xm −Xn)|Fn))

= E(XnE(Xm −Xn|Fn))

= E(Xn(E(Xm|Fn)−Xn))

= 0
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2. Za m ≥ n va�i:

E(X2
m) = E((Xm −Xn) +Xn)

2

= E(Xm −Xn)
2 + 2E((Xm −Xn)Xn) + E(X2

n).

S obzirom da je E(Xm −Xn)
2 ≥ 0 i E((Xm −Xn)Xn) = 0 (na osnovu prvog dela

tvr�eǌa), dobijamo:
E(X2

m) ≥ E(X2
n).

9.3 Dubova dekompozicija submartingala
Sada �emo malo proxiriti priqu o filtracijama, odnosno, definisati jox

jedan odnos u kom mogu da se na�u filtracija i sluqajni proces - predvidivost.

Definicija 9.6. Sluqajni proces {Xn, n ∈ N0} je predvidiv u odnosu na filtraciju
{Fn, n ∈ N0} ako je za svako fiksirano n ∈ N sluqajna veliqina Xn merǉiva u odnosu
na σ-algebru Fn−1.

Primer 9.6. Primer predvidivog niza se mo�e jednostavno konstruisati na sle-
de�i naqin. Definixemo

Sn = X1 + · · ·+Xn−1, n ∈ N, n ≥ 2,

Fn = σ{X1, X2, . . . , Xn},

gde je {Xn, n ∈ N} proizvoǉni sluqajni niz. Tada je niz {Sn, n ≥ 2} predvidiv u odnosu
na filtraciju {Fn, n ∈ N}.

Primer 9.7. Jox jedan primer predvidivog niza je kn, n ∈ N iz primera 9.5 (zato
xto je ulog za n-tu partiju poznat pre poqetka n-te partije).

Slede�i rezultat �e nam biti interesantan, jer povezuje pojam martingala,
submartingala i predvidivih sluqajnih nizova. Ovde �e biti formulisan i doka-
zan za diskretni sluqaj, a sliqno tvr�eǌe postoji i za neprekidne submartingale.
Analogno tvr�eǌe se mo�e formulisati i za supermartingale. Ovo i sliqna tvr-
�eǌa imaju primenu u stohastiqkoj analizi i finansijskoj matematici.

Teorema 9.1. (Dubova dekompozicija submartingala)
Neka je sluqajni niz {Xn, n ∈ N0} submartingal u odnosu na filtraciju {Fn, n ∈ N0}.
Tada postoje sluqajni niz {Mn, n ∈ N0} i sluqajni niz {An, n ∈ N0}, takvi da va�e
uslovi:

1. {Mn} je martingal u odnosu na filtraciju {Fn};

2. niz {An} je skoro sigurno rastu�i;

3. niz {An} je predvidiv;

4. Xn =Mn + An, za n ∈ N0.
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Dokaz. Neka je sluqajni niz {Dn} definisan sa

Dn = E(Xn −Xn−1|Fn−1), n ∈ N.

Za svako fiksirano n, sluqajna veliqina Dn je Fn−1-merǉiva.
Sluqajni niz {Xn} je submartingal, pa je

E(Xn|Fn−1) ≥ Xn−1, skoro sigurno,

a sluqajna veliqina Xn−1 je Fn−1-merǉiva (zbog osobine adaptiranosti u odnosu
na filtraciju), pa je

E(Xn−1|Fn−1) = Xn−1.

Odatle sledi da je, za svako fiksirano n, Dn ≥ 0.
Neka je sluqajni niz {An} definisan sa

A0 = 0, An =
n∑

j=1

Dj, n ∈ N.

Na osnovu prethodnih zakǉuqaka, dobijamo da va�e uslovi 2 i 3 teoreme.
Neka je

Mn = Xn − An, n ∈ N.

Tada va�i

E(Mn|Fn−1) = E(Xn − An|Fn−1)

= E(Xn|Fn−1)− An

= E(Xn−1 +Dn|Fn−1)− An

= Xn−1 +Dn −
n∑

j=1

Dj

= Xn−1 −
n−1∑
j=1

Dj

= Mn−1

Dakle, va�e i uslovi 1 i 4 teoreme.

Primer 9.8. (nastavak primera sa nizom nezavisnih sluqajnih veliqina) Neka je
sluqajni niz {Xn, n ∈ N} takav da je E|Xn| < +∞, E(Xn) = 0 za n ∈ N. Neka je

S0 = 0, S1 = X1, Sn = X1 +X2 + Y2 + · · ·+Xn + Yn, n ≥ 2,

gde je niz {Yn, n ∈ N} zadat sa:

Yn = E(|Xn||Fn−1),Fn = σ{X1, . . . , Xn}.

Tada je niz {Sn, n ∈ N0} submartingal u odnosu na filtraciju {Fn}.
Neka je:

A1 = 0, An = Y2 + · · ·+ Yn, n ≥ 2.

Odgovaraju�i martingal iz Dubove teoreme je niz {Sn − An}, a predvidiv, rastu�i
niz je {An}.
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9.4 Maksimalne nejednakosti za martingale
Teorema 9.2. Ako je {Xn, n ∈ N0}, Xn ≥ 0, E(Xn) = m, martingal, onda va�i slede�a
nejednakost:

(∀ϵ > 0)P{max
n≥0

Xn ≥ ϵ} ≤ m

ϵ
.

Dokaz. Neka je ϵ > 0 fiksirano,

Vn = max
0≤k≤n

Xk.

Definixemo
T = min{k : Xk ≥ ϵ}, nϵ = min{T, n}.

Iz osobina martingala sledi:

m = E(Xn) = E(Xnϵ),

a va�i i

E(Xnϵ) = E(XnϵIT≤n) + E(XnϵIT>n)

≥ ϵE(IT≤n) + E(XnϵIT>n)

= ϵP{T ≤ n}+ E(XnϵIT>n)

≥ ϵP{T ≤ n}.

Odatle sledi:
P{Vn ≥ ϵ} ≤ m

ϵ
,

pa je
P{max

n≥0
Xn ≥ ϵ} = lim

n→∞
P{Vn ≥ ϵ} ≤ m

ϵ
.

Primer 9.9. (kockaǌe, nastavak) Pretpostavimo da je kockar u poqetnom trenut-
ku ima k novqanih jedinica (X0 = k) i da je u pitaǌu fer igra. Pretpostavimo da
,,kockaru dobro ide”, tj. da je za svako n, Xn ≥ 0. Iz prethodno dokazane nejednakosti
direktno sledi da je verovatno�a da maksimalna koliqina novca kojom raspola�e
kockar premaxi neku veliku sumu (ϵ je mnogo ve�e od k, na primer) maǌa od k

ϵ
. Spe-

cijalno, verovatno�a da kockar udvostruqi sumu je maǌa od 1
2
.

Slede�e tvr�eǌe je poznato kao Dubova maksimalna nejednakost.

Teorema 9.3. Neka je sluqajni niz {Xn, n ∈ N0} martingal u odnosu na filtraciju
{Fn, n ∈ N0}. Tada va�i:

(∀ϵ > 0) (∀n ∈ N0)P{max
0≤k≤n

|Xk| ≥ ϵ} ≤ E(X2
n)

ϵ2
.

Dokaz. Definixemo doga�aj Aj na slede�i naqin:

Aj = {ω : |Xj| ≥ ϵ, |Xk| < ϵ za k < j}.

Tada je

{max
0≤k≤n

|Xk| ≥ ϵ} =
n⋃

j=0

Aj.
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E(X2
n) ≥ E(X2

n

n∑
j=0

IAj
)

= E(
n∑

j=0

X2
nIAj

)

= E(
n∑

j=0

(Xn −Xj +Xj)
2IAj

)

= E(
n∑

j=0

(Xn −Xj)
2IAj

+
n∑

j=0

X2
j IAj

+ 2
n∑

j=0

Xj(Xn −Xj)IAj
)

= E(
n∑

j=0

(Xn −Xj)
2IAj

) + E(
n∑

j=0

X2
j IAj

) + 2E(
n∑

j=0

Xj(Xn −Xj)IAj
).

Iz qiǌenice da je u prethodnom redu prva suma nenegativna, koriste�i osobine
uslovnog matematiqkog oqekivaǌa, dobijamo:

E(X2
n) ≥ E(

n∑
j=0

X2
j IAj

) + 2E(E(
n∑

j=0

Xj(Xn −Xj)IAj
|Fj))

= E(
n∑

j=0

X2
j IAj

) + 2E(
n∑

j=0

XjIAj
E(Xn −Xj|Fj))

= E(
n∑

j=0

X2
j IAj

),

odnosno:

E(X2
n) ≥

n∑
j=0

E(X2
j IAj

).

S druge strane, va�i:
n∑

j=0

E(X2
j IAj

) ≥
n∑

j=0

ϵ2E(IAj
)

=
n∑

j=0

ϵ2P (Aj)

= ϵ2P

(
n⋃

j=0

Aj

)
= ϵ2P{max

0≤k≤n
|Xk| ≥ ϵ},

odakle sledi

P{max
0≤k≤n

|Xk| ≥ ϵ} ≤ E(X2
n)

ϵ2
.

Iz prethodne teoreme slede jox neki va�ni rezultati, od kojih ovde navodimo
jedan, bez dokaza.

Teorema 9.4. Neka je sluqajni niz {Xn, n ∈ N0} martingal za koji va�i E(X2
n) ≤ C <

+∞, za svako n. Tada niz {Xn} konvergira u sredǌe kvadratnom smislu ka sluqajnoj
veliqini X sa konaqnom disperzijom.
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